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Dans un mémoire précédent [1] nous avons démontré qu'il
existe, au dessus d'une variété différentiable paracompacte  à deux
dimensions, un champ de tenseurs non-triviaux covariants symétri-
ques du troisième ordre qui est apolaire au champ de tenseurs
fondamentaux (covariants symétriques définis positifs du second
ordre). Nous démontrerons, dans cet article, ce fait pour la variété
différentiable paracompacte M  à  n dimensions, et d'ailleurs que nous
pouvons choisir un tel champ de la manière qi'il ne s'annule pas
dans la variété M  toute entière, et ensuite que, si n=2 et si la
variété M  est compacte, il existe un tel champ qui n'admet que
des points singulier de nombre fini.

En prenant ensuite le cas on n = 3 ,  nous introduisons une
structure géométrique relative la variété M , qui peut être regardée
come une généralization de la directrice de Wilczynski d'une surface
dans un espace projectif.

1. Soit M  une variété différentiable paracompacte  à  n  dimensions.
Prenons un point x e M . Soient U  x  le domaine d'un système de
coordonnées locales ul, ••• , u " , T *  l'espace de covecteurs tangents

M  en x, o  le champ de tenseurs fondamentaux. Supposons que
ce champ s'exprime, dans U , par

a- = a i i (x)dui dud.

Soit Yx = {y i k dui Ø  du' d u k }  l'espace vectoriel formé par les
éléments symétriques de T t 0  Tt®  Ti'. Envisageons l'application
linéaire :  Y x —> T t  définie par

(y d u i d u k )  = y i n i i ceidui ((aji) = (a1 5 ) ') .



446 jOy6 K anitan i, S eiz i T ak izaw a

Etant donné un covecteur v i dui E  7 1 ,  si l'on pose

1
Y •i l k — (v a • .. + v •a •k+ v k a i i ) ,n + 2  '

il vient y „ i ast= v i . C'est-à-dire que l'application (i) est une surjec-
tion. Ainsi, W ., — ker qi est un espace vectoriel tel que

dim Y,,—dim W =  dim  T,
ou bien

N =  dim Wx  =  ( n
3 ) + )22 — n

2 .  Si l'on pose

Oiik S d u i  Ø  dui Ø du' (S: symétrisation)

k k 1  (aL lat+  alk8I+  aika
)

e n i

3 a"

1 — (aii8:4+ aik34+ a i k 8  
3 T h ann

il vient
ij111 0 ,  "0- 222 0 , , - é n n n

et les autres -diik que nous désignerons par Vi l e  se font un système
de base de l'espace vectoriel W x .

Si xE Un U', on a

E = W i i k 0 i i k  (a 11 TV = 0)

Wipfgq1Qie/ r s t  =  E
).

Nous pouvons donc définir une représentation linéaire R  du
groupe linéaire L„= (V I )  sur l'espace vectoriel W, par

= E [V (21;Q— 1 (ai'i'at' 8t, a i y  \
3 , a n

1 • ./— (ag +  k' :  ai'k'87
): ) ( 2 7 'Q'»Q71  W./4

3 z •
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Nous pouvons donner à  la réunion

E  =V  W ,
=Ex

une structure d'espace fibre, de base M , de fibre-type un espace
vectoriel W à N dimensions, de groupe structural L„ dont l'opération
sur W se fait la représentation linéaire

Une section locale arbitrairement donnée de E(M, W, L „ ) au
dessus d'un voisinage peut être étendue pour la variété M  toute
entiére ([2], p. 54). La section ainsi obtenue s'exprime, dans U, par

E = bukOi l k  (a "bsti =  0 ) •

Nous voyons ainsi qu'il existe un champ T de tenseurs covar-
iants symétriques non-triviaux du troisiérne ordre, qui est apolaire
au champ cr de tenseurs fondamentaux.

3 .  Nous allons maintenant démontrer que nous pouvons choisir
le champ de tenseurs T de telle sorte qu'il ne s'annule pas dans M
Soit Z ,  l'ensemble des éléments symétriques définis positifs de
W0 Tin Envisageons la section de l'espace fibre qui s'obtient par
la donnation à  la réunion

Z ,

EM

une structure d'espace fibre de la même maniére que nous avons
intrcduit le champ de tenseurs fondamentaux 0-. Portons dans Wx

la métrique définie au moyen de cette section et considérons (N -1 )-
sphére

S, {y E Wx  longueur I y ----- 1} .

Donnons à  la réunion

B =  S ,
xEx

la structure d'espace fibre B(M, ON) où ON  est le groupe or-
thogonal. La recherche du champ de tenseurs T qui ne s'annule
pas dans M  se raméne à  celle de la section de B(M, SN - I, ON ).
L'existence de la section derniére est bien assurée, car nous avons,
si n>3,

N -1  =  ( )+  n ' — n -1 >  n  =  dim M3
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ce qui nous montre que ([2], P .  148)

z i(S N -1) = 0 ( i =1 , •• . , N -2 )  .

Lorsque n=2 on a N =n , à  savoir, W ., est isomorphe à  T .
Nous pouvons donc choisir, si la variété M  est compacte, le champ
de covecteurs rr de telle sorte qu'il n'admette que des points singu-
lière de nombre fini ([3] p. 548). Cela revient à  dire que

0 = a.raisaktbiikbr,,

ne s'annule qu'A points de nombre fini ([1] p. 83).

4 .  En faisant l'usage des notations introduites dans [1], posons

=

+  1 (H,-Kf„.1K 'j s —Elm i K ,K ti s

n - 2
— H, J K,8»,Kf s +H„, ; 1(1,K5.,)

1
( n - 1 ) ( n - 2 )

Il vient

k m l i j k l m j i k l m i j ,  k i j I m k l m i j ,

(4. 1) Hm1kijj = O.

Lorsque n =3 ,  en y faisant 1=1, i=1 , 2, 3, nous avons

H 2 2 k1212+ 2 H 2 3 k
1213

 11 33k
1 3 1 3  =  0

H 2 1 k12214- 1 1 3 1 k1321 1 1 2 3 k „ 2 3  +  H 3 3 k , 3 2 3  =  0

H 2 1 k1231 + 11 3 1 k1331 + 1 1 2 2 1 e1 2 3 2  +  fr 2 k 1 3 3 2  =  0  .

Ajoutons ces équations multipliées respectivement par H 1 1 , H",
W 5 ( 1=1 , 2, 3). Nous obtenons

H 2 1 k 3 1 2 3  H •  2 2 k 3 1 3 1  1 1 2 3 k 3 1 1 2

- H 3 1 k 1 2 2 3  H 3 2 k 1 2 3 1  1 1 3 3 k 1 2 1 . 0

H
11k

3123 H 1 2 k 3 1 3 1  1113k311. -  -

H
11k

1223 H

•

 1 2 k 1 2 3 1  -1 -1 -1 1 3 k 1 2 1 2 0  •

De même, en faisant 1=2, 3 dans (1), on tire
1/

31
k

1223 H

•

 3 2 k 1 2 3 1  H 3 3 k 1 2 1 2

- 1 1
11

k
2323 H 1 2 k 2 3 3 1  

-1- 1 1 13k2312 0  ,

(W i H„, ; -1:1 1 ; H„„)K rt sK .,.
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1 1 21k1223  1122k123, =  0

H21122323 -I- 11
22

k
2331 1 1 2 3 k 2 3 1 2  =  0

H 1 1 k2 3 2 3  H 1 2 k2 3 3 , 4 -1 1 13k2313
H 2 1 k 3 1 2 3  H 2 2 k 3 1 3 1  1 1 2 3 k 3 1 1 2  -  0

11
31k2323 H 3 2 k 2 3 3 1

 11
33

k
2 3 1 2  -  0

11
31

k
3123

 11
32

k
3131 1 1 3 3 k 3 1 1 2  -  0  .

En résumé nous avons

H i2 k 1 ” ,3 1  H i3 k 1 ,1 2  -  0  ( 1 , -  1 ,  2, 3)

et, par suite,

k i n z u  = 0  ( / ,  m, j ,  j  = 1, 2, 3) .

Ensuite, si l'on pose

<imij> =

1  ( a , , f srn .i s } s-  am i t . i s }n - 2

—au {m s.i s }

1 + 
( n  — 1 ) ( n  —  2 )

(a,„,a,n ; —a i i a m i ) lfs..t
s t }

il vient aussi

<mtij> =  —</mti>, <tmji> = <iitm> <NO,
ami<imij> =  O.

Nous avons donc, lorsque n=3,

<NU> 0  (1, m , i,j = 1, 2, 3) .

Or, nous avons d'après (3. 4), (4. 2 ),  (5 . 3 )  de [1 ]

.
R „ k i i - R „

1
i i  = < h k z i › -  K hk ii •

Nous obtenons ainsi, lorsque n=3,

(4. 2) Rhku = R k h I J  (h ,  k j 1, 2, 3) .

5 .  Supposons que n = 3 .  L'équation Hki(R h k i f + R „ u ) = 0  devient
alors d'après (4. 2)

(5. 1) H k iR „ ii = O.
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Posons

(5. 2) =

de sorte qu'on a
K i i t  =

L'équation (5. 1) peut s'écrire

K i l t  -  K i f f  .

D'ailleurs nous avons d'après (5. 2) de [ 1 ]  (p. 163)

H " K h k i  = 0 .

Nous appellerons donc la forme K i i i d u id u id u ' la forme de
Darboux induite. Il suit de (5. 2)

(5. 3) R i f t ,  = R i m = Ri1 12 =

Posons

H h m R n + in : •k i f

Nous avons ((6. 3) de [1 ])

H h i P h i ;  = 0

ce qui nous donne

(5. 4) HhiPk23+ Hh2Pk3, + Hh3Pki2 H k iPh23+H k 2Ph3i+H k 3Phi2 •

Grâce à  (2. 6) de [ 1 ]  (l'identité de Bianchi), nous avons

( aR h k u  r g  n 118 R  + H  R° • • — H - •nu-Lx-ski." k l  h s ii kl h t I h l ik=1a t t i

11K ss i R ,, • + — A dui A d u i  =  0
2 2

( h ,  k ,  i , j  =  1 ,  2, 3) .

Ajoutons membre â  membre à cette équation ce qu'on obtient
en y échangeant h ,  k. Nous obtenons alors grâce aux (4. 2), (5. 3),
(5. 4)

e f ,k  ;s + hi- 13 k23+ H h2P k3i+ Hh 3 P k l 2 0
( h ,  k  = 1 ,  2, 3)

et, par suite,

(5.5)P k 2 3  = , Pk 3 ,— P ki2— •
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En retranchant l'une de l'autre les deux équations que nous
venons de mentionner nous obtenons

(5.6) K L IC , = -FUktIC, •
6. Soient X—ts A s , X ' =t" A s les vecteurs horizontaux ([1 ], p. 158).
Posons

t 2  t 3

t" t" • Vy
t'

t" t" , v , = t 1 t 2

t" t"1 '

     

La sous-algèbre d'holonomie de Lie-algèbre du groupe struct-
ural CS') est engendrée par les éléments

=

Puisque

Rgi ;  = = 0 , 136C = 0 , p7," q 0
(a, = 0,1, ••• ,n; K  =1, ••• , n+1; A  = 0, ••• , n) ,

nous avons
f2g = 0 , fre' 0  ,

q tp R 7 1 f tit'l e,p;A rg vs

(h, k  = 1, 2, 3 ; /, m : 1 —, 3).

Envisageons l'homographique représentant un tel élément :
(  Xe0 + ,

(6.1) X ek = + n i e  (k  = 1, 2, 3),
X e 4 =  O .

Considérons dans S. un hyperplan u o ,. Son pôle par rapport
a. la quadrique

2e04H i A i V  (i, j : 1 _ > 3)

que nous appllerons la quadrique de Lie est donné par

e — u4 ,=  Hiiu ;  , — u0 .

Le portant dans (6. 1) nous obtenons
Ae0 f r S u s  S-2C41u0

X e k  n rk S u s  ntuo

=  0

ce qui détermine une correlation projective dans l'espace o=A A ,A ,A ,
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amenant le plan (u0 , u„ u 2 , u3 ) ( =u no) au point (V,  1 V , V ). L e
lieu des éléments d'incidence dans cette correlation est la quadrique

(6. 2) nijuiu;+(t2"— S21)uoui —f2P4 (u0 )2 =  O.

Le pôle du plan (81,', 8t, (k =1, 2 , 3 )  par rapport à cette
quadrique est le point donné par

n k i u i
1

($0k _121)u o  ==. 0 .
2

Ainsi, le plan polaire 71-• du point A (l'intersection des trois plans
considérés) passe par les trois points

(6. 3) ( -
1

(g  ---f24 k )  ,  121, ni!, ,f2 ( k  =  1, 2, 3)
2

qui déterminent ce plan polaire 7 r pourvu que la quadrique (6. 2)
soit régulière. Si l'on prend comme point de départ du chemin
horizontal le point (u1, 8 ! ) ,  les points (6. 3) deviennent

—  K 8
0 .̀s v „ Kr v„ KVv„

2 '

Or, en considérant le cas on n =2 , si l'on y remplace par
j, k  =1, 2) on obtient les expressions de d u e x  points dont la

droite de jonction est la directrice de Wilczynski ([4 ], p. 203).
Nous pouvons donc regarder le plan polaire z  comme directrice

de Wilczynski généralisée de M
Les hyperplans homologues dans la transformation projective

(6. 1) se relient au moyen des équations

cr4  =  0,
(6. 6) 0-14 = SY:u0 + 1- 21;u k  ,

Œu'4 =  g u o + nrtu, .

L'hyperplan polaire d'un point par rapport à  la quadrique de
Lie est donné par

uo = , u ,  =  H i f ei , u4 = .

En effectuant, ensuite, la transformation (6. 4) nous obtenons la
correlation projective

crUrl =  0,
ou i l=

0'4  =  f 24Aj  - (2°4k4
(6.5)
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dans laquelle le lieu des éléments d'incidence est le cône
(1-27 1 2 4 f 2 0 4 e 2  _

La droite conjuguée à l'hyperplan o=.411 1 A 2 A 3 par rapport à ce
cône se trouve dans les trois hyperplans

( 0 , n  ta, k2 2k3 f —2
1

 ( f r k  12
4 k ) ) (k =1, 2, 3) .

qui sont les hyperplans polaires des points (6. 3) par rapport à  la
quadrique de Lie.
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