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Introduction

Dans le mémoire précédent [4], nous avons obtenu quelques
critéres du probléme (A)P posé sur un domaine 4 intérieurement
ramifié sur un polycylindre 4, qui se représente comme une surface
analytique 3 de type (K); surtout, un critére ([4], Théoréme 5)
qui depend de la variété double ordinaire T de ¥, ainsi que du
nombre y de feuillets de 4. D’autre part, le théoréme 6, [4], montre
que la réponse au probléme (A) dépend seulement de la variété
double ordinaire 71" de X, mais non pas du nombre » de feuillets
de 4.

Dans ces circonstances, il sera naturel de chercher un critére
du probléme (A) qui ne depend que de la variété double ordinaire
T de ». Et pour cela, il nous faut étudier en détaile la condition®

introduite dans [4], Théoréme 5:
B*(4) N NB*(4n) =B* (D),

qui est nécessaire et suffisante pour que le probleme (A) soit affir-
matif.

Le §2 set consacré a l'étude de cette condition. Les critéres
du probléme (A) sont recoltés dans le §3, n° 11.

Enfin, dans les n® 12, 13 est donné un exemple de domaine

1) Pour la définition, voir n® 10 du présent mémoire; voir aussi [4], n°® 2.
2) Voir n° 4, n° 10, ¢) et le théoréme 1.
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dans lequel le probléme (A) n'est pas affirmatif. Pour la significa-

tion de cet exemple, voir les théorémes 1, 5 et 5 bis.

§1. Propriete (H).

1. Multiplicité d’un point sur une surface. 1°. Soit 9 un
domaine univalent quelconque (fini ou non) dans l'espace de n
variables complexes (ay, ***, x.), et 3 une surface analytique de
dimension n—1 dans 9.

Y est donnée, par définition, comme suit:

il existe un recouvrement U= {U} de 9 par des ouverts U,
et un systéme {p,} de fonctions ¢y(x) holomorphes respectivement
dans U, et qui n’admettent pas de facteur multiple en aucun point
de U, tels que, pour toute intersection non vide V de U, U'(eU),
¢u/eu =Ry soit une fonction holomophe dans V et qui ne sannule
jamais dans V, et tels que, pour tout ouvert Ue U, MU s’exprime
par lequation ¢y(x)=0.

Soit z un entier positif quelconque. Considérons dans U l'en-

semble analytique S{° définie par les équations

alz
S Pu =0
(56 oxi' e+ -0x)”

(s +oy 7n20, Tt oo la=Rs =0, 1, =+, p—1),

et notons S® la réunion des S¥ (UeV):S»= U S¥. On a

, . UeU
évidemment

S(I)ZZ, et S SwtD (ﬂzl, 2, ...)3>_

Soit V lintersection non vide de U et U’ (U, U'€U); on a
dans V
ov=_~8vepuv’ ,

02, étant une fonction holomorphe dans V et qui ne s’annule jamais
dans V. Différentiations successives de cette relation montre évidem-

ment que, pour tout entier positif £, toute dérivée partielle de ¢y

3) Pour p=2, S® n’est l'autre que la variété singuliére de 3.
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[resp. ¢ur] d’ordre % est engendrée dans V par les dérivées partielles
de ¢y [resp. ¢u] d'ordres au plus égales & %, avec des coefficients

holomorphes dans V. Donc, on a dans V
SPOAV=S¥NV;
ce qui montre que:

a) la définition de S™ est indépendant du choix du recouvre-
ment U et du choix des fonctions gy qui définissent %, et que

b) chaque S est un ensemble analytique, bien définie dans 9.

2°. Pour tout entier positif x, notons S¥ 'ensemble des points

de S™ qui n’appartiennent pas a S®*+:
S = S — Gt (=] 2 )0,
on a
SENSE =@ (wi), et I=USP,
et plus généralement, on a
I— S = SO U SE.

Prenons un point quelconque Q=(&, -, &) de S¥. Soit U
un ouvert de U qui contient . D’aprés la définition de S¢, le
développement de Taylor de la fonction ¢y(x) au point @ s’écrit

¢U(x) :hiH(k)(xl_Eb ) xn_gn)>

ou H® (k=u) sont des polyndémes homogénes en x;,—&;, -+, x,—&,
respectivement de degré k., dont H ne s’annale pas identiquement.
Au moyen d'un changement L de coordonnées (i) en (uy, - -,

tn-1, v) défini par des formules linéaires:
”n
xi—&=>ciut; (un=v; i=1,-,m),
=

le polynome homogéne H™(x;— &, -+, x,.—&,) se transforme en un

polynéme homogéne H, ((«), v) de méme degré s.

4) Pour p=1, S’ est identique & I'ensemble des points réguliers (points simples)

de .
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Le théoréme de préparation de Weierstrass montre alors que:
Pour qi'un point Q de 3 appartienne & SY, il faut et il suffit
que, au moyen d’un tout changement de coordonnées L tel que H,
(€0), v) ne sannule pas identiquement”’ % sexprime au voisinage

de Q par Uéquation algébroide en v de degré p:
0,.((w), v)=v*+ A ()v '+ + A(u) =0,

oit les coefficients A;j(us, ++, tin) sont des fonctions holomorphes au
voisinage de Uorigine (u)=(0), et sannulant & Uorigine, et que le
pseudo-polynome O((w), v) n'admet aucun facteur multiple au voisi-
nage de Lorigine ((0), 0).

De ce fait, on appelle tout point Q de S¥ point de mnulti-
plicité p sur Z”; tout point @ de ZZGS;“) a une multiplicité sur
X que nons désignerons par u(@Q). a

3°. Soit @ une fonction holomorphe sur 5. Comme 5 s’ex-
prime au voisinage d¢ @ par I'équation algébroide en v de degré
n=pn(Q):

0.((), v) =v*+ A, ()v* '+ -+ A (1) =0,

la fonction o satisfait, au voisinage (sur %) de @, a I’équation algé-
broide de degré n=x(Q):

o'+ By (1) + - + Bu(u) =0,

B;(uy, *+*, u.-y) étant des fonctions holomorphes au voisinage de
() = (0).

Donc, le changement réciproque L™ de coordonnées ((«), v) en
(x) montre que:

la fonction w*, et donc toute fonction o' (h=p), peut étre
engendrée, au voisinage (sur 3) de Q, par les n(Q)—1 fonctions
o’ (p=0,1, -, n—1), avec des coefficients C’(xy, -+, x.) (p=0, 1,

vooy u—1) holomorphes aw voissinage de Q, comme:

5) En dautre terme: 'axe de 7 ne soit pas contenu dans le cone des tangentes
a > en Q: Hw(x—t)=0.

6) La condition nécessaire et suffisante pour qu’un point Q soit un point simple
de 3] est que sa multiplicité sur ] soit égale a un.
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r-1 R
0"'=>CPw’.
=0

4°. La définition de multiplicité d’'un point @ sur 3 peut se
généraliser au cas d’'une sous-variété sur 3.
Soit ¢ un ensemble analytique connexe™ contenu dans X, et r

(0<r<n—2) sa dimension. Les formules
sCSD(=3), et NSW=@
w=1

montrent qu’on peut trouver un entier u(u=1) tel que ¢ soit contenu
dans S, mais ne soit pas contenu dans SV (c’est-a-dire, u est
le plus petit des entiers positifs x tels que lintersection o~ S*™P
de ¢ et de S**P ait une dimension au plus égale & »—1).

Tout point @ de o, excepté les points @ appartenant a len-
semble analytique ¢ S®“*” de dimension au plus égale a »—1, a la
méme multiplicité p.

De ce fait, cet entier p est appelé multiplicité de o sur %, et
est noté u(s). Lorsque =0, ¢ se compose d'un seule point Q, et
#(6) coincide avec la multiplicité £(Q) de ce point @, définie plus
haut.

5°. Maintenant, soit 7 une variété analytique sur ¥, qui se
compose des composantes connexes 7; (i=1, 2, ---) de dimension
n—2. Dans ce qui suit, nous appellerons multiplicité de I sur 3,
la borne supérieure des multiplicités u(r;) des composantes r; de 1)

et nous la noterons ux(71"):
n (1) =sup. u(r);
i21
on a
ISu(T)=+oo.
Si pe=pn(T) est finie, tout point Q de T, excepté les points Q
appartenant a une sous-ensemble analytique £ de dimension au

plus égale a n—3, a une multiplicité x(Q) au plus égale a p(7T).

7) Nous dirons que o est connexe, si tout germe de ¢ est obtenu par prolonge-
ment analytique partant d’'un germe irréductible de o.



646 Hidekazu Onishi

D’aprés ce qui précéde, on voit que, pour une fonction o holo-
morphe sur 3, toute fonction o"(h=p) peut étre engendrée, au
voisinage (sur %) d’'un tout point Q de T'—E, par les pu, fonctions
o?(0<p=<u—1), avec les coefficients holomorphes au voisinage
(dans 9) de Q.

2. Propriété (H). Soit 9 un domaine univalent quelconque
dans l'espace de n variables complexes (xy, **+, x.), et soit ¥ un
ensemble analytique de dimension quelconque r(1<r<n—1) défini
dans 9. Etant donnée une fonction o holomorphe sur 3, nous
dirons, d’aprés Oka, que o possede la propricté (H) en un point
Q de 3, s'il existe un voisinage V de @ et une fonction F(x)
holomorphe dans V tels que o soit sur XMV la restriction de
F(x).

Soit 9’ un sous-domaine univalent de 49). S’il existe une fonc-
tion F(x) holomorphe dans 9’ telle que o soit sur 39 la re-
striction de F(x), nous dirons que o possede sur (D' la proprieté
(H) par rapport a 9.

Maintenant, soit 3 une surface analytique de dimension n—1
définie dans 9), et soit S la variété singuliére de 3®.

Considérons, une fois pour toutes, une fonction o holomorphe
sur 2.

Soit ¢ une composante de dimension n—2 de la variété singu-
liére S de ». On voit aisément qu’il y a deux cas suivants®:

1° en tout point M de o, excepté les points appartenant a une
sous-variété de dimension au plus égale a n—3, la fonction w pos-
séde la propriété (H); ou bien

2° la fonction w ne jouit pas de la propriété (F) en aucun
point de .

Dans ce qui suit, nous appellerons varicté d’espéce (H) par
rapport & o la réunion des composantes (de dimension n—2) ¢ de

seconde espéce de S, et nous la désignerons par S..

8) Voir la note 3) du bas de la page.
9) Voir W. Rothstein [6], page 304.
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On voit aisément que:

Si le produit Ho d’une fonction H(x) holomorphe dans D et
de la fonction o possede sur 3 la propriété (H) par rapport a
9D, H(x) sSannule sur Se.

On aura besoin du lemme suivant:

Lemme 1. Soit 9 un domaine univalent d’holomorphie, et 3
une surface analytique (de dimension n—1) définie dans 9D par
léquation

0(x) =0,

0(x) étant une fonction holomorphe dans 9D, admettant 3 pour
zéros du premier ordre, sans sannulant d’ailleurs. Soit o une
Sonction holomorphe sur 3, dont on suppose que la multiplicté m
=u(S.) de la sous-variété S, de 3, despéce (H) par rapport &
w, soit finie.

Soit B(x) une fonction holomorphe dans D. Si les pm—1
Jonctions Bo'(1<h<pu,—1) possedent sur 3 la propricte (H) par
rapport a D, il en est de méme de toutes les fonctions Bo'(h=pm).

En effet, supposons que l'on ait sur ¥
Bt =C» (0=p<um—1),

C»(x) étant des fonctions holomorphes dans 4. Comme nous
avons vu au n’ 1, 5°, toute fonction o"(h=u,) peut, au voisinage
(sur ) d'un tout point @ de S., excepté les points  appartenant
4 une sous-variété I£ de dimension au plus égale a n—3, s'exprime
comme

mo—1 '
o' =3 AP,

=0
AP () (0<p<uy—1) étant des fonctions holomorphes au voisinage
V (dans 9) de Q.
On a alors sur XNV
Bot =5 APC,

»=0
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ceci montre que Bw" posséde la propriété (H) en tout point @ de
>—FE, et donc aussi en tout point de 3, d'aprés le lemme 1 de K.
Oka [1], n° 6.

Alors, en appliquant le théoréme VII de K. Oka, [2], n® 35,
on voit aisément que Bw" posséde sur 3 la propriété (H) par rap-
port 3 9; ce qui vérifie le lemme.

3. Condition (D). Soit 5 une surface analytique (de dimen-
sion n—1) dans un domaine univalent quelconque 9, et o une
fonction holomorphe sur .

Si tout point de la sous-variété S, de 3, desépce (H) par
rapport a4 o, excepté les points appartenant & une sous-variété de
dimension au plus égale & 7n—3, est un point double ordinaire de
3, nous dirons que la fonction o satisfait a la condition (D) sur 3.

En appliquant le lemme 4 du [3], n° 10, et la lemme 1 de
K. Oka [1], n® 6, et puis le théoréme VII de K. Oka [2], n° 35,
on obtient le lemme suivant:

Lemme 2. Soit 9 un domaine univalent d holomorphie dans
Uespace de n wvariables complexes (xi, -+, x), et 5 une surface
analytique définie dans D par [équation 0(x) =0, ot © est une
Sonction holomorphe dans 9, et qui admet 3 pour zéros du pre-
mier ordre, sans sannulant ’ailleurs. Soit o wune fonction holo-
morphe sur 3 et satisfaisant & la condition (D).

Pour que le produit Bo d’unc fonction B(x) holomorphe dans
D et de la fonction o posséde la propriété (H) sur 3 par rapport
a D, il faut et il suffit que B(x) sannule sur la variété So d'espece
(IH) par rapport & o.

§2. Propriétés (@F) et (9.).
4. Module B*(9). Soit 4 un polycylindre dans l'espace de

n variables complexes (xy, **+, x,):
(A) l‘ril<1~i (lzly Y ”)L,

et ¥ une surface analytique de dimension n—1 définie dans 4.
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Soit O I'anneau des fonctions holomorphes dans 4. L’ensemble
A des fonctions g holomorphes sur 5 est un module sur 'anneau
O;, Oy désignant le module induit sur ¥ par O.

Pour un entier positif z, considérons un systéme (B8)=(p,, *--,
B.) de u fonctions B, de A. L’ensemble de tels systémes (B) est
un module sur 'anneau @;, que nous désignerons par A*.

Supposons donnée, une fois pour toutes, une fonction @ holo-
morphe sur 3.

Etant donné un domaine univalent quelconque 9 contenu dans
4, nous dirons qu'un élément (B) de A* est de type (X.)™ par
rapport a 9, s'il existe une fonctions B(x) holomorphe dans &9
telle que les fonctions B,— Bo*(h=1, +--, u) possédent sur SUD la
propriété (H) par rapport a 9:

B,.—Ba)"= - B(h) N

B™(x) étant des fonctions holomorphes dans 9.

L’ensemble des éléments (B) e A* de type (X,) par rapport a
D est évidemment un sous-module de A*, que nous désignerons
par B* (D).

Pour un domaine 4 contenu dans 9, on a évidemment
B (D) DBR(D).
Si on considére m(3<m=<n) sous-domaines cylindriques 4;(j=
1,--,m) de 4:
(4) ol | <ry, lal<<ri G=1,--,j—1, +1, - n),
on a
B (4) N+ NBL (dn) DB (D).

Comme nous avons remarqué dans l'introduction, nous étudirons,
dans le n° suivant, la condition nécessaire et suffisante pour que

I'on ait I'égalité

10) Dans [4], n° 6, cet élément (B) a été appelé I’élément de type (X*), et le
module B¢O(D) a été noté B*(D).
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B (4D N NBL (L) =B (4).

5. Propriété (@F). Soient 4 un polycylindre, 4;,(j=1, -, m;
3<m=<n) m domaines cylindriques tout expliqués au n° précédent.
Nous posons toujours

4:Nd;=4di;, 4Nd;Ndv=4dijn, etc.
Soit 5 une surface analytique (de dimension n—1) définie dans
4, et o une fonction holomorphe sur .

Avant de définir une propriété (£.) au n" 7, nous posons la
définition de la propriété (£F) comme suit:

Nous dirons que la fonction w jouit de la propriété (2F), si
o satisfait a la condition suivante:

Etant données m fonctions B;(x) (j=1, :-+, m) holomorphes
dans 4;, telles que, pour tout indice h(1<h=<Zyp),

1° les fonctions (B;—B;)o" possédent sur 3(\4;; la propriété
(H) par rapport a 4;;:

(Bi—B)o'=DB7,
B®(x)(h=1, -+, p) étant des fonctions holomorphes dans 4,;, et
que

2° on ait identiquement dans 4

BY+BP+BP =0,
on peut trouver une fonction B(x) holomorphe dans 4 telle que,
pour tout indice h(1=Zh=<p), les fonctions (B;,—B)w"(j=1, -, m)
alent la propriété (F) par rapport respectivement a 4;.

Soit S, la variété (de dimension n—2) d’espéce (I) par rap-
port a w.

Si S, est vide (c’est-a-dire, si o posséde sur 3 la propriété (H)

par rapport & 4), o jouit évidemment de la propriété (2F%) pour

11) C’est équivalent a dire qu’il existe m fonctions B (z) holomorphes dans 4;
telles que l'on ait sur M 4:y

(Bi—Bj)m”’=B§’”)—B§") Gy g=1, -, m; 1ShE ).
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tout entier positif u.

Si S, n'est pas vide, la propriété (2F) peut encore sénoncer
comme suit:

Si une fonction g holomorphe sur Si=S,N[4U - Udn] pos-

séde la propriété (H) en tout point de SS, de facon que l'on ait
sur chaque S.M4;

g:Bi >

B;(x) étant des fonctions holomorphes dans 4;, et que B;(x) satis-
fassent aux deux conditions 1° et 2° énoncées plus haut, la fonc-
tion g peut se prolonger analytiquement en une fonction g* holo-
morphe sur S, telle que l'on ait sur S,
g'=B,

B(x) étant une fonction holomorphe dans 4, et telle que les fonc-
tions (B;—B)o" (1<h<<p) possédent sur X(\4; la propriété (H)
par rapport a 4.

On obtient la proposition suivante™:

Proposition 1. Pour qu’une fonction o holomorphe sur 3 satis-
Sfasse & la condition

Q‘(o#) (Al) ﬁ te ﬁ-@f.,“) (Am) = Qt(n“) (A) 5

il faut et il suffit que la fonction o jouisse de la propriété (2F).
En effet, il est nécessaire: Supposons données m fonctions
B;(x) holomorphes respectivement dans 4; telles que 'on ait identi-

quement sur X()4;;,
(B:i—B)e"=B"—B" (, j=1,,m; h=1, -, n),
J

B®(x) (h=1, -+, u) étant holomorphes dans 4;, On obtient, pour
tout indice h(1<h<u), identiquement sur (4,

Biwh_th):ijh_Bg'h) (1-, ]-:1, [EEN 7n);

ce qui mortre que les m fonctions Bo*— B (j=1, :--, m) définissent
q q j ,

12) Pour le cas ou m=4, voir aussi n* 7, Proposition 2,
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une fonction B, holomorphe sur >N (AU - Udn):

B;;=ijh—B§'l') (SUr ZmAJv j:1, T Hl’)‘
Mais, comme m=3, la fonction B, peut se prolonger analytique-
ment en une fonction holomorphe sur 3 tout entier d’aprés le
lemme 3 du mémoire [3], n° 7. Par suite, le systéme (B) =(By, *-*,
B.) est un élément de B¥(4) N+ NB¥(4,).

Or, B¥(4) N NBW¥(4,) étant, par hypothése, identique a
B (4), (B) appartient & B*(4): ce qui entraine qu’il existe p+1
fonctions B(x), B®(x), +++, B*(x) holomorphes dans 4 telles que
lon ait sur %

thBw"—B(") (ll'zl’ ) :u)~
On a alors sur ¥4,
(B;— B)o"=B{"— B";
et ceci montre que les fonctions (B;— B)w" possédent sur 3(4; la
propriété (H) par rapport a 4;; ce qui vérifie que w jouit de la
propriété (2¥).
Inversement, il est suffisant: Prenons en effet un élément (B,

v, Bu) de BN NB®(4,). On a sur N4,

Bi=Bio"— B (G=1,-,m; h=1,-+, pn),
B;j(x) et B (x) (h=1, -+, p) étant holomorphes dans 4;; d’ou on
a sur X4

(Bi—Bpo"=B"—DB" (i,j=1,,m; h=1,-, p).

Comme la fonction o jouit, par hypothése, de la propriété (2F),
on peut trouver une fonction B(x) holomorphe dans 4 telle que
I'on ait sur 34,

(Bi=B)o*=C{ (=1, m: h=1,-, ),

CP(zx) (h=1, -+, p) étant des fonctions holomorphes dans 4;,, On
a donc sur X4,

Br—Bot=CP— B
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ce qui montre que les fonctions g,— Bw", qui sont holomorphes sur
Z, possédent sur ¥ 4; la propriété (I1) par rapport & 4, (j=1, -,
”.

Comme 3 s’'exprime dans le polycylindre 4 par I'équation @(x)
=0, ot ® admet I pour les zéros du premier ordre, et comme le
probléme (H) [ou le probléme (A)]™ est affirmatif pour le poly-
cylindre 4, les fonctions 8,— Bwo" possédent sur 5 la propriété (H)
par rapport & 4; ce qui montre que (B, -+, 8.) appartient & B¥ (1),

et donc que l'on a

BEU) N NBLP (dn) =B ().
c.q.f. d.

suivant, nous remarquerons que,

o

6. Un lemme. Dans le n
si m=4, la propriété (£¥) peut se remplacer par une autre pro-
priété équivalente et plus maniable que la propriété (2F). Pour
cela, on aura besoin du lemme suivant:

Lemme 3. Supposons que m=4. Soient f une fonction holo-
morphe sur %, et B;j(x) (j=1, -+, m) m fonctions holomorphes
respectivement dans 4;.

Si les produits (Bi— B;)f possédent la propriété (F) par rap-

port respectivement & dij, on peut trowver m fonctions C;(x) holo-

13) Pour la définition du probléme (IZ) [ou (A)], voir n° 10. Voir aussi [4],
n®s 1, 2.
14) Plus généralement, on obtient la proposition suivante:

Soit F une surface analytique définie dans un domaine univalent 9, par I’équa-
tion @0(x)=0, @(x) étant holomorphe dans 9, et admettant I pour zéros du premier
ordre.

Soit U= {U;} un recouvrement de & par les ouverts U;, et U'={TNU;} le re-
couvrement de X induit par U. Supposons que H?(D, ©)=0 pour un entier positif p,
O désignant le faisceau des germes de fonctions holomorphes, défini dans 9. Alors,
pour tout p-cocycle B= {Biy...iy} défini sur T tel que lon ait sur TOU;N---N Ui,

Bioeeis=DBig...ip ,

Bi,...ip(x) étant des fonctions holomorphes dans U;,MN---N Ui, on peut trouver un
(p—1)-cocycle C= {Ci...;»(x)} défini dans D tel que Pon ait sur ¥

g=aC ,

? désignant 'opération de cobord.
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morphes dans 4; telles que Uon ait sur 34
(Bx_B,)f:C—Cj (Z,]z 1, teey m).

En effet, (Bi—B;)f possédant la propriété (FI) par rapport a

4;;, on peut supposer que l'on ait sur (4
(Bi—Bi)szii (i>j=1> e,m),

B;;(x) étant des fonctions holomorphes dans 4;; telles que l'on ait
identiquement Bj;= —B;; (et donc B;=0); on a sur 3[4

Bjk—Bik_I_Bij:O .
Comme X s’exprime dans le polycylindre 4 par 1'équation
o(x)=0,

ou O(x) est une fonction holomorphe dans 4 et qui admet 3 pour

zéros du premier ordre, on a identiquement dans 4
Bu—Biu+Bij=0Bi (4,7, k=1, m),
B:x(x) étant holomorphes dans 4;; d’oti 'on a d’abord dans 4,
Bisw=Bji=Bi;= —Bju= —Bui= —Bu; (G, j, k=1, -, m)
(et par suite, Bii;=B:;i=DB;;=0, Bi:;=0).

De plus, on a, pour quatre indices 7, j, k£, / mutuellement dis-
tincts [z, 7, &, =1, -, m (m=4)], identiquement dans 4;;,=4:(4;
N4:N4,

BikI_Bikl+Bii1_Biik:O (7‘3].> ]C,lzl,"',ﬂl).
Par le développement de Laurent, on voit aisément qu’il existe
m(m—1) fonctions E:;(x) (i, j=1, -, m; i#j) holomorphes respec-
tivement dans 4;; telles que E; = —E;;, et telles que I'on ait identi-

quement dans 4 (7, 7, k=1,--, m; ou i, j, k sont différents),
Bijk:Ejk_Eik+Eij .

Par suite, si on pose E;=0 (i=1,:, m), on a toujours dans 4



Propriétés locales des domaines interieurement ramifiés. I1I 655

Bip=Eu— s+ E; (, j, k=1, m).®
Maintenant, on a identiquement dans 4,
Bjy—Biu+Bij=0(Ep—Euw+E;j);
dong, si on pose dans 4;;
Bi—0E;=Cy; ,
on a dans 4
Cu—Cu+Ci;=0.

On peut trouver alors m fonctions C;(x) holomorphes respec-

tivement dans 4; telles que l'on ait dans 4;;
C;=C—-C; (I.aj: 1, e, m);
et donc, on a sur X(\4;;
Bij:Ci_Cj 5
d’ol
(Bi—Bj)f=C—C;
sur I(\4:;: ce qui vérifie le lemme.

7. Proprieté (92.). Nous allons montrer dans ce n° que, si
m==4, la propriété (2F) peut se remplacer par une autre propriété
plus maniable que la propriété (2F).

Nous dirons qu'une fonction o holomorphe sur Z(C4) jouit
de la propricté (8.), si o satisfait & la condition suivante:

Etant données m fonctions B;(x) holomorphes respectivement
dans 4; (j=1,-+, m), telles que, pour tout indice & (h=1, -, »),
les fonctions (Bi—B;)w" (i, j=1,+-+, m) aient la propriété (H) par
rapport respectivement 3 4;;, on peut trouver une fonction B(x)

holomorphe dans 4 telle que, pour tout indice & (h=1,:--, ), les

15) Ceci montre que l'on a IH2(4:iU--Udm, ©)=0 pour m=4, O désignant le
faisceau des germes de fonctions holomorphes, défini dans 41U+--Udm. Plus générale-
ment, on obtient, pour p=1, -+, m—2,

I'{p(AJU"‘UAm,, O) =0 .
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fonctions (B;—B)w" (j=1, -+, m) aient la propriété (I1) par rap-
port & 4; (j=1,+, m).

Soit S, la sous-variété de 3, d’espéce (H) par rapport & o. Si
S, n'est pas vide, la propriété (£.) peut encore s’énoncer comme
suit:

Toute fonction g holomorphe sur S{=S,N[4U---U4,] et pos-
sédant la propriété (H) en tout point de S3, de facon que l'on ait
sur chaque S,MN4;

g=bB;,
B;(x) étant des fonctions holomorphes dans 4, telles que (B:— B;)o"
(1<h=p) possédent la propriété (H) en tout point de F(4;;, peut
se prolonger en une fonction g* holomorphe sur S, telle que I'on

ait sur S
g*=B,

ot B(x) est une fonction holomorphe dans 4 telle que (B;—B)o"
(1Zh<u) possédent la propriété (F) en tout point de F(4,.
D’apres le lemme 3, on a immédiatement le lemme suivant:
Lemme 4. Si m=4, les deux propriétés (2%) et (9.) sont
équivalentes pour une fonction o holomorphe sur 3. Lorsque m=3,
la propriéte (2.) entraine la propriété (2%), mais la réciproque

west pas vraie®

16) Pour m=3, on peut construire l'exemple suivant:
Dans l’espace de trois variables complexes (a1, 2, x3), considérons le polycylindre
4: |xi|<<l (i=1, 2, 3), et trois domaines cylindriques 45 (j=1, 2, 3): 0<|xj|<1, |ai]
<1 (i#)).
Soit ¥ la surface définie dans 4 par 'équation a}—xix3=0, et soit o la fonction
holomorphe sur 3 définie comme

xy sur 3 @ axs—xx2=0,
0=
—x1 sur X: @ xatxix:=0;
on voit aisément que S, coincide avec I'axe de x1(72=23=0).

D’une part, o jouit de la propriété (2¥). En effet, soit 8 une fonction holomorphe
sur J; B peut étre donnée comme

{bl(.rl, x2) sur 3,

/)z(x., .’172) sur 32,
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Pour vérifier le lemme, il suffit de montrer 1'équivalence des
hypothéses posées sur les fonctions B;(x) (j=1, -, m) dans les
définitions des deux propriétés (2F) et (2.).

Si les m(m=3) fonctions B,;(x) remplissent I’hypothése de la
propriété (2%), il est triviale que B; remplissent celle de la pro-
priété (2.).

Inversement, si B; remplissent I'hypothése de la propriété (2,.),
on peut trouver, d’aprés le lemme 3, des fonctions C{’(x) holo-

morphes respectivement dans 4, telles que T'on ait sur 3 4;;

(Bi—B)o"=C"—=C" (G, j=1,,m (m=4); h=1, -, pn);

bi(ay, 2) et b2(a, a2) étant holomorphes dans le polycylindre |x:]<<1, |x2]<1.
Si B appartient & B (L) NBP(4:)N B (4s), B s'exprime sur J( 4. comme
B=B;—DBw ,

B:(x), Bj(x) étant holomorphes dans 4,. Comme les deux branches de o s’annulent
sur laxe de x:(x1=x3=0), on voit que les restrictions & ’axe de z: des deux branches
de B sont identiques:

12 (0, 1‘2) =/)z(0, 172) =B;(0, X2, 0);
et ceci montre que la différence b(x1, x2) =b1(x1, x2) —b2(21, x2) s’annule pour z;=0,
et donc que H(x1, x2) est divisible par 1.
Alors, la fonction g s’exprime sur 3 comme

_ 1 bi—b2 .
B—T(I)l +b2) + o @

ce qui montre que g appartient & B$°(4). Ainsi, la fonction e satisfait A la condition:
BP(4)NBP(U)NBP (4:) =B (4),

et donc o jouit de la propriété (2%).

D’autre part, o ne jouit pas de la propriété (£:). En effet, si on considére la
fonction g=1/x: qui est holomorphe sur S3=S,—1(0,0,0)}: x2=x3=0, 2150, on peut
poser

Bi= 1 , B:=0, B;=0;
Z1

et (Bi—Bj)w possédent sur ¥ 4:is la propriété (J1) par rapport a 4ij:

(Bi—B)o= xﬁz, (B:—B)e=0, (Ba—Bl)m=—£gz_.

Mais, par définition, la fonction g ne peut pas jouir de la propriété (H) en
Porigine; ce qui montre que la fonction » ne jouit pas de la propriété (£:).
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ce qui montre que les m(m=4) fonctions 3; remplissent I’hypo-
thése de la propriété (2}).
c.q. f. d.
De ce lemme, on obtient la proposition suivante:
Proposition 2. Si m=4, la condition nécessaire et suffisante

pour que la fonction o satisfasse a la condition:
B (4) N NBL () =B (D),

est que o jouisse de la propriété (24).

8. Réduction des propriétés (97) et (8.). Soit S, la sous-
variété de 3, d’espéce (H) par rapport a une fonction o holo-
morphe sur 3.

On obtient la proposition suivante:

Proposition 3. S/ S. n'est pas vide™ et si la multiplicité
wo=p(S.) (=2) de S, sur = est finie, toute la propriété (2,) est
équivalente a la propriété (Qu,-1) pour Uentier p tel que n=pu,.
En outre, la propriété (2% 1) entraine la propriété (2F)(n=m).

En effet, supposons que o jouisse de la propriété (2.,-1).
Etant données m fonctions B;(x) holomorphes dans 4; telles que
(Bi—Bjo" (1<h<p) aient la propriété (H) sur I(\4;; par rapport
a 4i; [resp. telles que (B;—B;)o" remplissent les hypothéses 1° et
2° de la propriété (£%)], on peut trouver une fonction B(x) holo-
morphe dans 4 telle que (B;—B)o’(1<p<p—1) possédent la pro-
priété (H) sur 3(\4; par rapport a 4;; alors, il en est de méme
de toute fonction (B;—B)o"(1<h<<p), d’aprés le lemme 1: dou
la propriété (2,) [resp. la propriété (2F)].

Inversement, supposons que o jouisse de la propriété (2.) pour
un entier u tel que u=y,. Etant données m fonctions B,;(x) holo-
morphes dans 4; telles que (B;—B;)o’(1=<p=<p—1) aient la pro-
priété (H) sur 3(\4;; par rapport a 4;;, toute fonction (Bi—B;)o"
(1<h<p) posseéde la propriété (FI) sur 3(\d;; par rapport a 4

17) Si S, est vide (c’est-a-dire, si la fonction o posséde sur 5 la propriété (H) par
rapport a 4), o jouit évidemment des propriétés (2,) et (£%) pour tout entier positif p.
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d’aprés le lemme 1. La fonction o jouissant de la propriété (£2.),
on peut trouver une fonction B(x) holomorphe dans 4 telle que
(B;j—B)o"(1<h=<pu) possédent la propriété (H) sur Z(\4; par rap-
port a 4;; d’ou la propriété (2u,-:), parce que pmp—1<u. c.q.f.d.

Maintenant, si la fonction o holomorphe sur 3(C4) satisfait

sur 3 a l'équation de la forme:
o+ A+ A+ An() =0,

A(x)(h=1, -+, 2) étant des fonctions holomorphes dans 4, nous
désignerons par A(w) le plus petit de tels degrés 1; 1(w) est le
degré de w(€A) sur 'anneau O;(CA) des fonctions holomorphes
sur 5 et ayant la propriété (F{) par rapport a 4.

Si @ ne satisfait 4 aucune équation de cette forme-ci, nous
poserons A(w) =+ oo,

Si le degré 2,=1(w) est fini, toute fonction w"(h=4,) peut

s'exprimer sur § comme
Ao—-1 i
o'=>1 A w",
=0

AP (x) étant des fonctions holomorphes dans 4.

De ce fait, on obtient la proposition suivante:

Proposition 4. Si le degré A=22(0) de o sur O; est fini, et
st A=2'® toute la propriété (8F) est équivalente a la propriété
(9%_) pour Uentier p tel que p= 2.

En effet, on peut vérifier aisément que la propriété (L2F_;)
entraine la propriété (2%) (#=4,), par une démonstration analogue
a (et plus simple que) celle de la proposition 3.

Inversement, supposons que o jouisse de la propriété (£¥) pour
un entier px tel que x=4. Soient B;(x) (j=1, -+, m) m fonctions
holomorphes dans 4; telles que 'on ait sur 3[4

(B;—B;)w’=B§f) (1§P§10_ 1)>

18) Si ao=1, la fonction w posséde sur 3 la propriété (H) par rapport a 4.
Voir la note 17) du bas de la page précédente.
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B{? étant des fonctions holomorphes dans 4;; telles que l'on ait
dans 4;;
B+ B3R+ B =0;

on a sur X4,
Ao—1 Ao—1
(Bi—Bot =31 AP (B B o' =5 APBY.
=0 »=0

Donc, si on pose dans 4;;

Ao—1
By =3 APBP (AW<h<p),
?=0
on a, pour tout entier h=1,+, u,

(Bi=Bpo'=B  sur S04y, et
BP+BWY+DB{P=0 dans 4.

Comme o jouit de la propriété (£X), on peut trouver une
fonction B(x) holomorphe dans 4 telle que (B;—B)o" (1<h<<pu)
possédent la propriété (H) sur 3(\4; par rapport a 4;; dou la
propriété (2f_)), parce que A,—1<pu. c.q.f.d.

9. Propriété (N). Solent 4; [j=1,--, m (3=Zm=n)] m sous-
domaines cylindriques du polycylindre 4, tout expliqués au n° 5,
et soit 7" une variété analytique de dimension n—2 définie dans 4.

Nous dirons que 71" posséde la propriété (N), si T satisfait a
la condition suivante:

Etant donnée sur T,=TN(4U---U4,) une founction holo-
morphe g ayant sur chaque 7'4; la propriété (H) par rapport a
4; (j=1, -, m), on peut trouver une fonction B(x) holomorphe
dans 4 telle que 'on ait sur 71y

g=DB.

Cette condition-ci est équivalente a dire que:

Toute fonction g holomorphe sur 7j et possédant la propriété
(H) en tout point de 7j peut se prolonger en une fonction g*
holomorphe sur 7' et possédant la propriété (II) en tout point

de 7.



Propriétés locales des domaines intérieurement ramifiés. 111 661

Soit 5 une surface analytique (de dimension n—1) définie dans
4, et soit w une fonction holomorphe sur 3.

Si o satisfait & la condition (D), la multiplicité u=pn(S,) de
S. est égale a 2, et donc toute propriété (82,.)(u=2) est équivalente
a la propriété (2,), d’aprés la proposition 3.

Quant a la propriété (2,), on obtient la proposition suivante:

Proposition 5. Pour qu'une fonction o satisfaisant a la con-
dition (D) jouisse de la propriété (21), il faut et il suffit que la
sousvariété S, de 3, d'espéce (H) par rapport & o, posséde la
propriété (N).

En effet, il est nécessaire: Soit g une fonction holomorphe
sur Si=8,N(4U---U4d,) et possédant sur S,4; la propriété (H)
par rapport a 4;: |

g:Bi (j:l, el Hl),

B;(x) étant des fonctions holomorphes dans 4;,, Comme chaque
différence B:— B; (qui est holomorphe dans 4;;) s’annule sur S, 4,
(i, j=1, -+, m), le produit (Bi—B,)e posséde sur F(\4;; la pro-
priété (H) par rapport a 4;;, d'aprés le lemme 2.

La fonction o jouissant, par hypothése, de la propriété (2,),
on peut alors trouver une fonction B(x) holomorphe dans 4 telle
que les produits (B;—B)w aient la propriété (H) sur Z(\4; par
rapport respectivement a 4; (j=1, -, m); ce qui montre, d’aprés
le lemme 2, que B;—B s’annule sur S.(14;, et donc que l'on a
g=DB sur S); d’ou la propriété (N) de S..

Inversement, il est suffisant: Etant données m fonctions I3;(x)
holomorphes respectivement dans 4; telles que (B;—DB;)w aient la
propriété (H) sur Z(\4;; par rapport a 4;;, on a, d’aprés le lemme
2, sur S,M4;;

B:—DB;=0;

donc les fonctions B;(x) définissent sur S une fonction holomorphe

g telle que 'on ait sur chaque S,M4;

g=DB;, (G=1,--, m).



662 Hidekazu Onishi

S. possédant, par hypothése, la propriété (IN), on peut trouver

une fonction B(x) holomorphe dans 4 telle que l'on ait sur S.
g=DB.

Alors, B;— B s’annule sur S,4;, donc, (B;—DB)w posséde la
propriété (H) sur X(\d4; par rapport a d;, d’aprés le lemme 2;
d’oti la propriété (2,) de la fonction .

c.q.f.d.

Signalons que la proposition 5 montre que, pour une fonction
o satisfaisant a la condition (D), il ne dépend que de la figure
géométrique de S., si o jouit de la propriété (£2,) ou non.

Au cas ott =3, on aura besoin d'un critére pour que w jouisse
de la propriété (2F).

Pour cela, on obtient immédiatement du lemme 2 la proposi-
tion suivante:

Proposition 6. On suppose que m=3. Pour qu'une fonction
o satisfaisant sur 3 a la condition (D) jouisse de la propriété
@), il faut et il suffit que S, satisfasse « la condition (N*)
survante:

Soit g une fonction holomorphe sur SS=S,N(4LU4U4L), pos-
sédant sur S.(\d; la propriété (FI) par papport a 4;:

g:Bj (SUI’ Smmdj: ]:1, 2} 3)’

B;(x) étant des fonctions holomorphes dans 4; (=1, 2,3). Si les
produits (Bi—Bj)w sont des restrictions a 34y des fonctions
Bi;j(x) holomorphes dans 4i; telles que [on ait identiquement dans
dije

Bij+Bu+ Bu=0,

alors g est la restriction & S d’'une fonction B(x) holomorphe
dans 4.

19) Si m=3, la condition (N) de S, est encore suffisante pour que w jouisse de
la propriété (£¥). Mais, elle n'est pas nécessaire, comme on voit dans ’exemple donné
dans la note 16) du bas de page. [Dans cet exemple-ci, » satisfait a la condition (D)
et jouit de la propriété (£F), mais S.: x:=x3=0 ne jouit pas de la propriété (N)].
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§3. Problémes et critéres.

10. Problémes. Soit 4 un polycylindre dans l'espace de 2

(n=3) variables complexes (x;, *+, &) :
@) |z | <<ri (=1, e, 0).

Considérons un domaine 4 intérieurement ramifié sur 4, a v
feuillets,”™ et supposons toujours qu'il existe un domaine 4’ intéri-
eurement ramifié sur un voisinage de la fermeture de 4, a »' feuil-
lets, tel que l'on ait

d4ec a .

Comme nous avons vu dans [3], n° 9, un tel domaine 4 peut
se représenter dans l'espace de n+1 variables complexes ((x), ),
par une fonction %(P) holomorphe et propre au voisinage de 4,

comme une surface analytique J3:
@) y=9(P) (PE4),

satisfaisant aux conditions suivantes™:

1° la variété singuliére de 3 ne contient aucune composante
de dimension n—1, sauf les composantes de la variété double ordi-
naire T de 3.

2° pour toute composante T de T=m(T), ou m désigne
I'opération de projection de ¥ sur 4, 'j“"=no'1(1’(")) est un revéte-
ment intérieurement ramifié de 7, a y—1 feuillets.

Y sera appelée dans ce cas surface algébroide de type (K) sur

le polycylindre 4. X est contenue dans un polycylindre (4, C):
4, ©) (x)ed, yeC,

C désignant le cercle |y|<<R, avec rayon R plus grand que la borne
supérieure de |9(P)| dans 4.
Soit m un entier tel que 3<m=<n. Soient 4; (j=1,:-, m) m

20) Analytisch verzweigte ijberlagerung; revétement analytique intérieurement
ramifié.

21) Ces deux conditions sont équivalentes aux quatre conditions énoncées dans
[3], n® 9, ou [4], n° 2.
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domaines cylindriques:
(4}) P}<[x1|<7'i’ Ix"|<ri (izl’"',j—l’j_l_l""’ Hl)-

En désignant par m l'opération de projection de 4 sur 4, con-

sidérons dans 4, m domaines 4;=n"'(4;), et posons toujours
diy=4:N4d;, dip=404;Nde G, 5, k=1, -, m).

Alors, se posent les problémes suivants:
a) Probleme (A).™ Nous dirons que le probléme (A) est
affirmatif, si, pour tout systéme des fonctions g;;(P) holomorphes

dans 4i; (i, j=1, -+, m) telles que l'on ait dans i
gf/+g'iﬁ+.gki:0 (l’ ja k=1, Tty 7”’)’

on peut trouver m fonctions g;(P) holomorphes dans 4; telles que
lon ait dans 4;;
gi=8—g& (U j=1,,m).

b)  Premier probléeme de Cousin dans 4,U---Udm. Ce pro-
bléme équivaut au probléme de M. W. Rothstein® sur le prolonge-
ment de donnée des poles, de 4,U--Udn a 4.

¢) Probleme (H).™ Soit S une surface analytique de dimen-
sion 7n—1, définie dans 4 comme les zéros d’une fonction holo-
morphe dans 4 et qui admet S pour les zéros du premier ordre,
et soit f une fonction holomorphe sur S et qui est sur chaque
SM4; la restriction d’'une fonction holomorphe dans 4;. Si, pour
toute S et toute f, on peut trouver une fonction F(P) holomophe
dans 4 telle que f soit la restriction a4 S de F(I’), on dit que le
probléme () est affirmatif.

d) Pour résoudre ces problémes, posons sur la surface algé-

broide 3: y=%(P) de type (K) qui représente 4, le probléme

22) C’est équivalent a dire que l'on a H'(41U--Udm, O)=0, O désignant le fais-
ceau des germes de fonctions holomorphes, défini sur 4,U--Udm.

23) W. Rothstein, [6].

24) Cl’est équivalent a dire que, si f posséde la propriété (M) (relative & 4) en
tout point de S [41U---Udm], f posséde encore la propriété (I1) (relative a 4) en
tout point de S.
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suivant:

Probléeme (H*)*™ On pose Tzno“(m,(T)), T étant la variété
double ordinaire de 3. Si 7' posséde dans le polycylindre (4, C)
la propriété (N) par rapport au systeme de domaines {(4;, C), -+,
(4m, C)}, on dit que le probléme (H*) est affirmatif.

e) Maintenant, posons sur la variété double ordinaire T de 5
le probléme suivant:

Probléeme (%.). Soient (B) un systéme de u fonctions §, (h=1,
-+, ) holomorphes sur 7 telles que 'on ait sur chaque 771 (4;, C)

Bi=DB{"(x) —=B;(x)y* (h=1, -, p),

B;(x), BY”(x) étant des fonctions holomorphes dans 4;. Si pour
tout systéme (8), on peut trouver x+1 fonctions B(x), B®(x) (h

=1, .--, ) holomorphes dans 4 telles que l'on ait sur T
Br=B®(x) —B(x)y" (h=1,-, ),

on dit que le probléme (%.) est affirmatif pour 7.

Comme X est une surface de type (K), il est évident, d’'une
part, que toute fonction B, holomorphe sur 7' peut étre considérée
comme une fonction holomorphe sur T'=m(7), et d’autre part, que

la variété double ordinaire 7" de ¥ peut s'exprimer sur 7 comme

() y=o,
ol o est une fonction holomorphe sur T'==(7"). Donc, il est clair
que:

Dire que le probléme (%.) est affirmatif, c’est équivalent a dire
que la fonction » holomorphe sur la surface analytique (de dimen-

sion n—1) 1" (C4) satisfait a la condition:

B (4 N NBL (dn) =B (4).

25) Puisque toute fonction holomorphe sur To="7"n (4, Ou-u(dm, O n=3)
peut se prolonger en une fonction holomorphe sur T, le probléme (H*) peut s’énoncer
comme suit:

Est-ce que toute fonction holomorphe sur T qui posséde la propriété (H) en
tout point de 7% posséde encore la propriété (I4) en tout point de T2
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11. Critéres des problémes. Les résultats du [4], Théorémes
1 et 5, peuvent s'énoncer comme suit:

Théoreme 1. Les problemes (A), (H), (H*), (1) et le
premier probleme de Cousin donné dans 4,J -\ dw sont tout équi-
valents, v étant le nombre de feuillets de 4.

De ce fait et de la proposition 1 [resp. de la proposition 2],
on a le théoréme suivant:

Théoréeme 2. Pour que le probleme (A) soit affirmatif, il
Saut et il suffit que la fonction w jouisse de la propriété (2F-,),
y(=2)™ étant le nombre de feuillets de 4.

En outre, si m=4, la propriété (25.) peut se remplacer par
la propriéte (92v-1).

D’aprés la proposition 4 [resp. la proposition 3], on a les critéres
indépendants du nombre v de feuillets de 4:

Théoreme 3. On suppose que le degré h=2a(0) de o sur Or
soit fini et que =27 Les conditions suivantes sont équivalentes:

a) le probleme (A) est affirmatif;

b) le probleme (A1) est affirmatif pour T'; autrement dit,

o satisfait & la condition:
B4 (- N B () = B ()

c) o jouit de la propriéete (2F_).

En outre, si m=4, la condition c¢) peut se remplacer par la con-
dition:

) o jouit de la propriéte (2i-1).

Théoréme 4. On supposc que m=4 ¢t que la multiplicté m
=u(S.) (=2) de la souswvaricté S. de T, d'espece (H) par rap-
port & w soit finie. Les conditions suivantes sont équivalentes:

a) le probleme (A) est affirmatif;

b) le probleme (X.,-1) est affirmatif powr 1'; autrement dit,

26) Si v=1, le probléme (A) est affirmatif.
27) Si a=1. S, est vide, et le probléme (A) est affirmatif. (Voir la note 17) du
bas de la page 658.)
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o satisfait a la condition:
B0 () or- 1 BED(4,) = B0 ( 4) -

c) o jouit de la propriété (2u,-1).

Dans ce qui suit, nous dirons que & (qui représente 4) est une
surface de type (D), si la fonction @ (holomorphe sur 7T') satisfait
a la condition (D). Dans ce cas, la multiplicité u=p#(S,) de la
sous-variété S, de 7T, d'espéce (H) par rapport & w, est égale a 2.

D’aprés le théoréme 2 et les propositions 2, 3 et 5 on a le
théoréme suivant:

Théoreme 5. Soit 4 un domaine qui se représente par une
surface 3 de type (D). On suppose que m=4. Les quatre condi-
tions survantes sont equivalentes:

a) le probleme (A) est affirmatif,

D) le probleme () est affirmatif pour T; autrement dit, o

satisfait & la condition:
B (L) N+ BP () =B () ;

¢) la fonction o jouit de la propriété (£2,);

d) la variéte S, posséde la propriete (N).

Lorsque m=3, on obtient, d’aprés le théoréme 2 et les proposi-
tions 1, 3 et 6, le corollaire suivant:

Corollaire. Soit 4 un domaine qui se représente par une sur-
face 3 de type (D). Lorsque m=3, le probléme (A) est affir-
matif, si Uune des trois conditions suivantes est remplie:

a) le probléme () est affirmatif pour T; autrement dit, o

satisfait & la condition:
B (4) NBY (L) NBS (ds) =BP (D) ;
b) la fonction w jouit de la propricte (2¢);
c) S, posséde la proprietée (N*).
De plus, d'aprés le théoréme 3 et la proposition 6, on a le

théoréme suivant:
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Théoréme 5 bis. Soit 4 un domaine qui se représente par
une surface 3 de type (D). Supposons que m=3, et que le degré
hW=2(0) de o sur Or soit égale a 2. Pour que le probléme (A)
soit affirmatif, il faut et il suffit que l'une des trois conditions a),
b), ¢) énoncées dans le corollaire du théoréme 5 soit remplie.

12, Contre-exemples. Enfin, nous allons montrer l'existence
d’un domaine 4 pour lequel le probléme (A) n’est pas affirmatif.

Pour cela, commengons par construire un tel domaine 4 au
cas ou m=n=3, bien que nous l'ayons déja vu dans le mémoire
[3].

Soit 4 un polycylindre dans I'espace de trois variables com-

plexes (xi, Xs, x3):

@) |z |<<r (i=1,2,3),

et soient 4; (=1, 2, 3) trois domaines cylindriques:
4 0<|ax;|<r, |x:|<r (i=1,2,3; i#j);

on a

41U42U_43:A— {(0) 0} 0)} .

Soit @ un nombre complexe tel que 0<<|a|<<l, et soit T la

surface analytique définie dans 4 par
0 (21, x5, 23) = 25— a*25=0;
T se compose en deux plans 7} et T3:
(1) Ty=ax, ,
(T T3=—ax; .

Si 'on définit une fonction » holomorphe sur 7, par

w=

{ x; sur Ty,
—x; sur T, ,
le degré 1(0) de o (sur Or) est égale a 2, et o satisfait & la con-

dition (D) sur 7' la sous-variété S, de 7, d’espéce (H) par rapport

a o, est identique 4 l'axe de ;.
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Soit 7" la variété analytique dans 'espace (a;, a3, a3, y), définie

sur 1" par
D) V=0 .

D'aprés [5], Théoréme 3, on peut construire une surface
algébroide ¥ de type (K) sur 4 (avec quatre feuillets), ayant T
pour sa variété double ordinaire; X est évidemment une surface de
type (D), et définit un domaine 4 intérieurement ramifié sur 4, a
quatre feuillets.

Pour démontrer que le probléme (A) n'est pas affirmatif pour
4, il suffit, d’aprés le théoréme 5 bis, de montrer que S, ne jouit
pas de la propriété (N*). Pour cela, définissons une fonction g

holomorphe sur S.=38,— {(0, 0, 0)}: xy=a3=0, 1,%#0, par

1
g=—r
On a
g=DB; sur  S.4;, et
(B:—B)w=DB.—DB; sur  SoM 45,

avec
Bi=--, B,=0, B,=0; Bi=0, Bi=-%, B=-%
x X X3

par suite, g satisfait & ’hypothése de la propriété (IN*).

Mais, g n’est pas restriction 4 S, d'aucune fonction holomorphe
dans 4; ce qui montre que S, ne jouit pas de la propriété (N*),
et donc que le probléme (A) n’est pas affirmatif, d’aprés le théo-
réme 5 bis.

13. Contre-exemples pour m=4. Soit 4™ un polycylindre

dans l'espace de n(n=3) variables complexes (x;, *, x,):
(4(‘”)) |1‘,~|<7‘ (’=1} t 77),

et soit 4™ un domaine intérieurement ramifié sur 4.

Considérons n domaines cylindriques 4§ (j=1, -+, n):
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458 0<|lz;|<r, lx:|<r ((=1,--,j—1,7+1, - n)

et n sous-domaines de 4, 4’ =r;"(4{"), n. désignant l'opération de
projection de 4™ sur 4.

Dans ces configurations, notons probléme (A4,) le probléme (A)
posé pour le systétme des 2 domaines {4, ---, 4¢}.

Supposons qu’il existe un domaine 4,=4" (n=3) tel que:

1° 4, se représente par une surface 3,: y=x(P) (P4, de
type (K) sur 4o, et de plus, de type (D); et que

2° on ait 5=0 pour #,;'(0), autrement dit, I, s’exprime par

I’équation algébroide de la forme:
y+A @)y T+ + A(x) =0,

A;(x) étant des fonctions holomorphes dans 4, et s’annulant a
I'origine (x) =(0); et tel que

3° le probléme (A,) posé sur 4y—m;'(0) ne soit pas affirmatif.

Nous allons montrer que l'on peut construire un domaine
A= 4"+ gsatisfaisant aux trois conditions analogues a celles de 4,.

En effet, soit 7, la variété double ordinaire de 3,. Le pro-
bléme (A) étant, d’aprés le théoréme 1, équivalent au probléme
(H*), on voit que la sous-variété ﬁ=n51(no(To)) de X, ne jouit pas
de la propriété (NN) par rapport au systéme de n domaines cylindri-
ques (4, C), -, (42, O)}.

Comme X, satisfait & la condition 2°, I'intersection de ’j"[, et de
I'axe de y est un seule point ((x), y)=((0), 0); donc, on voit
aisément que le seule point ((0), 0) de ’j}, est un obstacle pour la
propriété (IN) de To.

Par une changement linéaire homogéne convenable de coordon-
nées ((x), y), on peut supposer qu’il existe dans l'espace (x) un

voisinage U de la forme:
Qo)) ;| <<’ (G=1,, n—1), |z.| <",

et dans l’espace ((x), y) un voisinage U’ de la forme:



Propriétés locales des domaines intérieurement ramifiés. I1I 671

wn ©el, yl<,

tels que:

a) S=TyNU’ ne rencontre pas 'ensemble B':
(B || <r’ (=1, n=1D), |z.|<r", |yl ="

b) la projection S de S sur U ne rencontre pas I’ensemble B:
(B) lz;|<r" (G=1,- n=1), |zal =1";

¢) S s’exprime sur S comme

y=0,
6 étant une fonction holomorphe sur S.

Dans ces circonstances, comme nous avons vu dans [5], n° 6,
Théoréme 3, on peut construire une fonction algébroide » de vari-
ables (x), telle que l'on ait =0 a lorigine (z) =(0), et que la
surface analytique (de dimension n) T: y=y soit de type (K)
sur U, et que T admette S pour sa variété double ordinaire; T est
contenue dans un polycylindre V= (U, C'), C' étant un cercle sur
le plan de y.

Maintenant, on peut aisément trouver une fonction o bornée
et holomorphe sur 7 telle que l'on ait =0 & lorigine ((x), y)=
((0), 0), et que la sous-variété S, de 71" d’espece (H) par rapport a
o coincide avec S.

Soit 7" la variété (de dimension n) définie dans I’espace ((x),
¥y, %) par
@) z=w .

Encore d’aprés [5], Théoréme 3, on peut construire une fonc-
tion algébroide ¢ de variables ((x), y) telle que l'on ait {=0 a
lorigine ((0), 0), et que la surface (de dimension n+1) F: 2=
soit de type (K) sur V, et que & admette T pour sa variété double
ordinaire.

La surface ¥ ainsi construite satisfait évidemment aux condi-
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tions analogues aux deux premiéres conditions 1° et 2° de 4,.

De plus, il est clair que 3 est une surface de type (D), et
que le seule point ((z),y, 2) =((0), 0,0) est un obstacle de la
propriété (N) pour S,=S.

En outre, par une transformation homothétique de ’espace ((x),
y), on peut supposer que le polycylindre V soit identique au poly-
cylindre donné 4™,

En appliquant le théoréme 5 au cas actuel ot 'on a m=n+1
=4, on voit que le probléme (A,+) n’est pas affirmatif pour le
domaine 4P défini par ¥ sur V=4"*; ce qui montre que 4™+
satisfait a la condition 3°; d’ot 1’énoncé.

Or, pour n=3, nous avons déja montré au n° précédent, I’exis-
tence de 4® qui satisfait aux trois conditions énoncées plus haut.

Par récurrence sur n(n=3), on voit que:

il existe, pour tout entier n(#=3), un domaine 4™ tel que le
probléme (A,) posé sur 4™ —z;'(0) ne soit pas affirmatif.

Enfin, pour un nombre positif s tel que s<<r, désignons par §

le polycylindre
@ lz:|<<s (=1,-,n),

et posons d=n"'(8), = désignant I'opération de projection de 4= 4™
sur 4.

Si n7'(0) se compose de ¢ points O; (j=1,:,q) de 4, on
peut choisir s assez petit pour que le domaine §=="'(6) se décom-
pose en g composantes connexes &; (j=1, -, q) telles que O;€4;,
et que 8;,N&=0 (j#k).

Comme le probléme (A) est équivalent au probléme (H*), il
est clair que le probléme (A) posé sur d—=*(0) n’est pas affirmatif
non plus. Alors, comme nous avons vu dans [4], Lemme 1, il
existe au moins une des composantes d;, :-, 8, de 8, soit d;, telle
que le probléme (A) posé sur 8;,—O; n’est pas affirmatif.

On en conclut que:

Pour tout entier n(n=3), il existe un domaine A intérieure-
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ment ramifie sur le polycylindre 4™, tel que =,'(0) se compose
d’un seul point O, et tel que le probléeme (A) posé sur 4™—O ne
soit pas affirmatif.

En outre, cet exemple montre aussi Uexistence d'une varieté
analytique T de codimension 2, passant par Lorigine ((x), y)=

(0, 0), telle que T sexprime par les deux équations des formes:
0((x), y)=y+A(D)y "+ -+ A(x)=0, et o(x)=0,

et telle que le seul point ((0), 0) soit un obstacle pour le probléme
(H*) lou pour la propriétée (N)].*®
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