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Introduction

D ans le m ém oire précédent [4 ] , nous avons obtenu quelques
critères du problèm e (A )° posé sur un dom aine  4  intérieurement
ram ifié sur un polycylindre 4 , qui se représente comme une surface
analytique E  d e  typ e  (K ) 1) ;  surtout, un critère ( [4] , Théorème 5)

q u i depend de la  varié té  doub le  o rd ina ire  T  d e  E , ainsi que du
nombre p de feuillets de 4 .  D'autre part, le théorème 6 , [4 ], montre
que la  réponse au  p rob lèm e (A )  dépend seulem ent de la variété
double ordinaire T  de f ,  m ais non pas du nom bre  e  de feuillets
de 4.

D ans ces circonstances, il sera naturel de chercher un critère
du problème (A )  q u i n e  depend que de la variété double ordinaire
T  de E .  Et pour cela, il nous faut étudier en débile la condition' )

introduite dans [4] , Théorème 5:

-B* ( 4 )  n .. .n g * ( 4 .) =- B * ( 4 ) ,

qui est nécessaire et suffisante pour que le problèm e (A )  soit affir-
matif.

L e  §2  set consacré à  l'é tude  de  cette  co n d itio n . L es critères
du prob lèm e (A ) sont recoltés dans le  §3, n° 11.

Enfin, dans les n ' 1 2 ,  1 3  est donné un exem ple de dom aine

1) Pour la définition, voir n° 10 du présent mémoire; voir aussi [4], n° 2.
2) Voir n" 4, n" 10, e ) et le théorème 1.
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dans lequel le problèm e (A) n'est pas affirmatif. Pour la significa-
tion de cet exem ple, voir les théorèm es 1 , 5 et 5  b is.

§ 1 .  Prop rié té  (H) .

1 .  M ultip licité d 'un  poin t sur une surface. 1 0 . So it g  un
dom aine un ivalen t quelconque (fin i ou  non ) dans l'espace de n

variab les com plexes (x , ,  • • • ,  x ),  e t  E  une surface analytique de
dimension n - 1  dans D.

E  est donnèe, par définition, comme suit:
il existe un recouvrement c/J= { U }  d e  g  p ar d es  o u v erts  U,

et un système {v u} de fonctions v u (x )  holomorphes respectivement
dans U , et qui n'adm ettent pas de facteur m ultiple en aucun point
d e  U , tels que, pour toute intersection non vide V  d e  U , U '(E `U ) ,

q, u/çPv=fly soit une fonction holomophe dans V  et qui ne s'annule
jamais dans V, et tels que, pour tout ouvert UE cll, En U  s'exprime
par l'equation vu (x )  = 0 .

So it ,a un entier positif quelconque. Considérons dans U  l'en-
sem ble analytique Sir)  définie par les équations

(S1A))
vu

 0art'  • •

(k,, ••• k1+ ••• k ; k = 0 , 1, .•-, p---1),

et no tons S ( 1 ' )  la  r é u n io n  d e s  Sf,") (U E c 1 J ):S ( g) -=  U  S e .  O n a
UEcu

évidemment

S ( 1 )  = E , et S( ' )  Y u - F I )=  1, 2, • — ) 3 )
•

Soit V  l'intersection non vide de U  e t  U ' (U ,  U 'E c U ) ;  on a

dans V
You=S2vSou'

,S2v étant une fonction holomorphe dans V  et qui ne s'annule jamais

dans V . Différentiations successives de cette relation montre évidem-
m ent que, pour tout entier positif k , toute dérivée partie lle  de (,ou

3 )  P o u r  p = 2 ,  Sm  n 'e s t l 'a u tre  q u e  la  v a r ié té  s in g u liè re  de E.
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[resp. çoud  d'ordre k est engendrée dans V  par les dérivées partielles
de y2u,  [resp. (,9u]  d 'o rdres au  p lus égales  à  k , avec des coefficients
holomorphes dans V. D o n c , o n  a  d an s  V

sbon v= sit') n v ;

ce qui m ontre que:

a) la déf inition de S ( " )  est indépendant du choix  du recouv re-
ment et du choix  des f onctions q)u qui déf inissent et que

b) chaque S ( '' )  est un ensem ble analy tique, bien déf inie dans 2 .
2 ° .  Pour tout entier positif /2, notons S V  l'ensemble des points

de S ( 4 )  qui n'appartiennent pas  à  S " ) :

= S (") S ( " + " =  1 ) 04);
on a

n sr) ( i l  # p ' ) ,  et U
g = 1

et plus généralem ent, on a

—  S ( '+" = S ;PU • • • US . .

Prenons un point quelconque Q = •••, d e  S (*1 4 ) . S o it U
un ouvert de cO qui contient Q .  D 'après la  défin ition  de Se, le
développement de Taylor de la fonction you ( x )  au po int Q  s'écrit

—

çou(x) 11(k) ( x i —  $1, • • • ,
k

où 11 ( k)  ( k /..e) sont des polynômes homogènes en 
respectivement de degré k, dont H ( 4)  ne s'annale pas identiquement.

Au m oyen d'un changem ent L  de coordonnées ( x )  en ( i i i ,  •• •
v )  défini par des formules linéaires:

Pt

X i -  E i = c ju 3 ( i t , , = y ;  i =1, • • , 71),
-1

le  polynôme homogène /1 ( g) ( x 1 - 1 , •••, x . — $ 0  se transforme en un

polynôme homogène H i .  ( ( u ) ,  y )  de m êm e degré p .

4 )  Pour /6 = 1 , SV  est identique à  l'ensemble des points réguliers (points simples)
de E.
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Le théorème de préparation de W eierstrass montre alors que:
Pour qu 'un  po in t Q  de  E  appartienne  2.1 S'e ) , il  f au t  e t  il  su f f it

que , au  m oy en  d 'un  tou t changem ent de  coordonnées L  te l q u e  HL

((0 ), v ) ne s'annule  pas identiquem ent, 5 )  E  s'ex prim e au v oisinage
d e  Q par l'équation cdgebroïde en  y  d e  d eg ré  p :

L ((u) , v )=v g + A i(u)v g - ' + • • • + A g (u )= 0 ,

ois les coef f icients• • • , sont des f onctions holom orphes au
v o is in ag e  d e  l'o rig in e  (u )= (0 ) , e t s 'an n u lan t  à  l 'o rig in e , e t  q u e  le
pseudo-polynôme  ( ( u ) ,  y )  n 'adm et aucun f acteur m ultip le  au  v o isi-
n ag e  d e  l'o rig in e  ((0 ), 0 ).

D e ce  fa it, o n  ap p e lle  to u t p o in t Q  d e  S r p o in t  d e  m u l t i -
-

p lic ité  p  sur L ' 6 ) ;  tout point Q  de S '4 ,") a une m ultip lic ité sur
g =1

E  que nons désignerons par p(Q ).
3

0

. Soit co une fonction holomorphe sur  S . C o m m e  2 '  s'ex-
prim e au vo isinage de Q  par l'équation algébroïde en  y  de degré

=  (Q )
Lau) , + A i (u)vg - 1  + •  •  •  + 21,,(u) = 0 ,

la fonction w satisfait, au voisinage (sur S ) de Q, à l'équation al e
broïde de degré p =  p (Q )

co B i (u)cog - 1  •  •  •  + B (u ) =  0  ,

•••, u „_,) étant des fonctions holom orphes au voisinage de
(u)—  (0).

Donc, le changement réciproque L - 1 de coordonnées ( (u ) , v )  en
( x )  montre que:

la f o n c tio n  c o g , e t  d o n c  to u te  f o n c tio n  co" (h ,e2) , p e u t ê tre
engendrée , au  v o isinage  (sur 2 ') de  Q ,  p a r  l e s  p (Q ) — 1  fonctions
co° (p = 0 ,  1, •••, p - 1 ) ,  avec des coef f icients Cp h ) (x i, •••, x .)  (p = 0 ,1 ,

•••, p —  1 )  holom orphes au v oissinage de Q , com m e:

5) En d'autre terme: l'axe de v  ne soit pas contenu dans le cône des tangentes
E en Q : / 1 ( io ( x - 0  =O.

6) La condition nécessaire et suffisante pour qu'un point Q soit un point simple
de E est que sa multiplicité sur E soit égale à  un.
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g  -1

•-=  E (1"0".
1 =0

4 ° .  La définition de multiplicité d'un point Q sur E  peut se

généraliser au cas d'une sous-variété sur E.
Soit un ensemble analytique connexe" contenu dans E , e t r

( 0 < r< i i  —2) sa dimension. Les formules

c S m (  L'), et 1 1S( m) —

montrent qu'on peut trouver un entier /2( / 2 1 )  tel que a  soit contenu

dans S'( " ) , mais ne soit pas contenu dans S ( 14+')  (c'est-à-dire, p  est

le plus petit des entiers positifs g  tels que l'intersection S " )

de a et de S t '- 1  ait une dimension au plus égale à  r - 1 ) .

Tout point Q  de o., excepté les points Q appartenant A l'en-

semble analytique 0nS+ 1 ) de dimension au plus égale à  r - 1 ,  a la

même multiplicité

De ce fait, cet entier p  est appelé m ultiplicité de a s u r  E , et

est noté /i(d). Lorsque r=0, a  se compose d'un seule point Q, et

p ( a )  coïncide avec la multiplicité p ( Q )  de ce point Q, définie plus

haut.

5 ° .  Maintenant, soit T  une variété analytique sur f ,  qui se

compose des composantes connexes r i (1-1, 2, ••-) de dimension

n-2. Dans ce qui suit, nous appellerons m ultip lic ité  de  T  su r 2',

la borne supérieure des multiplicités  p ( v )  des composantes ri de T,

et nous la noterons 1 i ( T ) :

te(7') =sup. p ( r 1 ) ;

on a

1_. /1(7 ') + 00 .

Si p o = p ( T )  est finie, tout point Q de T ,  excepté les points Q

appartenant à  une sous - ensemble analytique E  de dimension au
plus égale A 1 1 - 3 ,  a une multiplicité p(Q) au plus égale à  p (T ) .

7 )  Nous dirons que o- est connexe, si tout germe de o - est obtenu par prolonge-
ment analytique partant d'un germe irréductible de o-.
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D'après ce qui précède, on voit que, pour une fonction w holo-
m orphe sur E ,  toute fonction (oh (h> p o )  peut être engendrée, au
voisinage (sur .1 )  d'un tout point Q  d e  T — E , p ar les p o fonctions
0)P(0 /, - 1 ) ,  avec les coefficients holom orphes au voisinage
(dans g )  de Q.

2 .  Propriété (H) . Soit g  un domaine univalent quelconque
dans l'espace de n  variables com plexes ( x 1 ,  • ,  x , ,) ,  et soit S  u n
ensemble analytique de dimension quelconque r(1 r < n - 1 )  défini
dans D .  E t a n t  donnée une fonction co holom orphe sur S ,  nous
dirons, d 'après O ka, que w po ssède  la p rop rié té  (H ) en  un  p o in t
Q  d e  I ,  s 'il ex is te  u n  v o is in age  V  d e  Q  e t u n e  fo n ctio n  F (x )
holom orphe dans V  te ls  q u e  w  so it  su r  Env la  restriction  de
F(x ) .

Soit g '  un sous-domaine univalent de g .  S'il existe une fonc-
tion F ( x )  holomorphe dans .0 ' te lle  q u e  0) so it  su r  S n g '  la  re-
striction de F ( x ) ,  nous dirons que w possède sur Er-1g ' la proprié té
(H )  p ar rap p o rt  21 g '.

M aintenant, soit E  une surface analytique de d im ension n - 1
définie dans g ,  et so it S  la variété singulière de S .

Considérons, une fois pour toutes, une fonction w holomorphe
sur S.

Soit d  une composante de dimension n - 2  de la variété singu-
lière  S  d e E .  O n voit aisém ent qu 'il y a deux cas suivants9 ) :

10 en  tou t po in t III de a, excepté les points appartenant à. une
sous-variété de dimension au plus égale  à  n - 3 ,  la  fonction  w  pos-
sède la propriété (H ) ;  ou bien

2 ° la fonction  w  n e jo u it p as d e  la  p ro p rié té  (H )  en aucun
point de s .

D ans ce qu i su it, nous appellerons v ariété d 'espèce (H— )  p ar
rapport à  w la réunion des composantes (de dimension n -2 )  o -  de
seconde espèce de S ,  et nous la désignerons par S ..

8) Voir la note 3) du bas de la page.
9) Voir W. Rothstein [6:1, page 304.
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On voit aisément que:

S i le  p ro d u it H o ) d 'u n e  f o n c tio n  1 1 (x )  h o lo m o rp h e  d an s  g  e t
d e  la f o n c tio n  ( i)  p o ssè d e  su r .X  la p ro p rié té  (H )  p ar rap p o rt
g , H (x )  s 'an n u le  s u r S ..

O n aura besoin du lemme suivant:

Lem m e 1 .  S o it g  un  dom aine  un iv alen t d 'ho lom orph ie , e t
u n e  s u rf ac e  an aly t iq u e  (d e  d im e n s io n  n -1 )  d é f in ie  d an s  g  p ar
l'équation

0 ( x ) =0  ,

0 ( x )  é tan t u n e  f o n c tio n  h o lo m o rp h e  d an s  g , ad m e ttan t  S  pour
z é ro s  d u  p re m ie r o rd re , s an s  s 'an n u lan t  d 'aille u rs . S o it  ( i)  u n e
f onction  holom orphe sur E , d o n t o n  su p p o se  q u e  la m u ltip lic té  po

— ,u (S .)  d e  la so u s -v arié té  S . d e  E , d'espèce (H— )  p ar rap p o rt  a
co, soit f inie.

S o i t  B ( x )  u n e  f o n c t io n  h o lo m o rp h e  d a n s  g .  S i  l e s  p 0 - 1

fonctions Bcoh(1 h ,(2 0 -1 )  Po ssè d e n t  su r E  la  p ro p rié té  ( H )  p ar
rapport 2 i g , il en  e st de  m êm e  de  tou tes  le s  f onc tions 13coh (h po).

En effet, supposons que l'on ait sur E

13wP =OP )  (0 < p < p a —  1),

C ( x )  étant des fonctions holom orphes dans g .  Comme nous
avons vu au n "  1 ,  5 ° ,  toute fonction coh(h po)  peut, au voisinage
(su r S )  d'un tout point Q  de S .,  excepté les points Q  appartenant

une sous-variété E  de dimension au plus égale à  n - 3 ,  s'exprime
comme

go -1

(Oh =  E  A (Pio°
p=0

A (ph ) ( x ) ( 0 < P < p 0 - 1 )  étant des fonctions holomorphes au voisinage
V  (dans g )  de Q.

O n a alors sur xnv
go -1

Bo?A ( p h  ) 0 P ) ;
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ceci m ontre que aoh possède la propriété (H )  en tout point Q  de

S — E , et donc aussi en tout point de I ,  d'après le lem m e 1 de K.
O ka [1], n° 6.

A lors, en appliquant le théorèm e V I I  d e  K . O ka , [2], n° 35,

on voit aisément que Bcoh possède sur 1, la propriété (H )  par rap-
port à  2 ;  ce qui vérifie le lem m e.

3. C o n d it io n  (D ). Soit S  une surface analytique (de dim en-
s io n  n - 1 )  dans un dom aine univalent quelconque 2 ,  e t  co une
fonction holomorphe sur S.

S i to u t p o in t d e  la  so u s-v arié té  Sw d e  I ,  d'esèpee (H )  par
rapport à  co, excepté les points appartenant  à  une sous-variété de
dimension au plus égale  à  n -3 , est un point double ord inaire de
2 ',  nous dirons que la fonction w satisfait à  la co n d itio n  (D ) sur .5 .

E n app liquant le  lem m e 4  d u  [3], n° 10, e t  la  le m m e  1  de
K . O ka [1], n" 6, et pu is le  théo rèm e V II  d e  K . O ka [2], re 35,
on obtient le lemme suivant:

Lem m e 2 . S o it  2  un  dom aine  un iv alen t d'holomorphie dans
l'e sp ac e  d e  n  v ariab les com plex es (x 1 , x ” ) ,  et S  u n e  su rf ac e
an aly t iq u e  d é f in ie  d an s  g  p ar l 'é q u atio n  0 (x )= 0 ,  o à  0  est une
f o n c tio n  h o lo m o rp h e  d an s  g , e t q u i ad m e t  S  p o u r z é ro s  d u  p re -
m ie r o rd re , s an s  s 'an n u lan t  d 'aille u rs . S o it  f.o une f onction  holo-
m orphe sur S  e t satis f aisan t ("1 la co n d itio n  (D ).

Pour que  le  p rodu it B o) d 'une  f onc tion  B ( x )  holom orphe dans
2  e t d e  la f o n c tio n  o) p o ssèd e  la p ro p rié té  (H ) su r S  p ar rap p o rt

g , i l  f au t  e t  i l  s u f f it  q u e  B (x )  s'annule  sur la v ariété  S . d 'espèce
(Ti) p a r  rap p o rt  c‘i 0).

§2. Propriétés (e) e t  (2, ) .

4. Module _0") (.0 ) .  Soit i i  u n  polycylindre dans l'espace de
n  variables complexes ( x 1 , •••, x„):

(4 )1 x 1 1  < r 1  ( i = 1 ,  •••, n),

et S  une surface analytique de dim ension n -1  définie dans 4.
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Soit 0  l'anneau des fonctions holomorphes dans 4 .  L'ensemble
A des fonctions 0  holomorphes sur E  est un m odule sur l'anneau

0 , ,  0 ,  désignant le m odule induit sur f  par O.
Pour un entier positif ,e, considérons un système (0 ) ( 0 „  • • • ,

8,,,) de i t  fonctions j3,, de A .  L 'en sem b le  d e  te ls  sy s tèm es ( 0 )  est
un m odule sur l'anneau 0 2 ,  que nous désignerons par

Supposons donnée, une fois pour toutes, une fonction a) holo-
m orphe sur S.

Etant donné un domaine univalent quelconque 2  contenu dans
)d , nous d irons qu 'un  élém ent ( 0 )  de e s t  d e  ty p e  ( x,0 )10 p a r

rap p o rt à 2 ,  s 'il ex iste  une fonctions B ( x )  holom orphe dans 2
telle que les fonctions 0,— Bwh(h=1, t i )  possèdent sur SU g  la
propriété (H )  par rapport à  .0 :

Bcoh = —B ( h)

B ( h)  (x )  étant des fonctions holomorphes dans g .

L'ensemble des éléments (0) E d e  typ e  ( x . )  par rapport
2  est évidemment un sous-module de que nous désignerons
par

Pour un dom aine 2 '  contenu dans 2 ,  on a évidemment

-B ( S )  -BL")  (2 ) .

Si on considère n i (3 < n t< n )  sous-domaines cylindriques 4 ; ( j=
1, m ) de 4:

( 4f ) p;< ix i l< r ;  , (i=1, ••• , j - 1 ,  j + 1 ,  • • •  ,  n ) ,

on a

-BL")(4) ri ... ngLw ( 4 . )  -B(.4 )  (A )

Com m e nous avons rem arqué dans l'introduction, nous étudirons,

d an s  le  n° suivant, la condition nécessaire et suffisante pour que
l'on ait l'égalité

10 ) Dans [4h, n" 6, cet élément (0 ) a été appelé l'élément de type (X*), et le
m od u le  V ( 0 )  a été noté .0*(0 ).
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g(.) (4) n
5 .  Propriété (9,,* ). Soient 4  un p o ly cy lin d re ,  4 ; ( j=1 ,• • • ,  m;

3 < m < n )  m  domaines cylindriques tout expliqués au n °  précédent.

Nous posons toujours

4in45= 4,, , 4,n4;n4„-- 4 i j k  ,  etc.

Soit S  une surface analytique (de dimension n - 1 )  définie dans
d, et (0 une fonction holomorphe sur E.

Avant de définir une propriété (S 2 ,)  au n "  7 ,  nous posons la
définition de la propriété ( D )  comme suit:

Nous dirons que la fonction (0  jouit de la p ro p rié té  (S 1 :) , si
(0 satisfait à. la condition suivante:

E t a n t  données nt fonctions  B ( x )  ( j= 1 ,  • • • ,  m )  holomorphes
dans d l ,  telles que, pour tout indice h ( 1 <h <p ) ,

10 les fonctions (131-13 1)co" possèdent sur S  4 ,  la propriété
(H )  par rapport à  4 , ; :

(Bi— 13J )coh =10 ,

l e ( x ) ( h = 1 , • • • ,  ,u )  étant des fonctions holomorphes dans zlii ,  et

que

2 °  on ait id e n t iq u e m e n t  dans d o k

B;',9 + + =0 " )

on peut trouver une fonction B ( x )  holomorphe dans 4  telle que,

pour tout indice /1(1 .<7z <n), les fonctions (B i — B )(0h(j=1, •••, in)
aient la propriété (H )  par rapport respectivement à  di .

Soit S .  la variété (de dimension n - 2 )  d'espèce (H )  par rap-

port à  (0.

Si S .  est vide (c'est-à-dire, si (0 possède sur S  la propriété (H )
par rapport à  d ) ,  (0  jouit évidemment de la propriété (Sn) pour

1 1 ) C'est équivalent à  dire qu'il existe  i n  fonctions B P ( x )  holomorphes dans 4 j
telles que l'on ait sur En

(B i —  13.1)S '  1 3 ' )  — B5h)  (  j  = 1 , •  •  •  ,  n ; .
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tout entier positif p.
S i S .  n 'est p as v ide , la  p rop rié té  (S2 ) peut encore s'énoncer

comme suit:

Si une fonction g  holom orphe sur S' =S1 - 1[41U•••LJJ.] pos-
sède la propriété ( / / )  en tout point de S .',  d e faço n  que l'o n  a it
sur chaque s.n41

g=.13; ,

B i ( x )  étant des fonctions holomorphes dans  4 ,  e t  q u e  Bi (x )  satis-
fassent aux deux conditions 1° e t  2° énoncées plus haut, la fonc-
tion g  peut se prolonger analytiquem ent en une fonction g *  holo-
m orphe sur S .  te lle  que l'on  ait sur

<, * =B

B ( x )  étant une fonction holomorphe dans .4, et telle que les fonc-
tions (B 5 — B )c o k  (1 <h <p )  possèdent sur I n A ,  la  p ro p rié té  (H )
par rapport à  4 .

On obtient la proposition suivante" ) :

Proposition 1 .  Pour qu'une f onction w  holom orphe sur S  satis-
f asse  à la cond ition

( 4 )  n n .g(.) (Am) = gt.) (A ),

il f au t  e t  il su f f it  q u e  la f o n c tio n  oi jo u isse  d e  la p ro p rié té  (4 ) .

E n  effe t, il est n écessa ire : Sup p o so n s do n n ées i n  fonctions
B i ( x )  holomorphes respectivement dans 4;  telles que l'on ait identi-
quement su r E n

— B i ) (oh = — B (.; "  ( i ,  j =1, • • • , m ;  h = 1, • • ,

( x )  (h =  1 , • ,  / 2 )  étant holomorphes dans 21:,. On obtient, pour
tout indice h (I<  h<  ,u) , identiquement sur zrmi,

B icoh — M5 )  = 13 ; ro' — BY ) ( i ,  j = 1 , • • • ,m ) ;

ce qui mortre que les m fonctions B 5co5 — e ( j = 1 , • • •  ,  in )  définissent

1 2 ) Pour le cas où ni 4, voir aussi n" 7, Proposition 2.
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une fonction 13, holomorphe sur E (1 (AU • • • U 4 .) :

Rh = B i coh—  e ) ( s u r  2' n 4 .,; j= 1 ,••• , m ).

M ais, comme m > 3 ,  la  fonction  ,e h peut se p ro longer analytique-
m ent en  une fonction  ho lom orphe sur E  tou t en tier d 'ap rès le
lemme 3  du mémoire [3 ] ,  n "  7 . Par su ite, le systèm e (j9) = (s i ,•••,

19 )  est un  é lém ent de -B ) ( 4 1)
O r, z 0 0 0 n . • • n z ( 4 . )  étant, par hypothèse, identique

( )  appartient à„ 23 (,,g) (4 ) ;  ce qui entraîne qu'il existe  1

fonctions B ( x ) ,  B (1) (x), •• • , B ( x )  holomorphes dans 4  te lles que
l'on  a it su r E

Bw"— B ('') ( h  —1, • • • , p).

O n a alors sur Z n J ,

(B i — B)(1)" ,=13(
; — B (h) ;

et ceci montre que les fonctions (B i — B)coh p o ssèd en t su r 'n 4 , la
propriété ( H )  par rapport à  4 ; ; ce  q u i v érif ie  q u e  co jo u it d e  la
propriété ( 4 ) .

Inversement, il est suffisant : Prenons en effet un élément ( ,

• • i9 , )  de _O,J- )̀ (41) n... n (4). O n  a  s u r  E n4.1

Oh = B iCOh 1 3 (1 )=  1 1 • • • ; h = 1 , • • • P ) ,

B i ( x )  e t BY' ) ( x )  (h =1, • • • , p) étant holomorphes dans  4 ;  d 'o ù  o n
a  su r  En40

(131— B i )co"— -N ) j =  1, • • • , m ;  h  1 , •  •  •  ,  p) .

Com m e la fonction co jou it, par hypothèse, de la  p ropriété (Sn ),
on peut trouver une fonction B ( x )  holomorphe dans 4  te lle  q u e
l'on  a it su r z n 4 ;

(B, —  B )co " Oh ) ( j  = 1 , •  • , h =1, • • • , p),

C ( x )  ( h = 1 ,  •  •  p )  étant des fonctions holomorphes dans  J .  O n
a donc sur Enz],

Rh— Bwh = Oh ) — ;
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ce qui m ontre que les fonctions h-13(t)", qui sont holomorphes sur
2', possèdent sur Ln d i  la  p rop riété  (H )  par rapport è  4i (j=1,•••,

Comme X  s'exprim e dans le po lycy lind re  d  par l'équation 0 (x )
= 0 ,  où 0  admet X  pour les zéros du prem ier ordre, et com m e le
problème (H )  [ou le problèm e (A ) ] 1 e s t  a f f irm a tif  p o u r  le  poly-

cylindre 4, les fonctions 0,—Bw" possèdent sur X  la propriété (H )
par rapport à  4 ;  ce qui montre que ( , •••, [3,) appartient A 4 ( 1' (4 ),
et donc que l'on a

g2-‘)(zi1)n-ngn4.)--=-enA ).
c .q . f .d .

6 .  U n  le m m e . D ans le  n  suivant, nous remarquerons que,
s i m > 4 ,  la propriété (sn )  peut se  rem p lacer par une au tre p ro -
p riété  équ ivalen te et p lus m an iab le  que la  p ropriété  ( s 2 : ) .  Pour
cela, on aura besoin du lem m e suivant:

Lem m e 3•1 4 ) S upposons que  m > 4 .  S oient f  une fonction holo-
m o rp h e  s u r X , e t  B i (x )  ( j= 1 ,  • • • ,  m ) m  f onctions holom orphes
respectiv em ent dans J i .

S i le s  p ro d u its  (.13i —B i ) f  possèden t la p roprié té  (H )  p ar rap -
p o rt  respectivem ent à  4 ,  o n  p e u t tro u v e r in  f o n c tio n s  C i (x ) ho lo -

13) Pour la définition du problème ( I 1 )  [où ( A ) ] ,  vo ir n "  1 0 .  V oir aussi [4 ],
nos 1, 2.

14) Plus généralement, on obtient la proposition suivante:
Soit E  une surface analytique définie dans un domaine univalent g, par l'équa-

tion 0 ( x ) = 0 ,  0 (x )  étant holomorphe dans g, et admettant E  pour zéros du premier
ordre.

Soit c/J= {Ui} un recouvrement de 2  par les ouverts  U , e t c l i '=  {/ n  u,}  le  re -
couvrement de E  induit par 'LI. Supposons que H P (2 , 0 )= 0  pour un entier positif p,
O désignant le faisceau des germes de fonctions holomorphes, défini dans g .  Alors,
pour tout p-cocycle 13= {Si o . . . i f i l  défini sur E  tel que l'on ait sur En uio n • • • n U ip

B i,...ip (x ) étant des fonctions holomorphes dans U i„n •••n  b ,  on  peut trouver un
(p -1 )-cocycle  C= {Cl o . . . ip (x )}  défini dans g  tel que l'on'ait sur E

s—BC ,
a désignant l'opération de cobord.
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m orphes d a n s  4 ,  t e l l e s  q u e  l ' o n  a i t  s u r  EnA i,

(Bi— .13; ) f  =Ci — C.;  ( i ,  j = 1 ,  • • • ,  in ) .

En effet, (1 3 ,-1 3 ;) ,f  possédant la propriété ( H )  par rapport
on peut supposer que l'on ait sur E n 4 ;

(Bi— 135 )f  = ( i, j=1 , ••• , i n ) ,

B u ( x )  étant des fonctions holomorphes dans Lli ;  te lles que l'on  a it
identiquement 1351= —Bu  (e t d o n c  B , ,= 0 ) ;  o n  a  su r E n 4 i j k

B jk - B i k + B i i = 0  .

Comme E  s'exprim e dans le polycylindre 4  par l'équation

0 (x )  = 0  ,

où 0 ( x )  est une fonction holomorphe dans  4  et qui adm et E  pour
zéros du prem ier ordre, on a identiquement dans 41p,

B jk - B i k + B i j - O B i j k  ( i ,  j ,  k-1, • •• ,

B o k ( x )  étant holomorphes dans 4, ; , ;  d'où l'on a d 'abord dans 4 0 k

B q k = B i ki — Bki i =  — B i ik= — B ik ; ( i, j , k = 1, •••, in )

(et par su ite , /3,0 = B ip=13 31i= 0, B m = 0).

D e plus, on a, pour quatre indices i ,  j ,  k ,  1  mutuellement dis-
tin cts [i, j, k , 1=1, • •-, i n  (in 4)], identiquement dans A i/ d

=  4 i n A j

nzik n
B jk l -  B ik l+ B i j k = 0  ( i ,  j ,  k, 1= 1, • • • ,

P ar le  développem ent de L auren t, on  vo it a isém ent qu 'il ex iste
in(m — 1) fonctions E 0 ( x )  ( i ,  j  =1 , ••• , in ; i * j )  holomorphes respec-
tivement dans 4 ; . ; te lle s  q u e  E p = —Eu ,  et telles que l'on  ait identi-

quement dans 4 ; f i ,  ( i ,  j ,  k =1 ,••• , n i ;  où j ,  j ,  k  sont différents),

Bi i k= E i k— Eik +Ei j

Par suite, si on pose E ii=0  ( i=1 ,• • •  ,  i n ) ,  on a toujours dans duk
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B i j k
=

 E jk
-

 E i k +  E i j k  =1, • • • IO ." )

M aintenant, on a identiquement dans diik

I33k— B ik+B 1 3 - 0 ( E l k— E15±E1 1) ;

donc, si on pose dans zli ;

— 0ELi  =

on a dans zlii k

C i k + C i j
-

0  •

O n peut trouver alors m  fonctions Ci ( x )  holomorphes respec-
tivement dans J i  te lles que l'on  a it d ans du

C13 = C — 0 5 ( 1 ,  j =  1, • ••, n i) ;

et donc, on  a sur xr-iJi,
B u =  —  C 5 ,

d'où

sur .E r) Ai;  ce  qu i vérifie  le  lem m e.

7 .  P r o p r ié t é  ( 2 , , ) .  N ous allons m ontrer dans ce n " que, si
la propriété ( .Q )  peut se rem placer par une autre propriété

plus m aniable que la propriété (2 : ) .

N ous dirons qu'une fonction co holomorphe sur X( c  J )  jouit
de l a  p r o p r i é t é  (S 2 ,) , s i w satisfait à  la condition suivante :

Etant données in  fonctions B i ( x )  holomorphes respectivement
dans z1;  ( j =  1, • • • , i n ) ,  te lles que, pour tout ind ice h  ( h - 1 ,  •••, p),

les fonctions (13,— B i )co" (i, j =- 1, • • • , n i )  aient la propriété (H )  par
rapport respectivement à zbi , on peut trouver une fonction  B ( x )

holomorphe dans A  te lle  que, pour tou t ind ice h. (h = 1 ,  • - • ,  p ) ,  les

1 5 )  Ceci montre que l'on a /1 2 (4 1 U — U 4 w z , 0 )= 0  pour n z > _ 4 , 0  désignant le
faisceau des germes de fonctions holomorphes, défini dans t i l l _ J • • • l i t l . .  Plus générale-
ment, on obtient, pour p = i ,  • • • ,  m - 2,

I I 5 ( 4 1U • •• U tl ,,,, ,„  0 )  = 0  .
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fonctions M i - 1 3 W  ( j= 1 ,• - ,  in )  a ien t la  p rop riété  (H )  par rap-
port à  4  (j=1 , •••, m).

Soit S .  la sous-variété de E, d'espèce (H )  par rapport à  w . Si
S .  n 'est pas v ide, la  p ropriété (A .,) peut encore s'énoncer comme
suit:

Toute fonction g  holomorphe sur scoo—s.n[zhu .••u 4.] et pos-
sédant la propriété (H )  en tout point de S .', de façon que l'on ait
sur chaque s.nLii

g = 13 ,

133 ( x )  étant des fonctions holomorphes dans 21;  telles que (B 1 —B i )w'
(1_11</.1) possèdent la propriété (H )  en tout point de E n 4 0 ,  peut
se prolonger en une fonction g *  holomorphe sur Sr,. te lle  q u e  l'o n
a it su r S.

g* B

où 13(x) est une fonction holomorphe dans d  te lle  q u e  (B i —B)(0'
(1 < h < p ) possèdent la propriété (H )  en tout point de I n J i .

D 'après le lem m e 3, on a immédiatement le lemme suivant:

Lemme 4 .  S i  In 4 , le s  d e u x  p ro p rié t és (..<2:) e t  ( 2 0  sont
équiv alentes pour une f onction w holom orphe sur E .  L orsque In=3,
la  p ro p rié té  ( 2 , )  e n traîn e  la p ro p rié té  (S e ) , m ais  la ré c ip ro q u e
n 'est pas v raie ." )

1 6 )  Pour 112 = 3 ,  on peut construire l'exemple suivant:
Dans l'espace de trois variables complexes ( x i ,  x i ,  x i ), considérons le polycylindre

d : x i  I< 1  ( 1 = 1 , 2 ,  3 ) ,  et trois domaines cylindriques d j  ( j= 1 ,  2 ,  3 ) :  0 < lx i l< 1 ,
< 1  ( i4 ..1)•

Soit E  la surface définie dans d  par l'équation x 3 - - 4 x = 0 ,  et soit o.) la fonction
holomorphe sur E  définie comme

{  x i S U T  .S i  :  x i =  X 1 X 2 =  ,
CO =

= sur X i  : X 3  +  X 1 X 2  = . 0

on voit aisément que S,,, coïncide avec l'axe de x i( r2  = x 3 = 0 ) .
D'une part, co jouit de la propriété (Jr). En effet, soit une fonction holom orphe

sur E; peut être donnée comme

I b i ( x l ,  x 2 )  sur Xi
)9=  ,  „

o 2 t ,x l, x 2 )  sur E 2
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Pour vérifier le lemme, il suffit de montrer l'équivalence des

hypothèses posées sur les fonctions B 5 (x )  ( j= 1 , • • • ,  dans les
définitions des deux propriétés ( 9 )  e t  (D ).

Si les in(rn 3 )  fonctions B i ( x )  remplissent l'hypothèse de la
propriété ( D ) ,  il est triviale que B 5 remplissent celle de la pro-

priété (D„).

Inversement, si B 5 remplissent l'hypothèse de la propriété (S4.),

on peut trouver, d'après le lemme 3 , des fonctions e i h) ( x )  holo-
morphes respectivement dans 4 , telles que l'on ait sur Enzli,

(Be— B 5) wh =Cl"' — 0" )  (1, j =1, • • • , n i (7)1 4 ) ;  h  1, • • • , te)

I i i  ( a i ,  x 2 )  e t bi (x ,, x i )  étant holomorphes dans le polycylindre  X i 1<1, 1x2 b<1.
S i g appartient à ..e 1) (41)Clgc,,P(42)(1-e,P(43), s'exprim e sur E n 4 , comme

g= .13 — B2o) ,

B 2 (x ), B i(x ) étant holomorphes dans il 2. Comme les deux branches de co s'annulent
sur la x e  de x 2 (x 1 = x 3 -0 ) , on voit que les restrictions  à  l'axe de xi des deux branches
de so n t id en tiq u e s :

b1(0, x2) =b2(0, x2) x2 , 0 );

et ceci m ontre que la différence « x i ,  x2)=bi(xl, x2) — b2(xl, x2) s'annule pour x1= 0,
et donc que b (x i, x i) est d iv is ib le  par x i.

A lors, la fonction g s'exprim e sur E  comme

bi —b2s= —
1

(bid-b2)+ co•
2 2xi

ce qui montre que /3 appartient à _B„l ) (4) • A in s i, la  fo n c tio n  co satisfait à  la condition:

.e , l ) (41)F l e ) ( 4 2 ) f i g ( 2 (43 )= _ eo l ) ( 4 ) ,

et donc co jou it de la propriété (Se).
D 'autre part, Co n e  jo u it p as  d e  la  p ro p rié té  (D i). E n  e ffe t, s i o n  co n sid ère  la

fonction g =  1/xi qui est holomorphe sur S,', =S„— K 0 ,0 ,0 ))  : x 2 = x 3 = 0 , x i* O , on peut
poser

B1—  1   , B 2  =  ,  B i = 0 ;
X i

et (B i — B3)(0 possèdent sur ' f l  4 j  la propriété ( H )  par rapport A do:

(B i—  B2)(0— 
 X 3

  ,  ( B i  B 3)(0=0 , ( B i  B i)co -
x ix i

X  X 2

X 3

M ais, par défin ition , la  fonction  g  n e  p eu t p a s  jo u ir  d e  la  p ro p r ié té  ( H )  en
l'origine; ce qui m ontre que la fonction co ne jou it pas de la propriété (S21).
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ce qui montre que les in(ni 4 )  fonctions B i  remplissent l'hypo-

thèse de la propriété ( 4 ) .
c. q. f . d.

De ce lemme, on obtient la proposition suivante:

Proposition 2 .  S i  m z l ,  la condition  nécessaire  e t su f f isante
p o u r q u e  la f o n c tio n  w  satisf asse  à la condition:

g9(:)(41)n...n-g.")(4.)= - g ( 4 ),

est que  co jo u isse  d e  la p ro p rié té  (S2m ).

8 .  Réduction des propriétés (D :)  e t  (Dg ). Soit S .  la sous-
variété de E ,  d'espèce (H )  par rapport à  une fonction  0) holo-
morphe sur E.

On obtient la proposition suivante:

Proposition 3. S i  S .  n 'e s t  p a s  v ide," ) e t  s i  la  m u l t ip l ic i t é
p o =  ( S )  ( 2 )  d e  S .  s u r E  e s t  f in ie , to u te  la p ro p rié té  (D u )  est
équivalente  i i  la p ro p rié té  (12 )  p o u r l 'e n tie r ,u tel que
E n  o u tre , la p ro p rié té  (S2 )  e n tra in e  la p ro p rié té  (D :)(p >/to ) .

En effet, supposons que w  jouisse de la propriété
Etant données n i  fonctions B i ( x )  holomorphes dans z1;  telles que

(Bi — B coh p )  aient la propriété (H )  sur Er- 14 par rapport

4,3 [resp . telles que (B i — 3 f )(oh remplissent les hypothèses 1 ° et
2 ° de la propriété (S 2 )],  on peut trouver une fonction B ( x )  holo-

morphe dans 4  telle que (B J— B )o ,(1 .<p <1 1 8 -1 )  possèdent la pro-

priété (H )  sur i n 4 ;  par rapport it di ; alors, il en est de m êm e

de toute fonction (B — B)coh (1 , u )  ,  d'après le lemme 1 : d'où
la propriété (S2g ) [resp . la propriété (Se)].

Inversement, supposons que co jouisse de la propriété ( 9 , )  pour
un entier ,tz tel que tt> p o . Etant données m  fonctions B i ( x )  holo-
morphes dans A;  telles que (13,-13 ; )(oP(l p < p o - 1 )  aient la pro-

priété (H )  sur /TU ;  par rapport à. J j , toute fonction (.131— B 3 )co"

( 1 h ,te) possède la propriété (H )  sur E n415 par rapport

1 7 ) Si S  e s t  v id e  (c'est-à-cure, si la fonction ( 0  possède sur- E la propriété (H ) par
rapport à d), 6 )  jouit évidemment des propriétés (,f2,,) et ( e )  pour tout entier positif p.
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d'après le lem m e 1. La fonction w jouissant de la propriété (D„),

on peut trouver une fonction B ( x )  holomorphe dans J  te lle  q u e
(13 — B) (oh ( 1 _ 1 t<  p )  possèdent la propriété (H )  su r E nz ', par rap-
port à  4 5 ;  d'où la propriété (S4-1), parce que po-1< it.  c .q .f .d .

M aintenant, si la fonction w  holom orphe sur L ( c 4 )  satisfait
su r E .à l'équation de la form e:

eoA±  A i (x )(0 4 - ' + •••+ A A (x )= 0

A h(x)(h = 1, •• • , A ) étant des fonctions holom orphes dans 4 ,  nous
désignerons par 2 ( w )  le  p lu s  p e t it  d e  te ls  d e g ré s  A ; A (co) est le
degré de w ( E A )  sur l'anneau  O ( E A )  des fonctions holomorphes
sur 2" et ayan t la  p ropriété (H )  par rapport à. 4.

S i  w  n e  sa tis fa it à. aucune équation  de cette  form e-ci, nous
poserons 2 ( 0 ) ) = - 1-- co .

S i  le  d e g r é  20 = 2 (w )  est f in i, to u te  fo n ctio n  co5 (// 20 )  peut
s'exprim er sur E  comme

coh E= A (b ) , , P
P

P=0

irp" ) ( x )  étant des fonctions holomorphes dans d.

D e ce fait, on obtient la proposition suivante:
Proposition 4 .  S i le  d e g ré  20 = A (w )  d e  c o  s u r O E e s t  f in i ,  e t

s i  ,10 2, 1 8 ) t o u te  la  p ro p rié té  ( 4 )  est équiv alente  l a  p r o p r i é t é

( )  p o u r l 'e n tie r p  tel que  p  Ao .

E n  e ffe t, o n  p eu t v é r if ie r  a isém en t q u e  la  p ro p rié té  ( 2 , )

entraîne la propriété (..(2:) (ii> 2 , ) ,  par une démonstration analogue
(et p lus sim ple que) celle de la proposition 3.

Inversement, supposons que w jouisse de la propriété (Se) pour
un entier p  te l que  p 2 0 . Soient B i (x ) (j= 1 , ••• , m )  n t  fonctions
holomorphes dans d i  te lle s  q u e  l'o n  a it su r E n J i j

(131-13 1 )(o 5 = M ) ( 1 < p < 2 0 — 1),

1 8 )  S i x o = 1 , la  fonction  co possède sur 2 ' la  propriété (H )  par rapport à  4 .
Voir la note 17) du bas de la page précédente.
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l a  étant des fonctions holom orphes dans d i ; t e l le s  q u e  l 'o n  ait
dans d i » ,

.13̀; ';) + BSV + l e  =0 ;

o n  a  su r En4,,
A U -1 A U -1

(Bi— B i )coh =E 41 (; ) (B i— B i)°,
p o p  =  o

D onc, si on pose dans d i ;

Ao —1
e . P = E  A (P le i ) ( 2 0 < h _ 1 4 ,

A— o

on a, pour tout entier h=1,••• , g  ,

(Bi— I3i )(oh = l e ) s u r  E nvi, ,  et

Bg9 + + B :!) =o dans A i j k

Comme co jo u it d e  la  p ro p r ié té  ( 4 ) ,  on  peut trouver une
fonction B ( x )  holomorphe dans 4  t e l le  q u e  (B i — B)coh
possèdent la propriété (H ) su r  sr-14, par rapport à  zli ;  d 'où la
propriété (S2 _0 , parce que A0 - 1 < p . c.q.f .d.

9 .  P r o p r ié té  ( N ) .  Soient 4 ;  [ j - 1 , • • • ,  i n  ( 3 n t_ n ) ] ni sous-
dom aines cylindriques du polycylindre 4, tou t exp liqués au  n° 5,
et so it T  une variété analytique de dim ension n - 2  définie dans 4.

Nous dirons que T  possède la p roprié té  (N ) ,  s i  T  satisfait
la condition suivante:

Etant d o n n ée  su r T o = u n e  founction holo-
morphe g  ayant sur chaque Tr --)4, la propriété (H )  par rapport

( j= 1 , .• ., m ) ,  on peut trouver une fonction  B ( x )  holomorphe
dans 4  te lle  q u e  l'o n  a it  su r  To

g— B  .

Cette condition-ci est équivalente  à  dire que:
Toute fonction g  holomorphe sur T o et possédant la propriété

(H )  en  to u t p o in t d e  T o p eu t se  p ro lo n ger en  un e fo n ctio n  g*
holom orphe sur T  et possédant la  p ropriété (H )  en tout point
d e  T
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Soit /  une surface analytique (de dimension n - 1 )  définie dans
4, et so it co une fonction holomorphe sur E.

S i w satisfait à  la condition ( D ) ,  la  m u ltip lic ité  p o =i2 (S .)  de
S. est égale à  2, et donc toute propriété (S2,)(p 2 )  est équivalente

la propriété (Q ,), d'après la proposition 3.

Quant it la propriété (p i ), on obtient la proposition suivante:
Proposition 5 .  Pour qu 'une  f onc tion  co  satisf aisan t a la con-

d itio n  (D ) jo u isse  d e  la p ro p rié té  (D i ) ,  i l  f a u t  e t  i l  s u f f i t  q u e  la
s o u s -v arié té  S . d e  E , d 'e s p è c e  (H )  p ar rap p o rt  ù  c o , p o s sè d e  la
p ro p rié té  (N ) .

E n  e ffe t, il e s t n écessa ire : S o it g  une fonction holomorphe
sur s — s o ,n (4 1 u •• •u L L )  et possédant sur S .f id ;  la  p ropriété (H)
par rapport à  4 J :

g =B ;  ( j = 1 , • • • , n i ) ,

B ; (..r.) étant des fonctions holomorphes dans  4 , .  C o m m e ch aq u e
différence Bi— B ;  (qui est holomorphe dans s 'a n n u l e  s u r  S‘orldif

( i ,  j=1 , • • • , n i) , le  p ro d u it (B i— B i ) to  possède sur ./(14 0  la  p ro -
priété (H )  par rapport à  40 , d'après le lem m e 2.

La fonction w  jou issan t, par hypo thèse , de la  p ropriété  (Q 1 ),

on peut alors trouver une fonction B ( x )  holomorphe dans 4  te lle
que les p rodu its (B i — B)co a ien t la  p ro p rié té  (H )  su r  E n d ;  par
rapport respectivement  à  4 ,  (j=1., •••, m ) ; ce qui m ontre, d 'après
le lem m e 2 , que B i — B  s 'an n u le  su r S .n 4 i,  e t d o n c  q u e  l'o n  a
g = B  sur d 'o ù  l a  p r o p r i é t é  ( N )  de S ..

Inversem ent, il est suffisant: Etant données in  fonctions /3; (x )
holomorphes respectivement dans 4 ;  te lle s  q u e  (B i —B .i)co aien t la
propriété (H )  sur s n z b i  par rapport à  z i, , on a, d 'après le lem m e
2, su r S .n d i;

donc les fonctions B i ( x )  définissent sur S .' une fonction holomorphe
g  te lle  que l'on  ait sur chaque S .n d ;

g— B i  ( j= 1 , • • • ,  n t ) .
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S .  possédant, par hypothèse, la propriété (N ) ,  on peut trouver

une fonction B ( x )  holomorphe dans 4  telle que l'on ait sur S2,

g =B  .

Alors, 131 — B  s'annule sur S0F1 di , donc, (B J — B )a) possède la

propriété (H )  sur Er14 ;  par rapport  à  4, ,
 d 'après le lem m e 2;

d'où la propriété (D i ) de la fonction co.
c .q .f .d .

Signalons que la proposition 5 montre que, pour une fonction
satisfaisant à  la condition (D ) , il ne dépend que de la figure

géométrique de S„„ si co jouit de la propriété (9 ,) ou non.

Au cas où m=3, on aura besoin d'un critère pour que co jouisse

de la propriété (flt).
Pour cela, on obtient immédiatement du lemme 2 la proposi-

tion suivante:

Proposition 6.1 9 )  O n  su p p o se  q u e  m =3 . Po u r q u 'u n e  f o n c tio n
to  s at is f a is an t  s u r E  il la c o n d it io n  ( D )  jo u is se  d e  la p ro p rié té
( D P ) , i l  f au t  e t  i l  s u f f i t  q u e  S .  s a t is f as s e  à  la  c o n d it io n  ( N * )
suiv ante:

S oit g  une  f onction  holom orphe sur n (41U 42U JO, pos-
sé d an t su r sconJ;  l a  proprié té  (H )  par papport (1 L b:

g=13 ;  ( s u r  S 0 1 1 4 ; j=1, 2, 3),

B i ( x )  é tant des f onctions holom orphes dans d i  ( j =1 , 2 , 3 ). S i les
p rodu its  (B i— B ; ) c o  s o n t  d e s  re s tric t io n s  à E f it l i ;  d e s  f o n c tio n s
B i(x ) ho lom orphes dans 4i ;  te lle s  q u e  l'o n  ait id en tiq u em en t d an s
4

i j k

Bi;-1-B;k+Bki=0

alo rs  g  e s t  la re s tric t io n  à S ,?, d 'u n e  f o n c tio n  B (x )  h o lo m o rp h e
d an s  d.

1 9 )  Si in =3 , la condition ( N )  de S . est encore suffisante pour que co jouisse de
la propriété (Se). Mais, elle n'est pas nécessaire, comme on voit dans l'exemple donné
dans la note 16) du bas de page. [Dans cet exemple-ci, co satisfait à. la condition (D)
et jouit de la propriété (Se), mais S .: x 2 =x,----.0 ne jouit pas de la propriété (N )].
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§ 3 . Problèmes et critères.

1 0 . Prob lèm es. S o it d  u n  polycylindre d an s l'e sp ace  d e  n
(n 3 )  variables com plexes (x i , ••-,

(4) ( i=1 ,• • • ,n ) .

Considérons un domaine  4  in térieurem ent ram ifié  su r 4,
feuillets," ) et supposons toujours qu'il existe un dom aine d ' intéri-
eurem ent ram ifié sur un voisinage de la ferm eture de A, à  7  feuil-
lets, te l que l'on  ait

d c-ç  d ' .

Comme nous avons vu dans [3], n° 9, un tel dom aine 4  peut
se représenter dans l'espace de n+1 variables complexes ( ( x ) ,  y ) ,

par une fonction  72(P) holom orphe et propre au voisinage de 4,
com m e une surface analytique I :

(S ) y =7 2 ( P )  ( P

satisfaisant aux conditions suivantes' ) :
1 °  la variété singulière de I  ne contient aucune composante

de dimension n - 1 ,  sauf les composantes de la variété double ordi-
n a ire  T  de S.

2 °  pour toute com posante T ( ' )  d e  T  7 r o ( T )  o ù  7r o désigne_ _
l'opération de projection de I  sur 4, "./' =7r0

- 1 ( T ( ') )  est un revête-
m ent intérieurem ent ram ifié de T ( ' ) , à  v -1  feuillets.

sera appelée dans ce cas surface algébroïde d e  ty p e  (K )  sur
le  polycylindre 4. 5  est contenue dans un polycylindre (d, C ):

(d, C) ( x )  E d ,  y E C ,

C désignant le cercle I y I < R ,  avec rayon R  plus grand que la borne
supérieure de 172(P) I dans 4.

Soit in  un  en tier te l que 3 < m < n .  Soient d i  ( j = 1 , • • •  n )  m

20) Analytisch verzweigte 1jberlagerung; revêtement analytique intérieurement
ramifié.

21) Ces deux conditions sont équivalentes aux quatre conditions énoncées dans
[3], n o  9 , ou [4], n" 2.
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domaines cylindriques:

( 4 g) ( i= 1 , • • • ,  j - 1 ,  j+ 1 , • • • ,m ) .

En désignant par 7 C  l'opération de projection de 4  su r d ,  con-

sidérons dans 4 ,  n t  domaines 4 ; =2-c- 1 (4 ; ) ,  et posons toujours

4
i i

=  J i n - 4 in 4 in ( i ,  j ,  k =1 ,• • • ,  in ) .

Alors, se posent les problèmes suivants:

a) P r o b l è m e  (A ) ." )  Nous d irons que le problèm e (A )  est
affirmatif, si, pour tout système des fonctions  g ( P )  holomorphes

dans Ji ;  ( i ,  j=1 ,  • • • ,  i n )  telles que l'on ait dans 4 i j k

g i j +  go+  g k i=0  ( i ,  j ,  k=1, • • • , »t),

on peut trouver i n  fonctions g i ( P )  holomorphes dans d ; telles que

l'on ait dans 4 ,

( i ,  j = 1 , •••, n i ) .

b) P r e m i e r  p r o b l è m e  d e  C o u s i n  d a n s  4 1U •--U  d m .  Ce pro-

blème équivaut au problème de M. W. Rothstein 2 3 ) sur le prolonge-

ment de donnée des pôles, de 41L1-•• .(1. 4.

e )  P r o b l è m e  ( H ) .24) Soit S  une surface analytique de dimen-

sion n - 1 ,  définie dans d  comme les zéros d'une fonction holo-

morphe dans 4  et qui admet S  pour les zéros du premier ordre,

et soit f  une fonction holomorphe sur S  et qui est sur chaque

snzt, la restriction d'une fonction holomorphe dans 4 5 . S i, p ou r

toute S  et toute f ,  on peut trouver une fonction F ( P )  holomophe

dans 4  telle que f  soit la restriction à  S  de F ( P ) ,  on dit que le

problème (H )  est affirmatif.

d )  Pour résoudre ces problèmes, posons sur la surface algé-
broïde y = ( P )  d e  typ e  ( K )  qui représente d, le problème

22) C'est équivalent à dire que l'on a H i(d iu .• .0  dm, 0 ) = 0 ,  0  désignant le fais-
ceau des germes de fonctions holomorphes, défini sur di U •••U  dm •

23) W . Rothstein, [ 6 ] .

2 4 )  C'est équivalent à dire que, si f  possède la propriété ( H )  (relative à d )  en
tout point de S n  [d i  u • • •L j dm], f  possède encore la propriété (H )  (relative à d )  en
tout point de S.
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suivant:
Problèm e (H * )." )  O n  p o se  T =-7roA no(T )), T  étant la variété

double ordinaire de E .  Si p o s s è d e  d a n s  le  polycylindre (A, C)
la propriété (N )  par rapport au systèm e de dom aines {(4 ,, C), •••,

C ) } ,  on d it que le prob lèm e (H * )  est affirmatif.
e) M aintenant, posons sur la variété double ordinaire T  de E

le problème suivant:
Problèm e ( x , ) .  Soient (3 )  un système de p  fonctions 3,, (h =1 ,

•••, p) holomorphes sur T  telles que l'on ait sur chaque Tn (4„

3h= 13;' )  (x) — 13; ( x ) y h  (h =1 ,• • • ,  p ) ,

B ,( x ) ,  B 5 ( x )  étant des fonctions holom orphes dans d i . Si pour
tout systèm e (3 ),  on peut trouver p + 1  fonctions B (x ), B ( x )  (h
=1, • •-, p )  holomorphes dans d  te lles que  l'o n  a it su r T

3 5 =B ( x )  —  B ( x ) y h  (h = 1, • • •

on d it que le prob lèm e (x,,) est affirmatif pour T.
Comme est u n e  su rface  d e  typ e  ( K ) ,  il est évident, d'une

part, que toute fonction 3h holom orphe sur T  peut être considérée
comme une fonction holomorphe sur T =n o ( T ) ,  et d'autre part, que
la variété double ordinaire T  de E  peut s'exprim er sur T  comme

(T ) y =0)

où a) est une fonction holomorphe sur T=7r0( 7 ' ) .  Donc, il est clair
que:

D ire que le problèm e (x„.) est affirmatif, c'est équivalent  à  dire
que la fonction co holom orphe sur la surface analytique (de dimen-

sion n - 1 )  T  ( C d )  satisfait à  la condition:

n  n-q3P)(.4)-=_BL")(d).

2 5 )  Puisque toute fonction holomorphe sur l 'a =  l 'n t ,  C) U  • • • u  (dm , C )] (m_3)
peut se prolonger en une fonction holomorphe sur 'Î', le problème (11.*) peut s'énoncer
comme suit:

Est-ce que toute fonction holomorphe sur -P qui possède la propriété (H )  en
tout point de possède encore la propriété (H ) en tout point de
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1 1 .  C r itè re s  d e s  p ro b lèm es . Les résultats du [4 ],  Théorèmes
1  e t 5 , peuvent s'énoncer comme suit:

T h é o r è m e  1 .  L e s  p ro b l è m e s  ( A ) ,  ( H ) ,  ( H * ) ,  ( x )  e t  l e
prem ier problèm e de  C ousin  donné dans LI1U •••UArn sont tout équi-
v alen ts , v  é tan t le  nom bre  de  f eu ille ts  de  A.

D e ce fa it et de la  p roposition  1  [re sp . de la proposition 2],

on a le théorèm e suivant:

T h é o r è m e  2 .  P o u r q u e  le  p ro b lè m e  ( A )  s o it  a f f irm at i f  i l
f au t  e t  il  su f f it  q u e  la f o n c tio n  c o  jo u is se  d e  la p ro p rié té  (S e .,) ,•
v( 2) 2 8 )  é tan t le  n o m b re  d e  f eu ille ts  d e  A.

E n  o u tre , s i in 4 , la proprié té  (S 2 ,t 1 )  p e u t  s e  re m p lac e r p ar

la propriété (S 2,1).
D'après la proposition 4 [resp. la proposition 3] , on a les critères

indépendants du nombre v  de feuillets de A :

T h é o r è m e  3 . O n suppose  que  le  degré  Ao = 2 (w ) de cd sur OT
—

soit f ini et que ,1 0 2. 2 7 )  L es conditions suiv antes sont équiv alentes:

a) le  p ro b lèm e  (A ) e s t af f irm atif ;
b) le problèm e (x ), 0 )  e s t  a f f irm at if  p o u r T ; au tre m e n t  d it ,

w  satis f ait a la cond ition :

e (ox -i) n  n _ ( 0 A " ) ( A . )  = e ,A . - - ) ( 4 )

c) w  jo u it  d e  la p ro p rié té  ( f lt_ 1).
E n  ou tre , s i ri1 4 , la c o n d itio n  c )  p e u t se  re m p lac e r p ar la c o n -
dition:

c') w  jouit de la propriété (S 2A 0 ).

T h é o r è m e  4 .  O n suppose  que  irt 4  e t q u e  la m u ltip lie té
=,u (S .) ( 2 )  d e  la  s o u s - v arié té  S . d e  T , d 'e s p è c e  ( H )  p ar rap -

port il w  so it f in ie . L es conditions su iv antes sont équiv alen tes:

a) le  p ro b lèm e  (A ) e s t af f irm atif ;
b) le  p ro b lè m e  (x ,_ ,)  e s t  af f irm atif  p o u r T ; au tre m e n t d it ,

26) S i 1.)=1, le problème (A) est affirmatif.
27) Si A.0=1. S . est vide, et le problème (A ) est affirmatif. (Voir la note 17) du

bas de la page 658.)
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w satis f ait à la co n d itio n :

--B
(

"° - 1 ) (41) n n_(0--)(4.) = (4)
w jo u it  d e  la p ro p rié té  (S2g0 - )

Dans ce qui suit, nous dirons que 2 ' (qui représente d )  est une

su rf ac e  d e  ty p e  (D ) , si la fonction 0) (holomorphe sur T )  satisfait

à. la condition (D ) .  Dans ce cas, la multiplicité ,t20 =ii(S 0 ,)  d e  la
sous-variété S .  de T , d'espèce (H )  par rapport à  04 est égale à  2.

D'après le théorème 2  et les propositions 2 , 3  e t  5 , on a le

théorème suivant:

Théorème 5 .  Soit 4  u n  d o m ain e  q u i s e  re p ré s e n te  p ar u n e
surf ace 2' d e  ty p e  (D ) . O n  su p p o se  q u e  m > 4 .  L es quatre condi-
tions suiv antes sont équiv alentes:

a) le  p ro b lèm e  (A ) e s t af f irm atif ;
b) le  p ro b lè m e  (x i)  e s t  af f irm atif  p o u r T ; au tre m e n t d it , w

satis f ait à la co n d itio n :

_BT(41) n ng2(4.) = g9T (4) ;

c) la f onction  w  jouit de  la proprié té  (S 21);
d) la v arié té  S . p o ssè d e  la p ro p rié té  (N ) .

Lorsque m =3 , on obtient, d'après le théorème 2  et les proposi-

tions 1, 3 et 6, le corollaire suivant :

Corollaire. S oit 4  un  dom aine  qu i se  représen te  par une  su r-

f ace  d e  t y p e  ( D ) .  L o rs q u e  m =3 , le  p ro b lè m e  (A )  e s t  a f f li

m atif  s i l'une  des tro is  cond itions su iv an tes est rem plie :
a) le  problèm e (x 1 )  e s t  af f irm atif  p o u r T ; au tre m e n t  d it ,  w

satis f ait à la co n d itio n :

zi) (A i )  ngT(zo n _BT (43) =..B T  (4 );

b) la f o n c tio n  w  jo u it  d e  la p ro p rié té  (se ) ;
c) S . p o ssèd e  la p ro p rié té  (N * ).

De plus, d'après le théorème 3  et la proposition 6 , on a le

théorème suivant :
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Théorèm e 5  bis. S oit 4  u n  d o m ain e  q u i s e  re p ré s e n te  p ar
une  surf ace  E  d e  ty p e  (D ). S u p p o so n s  q u e  m = 3 , e t que  le  degré

20= 2((o) d e  c o  s u r O T  soit égale  à  2. Po u r q u e  le  p ro b lèm e  (A )
so it af f irm atif , il f au t e t il su f f it  q u e  l'u n e  d es  tro is  co n d itio n s  a) ,
b ) ,  c )  énoncées dans le  corollaire  du théorèm e 5  soit rem plie.

1 2 .  Contre - exem p les . Enfin, nous allons montrer l'existence
d'un domaine  4  pour lequel le problèm e ( A )  n'est pas affirmatif.

Pour cela, com m ençons par construire un tel dom aine  4  au
cas o ù  m = n = 3 , b ien  que nous l'ayons déja vu dans le m ém oire

[3].
Soit 4  u n  polycylindre dans l'espace de tro is variab les com -

p lexes (x i, 12, 1 g) :

(4) I xi I < 7- ( i  =  1 , 2, 3),

et soient 4  ( j= 1 ,  2 ,3 )  trois dom aines cylindriques:

(4i) 0 <  x i l < r , ( i = 1 ,  2, 3; i . j )  ;

on a
ZliU 42U 43= 4— {(0, 0, 0) } •

Soit a  un nom bre com plexe tel que 0< I a I < 1 ,  e t  s o it  T  la
surface analytique définie dans  A  par

(x i , 1 3 , 1 2 )= a2.x = 0;

T  se com pose en deux plans T i et T2

) X 3  = ax2

(T2) 1 3 =  —ax2

Si l'on définit une fonction w holomorphe sur T , par

w =1
 x i  s u r  T 1 ,

su r  T2

le degré 2(w) d e  w (sur O T )  est éga le  à  2, e t w satisfait à la con-
dition (D )  su r  T ;  la sous-variété S„, d e  T , d'espèce (H )  par rapport

w, est identique à l'axe de xi.
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Soit T  la variété analytique dans l'espace (x „ x z , 1 3 , y), définie
sur T  par

(T ) Y = co •

D'après 1 5 ] ,  Théorèm e 3 ,  on peut construire une surface

algébroïde  S  de type ( K )  sur 4  (avec quatre feuillets), ayant T
pour sa variété double ordinaire ; S  est évidemment une surface de

type (D), et définit un domaine  4  intérieurement ramifié sur LI,

quatre feuillets.

Pour démontrer que le problème ( A )  n'est pas affirmatif pour
4 ,  il suffit, d'après le théorème 5  bis, de montrer que S. ne jouit

pas de la propriété (N * ) .  Pour cela, définissons une fonction p,
holomorphe sur S .—  {(0, 0, 0) } :  1 2 = 1 3 = 0 ,  x i * O , par

1 
g —

On a

g =B i sur S f l 4 5 , et

(B i—  13 co = — 1 3 ; sur S f l 4 0 ,
avec

1 i n 12131 = —  ,  B 2  =  ,  B 3 = 0 ;  g =  0, B = B 3 = ;
1 2 1 3

par suite, g  satisfait à  l'hypothèse de la propriété (N *).
Mais, g  n'est pas restriction à S . d'aucune fonction holomorphe

dans 4 ;  ce qui montre que Seo ne jouit pas de la propriété (N *),
et donc que le problème ( A )  n'est pas affirmatif, d'après le théo-

rème 5  bis.

1 3 . Contre - exemples pour m 4 .  S o i t  zl( ")  u n  polycylindre
dans l'espace de n(n 3 )  variables complexes (xi, •••,
(4(71 ) ) ( i= 1, • • , n),

et soit Z ( ")  un domaine intérieurement ramifié sur

Considérons n  domaines cylindriques M")  ( j= 1 , n ):
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(LIS") ) 0 < 1  x  < r ,  1 x  1 < r  ( 1=1, •• • , j— 1 , l+1 , • • • ,  n)

et n  sous-domaines de J, z1(; ) =7rV (4" ) ), 7„ désignant l'opération de

projection de J( ")  sur J .

Dans ces configurations, notons problème (A „) le problème (A)
posé pour le système des n  domaines {e ) , •••, 4 } .

Supposons qu'il existe un domaine J a = 4( - )  ( n 3 )  tel que:

10 4 0 se représente par une surface Eo :  y  =  vo (P ) ( P E J 0)  de
type ( K )  sur Jo, et de plus, de type (D ) ; et que

2 °  on ait 770 =-0 pour a.:J(0), autrement dit, .Zo s'exprime par

l'équation algébroïde de la forme:

+  ( x ) + • • • + A,,(x) = 0 ,

( x )  étant des fonctions holomorphes dans 4 , et s'annulant

l'origine (x) =  (0 ) ;  et tel que

3 °  le problème (A ” ) posé sur Jo —n,71 (0 ) ne soit pas affirmatif.

Nous allons montrer que l'on peut construire un domaine

J---J( ' " )  satisfaisant aux trois conditions analogues  à  celles de 4.

En effet, soit T ,  la variété double ordinaire de E .  Le pro-

blème (A) étant, d'après le théorème 1, équivalent au problème

(H *) , on voit que la sous-variété I o = rc .0- 1 ( r c o (T o ) )  d e E0 ne jouit pas

de la propriété ( N )  par rapport au système de n  domaines cylindri-

ques {(Jf" ) , C ) ,  •••, (M, C)} .
Comme 2'0 satisfait à  la condition 2°, l'intersection de 'Ti, et de

l'axe de y est un  seu le poin t ( (x ) , y )  = ((0), 0) ; donc, on voit

aisément que le seule point ((0 ), 0 ) de ± o est un obstacle pour la

propriété (N )  de ± 0.
Par une changement linéaire homogène convenable de coordon-

nées ( (x ) , y )  , on peut supposer qu'il existe dans l'espace ( x )  un

voisinage U  de la forme:

(  U ) x  I < r' ( j = 1 ,  • • • , n — 1) , 1 x„1 <r" ,

et dans l'espace ( ( x )  ,  y )  un voisinage U ' de la forme:
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( U') (x) E  U ,  I y I <7 - " ,

tels que:

a) S = Ton  ty  ne rencontre pas l'ensemble  B ':

(B ') (j= 1 ,  • • n - 1 ) ,  1 . r . i r " ,  ly I = r m
;

b) la projection S  de S  sur U  ne rencontre pas l'ensemble B:

(B) I ( j = 1, • • • , n - 1 ), Ix ,j = r" ;

c )  S  s'exprime sur S  comme

y = 0

0  étant une fonction holomorphe sur S.

Dans ces circonstances, comme nous avons vu dans [5], n° 6,
Théorème 3, on peut construire une fonction algébroïde v de vari-
ables ( x ) ,  telle que l'on ait v=0  à  l'o rig ine ( x )= (0 ), et que la

surface analytique (de dimension n )  T : y =1 2  soit de type (K )
sur U , et que T  admette S  pour sa variété double ordinaire; T  est
contenue dans un polycylindre V = ((I , C ') , C ' étant un cercle sur

le plan de y.

Maintenant, on peut aisément trouver une fonction 0 ) bornée

et holomorphe sur T  telle que l'on ait 0)=0  à  l'orig ine ((x ), y ) =
((0), 0), et que la sous-variété S. de T  d'espèce (H) par rapport

0) coïncide avec S.
Soit T  la variété (de dimension n )  définie dans l'espace ((x ) ,

y ,  z )  par

(T )

Encore d'après [5], Théorème 3, on peut construire une fonc-
tion algébroïde C de variables ( ( x ) , y )  telle que l'on  ait C=0
l'origine ((0), 0), et que la surface (de dimension n+1) X : z=C
soit de type ( K )  sur V , et que X  admette T  pour sa variété double
ordinaire.

La surface X ainsi construite satisfait évidemment aux condi-
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tions analogues aux deux premières conditions 1 °  et 2 °  de zlo .
De plus, il est clair que E  est une surface de type ( D ) ,  et

que le seule point ((x), y, z )  =  ( (0 ) , 0 , 0 )  est un obstacle de la

propriété (N )  pour S.—S.
En outre, par une transformation homothétique de l'espace ((x),

y), on peut supposer que le polycylindre  V  soit identique au poly-

cylindre donné 4 ( - 4 . 1 ) .
En appliquant le théorème 5  au cas actuel où l'on a m =n +1
on voit que le problème (A „f1) n'est pas affirmatif pour le

domaine
 4 O

 défini par E  sur V = 4 ( - + » ; ce qui montre que 4 (
"+1 )

satisfait à  la condition 3°; d'où l'énoncé.

Or, pour n = 3 ,  nous avons déja  montré au n °  précédent, l'exis-

tence de 4 ( 3 )  qui satisfait aux trois conditions énoncées plus haut.
Par récurrence sur n ( n  3 ) ,  on voit que:

il existe, pour tout entier n(n 3 ) ,  un domaine zI( ' )  tel que le

problème (A O  posé sur 4r . ) -7r 1 ( 0 )  ne soit pas affirmatif.

Enfin, pour un nombre positif s  tel que s < r ,  désignons par 8
le  polycylindre

(8) ( i=1 ,• • • ,n ) ,

et posons a = n - 1 (8 ) , Tc désignant l'opération de projection de  4 = 4 ( ")

sur

Si K- 1 ( 0 )  se compose de q  points 0 ;  ( j = 1 , • • • , q )  d e  4, on
peut choisir s  assez petit pour que le domaine 8 = g - 1 ( 8 )  se décom-
pose en q  composantes connexes a i  ( j = 1 , • • • , q )  telles que 0 J ES 5 ,
et que ai n8 k =  ( j * k ) .

Comme le problème (A )  est équivalent au problème (H * ) ,  il

est clair que le problème (A )  posé sur 8 - 7r- 1- ( 0 )  n'est pas affirmatif
non plus. Alors, comme nous avons vu dans [ 4 ] ,  Lemme 1 ,  il
existe au moins une des composantes •• ., 8 , d e  8 ,  soit a i , telle
que le problème (A) posé sur of - 0 5 n'est pas affirmatif.

On en conclut que:

Pour tout entier n ( n 3 ) ,  il existe un domaine  4 ( ")  intérieure-
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m e n t ram if ié  su r le  polycylindre zI ( ' ) , te l q u e  7r;1 ( 0 )  se compose
d 'un seul point 0 ,  e t te l que  le  prob lèm e (A ) posé  sur zt") - 0  ne
soit pas af f irm atif .

E n outre , cet ex em ple m ontre  aussi l'ex istence d 'une v ariété
analy tique  T  d e  codimension 2 , p assan t p ar l'o rig in e  ( (x ), v )—
((0 ),  0 ) ,  telle que T  s'ex prim e par les deux  équations des form es:

0 ((x ), y ) --=yv+A1(x)y - 1 + ••• + .71(x)= 0, e t  v (x )=  0,

et telle  que le  seul point ( ( 0 ), 0 )  soit un obstacle pour le problèm e
(H * ) [ou  pour la proprié té  (N ) ] .

2 8 )
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