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Introduction

O n a traité, dans le m ém oire précédent, les fonctions entières de
deux variables com plexes x  e t y  te lle s  q u e  to u te  d e  leu rs  su rfaces
premières soit simplement connexe et du type parabolique. On a alors
vu qu'une telle fonction entière se réduit toujours a celle d'une variable
complexe par un automorphisme analytique convenable de tout l'espace.
Dans le mémoire actuel, on étudiera quelques propriétés topologiques
des surfaces premières d'une fonction entière quelconque de deux vari-
ables complexes x  et y, et on verra le fait que toute surfaces prem ière
de la fonction doit être simplement connexe et du type parabolique s'il
y a suffisamment beaucoup de telles surfaces premières de la fonction ;

c'est-à-dire, si l'ensemble de toutes les valeurs que la fonction prend en
telles surfaces premières est de capacité non nulle.

Comme on verra dans la suite, on montrera ce fait en y appliquant
la m êm e idée qu i conduit au  lem m e fondam ental dans le  m ém oire

précédent. D ans le présent m ém oire, on em p lo ye ra  aussi sans répéter
leurs définitions quelques notions et notations introduites dans les pre-
m ier et deuxièm e m ém oires", que l'on appellera m ém oire (I )  et celui

1) T. Nishino, Nouvelles recherches sur les fonctions entières de plusieurs
variables complexes (I), J .  M ath. Kyoto U niv . 8-1 (1968) 49-100. (II) Fonctions
entières qui se réduisent  à  celle d'une variable, J . Math. Kyoto U niv. 9-2 (1969)
221-274.
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(II) dans la suite.

1. Revêtement universel d'une surface entière.

Considérons, dans l'espace de deux variables complexes x  et y , une

surface entière S donnée par l'équation entière

f (x, y)=0.

On suppose que S  est irréductible dans tout l'espace et qu'elle n'a

aucun point singulier. Prenons, sur S , un point 0 , que l'on appellera

origine de S , tel que l'on ait 'Of  (0)/6y  \  0  mais d'ailleurs quelconque.

Nous le fixerons dans la suite. Dénotons (Y une hypersphère donnée

par l'inégalité de la forme

ix1 2 +  LY12 < r 2 ,

où r  est un nombre réel positif quelconque, et dénotons S r une com-

posante connexe de S r Q r,  si elle existe, qui contient l'origine 0  de S.

On aura d'abord le

Lemme 1. Si une courbe fermée simple l  décrite sur Sr n'est pas

continûment contractile à  u n  p o in t su r S r, e lle  ne  l'est pas aussi sur

Sr' pour tout r' > r ,  donc sur toute surface entière S.

En effet, si elle l'était, la partie de S  entourée par la courbe 1,
étant bien déterminée, aurait au moins un point qui se trouve en dehors

de Qr . Alors, il y aurait une hypersphère Qr ' a v e c  r' > r  à  laquelle

touche du côté intérieur cette de S. Ceci est évidemment en con-

tradiction avec le théorème de la continuité dû  à  H a rtogs . Donc le

lemme est certainement vrai.

Nous allons maintenant considérer le revêtement universel de Sr,

que l'on désigne par S r .  Un point quelconque fi de S r  est représenté

par Une paire (p , 1 )  d'un point p  sur S r  et d'une courbe l  joignant

l'origine 0  d e  S  au point p  sur ST. Deux points p i  e t  p 2 de :Sr

représentés par (p l , l i )  et par (p 2 , 1 2 )  respectivement se coïncident si

et seulement si p i  coïncide avec p 2 e t  / 1 e s t  homotope à  / 2 su r Sr.
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On désignera par Ô  le point de Sr représenté par (0, / 0 ) ,

 o ù
 t o  est une

courbe dont les deux extrémités coïncident avec 0  tous deux et qui

est contractile continûment à  l'orig ine 0  sur Sr. Ô sera appelé aussi
origine de Sr.

On aura alors le

Théorèm e 1. Po u r to u te  p aire  d e s  n o m b re s  ré e ls  p o s it if s  r  et
r ' te ls  q u e  l'o n  ait  r< r ' , on peut regarder S r com m e partie  de  r ' •

En effet, à  tout point ji représenté par ( p , l) de Sr, correspond

d'une façon unique un point de Sr' représenté par la même paire (p , I).
Car, le point p  et la courbe / se trouvent aussi sur S e  . De plus, si

deux points e t  t 2 sur Sr, qui sont représentés par (p i , l )  e t (p 2 , 12 )
respectivement, sont distincts l'un de l'autre, alors, de la définition, ou

bien on a p i * - p 2 ou  b ien  11 n 'est pas homotope à  1 2  sur S r .  Cette

deuxième condition est, d'après le lemme 1, conservée encore sur Sr'.

Donc ils ne se coïncident pas comme points sur Sr'.

Nous allons ensuite considérer une surface de R ie m an n  R  au-

dessus du plan de x  donnée par la projection de S. Soit l e  la partie

de R  qui correspond exactement a ST. On peut alors considérer un

revêtement universel, que l'on désigne par R r , d e  Rt . Ceci coincide
naturellement avec la projection de Sr  pu isque S  n'a aucun point

singulier. Les points de R '  e t d e  f ? ' qui correspondent au 0  et au

Ô par la projection seront appelés aussi origine de l e  et celui de Rr

respectivement et ils seront désignés par les mêmes notations. D'après

l'hypothèse, ils sont points ordinaires de R '  et de • Pr .

Comme on sait bien, il y a au moins une fonction ço holomorphe

et univalent sur toute P r qui fait correspondre R r au cercle sur le plan

d'une variable complexe w donné par une inégalité de la forme

H  < V o

puisque R r  est simplement connexe. Cette fonction et ce rayon sont

déterminés uniquement quand on y impose deux conditions

ç2(0)=O et ç9'(0)=1.
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On appellera, dans ce mémoire, cette fonction ço  fonction attachée a Rr
et ce rayon 7yr rayon (R )  de R .

Comme on sait bien, le théorème 1  conduit directement au

C oro lla ire . L a fonction  i i , .  s 'au g m en te  monotonement av ec r.

On peut considérer naturellement le revêtement universel S  de

toute S , celui R  de toute R ,  et le rayon (R )  d e  R , que l'on désigne

par E n  c e  m o m e n t ,  o n  a

=

Donc, R  est du type parabolique, si et seulement si on a

lirn =  0 9 •

2 .  Revêtement ( I I )  d'une tube normal

Soit f  ( x ,  y) une fonction entière dans l'espace de oc et y. Con-

sidérons un tube normal I r  autour d'une surface première S o d'ordre

un de f ,  sous les mêmes significations des notations que celles dans le

mémoire (1) 2 ) ;  c'est-à-dire I  est la partie d'une droite analytique L,
qui passe transversalement par un point régulier p o d e  S o ,  donnée par

l'inégalité —  a o l <  on  a o est la  va leu r de f  en  S o e t  p  est un

nombre réel positif assez petit. On supposera, pour simplifier l'écriture,

que a 0 0 e t  L  est donnée par x =O. Ceci est toujours possible sans

restreindre la généralité. Alors, pour chaque surface première S  dans

Z r ,  on peut choisir le point commun, que l'on désigne par F , d e

S  e t  d e  F  pour l'origine de S ,  puisque l'on a, d'après l'hypothèse,

(F )/6  y  \  O. Désignons par f';-, une composante connexe de E r n Q r ,

si elle existe, qui contient T. Il n'y a qu'un nombre fini au plus de

points dans 2'rr  en lesquels deux fonctions

o f /ax et af /0 y

s'annulent a la fois. Désignons tous ces points par Ai (i =1, • • •, n). On

2) loc. cit., p. 71.



N ouvelles recherches sur les fonctions entières 249

suppose qu'il n'y a aucun tel point sur la frontière de E rr ,  en changeant

si nécessaire p  e t  r  un peu. Soient S i les surfaces premières passant

par les points A i ( i=1 , • • • ,  n )  respectivement. Dénotons d r le domaine

obtenu de rr  par l'exception de tous les points de S i ( i  = 1, ,  n )  dans

rr

Nous allons, d'abord, préparer le

Lemme 2. Pour toute surface prem ière S  passan t par Li r  e t pour
tout nom bre réel positif  r ' plus petit que r à  un  nom bre f in i de  r ' près,
on peut trouv er un tube norm al E r ,  au to u r d e  S , ne contenant aucune
S i ( i= 1 ,  • • • ,  n ) ,  te l qu 'il y  ait une application continue de
S r' satisfaisant aux  conditions suivantes:

1. L a restriction deà  S " est l'application identique.

2. Pour toute surface prem ière S ' d an s  s r -, la restriction dea  S 'r'

est un hom éom orphism e de S'"  su r S r'.

3. Pour toute surface prem ière S ' dans I r ' ,  l'im age par de l'origine

sT '  d e  S ' est I ' s .
Pour voir ce lemme, il suffira de tenir compte de ce que S r  na

aucun point singulier et que, pour tout nombre r' ( 0 <r' <r)  à  un nombre

fini de r ' près, la frontière de S ' consiste en un nombre fini de courbes

simples fermées disjointes les unes des autres et, de plus, chacune

analytique par rapport à  un paramètre réel convenable. On appellera

l'application rétraction autour de S r'.

Maintenant, pour chaque surface première S  passant par J r ,  con-

sidérons le revêtement universel S r  de Sr. Nous allons construire une

sorte de revêtement de d ' comme ce qui suit. Soit V  un ensemble de

tous les points fi s qui se trouvent sur quelqu'une des S r , pour S  pas-

sant par d r . Tout point est représenté par une paire (p ,„ l s )  d'un

point p s s u r  S r et d'une courbe 1 ,  joignant p s  sur S r .  En ce

moment, prenons un voisinage y de p s s u r  S r  de façon qu'il soit

simplement connexe et se trouve dans l'intérieur complet de S r .  Alors,

il y a un voisinage i3 d e  14 sur Sr comme ce qui suit. Nous prenons

un point quelconque p ;  dans y  et traçons une courbe quelconque
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joignant p, à  p's dans /7. Dénotons /; la somme de la courbe 1, et de

la courbe ainsi tracée. Alors, l'ensemble i de tous les points représentés

par telles paires (/),'„ /;) est un voisinage demandé de  j  s u r  Sr . Prenons,

ensuite, un nombre réel positif r" (0<r' < r)  tel que l'on ait t' ES" -  et

que l'on puisse trouver dans lequel il y a une rétraction C autour

d e  Sr '. Dénotons `,1 un domaine dans donné par l'image inverse

de y par la rétraction C. Alors, pour tout point q s , de il y a  un

seul point Ji ,  d e  S ' r  représenté par une paire (q, , , fu s ' )  telle qu'étant

qs e t  m s les im ages de g , ' et de m s , par C respectivement, le point

représenté par (g , m s )  se trouve dans r. On regadera, par définition,

l'ensemble de tous les tels points comme voisinage de fi,. Ceci est

un domaine univalent étalé au-dessus de Désignons par la même

notation V l'ensemble V muni de la topologie ainsi définie. On aura

ici l'énoncé que

La topologie de V  satisfait aux conditions de Hausdorff.

En effet, pour tout point fi de V , un voisinage quelconque `. -"i; de fi

contient toujours le point 13 lui-même, et pour tout point de il y

a un voisinage de qu i se  trou ve dans l'in térieu r de  C e c i  s e r a

facilememt vu de la définition. Prenons, ensuite, deux points distincts

fi et d e  V  représentés par (p s , 1,) et par (p, , , l, , )  respectivement.

Supposons, pour le réduire à l'absurde, que toute paire de voisinages

et i3" de fi et de  ont au m oins un point com m un. D 'où, on a,

d'abord, p s =p, , ,  par suite S -=--  S'. Soit u  un voisinages simplement

connexe de p s dans l'intérieur de S r et soit C une rétraction autour de

S r ' qui donne deux voisinages `j-, e t  d e  e t  d e  la  f o i s  c o m m e

ci-dessus. D'après l'hypothèse, il y a au moins un point
 7  représenté

par (q„ m s )  dans . Il suit de là qu'on peut déterminer un point

de qui est représenté par (q„ m „), où q . .
 e t  m s sont les images de

qs ,  e t d e  i n ,  par la rétraction C. En ce moment, in, est homotope

la somme d'une courbe l  jo ign a t I ' s à  p ,  sur e t  c e l le  jo ig n a n t  p

à  g ,  dans v. De plus, d'après l'hypothèse, /'; est homotope à 1, et
/; à  la  fo is. C 'est en  contrad iction  avec l'hypothèse que fi
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L'énoncé est donc démontré.

D'où, on peut regarder V comme domaine multivalent sans point

critique intérieur étalé au-dessus de Jr. Nous l'appellerons, dans la

suite, revêtement ( U ) de J r  et le désignerons par jr.

Je dit ici que

Théorème 2. d r  est une v ariété de S tein.

En effet, grâce à  Oka 3 ) , il suffit, pour le voir, d'indiquer que ir

est un domaine pseudoconvexe. Soit P  un point frontière de jr situé

au-dessus d'un point p  dans l'espace de x  e t  y. En prenant un autre

point p o dans l'espace, traçons l'hypersphère d e  c e n t r e  p o, dont la

frontière passe par p, et une autre hypersphère 6 de centre p .  Dénotons

la partie de 6  extérieure Supposont, m ain tenant, qu 'il y  a  une

aire s u r  
J r

 ayant P  comme sa point frontière et situé justement au-

dessus de 'S. Alors,`-',17 se trouve évidemment dans d r ; par suite, p  ne

peut être situé sur la frontière de Q •  D'autre part, d'après le théorème

de la continuité, la surface première S  de f  passant par p  a au moins

un point q  dans Z. On peut donc supposer que sn6 est simplement

connexe, en diminuant, si nécessaire, 6 suffisamment. Soit  q  le point

de situé au-dessus de y. C'est représenté par (q, in ) , o ù  i n  est une

courbe joignant s à  q  sur S r .  Traçons une courbe qui joigne q à  p

sur S r n 6  et désignons par 1  la somme de in et de cette courbe-ci.

Alors, le point fi représenté par (p, /) se trouve certainement dans dr •

Ceci est en contradiction avec l'hypothèse, puisque le point fi est point

frontière de5-T3 qui se trouve au-dessus de p .  Cette propriété admet

toute transformation analytique et biunivoque d'un voisinage de p.

Donc, par définition, :Ir est certainement pseudoconvexe. Par suite, il

est une variété de Stein.

On peut considérer, bien entendu, le revêtement ( U ) de tout tube

normal E r  s'il n'y a dans I /- aucun point en lequel deux fonctions

3 )  K. Oka, Sur les fonctions analytiques de plusieurs variables, Iwanami Shoten,
Japan 1961 . p. 222.
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13f /ax  et af/a y s'annulent à  la fois. On le désignera alors par I r .

3 .  Projection de Ar

En concervant les notations précédentes, considérons l'équation de

trois variables complexes x ,  y  e t z  de la forme

z  —  f  (x , )()=0

et sa solution par rapport à  y . S o it R* le domaine d'holomorphie de la

fonction au-dessus de l'espace de z  et x. Alors, il y a la correspondance

naturelle, analytique et biunivoque, dite projection dans la suite, entre

tout l'espace de x  e t  y  et le domaine R * .  Soit R  la partie de R*
qui correspond à 2' r . Ceci s'étale au-dessus du dicylindre (I '*, C), où

r * : C :  x l<  0 0 .  Soit R z
, (z ' E  T*) une sous-variété de R  qui

correspond à  la surfaces première de f  avec la valeur z ',  passant par

E r .  Elle se trouve au-dessus de la droite analytique z = z'. Soit 0
l'image de T  et so it 0 ,  celle de , ,  où  z  est la valeur de f  en S.
Elles se trouvent au-dessus de la droite analytique x =O. En ce moment,

d'après l'hypothèse, il y a un voisinage univalent de 0  sur R.

Considérons ensuite la partie de R  qui correspond A r .  C e c i

s'étale au-dessus du domaine cylindrique (T o,  C ) ,  où T
°
 est domaine

obtenu de T *  par l'exception de l'ensemble fini des valeurs z i de f  en

S i (i =1, n ) .  Désignons cette partie par Rr et par R ; (z  E  r
°
) la

partie de R , contenue dans R .  Alors, on peut considérer, au moyen

de la même projection, un revêtement R r de R r et celu i Rr,  d e  R;
comme les images de A  et de S zr  respectivement. Les image de f '  et

de r s seront désignées par Ô  et par 6 ,  respectivement.

Considérons maintenant, pour chaque z  dans 1-° ,  la fonction attachée

9,(p) à  Rrz  et la fonction 0 , ( p )  sur R ' définie par l'égalité

0 ,(p )=(0 ,(p ),

pour z  E T ° et pour p E  R .  Dénotons v r (z )  le rayon (R )  de J .  L e s

fonctions r ( p )  e t  ')71 ( z )  ne sont pas nécessairement continues. Pour

cette raison, nous ferons les considérations suivantes.
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Com m e le revêtem ent R r e s t au ss i u n e  v a r ié té  d e  S te in , il y  a
une fonction plurisousharmonique e ( p )  su r re telle que, pour un nombre
réel quelconque a ,  la  p a r t ie  E a  d e  TU donnée par ,; (p )< a  se trouve
dans l'intérieur complet de Ri. D 'ailleurs, on peut supposer, comme on
sa it b ien , q u e  ' e ( p )  est analytique par rapport aux  parties rée lles et
imaginaires des coordonnées locales de  R'. G râ c e  à  Oka 4 ) ,  on peut dire
que toute fonction g ( p )  holomorphe dans E '  se développe en série
de fonctions holomorphes dans R r  qui converge uniformément dans
l'intérieur complet de  E . I l  s 'e n  s u i t  q u e  Rrz n E a ,  o ù  z E F °, est
toujours simplement connexe.

Traçons ensuite un domaine quelconque 6 dans l'intérieur complet
d e  T ° e t p renons un  nom bre rée l a  suffisam m ent grand tel que Ea

contienne Oz  p o u r  to u t z  de 6. Dénotons D '  la composante connexe
de E a  située au-dessus du domaine cylindrique (6, C), qui contient tous
le s  0 z  ( z  E 6), et dénotons D "  (z E 6) une sous-variété de D a  donnée

par D" n r i rz .

Dans cette configuration, on considérera encore la fonction ço" (p )

attachée à D  (z  E 6), la fonction ø ( p )  s u r  D a définie par l'égalité

0`;(p)--ço`gp)

pour z E 6  e t p o u r p E  D "  e t  le  r a y o n  ( R )  d e  D "  (z E d) que l'on
désigne par v (z ).

On aura alors le

Lemme 3. Les fonctions d) r
a ( p )  et - i ( z )  son t con tinues dans D "

et dans respectivement.

En effet, soit a un point quelconque de et soit T ( p )  une fonction
holomorphe sur R r te lle  que l'on  a it r ( p )= - ç o a ( p )  sur R .  E lle  e x is te
certainement puisque R r est une variété de S tein  et que k a.  n 'a aucun
point singulier comme une sous-variété de R r .  Alors, d'après le même
raisonnem ent qu'on a fait dans la section 2 du mémoire (II) 5), i l  y  a

4) loc. cit., p. 209.
5) loc. cit., p. 225.
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un voisinage U d e  k ri d an s  .1.-C  tel que l'on puisse regarder

et v = T (p )

com m e un systèm e de coordonnées locales dans U .  D'où, lorsqu'on
prend un point z  to u t p rès d e  a ,  D'z'  se trouve entièrem ent dans U.

Dénotons d ,  la projection de D.`; su r  le  p lan  d e  r. C'est un domaine
lim ité par une courbe analytique et, lo rsque z  ten d  v e rs  a , d , ten d
aussi vers d , .  Regardons ço,', (p ) comme fonction holomorphe de t, dans
dz . Elle fait correspondre d ,  au cercle vra(z) dans le plan d'une
nouvelle variable complexe w .  De plus, on a facilement

• (0)hm = 1 .
dv

Donc, d'après l'un des théorèmes de la représentation conforme, on a

lim 77"(z)=77,.'(a),
z—a

et ç ( v )  tend uniformément vers çoa (v )  dans l'intérieur com plet de da

quand z  tend  vers a. C eci s ign ifie  qu e 0 ".(p ) est continue en tout
po in t de D .  L e lem m e est donc vra i pu isque l'on  a p ris le  po in t a

arbitrairement dans O.

So it E  un ensemble compact quelconque sur R .  Alors, on peut
tracer le dom aine D  de m anière que EE D " .  D onc il y  a  une su ite
dénombrable de tels domaines D a l  (i = 1 , 2 , •  • )  qui satisfont aux condi-
tions

D a 1 ( D l et ',JDai = 17Zr.

D'autre part, pour tout z  dans 0, va, ( z )  s'augmente monotonement avec
a  e t ten d  v e rs  r ( z )  quand a  s'augmente indéfiniment. Par suite, la
fonction v r (z )  est la limite d'une suite croissante de fonctions continues.
Donc elle est demicontinue inférieurement.

4 .  Lemme fondamental

Soit donnée, de nouveau, une fonction entière f  (x, y )  dans l'espace
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de x  et y. Considérons un tube normal E r  sous les mêmes hypothèses

qu'on a posées dans la section 2. Pour chaque point z  du cercle T*,
dénotons 5 ', la surface première de f  avec la valeur z ,  située dans E r .
Supposons ici qu'il y a un ensemble e  de points dans T *  tel que sa

capacité logarithmique soit non nulle et que, pour tout z  de e , la surface

première Sz d an s  E r  n'ait aucun point singulier et soit simplement

connexe et du type parabolique. Le but de la section actuelle est de

voir le fait que, dans cette configulation, toute surface première 5 ', dans

E r  est analytiquement homéomorphe ou bien à tout le plan 17.4., <

ou bien au plan pointillé à l'origine  0<  I w  <0c, pourvu que S  n'ait

aucun point singulier. Nous supposons, pour le réduire à  l'absurde,

qu 'il y  a  un  poin t c  dans 1- *  tel qu'il n'en soit pas ainsi pour S c ,
malgré qu'elle n'ait aucun point singulier. Désignons par v o le rayon

(R )  de S .  Comme on sait bien, on a v o < 00.

Considérons, d'abord, la projection R  de E r  au-dessus du dicylindre

( r* ,  C ) .  D'après l'hypothèse, il y a un voisinage univalent de 0  dans

R  étalé justement au-dessus du dicylindre (T*, (..S`,), où 0:7 est un cercle

sur le plan de x ,  ayant son centre à l'origine. Soit 4x le rayon du

cercle.

Soient a ,  r  e t  M  trois nombres réels positifs quelconques. En

conservant les significations des notations précédentes, considérons le

domaine R r  étalé au-dessus de (F*, C ), celui D "  étalé au-dessus de

(T °, C ) et la fonction 4 (z )  dans un domaine 6  dans T °. S o i t  eicvi s r

l'ensemble dans 6 , donné par vr"(z)>. M .  En ce moment, si a < i 9,  on

a  elh z e lgsz. Donc, lorsque a s'augmente indéfiniment et 6 tend vers

on a un ensemble ouvert cm,. dans F * ,  com m e lim ite de e n ,.
Ensuite, si r < s ,  o n  a  em, e m„  exception faite d'un ensemble fini de

points qui sont les valeurs prises par f  sur les surfaces premières ayant

au moins un point singulier dans  E .  Donc, lorsque r s'augmente

indéfiniment, on a un ensemble em  dans T *  comme limite de e .  C e t

ensemble em  est obtenu d'un ensemble ouvert par l'exception d'un

ensemble dénombrable de points ; donc il est mesurable ( B ) .  De plus,

il contient toujours e , puisque, pour tout z  de e , on a
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Iiin 7 7 ,( Z )  =- DO.

Enfin, si M  <N , o n  a  e m  e N  . Donc, lorsque M  s'augmente indéfini-
m ent, on a l'ensem ble lim ite de la suite décroissante de em . Evidem-

m ent cela coincide av ec  e , donc e  est aussi mesurable ( B ) .  Par suite,

on  peut extraire des ensem bles ouverts eN r  une suite dénom brable
d'ensem bles, que l'on désigne, à  n o uveau , p ar e;  ( j = 1 ,  2 , .. ), de

manière que l'on ait

lirn cap e5 = cap  e.

En ce moment, M5 qui donne e5 s'augmente indéfiniment.

Considérons, pour chaque j (  j =1 , 2, • ), la fonction hi (z )  superhar-

monique dans 1- * et harmonique dans 1- * -- j ,  où ë 5 signifie la fermeture
de  e5 d an s l '* ,  telle que 0 <  h5 (z ) iï 1  dans T * , que h5 ( z ) =1  su r e5 e t
que, lorsque z  tend vers un point frontière quelconque de 1- * , h ( z )
te n d e  to u jo u rs  v e rs  n u lle . A lo rs , c o m m e  o n  sa it  b ie n , il y  a  u n
nombre réel positif h o te l que l'on  a it

h, ( c )  >  0 ,

d ès q u e  j  surpasse un nombre entier suffisamment grand, puisque la
capacité de e  est non nulle.

Posons

log vo — log x log M
°
 — 2 + log x et a  =h 0 /4

ho

et dénotons h ( z )  quelqu'une des h5( z )  te lle  que l'on  a it l'in égalité  c i-
dessus et que, désignant par a ,  6 ,  r  e t  M  les suffixes in itiaux de e5,
o n  a it  M > 4 M  °. Considérons ici pour ce r  le dom aine P r  sous les
mêmes significations des notations. Ensuite, faisons correspondre con-
formément r  au cercle unité (Y du plan d'une autre variable complexe
t  par une fonction holomorphe

z =  ( t )
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de manière que c =  2 ( 0 ) .  Posons

k (t) =h  (2(t)).

C'est une fonction superharmonique dans (›: et harmonique dans e°,
où e ° est l'im age de  e 1 p a r  2(t). De plus, d'après le théorème de Riesz
et ce lu i de Fatou, on peut dire que, pour toute valeur 0 ,  0 < 0 < 27, en
dehors d'un ensemble de mesure nulle, il(re i ')  tend vers un point sur la
circonférence de T *  lorsqu'on varie r  d e  0  à  1. D o n c , i l  y  a  u n
nombre positif p° p lus petit que l'un ité tel que l'on ait

1-12'o k (p o e 1 0) dO < E.
271. 

Désignons par e  le cercle I t I < p o  et posons

Pô 2— 0k ° (t)= k (t) —   1   ( 2 ' d o ,
27r o + 192 — 2pp 0 cos (0 — 6r) k  (P °

où t =- pe u ' . C'est une fonction superharmonique dans e  et harmonique
dans C..S.,-° —(5-,°n  e

°
,  te l le  q u e  l 'o n  a it  0 < k°(t)<1, k °(0)>3h 0/ 4  et, en

outre, que, lorsque t tend vers un point frontière quelconque de
k
°
( t )  tende toujours vers nulle.

Formons, maintenant, un domaine multiforme étalé au-dessus de
(e ,  C ), que l'on désigne par co m m e  l'im ag e  in v e rse  d e  R r par 2(t).

C eci est au ssi un e  varié té  d e  Stein. Dénotons E  la partie de l'im age
inverse de D" par 2 ( t) , située au-dessus du dicylindre ( °, C ) .  Elle se
trouve dans l'intérieur complet de ç-.8.

En appliquant ici le raisonnement que l'on a fait dans les sections
4  e t  5  du mémoire (II)6),  on aura sans difficulté les énoncés suivantes.

1). On peut faire correspondre holomorphiquement e t biunivoquement
à un domaine n'ayant aucun point critique intérieur étalé au-dessus
d u  dicylindre ((°, C ') ,  o ù  C ' signifie le plan d 'une nouvelle variable
complexe x ' au moyen d'une fonction holomorphe sur

x ' = g (p)

6 )  loc. cit., p. 231-248.
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telle que, désignant par ô
°
 l'im age inverse de  Ô  par 2 (0 , on ait

g(6 °) -= 0 et ag(6 °) /ax =1 .

On désigne par E ° l'im age  d e  E  par cette transformation-ci.

2). Il y a un domaine algébrique étalé au-dessus du même dicylindre
C') qui contient un ensemble de points équivalent  à  E °.

3). Lorsqu'on fait correspondre conformément le domaine obtenu de
par l'exception d'un nom bre fini de points, différentes de l'origine et
déterm inés par E , au cercle unité sur le plan d 'une variable com -
plexe r par une fonction holomorphe

t  =  (r ) ,

d e  m an ière  que l'on  a it /0 )  = 0 et que, pour tout nombre réel positif
p *  plus petit que l'unité mais d'ailleurs quelconque, on puisse former

un domaine multiforme de type ( T ) et algébrique, étalé au-dessus de

(Z * , C'), où Z *: r  < p ' ' , contenant la partie E** de E * située au-

dessus de (Z*, C'), où E *  est l'im age inverse de E ° par

4). Il ex iste la fonction  ho lom orphe g * (p ) , attachée à ',)-7A  Alors,
désignant par 0 *  l'im age de 0 ° p a r  g (p ) , on a

g*(0*)= 0 et g*(0*)/ax ' = 1

et on peut faire correspondre le domaine au dicylindre (V `, C"), où
C " signifie le plan d'une variable complexe w, holomorphiquement et
biunivoquement par g * ( p ) .  En ce moment, l'image de E ** par g*(p)
est évidem m ent un dom aine d 'holom orphie dans l'espace de r et w .
Désignons-le par TV et par K ( r)  le rayon de Hartogs 7) du domaine W ,
relatif à  l'origine comme centre.

Maintenant nous allons voir, d'après le théorème de Koehe, qu'on a
identiquement

K (r)>x

7 )  V oir, par exem ple, K . O ka, loc. cit., p . 189.
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dans et, de plus, pour tout point r  de l'image inverse e *  de e°
 par

(z-), on a

K  (r)> M °

En effet, posont z' = 2(p(z- ')). La section El', d e  E *  par la droite

analytique r = r' dans l'espace de r  e t  .e' est contenue dans la section

P z ,  d e  R  par la droite analytique z = z '  dans l'espace de z  e t  x.
D'après l'hypothèse, toute R z , (z ' E F O) contient le cercle, situé au-dessus

de I x <4x et contenant 6 2 ,. De plus, si r' E e* , le rayon (R )  de Rz,

est plus grand que 4M
°
. D'où et du théorème de Koebe, on obtient les

inégalités.

Posons encore

1 (r) = k°(,a (r)).

C'est aussi une fonction superharmonique dans et harmonique dans

e*. De plus, d'après le même raisonnement comme ci-dessus, il y

a un nombre réel positif p* plus petit que l'unité tel que l'on ait

1(p* e") Ge.27r o

Désignons par Z *  le cercle r  < p " ' et posons

/* (r) = / (r) 1 ( 2' p —  p  2

/ (0* e') dO,27r o p*2 - —  p* p cos (0 — 0')

où r  pe'''. C'est aussi une fonction superharmonique dans Z *  et har-

monique dans * — Z* r■ e* ,  telle que l'on ait 0 <1*(0 < 1, 1*(0) > h0 /2
et que, lorsque r  tend vers un point frontière quelconque de Z*, l*(r)
tende vers nulle.

Or, on aura l'inégarité

log K (z-) — log x > (log M ° — log x). /*(r)

puisque le membre droite de l'inégalité est, d'après le théorème de

Hurtogs, superharmonique dans s *  et que l'inégalité est valable pour
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tout point frontière de Z * _ * T h e * .  Par suite, on a

log K (0) — log x > 2 log v o —  log x h o  

donc

K (0)> vo.

D'autre part, comme v o est le rayon  (R )  de P,,, K (0) doit être plus

petit que v o . C'est une contradiction.

D'après ce que nous avons vu jusqu'ici, on a le

Lemme fondamental. S oit f (x ,  y )  u n e  f o n c tio n  e n tiè re  d e  x  et
y , e t  X ,.  u n  tu b e  n o rm al au to u r d 'u n e  su rf ac e  p re m iè re  d e  f  d'ordre

u n . S u p p o so n s  q u e  l'e n se m b le  d e  to u te s  le s  v ale u rs  z , te lle s  q u e  la

surface prem ière de f  av ec la v aleur z dans E r  soit sim plem ent connex e

e t  d u  ty p e  p arab o liq u e , e s t  d e  c ap ac ité  n o n  n u lle  s u r le  p lan  d e  z.
A lors, toute  surf ace prem ière de f  dans X ,. est analy tiquem ent hornéo-
morphe ou bien à  tout le  p lan d 'une v ariable  com plex e ou bien  au plan

pointillé à  l'orig ine , pourv u  qu 'e lle  n 'ait aucun  poin t singulier.

5 .  Point singulier et topologie d'une surface première

Soit S  une surface entière dans l'espace de deux variables com-

plexes x  et y. On suppose que S  est irréductible dans tout l'espace.

Considérons dans l'espace un nombre fini de hypersphères r i (i =1, • , 1)
données par les inégalités

x—ail 2 +  y—b i r2 <ri,

o ù  (a i , b 1) (i = 1, , 1) sont des points dans l'espace et r i ( i= 1 , .  ,  1)
sont des nombres réels positifs, de manière qu'elles soient séparées deux

à deux par un hyperp1anoide 8 ) ne passant par aucun point de U n ,  mais

passant par au moins un point de S.

On aura alors le

8 )  c 'e s t  un hyperplan de 3 dimensions réels.

ho 2
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Lem m e 4. L orsqu 'on trace une courbe sim ple  f erm ée  s u r
chaque partie S nr i (1=1, • •,1), on ne peut av oir jam ais une partie de
S, connex e et com pacte, qui est lim itée seulem ent par quelqu'unes de
ces courbes j  et qui possède au m oins un point en dehors de toutes
les hypersphères

E n  effe t, sup p o so n s, p o u r le  rédu ire  à  l'ab su rde , qu 'il y  a  un e
p a rt ie  d e  S  connexe et com pacte, qu i est lim itée par certaines des
courbes e t q u i a  au  m o in s  u n  p o in t en  d eh o rs  d e  to u te s  le s  hyper-

sphères r i . Désignons-la par S .  A lo rs, d 'ap rès le  lem m e 1, i l  y  a  a u
moins deux courbes qui prendent part à la  frontière de So. Désignons-
les par (ç,j. e t  Ci- 2. Soit H  u n  hyperplanoïde qui sépare r i  e t  7.2  et qui
ne passe par aucun point de ' J r i . A lors, on  a év idem m ent Hn So *O .

D 'autre part, com m e on sait b ien, H  consiste en une famille de plans
analytiques L t ayan t un  param ètre réel et continue t ,  où —  00 t<
S i t  ten d  vers — 00 o u  c>9, alors L t tend vers l'in fin i. D onc, d 'après
l'hypothèse, on peut déterminer le plus petit nombre t  pour lequel on a
L t r\S  \  O. E n ce m om ent, aucun  po in t de L I S  ne se trouve sur la
frontière de L t n i  s u r  c e l le  d e  S .  Ceci est en contradiction avec le
théorème de la continuité dû  à  Hartogs 9 ) . D onc le lem m e a été cer-
tainement démontré.

R evenons encore au tube norm al E r  pour une fonction  entière
f (x ,  y )  dans l'espace de x  e t  y. Comme on sait bien, il peut exister
dans E r  une infinité dénom brable au plus de surfaces prem ières de f ,
qui ont au moins un point singulier. D 'autre part, pour chaque surface
première S  de f ,  on considère le groupe fondamental g , d e  S .  En ce
m om ent, il y a quelque relation intim e entre la topologie et les points
singuliers d'une surface première.

Supposons maintenant que l'on peut prendre une borne supérieure
M  du nombre des générateurs de g„ S  parcourant l'ensemble de toutes
les surfaces prem ières de f  d an s E r  n 'ayan t aucun  po in t singu lier.
Alors, on aura le

9 )  C e c i e s t  fa c ile m e n t  d é m o n tré  a u  m o y e n  d u  th é o rè m e  d e  H u rw itz .
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Théorème 3 .  L 'ensem ble  e  de  tous les po in ts p  de  l ' ,  tels que
la surf ace prem ière de f  passant par p ait au m oins un point singulier,
n 'est dense dans aucune aire sur I'.

En effet, supposons, pour le réduire à l'absurde, qu'il y a une aire

sur T  dans laquelle l'ensemble considéré e  est dense. Alors, on peut

supposer, sans restreindre la généralité, que l'ensemble des premières

coordonnées x  de tous tels points singuliers n'est pas borné en module,

en effectuant, si nécessaire, une transformation linéaire de coordonnées

convenable, puisque l'ensemble de tous tels points singuliers dans  1 r
n'a aucun point d'accumulation à distance finie. Prenons, d'abord, un

point po d e  e  n a  e t  s o it  (.0 3  Yo) un point singulier de la surface

première S o d e  f  qui passe par p o . Décrivons une hypersphère r o de

centre (x 0 , y o) et de rayon quelconque r o

. - X 0  I + y— yo '<rô.

Alors, on peut trouver, d'après le théorème 2 du mémoire (H)
0 ) ,  un

tube normal .E d e  S o, où  T i  d, tel que, pour toute surface

première S  de f  dans E r ,  n'ayant aucun point singulier, on puisse

décrire une courbe simple fermée sur SC\ r o , qui n'est pas continûment

contractile à un point sur Sn ro. Prenons, ensuite, un point p i d e

e (\/- 1 et un point singulier (x 1 , y l )  de la surface première S i  d e  f
passant par p i ,  tel que l'on ait

> ro,

en tenant compte de la remarque faite plus haut. Traçons une autre

hypershere Ti de centre (x1, yi) de rayon r i

1.—x11 2 + y—y,1 2 <r:f

de manière que l'on ait

1.0 — .11 >ri +r2.

9) loc. cit., p. 269.
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Alors, on peut aussi trouver un tube normal E r , autour de S i , avec

T.2 ( 1 - 1 ,  tel que, pour toute surface première S  de f  n'ayant aucun

point singulier dans / r i , on puisse décrire une courbe simple fermée

sur S n  r i qui n'est pas continûment contractile  à  un point sur Sn n  ; et

ainsi de suite. Alors, on obtient M I- 1 hypersphères ri ( i  =0 ,1 ,  M )

de la forme

Lr- I 2 +
qui sont séparées deux a deux par un hyerplanoïde ne passant par

aucun point de u n . On a aussi un tube normal E 1 ,, o ù  1'm r d, tel

que, pour toute surface première S  de f  n'ayant aucun point singulier

dans E r „ , on puisse décrire sur chaque 57A11 ( 1 =0 , 1, M ) une courbe

simple fermée LS.:i qui n'est pas continûment contractile  à  un point sur

S r r i . C'est en contradiction avec l'hypothèse puisque, d'après le lemme

4, toutes les courbes 07.; ( i  =0, 1, M ) sur S  sont des générateurs du

groupe fondamental g „ de S . Le théorème a été donc démontré.

6. Période d'une fonction entière ayant un paramètre analytique

Considérons, dans l'espace de deux variables complexes z  e t w, un

domaine cylindrique (D, C ),  où D  est un domaine quelconque sur le

plan de z  e t  C  signifie tout le plan de w , et une fonction g(z , w )

holomorphe dans le domaine (D, C ) .  Soit z ' E D . Un nombre complexe

a sera dit période de g (z , w )  en z ' si l'on a

g(z ' , w +ce)—  g(z ', w ) 0.

Lorsque g (z ' , w )  est une constante, tout nombre complexe est par

définition une période de g (z , w )  en z'.

S oit z a  u n  point quelconque de D, et soit ( i =1 , 2, • • •) une suite

d es p o in ts  d e  D qui tend  v ers z o , z i é tant supposé tout d if f érente  de z o .

S 'i l  y  a ,  p o u r  c h a q u e  z  (i =1 , 2 , •••), u n e  p ério d e  a i n o n  n u l le  d e

w ) e n  z 1 e t s i la su ite  d e  n o m b re s (i =1, 2, • • .) tend v ers un

nom bre a o ,  alors a o e s t  au s s i  une p é rio d e  d e  e z , w )  e n  z o .

En effet, considérons la fonction de trois variables complexes z , w
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et a donnée par

F(z, w, a ) =  (z, w+ a) — g ( z ,  ).

Elle est certainem ent holom orphe dans le dom aine cylindrique de la

forme

z E D , lw l< 0 0 et Ictl < c )c) •

Par suite, lorsqu'on prende deux suites de points fi z i lf e t  {a }
 

tendant

vers z o e t  v e rs  a o respectivement, la suite des fonctions

w, (i = 1, 2, • • •)

tend vers F(z o , w, a 0 )  uniformément dans tout ensemble borné du plan

de w . Donc, comme on a F  w ,  a 1)-= 0  pour tout i (i-=1, 2, • • .), on a

aussi F(z o ,  w, a0)==-0. Ceci signifie que a o est une période de g (z , w)

en  z o .

En ce moment, on peut dire que

a () ne  peut jam ais ê tre  nulle , pourv u  que a g/aw ne s'annule pas

identiquement dans (D , C).

En effet, d 'après le théorèm e de W eierstrass, il y  a  u n  dicylindre

(6, 6 ') de la forme

6 :  z—z o l < r et w  < r r

dans lequel on a l'égalité

g (z, — g (z, 0) = w • (z — z 0) 1 • De" + a i (z) w" - 1  H- • • • + a „(z)]• (z , w ),

o ù  l e t  n  sont des nombres entiers positifs pouvant être nuls,  a 1 (z)

(i =1, 2, • • n ) sont des fonctions holomorphes dans  t e l l e s  q u e  l 'o n
a i t  a i (0 )=  0  e t  w (z , w ) est une fonction holomorphe dans (6, ô ')  qui

s'annule jamais dans (a, a'). D'autre part, on a toujours

g (z i , ma i ) — g(z i , 0 )= 0 ,

quels que soient les nombres entiers positifs i  et m . C eci est év idem -
ment l'absurde, puisque, si 

l a i
 <r'/ + 2, la fonction
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g (z i , w)— g(z i , 0)

a au  m oins n + 2 zéros dans le cercle d'.

Sous la même configulation ci-dessus, on aura l'énoncé que

S i la f onction  g(z o , w ) n 'est pas une  constan te , il y  a un  v o isinage

v  d e  2'0 e t u n e  f o n c tio n  a ( z )  ho lom orphe  dans y  te ls  que , pour tou t z '
d an s  v ,  a ( ;')  son t une  période  de  e z , w )  e n  z ' e t q u e  l'o n  ait

d ès q u e  i  surpasse un nom bre entier A  conv enable.

En effet, soit (z o , wo )  un point de (D, C ) en lequel on a Og/Ox  \  0,

et soit j 9  la  va leu r de g  en  (2' 0 , wo ). Alors, de l'équation

(1) g (z , w )—  3=0,

on peut trouver une fonction

w = i( z )

holomorphe dans un voisinage convenable v 1 d e  zo telle que l'on ait

wor=ei(zo), g(z , ...1(z)) - 3=-- 0 et g(z , E i (z))/Ow 0

dans v 1 .  Il su it de là  que l'on  a

g(z o , ao) = "3 et g(zo, w o + a o )/Ow

p u isq u e  l 'o n  a  g(z i , E 1.(z i ) + a i ) = i3  e t  g (z i, E, (zi)H-ce i )/dw  pour
tout z  dans v1 . Donc, de l'équation (1 ), on obtient une autre fonction
-2 ( z )  holomorphe dans un voisinage convenable v 2 d e  z o telle que l'on

ait

wo ao =E2(zo) et g(z , E2(z ))— l9 O

dans v2. Possons dans v = v in  v2

a (z ) -=e2(z) —  f i(z).

Alors, on aura
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dès que i surpasse un nombre entier positif suffisamment grand A.

Car, lorsqu'on trace un dicylindre (r, r ') de la forme

r: <0 et r' : w—a0-- w u  <o'

de manière que l'on ait r E r  et que, pour tout point z ' dans r , il n'y

ait qu'un point u  d a n s  r /  en  lequ e l on  a  g (z ', w ') =19, les point

i (z i )-  a(z  i ) doivent être contenus dans r '  dès que i surpasse un

certaine nombre entier N.

Ici, je dit que a( z )  est une période de g(z , w ) en tout z  dans y.

Car, la fonction

, w +a(z ))—  g(z , w )

est holomorphe dans le domaine cylindrique (y, C )  et de plus, pour

tout z i tel que l'on ait i >N , on a

g(z i , w +a(z i ))—  g(z i ,

par suite, elle s'annule identiquement dans (y, C ) .  Donc, l'énoncé a été

certainement démontré.

Soit, à nouveau, g (z , w ) une fonction holomorphe dans le domaine

cylindique (D, C ) te lle  qu e g/Olv  ne s'annule pas identiquem ent. Sup-

posons qu'il y a une aire  d a n s  D  et une fonction a (z )  holomorphe

dans d telles que, pour tout point z ' dans 6, a( z ')  soit une période de

w) en z '. En ce moment, prolongeons analytiquement a(z )  suivant

tous les chemins possibles ne sortant pas de D .  Désignons par la

même notation a( z )  la fonction analytique ainsi obtenue par le prolon-

gement. Alors, toute valeur de a (z )  en  z '  est aussi une période de

w ) en z '. Maintenant, on peut dire que

L a f onction analy tique a( z )  e s t o u  b ie n  u n if o rm e  o u  b ie n  it  deux

branches.

En effet, supposons qu'il y a une aire r  dans D, dans laquelle il y

a deux fonctions holomorphes a t ( z )  et a 2 (z) qui sont des branches
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distinctes de a (z). Alors, à. tout z  dans r  correspond un nombre ra-
tionnel p z te l que l'on  a it

al (z)=-pz.a2(z).

Puisqu'il n'y a qu'une infinité dénombrable au plus de nombre ration-
nels, on  vo it, d 'après le  théorèm e de I3aire, qu 'il y  a un  nom bre ra-
tionnel p o e t  u n e  a ir e  r o d a n s  r  dans laquelle l'ensemble de tous les
points z  tels que l'on ait p z = p o est partout dense. D 'où, on a l'égalité

a i  (z) =p o •a 2 (z)

dans r. Ceci signifie, com m e on peut voir facilem ent, que toutes les
fonctions holomorphes p p a 2 ( z )  sont des branches de a ( z )  au-dessus de
r, o ù  a  est un nom bre entier quelconque. Si p o é ta it p lu s p etit que
l'un ité  en  m o du le , g (z , le) aurait une période infinitésim ale en tout
z E  r. Alors, 410 w  devrait s'annuler iden tiq u em en t. S i p o é ta it p lu s

grand que l'unité en module, on arrivera  à  la même sorte de contradic-

tion, en faisant un échange de a l  (z ) pour a 2 (z). Il résulte de là que,

les branches étant supposées distinctes, p o est éga l à  — 1. A lo rs , o n  a

a i (z )= — a 2 (z).

O n voit aussi tout de suite qu'il n 'y a que ces deux branches de a(z ).
L'énoncé a été donc démontré.

Enfin, on aura l'énoncé que

S ous les m êm es hy pothèse, la f onction a ( z )  est ou bien elle-m êm e

une f onction  méromorphe d an s to u t D  ou b ien  racine  carrée  d 'une  te lle

fonction.

E n  effe t, co n sid éro n s d 'ab o rd  le  cas o ù  a  ( z )  est un iform e et
désignons par D o le  p lu s grand  dom aine dans D dans lequel a( z )  est
holom orphe. A lors, si une suite des points Iz i l  (i = 1 , 2 , •••)  tend vers
un point frontière z 0 de D o intérieur  à  D , e t s i la  fo n c tio n  g(z , w )
n'est pas une constante, alors, d 'après ce qu'on a vu jusqu'ici, la suite
de valeurs a ( z 1 )  (i =1, 2, • • •) tend toujours vers l'infini. D e plus, a(z )
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ne p rend  jam ais la  valeur nu lle  dans D o . Donc, d'après le théorème

de Rad6, la fonction 1/ a(z) est holomorphe dans tout domaine D .  Donc,

a ( z )  e s t  méromorphe dans D  tout entier. Considérons ensuite le cas

o ù  a ( z )  est a  d eu x  b ran ch es d istin c tes  a i ( z )  e t  a 2 (z ). O n  a  vu

ai( z )= — a2 (z ). En appliquant le raisonnement précédent à  la fonction
uniforme (a l (z)) 2 ,  on vo it que la fonction  1/(a i (z)) 2 est uniform e et
holomorphe dans D  tout en tier. D onc, l'énoncé a été certa inem ent
démontré.

Résumons les résultats obtenusu ) .

Théorème 4 .  C onsidérons, dans l'espace de deux  v ariables com -

p lex es z  e t  w , un dom aine cy lindrique (D , C ),  o ù  D  e s t  u n  d o m ain e

q u e lc o n q u e  su r le  p lan  d e  z  e t  C  s ig n if ie  to u t  le  p lan  d e  w , et une

f o n c tio n  g (z ,  w ) holom orphe  dans (D , C ) .  S u p p o so n s  q u 'il y  a u n e

aire  ô  te lle  q u e , p o u r to u t  z '  d an s  a , g (z , w ) ait u n e  p ério d e  en  z '.

A lo rs , il y  a u ne  f o n c tio n  a (z ) ,  é tan t ou  b ien  méromorphe dans tou t D

o u  b ie n  rac in e  carée d 'u n e  te lle  f o n c tio n , te lle  q u e , p o u r to u t z '  sauf

une inf inité  dénom brable au plus de points où a (z )  est pôle dans D , les

v aleurs a (z ' )  soient des périodes de g (z , w ) en z '.

On remarqu'ici que, lorsque la fonction g (z , w ) est une constante
en  z = z i ,  il y a réellem ent deux cas où a (z )  est holomorphe en z ' ou
bien a (z )  a un pôle en  z '.  On en voir, par exemple, pour les fonctions

(z, -= z • eiv et g2(z, (v) = e z . w

D'autre part, a ( z )  p e u t a v o ir  u n  p ô le  e n  z '  m êm e si la fonction
e z r , n'etait pas une constante. Voir, par exemple, la fonction

g 3 ( z ,  1 , 0 e z  •  — 1

Le cas où a (z )  a deux branches est réalisé chex la fonction

sin ,,/—z
g4(z, —

1 0 ) Je doit quelque l'idée A M. T. Yoshioka pour l'étudier sur la telle période.
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7 .  T h é o rè m e  p r in c ip a l

Soit f  une fonction entière de deux variables com plexes x  e t y .
A  chaque surface prem ière S  d 'o rd re  u n  e t av ec  la  v a leu r  a  d e  f ,
attribuons un tube normal E r  au tour de S, où est, com m e d 'hab itude,
une partie sur une droite analytique L  passant transversalement par un
point régulier de S , donnée par l'inégalité — a  < p .  Le cercle donné
p a r  lz—al < 0  sur le plan d'une variable complexe z  sera désigné par
F *  comme ce qui correspond  à  X .  Alors, on peut couvrir tout l'espace
de x  e t  y  à l'exception de toutes les surfaces prem ières d'ordre élevé
de f  d'une infinité dénombrable au plus de tels tubes normaux. Désig-
nons-les, à  nouveau, par I  ( i = 1 ,  2 ,  . . . )  e t  p a r  T t  les cerc les su r le
plan de z , chacun correspondant a i au sens ci-dessus.

C onsidérons, sur le p lan de z ,  l'ensemble E  de tous les points z
te ls  q u 'il y  a it au  m o in s  u n e  su rface  p rem iè re  av ec  la  v a leu r z  de
f  qui est sim plem ent connexe et du type parabo lique. Supposons,
maintenant, que la capacité logarithmique de E  n'est pas nulle. Le but
de cette section finale, est de voir le fait que toute surface prem ière
de telle fonction entière est simplement connexe et du type parabolique.
C'est le théorème principal au mémoire actuel.

De l'hypothèse, on peut d'abord dire que

I l  y  a ,  p arm i le s  tu b e s  n o rm au x  f  ( i = 1 ,  2 ,  . . • ) ,  au  m o in s  u n

tube norm al f i p o u r le q u e l e n se m b le  e i d e  to u s le s  p o in ts  z  d an s  T t

te ls  q u 'il  y  ait  d an s  E -  u n e  su rf ac e  p re m iè re  av e c  la v ale u r z ,  sim-

plem ent connex e et du ty pe parabolique, est de capacité non nulle.

En effet, sinon, E  serait somme d'une infinité dénombrable au plus
d'ensemble de capacité nulle. Or, on sait bien que toute somme dénom-
brable d'ensembles de capacité nulle est aussi capacité nulle.

Prenons un tel tube normal et désignons, de nouveau encore une
fo is , p a r  I r  e t  p a r  F * ce tube norm al et le  cercle correspondant.
Alors, d'après le lemme fondamental, on peut dire que

T oute surface prem ière de f  d an s 2' r  qu i n 'a aucun  po in t s ingu lier
est analy tiquem ent homéomorphe ou bien  à  tou t le  p lan  d 'une  v ariab le
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complexe w  < c o  ou bien au plan pointillé  à  l 'o rig in e  0 < lw  <O0 .

Soit ensuite r l'ensemble de tous les points z  dans T *  tels que la
surface première de f  avec la valeur z  dans E r  ait au moins un point
singulier. Alors, d'après le théorème 3, on peut dire que

r  n 'est dense  dans aucune  aire  dans F*.

Posons T °
= /

-
*— f ,  o ù  t- s ign ifie  la  ferm etu re  d e  r  dans T * , et

désignons par / r o le tube formé de tous les points dans 2,-'r  en lesquels
f  prend des valeur dans T ° . Je d it ic i que

T o u te  su rf ac e  p re m iè re  d e  f  d an s  f  r o est sim plem ent connex e et

du type parabolique.

En effet, considérons le revêtement ( U )  d e  E r o, que l'on désigne

p a r  'ro, construit de la m anière faite dans la section 3 .  Alors, d'après
le lem m e fondam ental dans le m ém oire (10 11),  o n  a  le  fa it  q u 'i l  y  a

une fonction holomorphe go sur Ir telle que la paire des fonctions

fz = f (s , y)

w =ç(x , y)

transforme analytiquement et biunivoquement / r o au domaine cylindrique
(T

°
,  C ) dans l'espace de z  e t  w. Dénotons

x

I y= v(z,

la transformation inverse de cette transformation-ci et envisageons la
fonction e (z , w ). Si une surface prem ière de f  avec la valeur zo dans
2' r o n'est pas simplement connexe, ,;(z , w ) a une période non nulle en
7,0. D e p lu s, il y  a  un  vo is in age  a  de z o d an s T ° tel que, pour tout
point z ' dans 6, “z ,  w) a une période en  z '.  Donc, d'après le théorème
4, pour tout point z '  sauf une infinité dénombrable au plus de points
dans T

°
,  la fonction e(z , w ) a une période non nulle en z '. C'est en

contradiction avec l'hypothèse puisque l'ensemble d'une infinité dénom-

1 1 )  loc. cit., p. 253.
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brable au  p lu s d e  p o in ts d an s 1"* est certainement de capacité nulle.

L'énoncé a été donc démontré.

D 'après le théorèm e 2  du mémoire 
( 11 ) 1 2 ) ,

 toute surface prem ière

de f  qui est lim ite d'une suite de surfaces prem ières simplement con-
nexes de f  n 'a  aucun  po in t s ingu lier. D 'où  et de  c e  que nous avons
d it ju sq u 'ic i, o n  a  le  fa it q u e

T oute surface prem ière de f  dans E r  est sim plem ent connex e et
du type parabolique.

Revenons encore aux tubes normaux I ; qui couvrent tout l'espace
d e  x  e t  y  à  l'exception de les surfaces premières d'ordre élev é de f.
Pour tout tube norm al E i ,  il y  a  un  nom bre fin i de  tubes no rm aux
Ev i  ( j= 1 ,  2, n )  tels que l'on ait

E r n I„  0 , E ,.„n s i  0 et 0

(j=1, n)

Or, on sait que tout ensemble ouvert non vide est de capacité non
nulle. A lo rs , o n  v o it  d e  p lu s  e n  p lu s  q u e  to u s  le s  f i possèdent la
même propriété que E r . Ainsi, nous sommes arrivés au

T h éorèm e. S oit f  (x , y )  une fonction entière de deux  v ariables
complexes x  et y . S upposons que l'ensem ble de toute les v aleurs z telles
qu 'il y  ait au  m oins une surf ace prem ière de f  av ec la v aleur z, sim-
plem ent connex e et du ty pe parabolique, est de capacité logarithm ique
non nulle. A lors, toute surface prem ière de f  est aussi simplement con-
nexe et du type parabolique, sans exception.

D'où et d'après le théorème fondamental du mémoire  ( I I ) ' ,  o n
voit le fait que

Toute telle fonction se réduit à celle d'une variable complexe par
un automorphisme analytique convenable de tout l'espace de x  e t  y.

12) loc., cit., p. 269.
13) loc., cit., p. 274.


