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Introduction

La propriété d'unicité du problème de Cauchy pour un opérateur différentiel,
à. partir d'une surface non caractéristique, a fait l'objet de nombreux travaux dont
les premiers remontent à T. Carleman [7], A. P. Calderón [6], S. Mizohata [14] et
L. H6rmander [10]. Ces auteurs ont donné des conditions suffisantes sur la partie
principale pour avoir l'unicité quels que soient les termes d'ordre inférieur. Cela
dit, la propriété d'unicité, comme l'ont d'abord montré P. Cohen [8], A. Pli§ [16],...
dépend, en général, du symbole total de l'opérateur. Des travaux récents de S.
Alinhac - M . S . Baouendi [2], S . Alinhac - C . Zuily [3], R. Lascar - C . Zuily
[13], S. Alinhac [1], ont permis de clarifier sur certaines classes d'opérateurs,
le rôle des termes d'ordre inférieur, en fournissant pour l'unicité des conditions
suffisantes et des condition nécessaires.

Le présent travail est consacré à une classe d'opérateurs du second ordre et
constitue une suite naturelle aux travaux de [3] et [13].

On considère dans un ouvert Q de R"+m (dont on note (x , y), x e R", y e R"' le
point courant), un opérateur de la forme:

P = E y)13 + p,(x, y, Dy ) + ip 2 (x, y, D y )
I.1<2

où aOE,  'al =2, est réel et dans Cœ)(52), et pour j = 1, 2, pi (x , y, Dy ) est un opérateur
homogène d'ordre 1, à coefficients réels, et dans C''(f2).

Soit (xo , yo )  u n  p o in t d e  Q  e t  S= y)=9(x0, y o ) };  dcp(x o , y o ) * 0, une
hypersurface passant par (x o , y o ). On se place dans l'un des deux cas suivants:

1. Les formes linéaires p i (x o , y o , n) et p 2 (x 0 , y o , ri) sont indépendantes.
2. p2 -_-0 sur Q et p,(x o , yo , 17)*  0.

On montre alors que, modulo des conditions de structure (dont une partie est
justifiée dans [3]), l'unicité locale du problème de Cauchy relativement  à  S est
régie essentiellement par une notion géométrique liée  à cette hypersurface: la pseudo-
convexité par rapport aux bicaractéristiques (Th. 2.1 cf. [13]).

On donne aussi un Théorème, en coordonnées locales, qui permet d'étudier des
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opérateurs n'entrant pas dans le cadre de cette classification (Th. 2.2 cf. [3]).
La preuve de ces résultats utilise la technique classique des inégalités de Carleman

avec des poids analogues à  ceux utilisés dans [5].

§1 . Préliminaires

1.1. Notations
On aborde cette section en définissant la classe d'opérateurs sur laquelle on

travaillera. Soient n  e t  m e N * .  On conviendra dans la suite, d'appeler (x, y)
le point courant de R"+m, x e Rn, y e /en et le s  va riab le s  dua les  de  x et y.

Soit S  une  hypersurface d e  Rn+m, S= {(p(x, y)=9(x 0 , y o )}, chp(x o , y o )= 0  et
Q un voisinage de (x o , y o ) dnas R"+"'.

On considèrera dans ce travail les opérateurs différentiels P définis sur 0 , de la
forme:

(1.1) P = a,c(x, y)D. + p i (x, y , D ) + ip,(x , y, D y )
lai<2

où
1-Le symbole principal p de P est réel et à coefficients dans C(el).

(1.2) 2-Pour j= 1, 2 pi = pi (x, y, D y ) est un opérateur homogène d'ordre 1,

à. symbole réel et à. coefficients dans C`c(S2).

Nous nous placerons successivement dans l'un des deux cas suivants:
(1 .3 ) le r  c a s :  Les formes linéaires pi (xo , y o , ri) et p2(x0 , y o , n) sont

indépendantes.
(1 .4 )  U m e  c as: p2 --z- 0 sur Q et p,(x o , y o , n)*O.

1.2. La pseudo-convexité quasi-homogène

Nous reprenons dans ce paragraphe les constructions de Lascar - Zuily [13].
Désignons par N  la sous variété involutive de T*S2\ 0: N ={(x, y; n): =

et notons par o-  la 2-forme symplectique de T*S2.
L'opérateur P est à  caractéristiques doubles sur N , et le théorème de Frobenius

([9]) implique que la sous variété N  est "feuilletée" c.a.d. par tout point mo E  N,
il passe au moins une feuille locale de  N . soit une sous variété connexe F de T*S2
telle que:

m oeFcN

Vm e F, T F = T „,N .

Soit F une feuille locale de N passant par mo e N, et soit QF la forme quadratique

induite sur TFM  par +  Hess p, où Hess p désigne la hessienne du symbole principal

p de P et M= T*Q.
Nous allons construire, à  partir de QF, un invariant défini sur T* F.
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Il est tout d'abord clair qu'étant non dégénérée, la 2-forme a induit un iso-
morphisme:

i =TM T*M o ù  iz : T M —  T M

(z, i(z , t)=(z , i(t)) t i( t): T z M R

t' o-z(t, t')

Cet isomorphisme en induit un autre iF  = T'F M— TPM.
D'autre part, F étant une feuille locale de 1■1 M , on a le morphisme surjectif:

T M — *  T * F.

Poson h ,=/„.i„: T F M — *T *F. Le noyau de hF  est 7',N et on a la factorisation:

T F M T* F
k,- , F / g

NF (N)

où NF(N)—  T
N

M  
 , où k r  est la projection induite par la projection canonique:TNI F

T  MTN M—>  T N ,  où  I-, est un relèvement de k ,, et où  g est un isomorphisme. On

définit dans ces conditions:
Q F = V o r , o g '.

Toute cette construction est invariante par transformation canonique, et la forme
quadratique QF ainsi définie sur T*F, est indépendante du relèvement ri . choisi pour

(1.5) O n  p o se :  gF =-QF + Re ps iF

où ps est le symbole sous principal de P.
Enfin, si cp e C'(0), o n  p o se  (0 =9 4 1 .0 , ,  o ù  OF  e t  I I  sont les projections

canoniques: T*F—+F (resp.: T*0--*0).
On peut, à présent définir la notion de pseudo-convexité dans les cas 1 et 2 décrits en
(1.3) et (1.4). On pose à cet effect:

N 1 = {z o  E N: 11(z 0 ) =(x 0 , y o ), Re p(z 0)* 0 et lm ps(z 0 )=0}

N 2 = {z, e N: 11(z 0 ) =(x 0 , y o ), Re ps(z 0 )+01 .

Définition 1.2.1. Soit P défini en (1.1) satisfaisant à (1.3) (resp. 1.4)). L'hyper-
surface orientée {ço(x, y)=9(x 0 , yo )} est dite pseudo-convexe par rapport aux
bicaractéristiques de P en (xo , y o ), si elle est non caractéristique, et si elle vérifie la
condition suivante:

1

Si z o  e T*0\0 est un point de N 1 (resp. N2), il existe une feuille locale F

(0) de N  passant par zo telle que:

(zo , ) e  T *F, gA z o , ( 0 ) =0 , 1 1 ,,(0 )(z o , C0 )=0 H t.(0 )(z o , ,;;,) <I:)
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où H g ,  désigne le hamiltonien de la fonction qF  définie en (1.6).
Cette hypersurface sera dite fortement non pseudo-convexe par rapport aux bicaracté-
ristiques de P en (x 0 , yo ) si:

(*)

3Z0 E T*52\0, z o  E N, (resp. N 2 ) ,  il existe une feuille locale F de N passant{

par zo , il existe Co E T : o F:

(IF(zo, Co)= 0, Hq ,.(rP)(zo, C0)=0 et Hi,(Cp)(z o , Co)> O.

1.2.2. Exem ple. On se place dans le système de coordonnées (t, x, y ) , t E R,
X E R" - ', y e It", ; et on travaille au voisinage de l'origine, l'hypersurface S étant
donnée par {t=0}.

Soit

n I
P= atp y)Dx ,Dx j + p i (1, x, y, D )J Y

i j =
,

 1

+11)2(1, x, y , DO+a (  I .  x, ygn+bD,.

On fait sur P les hypothèses suivantes:
1. La forme linéaire p i (0, 0, 0, n) n'est pas identiquement nulle sur Ri".
2. 11 existe des fonctions réelles C° près de l'origine cc et /3 telles que:

4791
. =oePi +fiP2.

3. Les champs p i e t  p2 sont indépendants  à l'origine, ou bien la forme linéaire
P2 est identiquement nulle près de l'origine.

Dans ce cadre, on a:

N={(t, x, y , z, e T*52\0: =0}

F={(t, x, y , T, n)E T*52\0:T= Y = Yo; Pl=flo*O , itl <f o, lxi<lxol}.

Un point (z, () de T*F tel que ps (z)= Rep,(z)* 0 s'écrit:
(I, X , yo , 0, 0, rio, Ci, o O, 0 ,  0 )  avec p,(0, 0, 0, ?J ) + 0 e t  p 2 (0, 0, 0, 11 0 ) =0
Par suite, on obtient: th,(z, + a(t, x, yo, no) où

a(t, x, y  C05 2  ) = au(t, x, y o )Cgi ,
= 1

Comme( z ,  ) = I ,  o n  a :  H,,,.(0)=2C i  et Fii,.(e, -9 ) =  2  
al iF .  La condition de

pseudo convexité (/) s'écrit donc:

a(0, C2) + Pi(0 , 170 ) =0

\;( 2 eR" --1 \ 0  et

p,(0, ii 0 ) *0

Oa (0, C2 ) +  (0, 170> 0}Ot Ot
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ce qui est équivalent à:

aaV  e \ 0: (0, —  a(0)a(0, )> O .at

Et de manière analogue:

( )

aa
E \O: (0, )--oc.(0)a(0, )<().

§2. Enoncé des résultats — Remarques — Exemples

Dans ce qui suit, Q désignera un voisinage du point (x o , yo ), S = -{(x , y )=
9(x 0 , yo)} une hypersurface non caractéristique passant par (x o , y o) ,  e t  0 + =
{(x, Y) E  Q : 9(x, Y)>(P(xo , .4)1-

D'autre part, si X 1,..., X„ sont des champs de vecteurs définis sur Q, on appellera
(X 1 ............... X„) l'espace de leurs combinaisons linéaires  à coefficients C(0) réels.

Théorème 2 .1 .  S oit P  un opérateur dif férentiel déf ini sur le voisinage Q du
point (xo , yo ) par (1.1) et (1.2):

P= a(x, y)EkZ+ pi(x, Y, D ) + iP2(x,H=2

On suppose que l'on se trouve dans l'un des cas suivants:
i) Les formes linéaires p,(x o , j) et p2 (x 0 , yo , Osant indépendantes.

ii) p2 a0 sur Q et p,(x o , yo , n)*O.
S oit S={(x, y)E yo(x, y)= go(x o , yo)} une hypersurface orientée pseudo-convexe
par rapport aux  bicaractéristiques de P en (xo , yo ).

On suppose en outre que:

 

La x
°

./
, P ile d (P i , Pz)

ax i ,  Pz_ 66' 032)

[Pi , P z ie t(P I, P 2 )

 

(H) pour j=1 ,...

  

Il existe alors un voisinage V de (xo , A ) tel que si u est une fonction de C '(0 ) qui,
pour un C=C(u)..›.-0 vérifie:

f y)I<c{I V u ( , y)i+lu(x, .01} (x, y)e

u =0 dans {(P(x, Y)<(+0 (x0, Yo)1,

alors u 0 dans V.

Théorème 2 .2 .  S oit P  un opérateur dif férentiel déf ini dans les coordonnées
(t, x, y ), te R, x E R" - 1 , y e le  p ar:
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a1; (1, X . y)D x ,Dx j +p i (t, x, y , Dy ) +ip 2 (t, x, y, D y ) où 1<r < n —1
=1

l'hypersurface S étant déf inie au voisinage de l'origine par {t=0}.
On suppose que:

G  Pi( 0 , 11)* 0

Il existe des fonctions ai , b1 , a2 , w1 , w2 bornées dans Q+, avec t

'bornée, et v.>0 tels que l'on ait dans  Q :

i) aLa i —Ca P b P a,+2>c, j =

= a2P2
et 2(a 2 +1)—ct i >ca t ,  P2

i i i ) [ p l ,  P 2 ] =
W 1P1+W 2P2 (2a 2 +2 —a,)(a, +2)—b c

[ ex
°

,, ,  P l i  E‘ (P1
,
 P2)

p o u r k=1,..., r.
{

rox i , ,  P2 1  E  (P 2 )

]Co >0 tel que:

0aa ,  V '(;' e Rr\O: (t, x, )—   a(t, x, y ,  ).. >;co l l 2 dans  Q .Ot t

Il ex iste alors un voisinage V de l'origine tel que, si u est une fonction de  C (Q )
qui, - pour un C=C(u) vérifie:

 all 
1 P u ( t ,  x, C  POO, x, il (t, x, y)

u=0 dans {t<0}-

alors u-.0 dans V.

2 .3  Remarques — Exemples.

i) Le théorème 2.1 généralise le théorème de Lascar - Zuily ([13], th . 1.3).
ii) Le travail de Alinhac - Zuily [3] montre que, dans certains cas, les con-

ditions H 1 i) , ii) du théorème 2.2 sont nécessaires.
iii) Dans R"+ 2  (cas m=2) muni du système de coordonnées (t, x, y), te  R,

xe Rn- 1 , y G R
2

, considérons au voisingae de l'origine, l'opérateur:

P= Di + a(1, x, y ; D.,) + (11, x, y)D y i + id(1, x, y)D 3,2

où a(t, x, y ; (':,) est une forme quadratique réelle et  C .  c et d  C `' réelles, et non
nulles en O.

0aSi sv' eR"-' \0:-
0
—
t

(0, (;)— 
01-  a(0, )>O,
c(0)

0a,
ai

+ lu(l x, y)E 52+t2
1  

Oc (0)
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alors le théorème 2.1 s'applique avec S=0=01.
iv) D a n s  R4  muni du système de coordonnées (t, x, y,, y2 ), on considère, au

voisinage de l'origine, l'opérateur:
. .

P----.W +1) . +  —0D i +i(D+ y2 Dy2).

Il admet l'unicité, à. l'origine, pour S donnée par {t=-0}.

§ 3 .  Preuve des théorèmes

Soit P= aOE(x, y)1Y+p1(x, y , Dy )+ip,(x, y , Dy )  défini en (1.1) e t  (1.2);
1.1<2

e t  S—(q)(x, y)=(p(xo , yo ); l'hypersurface initiale. N o u s  d o n n o n s , d 'a b o rd , le
lemme de réduction suivant:

Lemme 3.1. O n peut trouver des coordonnées (t, x; y )  d e  R " ', t  E R, X E
R" - - 1 , y e Rnr, clans lesquelles:

i ) (x 0 ; yo )=(0, 0; 0); cp est donnée par q)(t, x, y)=t
ii) L 'o p é ra te u r P  s 'é c r it ,  et la  m u lt ip lic a tio n  p rè s  p a r u n e  fo n c tio n  C .'

rélle, non nulle en 0:
n -

P =  +  E x, y)Dx ,Dx j +q,(t, x, y , Dy)

n -1
+ig 2 (t, x, y , Dy)+ E bk .D„ + +

où les bi i  sont des fonctions  C  ré e lle s , e t o ù  qi =qi (t, x, y, D y ) j  =1, 2 est un opé-
rateur homogène d'ordre 1, a symbole réel.

iii) L'hypothèse (H) du théorème 2.1 s'écrit:

r  a 
L at ' q1 1 6 ( q " q 2 )

I  ( I I ) [  ■4 ;  ' t 111 E e(e 11 ' q 2 )

L(11, (12iES(ql, q2).

iv) S i, d e  p lu s , P  vérifie  (1.3) o u  (1.4), a lo rs  la  c o n d itio n  (tli) d e  pseudo-
convexité par rapport aux bicaractéristiques s'écrit comme dans l'exemple 1.2.2.

P reuve du  Lem m e. Le problème étant de nature locale, on ramène, par trans-
lation, le point (x0 , yo ) ii l'origine.

Ensuite, l'hypersurface S  étant non caractéristique, on peut supposer que
aço (0 , 0 )+0. En posant alors le changement de variables:

T=q)(x, y)

 

j =2,...,

j = 1 ,..., m.

et L, 921E  d(c12)

e t  [a x
13  921E a' ( (12) j =1,..., n— 1



460 Belhassen Dehman

On peut écrire P, quitte a le multiplier par une fonction C  réelle, non nulle en 0,
sous la forme:

H 11

P = D i +  E  cu (T, X , Y)Dx ,Dx j +  E ckpx DT +q 1 +ig 2 + t b kDx , +aD y +13
!=2k = 2

a v e c  j =q i (T, X, Y, D ) /= 1, 2, la surface S étant donnée par {T=0 }.
L'étape suivante consiste  à  élim iner les term es en Dx Dr . Considérons les

nouvelles variables:

' -=T

x 'i = f i (T , X ,  Y )  j  =2,..., n

Y:i = r i in

  

et

a a „ a
_
T  

se transforme en +  E  
j = 2  oT

0  se transforme en ail aaxi k = 2  OX i  ax j

  

et choisissons pour f, la solution du problème de Cauchy:

(3. f1   +   c (Y i = 0
ar k = 2  k axk pour tout /=2,..., n

J'il T = 0  =  XI

Il est alors facile de voir que l'opérateur P se transforme en:

j5=D. + t euDx', D x ",+iii+i42+R +cipt•+P
i‹ j = 2

o ù  l e s  Ei i  s o n t  C '  réelles, x ', y', D O =  qi (T, X, Y, D y ) et R E

Pour simplifier les notations, on supprimera dans la suite les — et on reviendra
aux lettres non primées. De plus, on fera varier les indices i et j  entre 1 e t n - 1 .

3.2. Preuve du théorème 2.1 pour P vérifiant (1.3)

Dans le système de coordonnées fourni par le lemme 3.1, un tel opérateur
s'écrit, au voisinage de l'origine, à. un facteur multiplicatif C .', non nul près:

P =D ?.+ E  a i .(t x 5 iy )D  D  + p 1 ( t  x  y  D)X ,  A y

+ tp 2 (t, x , y, D )+  E  ai Dx .+aD t +
i=1 '

L'hypothèse (11) s'écrit, toujour d'après le lemme 3.1:

i < j=1

ILaat — a1P1+a2P2

( H ) 0 
Lax' P l i  E 6 ' (P I ,  P 2 )

1 P  I , P 2 ] e  ‘(P I ,  P 2 ) .

et a
a
t  P21 E (p2) a2eC"-

et L a
a
x . i  , p21 e6P(p2 ) j =1,..., n - 1
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Et la pseudo-convexité par rapport aux bicaractéristiques de P en 0, se traduit alors
par:

0ae \O: ( 0 ,  ) —a,(0)a(0, > O.Ot

3.2.1. Eclatement de la surface initiale
Suivant M. S. Baouendi - E. C. Zachmanoglou [5], on procède au changement

de variables singulier:

= t' [6 —(1x1 2  +1.0 2 )] = ((5 — r2 ) 0 < (5 <1 à  choisir

=

0 00  Dans la suite, on notera par . 0 , la dérivation  =iD ,(tdem  pour  etOt ax i ay i  ) •
2ey jse transforme en 6 2r 2 0,„ex i en 0 .,;  +  (5 - at .  et ey ,  en 0,:i +   (5 _  r 2  O r .  . Et,

en notant P l'opérateur P, écrit dans les nouvelles Variables, on obtient:

n- 1_ 1.2)213 = E  d i I o ) +2ex ;ari[(6 - - )- 2 )a , -4-2exjat]x,
n -1

+ 2  E au x;[(6— + 2t'x'j 8t ,] 1.2 )2 p1(e, x', y', D r .)
1

+ i((5— r 2 )2 /32 (t', x ', y', i(c5— -2) E ai [(6-1. 2 )0x;+2e x , ]

+ 5,
10 („5 r 2)216

où on a écrit, pour j=1, 2: x ', y ', D y ,) = ple(6—  e2 ), x ', y ', DO.
Dans la suite, on notera par X 1 le  cham p ((5 — r2 )04+2t' x j0 1, j =1 .....  n - 1 .  On
montre facilement que les conditions du théorème 2.1 sont encore vérifiées par l'opé-
rateur (ô —1-2 )2 p.

On revient alors aux lettres non primées pour désigner les variables, et on
supprime les —. Soit:

n -1 i i - 1

(3.2.2) N-((5—r2)2 fi = — E  ,.x ix i  + 2 1 . auxix i

' I -  I
+  _ r 2  pi + 4,5 /4 2 )2 p 2 1 .2 )  E  i x + (6 ___

Le théorème 2.1 découlera, par un argument usuel, de l'estimation de Carleman
suivante:

Proposition 3.2.3. S oit N  déf ini en (3.2.2) et satisfaisant aux  conditions du
théorème (2.1). Il existe des constantes positives C, yo , To , r, telles que pour tout
u e C`°(S2), avec supp u Œ{O t < To, 1x1+11;1‹ ro}, et tout y% YO,  on ail:
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3 n-1 1 OU 1

Y3 P - 7 –  2  1 4 112 +Y E II 2‹ Cdt-7+-INUI12.
i=l at

Preuve de la proposition 3.2.3. Il est tout d'avord clair qu'il suffit de montrer
(3.2.3) avec N remplacé par l'opérateur:

No = —ai— E au x ix i + (6 — r2
) 2 p i + i ( 6 _ r 2 ) 2 p 2 .

On pose u=tYv et on calcule facilement:
cv.)Csiu =X ; t;+2yxi v; t- YX ;X i u =X iX i v+2y(x iX i +x i X i)t, +2y6i i (6 —r2 )v+4y 2x ixi v
où Su est le symbole de Kronecker. On en déduit:

n -1
N  ,v  t - Y N o u = —0?v—y(y— 1)t 2 v— 2yrIetv— E au x ix i v

(5 _ 1.2)2 p  i v r 2 ) 2  p 2v ± y n-i
 V 7 C k X k l )  yg v +y2hv

où g, h et les ck sont des fonctions C̀z• réelles.

Posons t/N i v=t -iir Av +1 1  Bo avec:

t Av = — t aP)—y(y — 1)t-  v — 1+ 11E- 1  a i i X iX i v

1 1
t -1-(6 — r2 ) 2 p,v+yt 2 gv+y 2 ti hv

1I n-1 1
t 2 Bv= —2y1 2  (3,v+ ytï E ckxkv+if  2 (5 _  r 2)2p2v,

II 1 ,
O n  a :  111 2 N

1v
112=  l i t  211 AV112+ 111 2 Bv112 + 2 Re (t/Av, t 2 Bo). C'est cette dernière

quantité: 2 Re (...) que nous allons calculer.
Pour la clarté des calculs qui vont suivre, remarquons tout d'abord que:

[0„ X i ]=2x 101 et [X 1,  X ] e X „_,, te t ) cela pour i, j =1,..., n-1.

De plus nous noterons L(X ) tout élément de D.

C)= 2 Re (— t 2 ait), —2yt a tv)=0.

- 4® = 2 Re (—y(y — 1)t — 2yt - + -4afv)=4y 2 (y — 1)1It v112 .

(D=2 Re ( —2yt a tv, E.a i i X i X i v)= 2y E 2 Re (4 , a i i X i X f v).

O r  (e i v, a fiX,X i v)= —(v, X,X i v)—(y, XiX i ]v)—(v a i i X,X i at v) -

= — (v, a
a
a

t ii X iX i v)-2(v, a 1 ix i3,X1 v)-2(v, a i i .Xixi at v)—(v, a t i X iX i at v).

Comme X ? — X1 E  C°(Q), on obtient:
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2 Re (01v, au X ,X i v ) =( °  X,v, X f v)+(L (X )v , 0,v )+R ,

a v e c  IRi <cte (11012 + 114112 ) •

On en déduit:

( a0 -CD.=2y E x v x.v)+yR 2 a v e c  IR21<v Ilxi v1(2 + cE11411 2 +clIv112 .'et 

ji= 2 Re ( — 2yt -  0  tC) (6 —  r2)2p,v )= 2y 2 Re ( — v, (6 —  r2 )2 pi v)

=2y(v, (ô —  r 2 )2 [ ,  Pl]v )+ y(av, 0,v) cE C '(0 )

=2y(v, a 1((5— r2)2p1 y )+23'(v, a2 ((5—r2 )2 p2 v)+y(av, 01v)

=2A/1+ 1 27+10v ,

I 1
/1 --. -- ( t  2 V , at  2  A v)+(v, a 10v)+y(y—  1 )0  2  V , a , t  2 0 +  E (v, a i au x ix f v)

— y2 (v, a i hv)—y(v, a ,gv),
et pour y assez grand, on a:

2y/, = — 2y E  (a,a u X,v, X i v)+ R3
1

IR31<v11 t 2 Av112 +cEy2 11t 2 v12

+c[y311r1v112+yllarvI12+ E Ilxi v112 ].

De même, on a, pour 12 :
_1 _1

I 2 = ( t  2 V , - ia2 t 2  BV ) - 2 y ( t  2 V, ia 2 t  2 O M + E ( t  2 V, iyt 2 a 2 c,,X k v),

d'où l'on déduit:

14 1 21<glit t2 B0 2 +CeY2 11t vil 2 +C[Y 3 11t- 1 1 1 2 +14411 2 ]

+Cy E  It
+

XkyrI 2 .

Finalement on a:

—  2  ni l
-  - (ao,iX iv , X  JO+ R4

a v e c  1R41<4Ilt + Av112 + Ilt Bv119+cd2 11t v112

+chollriv11 2 +1, 11411 2]+c E  Ilxiv112 +cY E Iltlxkv11 2 .

0 = 2  Re ( — 2yt - j/ 0,v, t (yg + y2 h)v)= —2y 2 Re ( — 0,v, (yg +y2 h)v)

et la  <CY 3 11012 .
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C)=2Re(— t 2 82v , itT(o_ r2)2p2v) = 2 Re ( — v, it(6— r2 )2 p2 v),

(-02y, it(6—r2)2p2y)—(ary, _ r 2 ) 2 p 2 0  + (81v, it(8— r2 )2 [3,, p 2 ]y)

0+ (0,v, it(6— r2 )2 p2,0.

Soit, en utilisant l'hypothèse (H) du théorème 2.1:

= 2 Re ( v, 46— r2 )2 p2 v )+R ,

a v e c  1R5 1<ellt 2 BV112  +CEP 2 at112 +CYlla/V112 +CT E II 2 X1Y112 .
Et par suite:

(1)----2Y11( 4  atV11 2 + R6

avec IR6I<Ellt 2 B1, 112 + c j t 12 et 112 + Cy6(1101v112 + E 11Xkv112 )

+CYlle,P112 +CY E Ilt 2 XkP112 .

n-1
C) =2 Re ( — t 2 E .J Jv, it 2  ( 6 _  r 2 ) 2 p 2 v ) = E  2 Re (a i i X,X ; y, — r2)2p20.

1

En tenant compte de l'hypothèse (H), on montre facilement que:
i 1

2 Re (au X ,X i v, it(S— r2 )2 p2 v) est de la forme: (it 2 (6_ r 2)2p 2 v ,  t  2 L(X)v)+ R 7

où 1R7I<C[111112 + nEi Il t 12 X011 2 + 11 t 3 arv112].
i

En retirant alors, comme pour ® et (D, r2)2p2v de  t  2 By, on obtient:

101<ellt 2 Bv112 +C,Y114112 +gY E 11Xkv112 +CY E Ilt 2 X0112 +
1 1

Ci= 2 Re (t 2 (6—  2 )2 p, v, it 2 (8— r2 )2 p2 v)= 2 Re ((ô — r2 ) 2 p1v, it(S—r2 )2 p2 v),

((ô — r2 )2 p1 y, it(S—r2 )2 p2 v)=(v , il[( 6 — r2 )2 Pi, (6 — r2 )2 P2]v)+

+(v, it(6— r2 )2 p2 (5—r2 )2 p, v)+ (y, ill 1 t(fi —r2 )2 p2 v)

où on a adopté la notation: pr =m+13,, f i  E C '(0 ) , i= 1, 2.
Comme [Pi , P 2 ] S(PI, P2), on voit aisément que C) est de la forme:

1 1 1 1
2 • 2 —

2 — ( 6  r 2 \ 2 nRe (a l t v, t (8 —  r 2 )2 p,v )+R e(a 2 t y, t 2i a2 sont C .F2 / où  a  e t

On retire alors it 2 (ô — r2 )2 pl u e t  it 2 (ô—  )2 p2 v  respectivement de t/ Ay et t 4 By,
et on obtient:

j_
101<8[It 2  AvM2 +Ill 2 Rv112 ] + CY[11 etv 112 +  E II t 2 X Y llt 2 VI12].

® = 2  Re (t 2  (yg + y2 h)v, it 2 (6— r2 )2 p2 v).
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On voit facilement que: ICI< Cy2 11t 2 V P.
1= 2 Re (—y(y — 1)t -  v , (6— r2 )2 P20= —y(y— 1)2 Re (r'v , i(S — r 2 )2 p2 v)

et la<C Y 2 111 2  vI12 .

C)=2Re(—t 4  OP), yt 1 E ck x k o= y-2 Re(-0v, t E ek x k o,
( — v ,  tc k X k v )=(v , c k X ,v)+(0,v, tckX k v)+2(e f v, tckx,,O( v)±(0 1v, tck X k e,y).

Par suite: ICI)1< Ilatv112 + e Y E 11 Xkv112 + CY[II t 2 atv112 + E I t
 2  xkvI12 ]•

1 _ 3
@= 2 Re (yt 2 E c,x,v, — y(y — 1)t 2 =  y2 (y — 1) E 2 Re (ck X k v , rit)),

donc Igl < CY2 (1' — 011 1 0 2 .
1 n - 1 1 I 1 n -1IO= 2 Re (yt 2 E  ck X kv , — t 2 E  au X i X i v) = y  E  E  2 Re (ck X k v , — ta i j X,X i v).I • k=1 i<j=1

O r  (ck X k v, —ta u X,X i v)=(v, X k (ck a i i )tX i X i v)+2(v, c k au xk iX,X f v)

+(c k v, a u t[X k , X i X i ]y )+(c k v, a tX  X  X  v ) +(a v , C  a  tX  X  I))„„k_

où on a noté: gk =X t + X k.

n-i
On obtient donc: 141<cAllv11 2 + E II t 2 xkvI12 + II t atv112 ].

(3= 2 Re (y t E ck x k v, r2)2p1 y) =y E 2 Re (ck X k v, — r2 )2 p,v),

(ck X k v, 4(5— r
2)2p 1 p ) = x  a c o t (ô _ r2 )2 p

1 p)-2(c k v, x k t(6—r2 )2 p,v)

—(ck v , t[X ,, (ô — r 2)2 p i v]v)—(ck v, r 2)2p,Xkv)+(ckgkv, Oô— r 2 )2 p 1 v).

On en déduit:

2 Re (ckX k v, t(S—r2 )2 p i p)= v (c)a_ 1 ,  - t 2 t  2  0 _  r y p i p )

- (CO, t[X  k , (ô — 1.2 )2 p i ]v )+ R8= — 11 - 1 2 + R8

avec 1R81‹ CO V112  ± il a k i , 112 ) •
1 I 1 3 1

1) En écrivant :  t 2  (6— r2 )2 p1 v = t 4 A v +t 2 a l ) - 1-  y(y — 1)t--2 - v + t 4 E au x 1x p-
(-1 (yg +y2 h)v il est facile de voir que, pour y assez grand, on a:

12Y/11 v11 t AvI12 + cEY3 111 vI12 +Yllorv112 +Y E 11 t  xkv119-

2) Nous savons, par hypothèse, qu'il existe pour tout k  =1,..., n - 1 ,  des fonctions
Coe réelles H k, Gk  et Sk vérifiant:

[X k , (ô — r2 )2 p 1 ]=H k(S— r2 )2 p1 +Gk ((.5 r2)2p2+Sktet+Lk(X )•
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Par suite:
1

12 =(t 2 ck v, H k t 2 (6—  r2 )2 p 1 v )+i(t 2 C k V , iGkt 2 (6— r2 )2 p2
3 1

+(t 2

-  

Ck V , [Skt 2 4 +  2 1.,,,(X ) v ]) = G ± a  +G
c i se traite comme /,

* lal<C[11 1 2142 +110  41

•

12 + E Ilt 2 xkt12 ]
* On écrit: it 2 (6— r2 )2 p2 v =t 7  Bo +2yt a t v— yt 2 E c k so

et on aboutit aisément à  l'inégalité suivante:

I „--, 1
0  < d i 2 BVII2 +C(Y2 11012 + IlarV112 + Il t T  Xk v1I2)

Finalement, en réunissant les estimations de I ,  et /2 , on obtient:

ICI<FtlIt 1 Av112 + P I Bv112 ]+C(Y 3 11t-  1  OF +Yliatv112 +Y E Ilt / xkv112 ).

Le dernier terme à  examiner est:

'0=2 Re (yt 2 E ckxkv, r (2 yg y2100 = .""y L 2 Re (ck X k v, t(yg+y 2 h)v).

Et on a facilement: Cy3lit v1( 2 .

Fin de la preuv e de la Proposition  3.2.3. En regroupant les informations
fournies par les calculs cD,.. g, on obtient:

3
-

1 n - 1  ea ,- 2 I f2 Re (Av, Bv)=4y2 (y— i)lit v
2

il +-Yllt 4112 +2y x,v, v)

n-i
—2y E (a,a u X i v, 'C./0 +R

1
O Ù  IR ' < 8 [ 3 111 2  4 012 + 5 11t 2 B0 2 ] + C1Y3 0 2  112 +C2Y3 110 2 +(C3 +CE)72 11t 2 0 2

+c4Y3 lIt'v112 +c5Y E Ilt 2 Xh0 2 1- (81, + +C7Y(5) E Ilxkv112

1 1
+COR 2 ar0 2 +(CCEC9+C10 6 )Y1104 2 ±CEP

On fixe alors e<i, To , r e t 6  assez petits et on utilise l'hypothèse de pseudo-
convexité par rapport aux bicaractéristiques, pour achever la preuve de (3.2.3).

3.3. Preuve du théorème 2.1 pour P vérifiant (1.4)

Un opérateur P  vérifiant (1.1), (1.2) e t  (1.4) s 'écrit dans le  systèm e de
coordonnées donné par le lemme 3.1, au voisinage de l'origine:

”-i n-i
P=Di + E  au (t, x,

J
x , y , D O + E

j
11+aD i +

=1 



Unicité du problème de Cauchy 467

où q est un champ de vecteurs C  réel, q(0, 0, 0, q) 0.
L'hypothèse (H) s'écrit:

,
a
3 t , q = a , q  e t  La

a
x i  , q l= b f q

où a, et bi (j=1,..., n—  1) sont des fonctions C .
Q uant A  la  pseudo-convex ité  de  la  su rface  in itia le  { i= 0}  par rapport aux
bicaractéristiques de P, à l'origine, elle s'écrit, d'après l'exemple 1.2.2:

e (o — a  (0)a(0, )> O .C-4

La preuve est analogue à celle présentée dans l'article de R. Lascar - C. Zuily [13].
Nous en donnons une esquisse.

On procède à  la convexification de la surface initiale en posant le changement
de variables:

' =t-6(1x12+Iy12) 0«5< 1  à  choisir
, = x

=

af et se transforment respectivement en ar, et 04-26x ; a r ,  ( j=1 ,— , n - 1 ) .  De
même pour ey i .

Si on note par X , le champ 0,,,: -26x ;0,,, l'oéprateur P s'écrit dans les nouvelles
variables:

—P= — auxixi+q(t', x', y', DO— i E  51 X 1 —t,J=1

avec q(t' , x', y', D )= q(t' + 6 (ix12 +13'12 ), y', Dy ,).
On vérifie aisément que P satisfait encore aux hypothèses du théorème 2.1. On
revient donc aux notations initiales, et on travaille avec:

n — 1 — 1
(3.3.1) N = E  au X ,X ; +q(t, x , y, D y )+  E oci X i +10,+/3.

L'inégalité de Carleman qu'on établit est la suivante:

Proposition 3.3.2. S oit N  de'f ini en (3.3.1) et satisfaisant aux  conditions du
théorème 2.1. Il existe des constantes positives C, yo , To , ro , telles que, pour tout
u eCŒ'(Q), avec supp u c  { 0  t To , +  <r o } et tout y ..›, yo , on ait:

(3.3.3) Y3 R - Y - 4 0 2 +Y t=1
t - Y  

au
0 x i

2
+y aut - Y

t
2

<CHt— Y++

   

Preuve de la Proposition 3.3.2. Il est tout d'abord suffisant d'établir (3.3.3)
avec N  remplace par l'opérateur:

H-,
N 0 = — ai—  E  x fau X,+q.

1,J =1
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On pose a =t 7 v et on voit facilement que:

n -1
N 1 v t N 0 u = — ai)) —y(y —1)t - 2 dv-2yr'a t v—  E  x iau x i v+ qv

i,J=1

+y6t - i E ckx kv+yrigv

où  c, (k=1,..., n— d e t g  sont des fonctions C"' réelles, d(0)= 1. L'inégalité
(3.3.3) résultera, si y est assez grand, de l'inégalité suivante:

(3.3.4) Y3Ilt-4112+YnE1 IlXpl12 + ylla1v112 < O lt  2 N2vIl2

où t 2 N2V=t T A v+ t 2 Bv, avec:
1 3

t 2 Av= —a?,v—y (y —l)t- 2 dv—t E  x iau x i v+t 2 qv  — 21 2

1 1
t 2 Bv= —2yt 2 af v+ 6yt

n - 1

 2  E c k x k v

et A une constante positive à choisir.
En notant que [a, x f]=[x i , x J ]= 0 pour tout i, j=1,..., n —1, on estime:

11- 1 a a •  •  

Avll 2 l i t T" Byll 2 +2y E " ai a0X,v, Xiv)+ 2 4Ilatvil 2

1,i=1 at
3

—2y(O1v, a t at v)+4y 2 (y —1)111-  2  VP 11 1 2  N20 2

a v e c  iRi< 2 8 0 AvII 2 +CZY2 Mt v112 +c[y 3 11t- Iv112 + Ila • 112 + nE1 Ilx 1v112 ]

I 3
+ C(5[yl!arvIl +Y

n -

 E  11Xi vil2 +),3 11t 2 0 2 ] .
1

On choisit alors 1> la, (0)I, T 0 , r et (5 assez petits, et on fixe e <  pour trouver (3.3.4).

3 .4 .  Preuve du théorème 2.2.
On considère au voisinage de l'origine, et sous les hypothèses du théorème 2.2,

l'opérateur:

P=D?.+ j  a u (t, x, y)D Dx . i + p l (t, x, y, D y )

+ip 2 (t, x, y, D ) + oci Dx  j + + 13.
J=1

Comme en (3.2.1), on pose le changement de variables singulier:

/

t= t'[(5 — (Ix  + 1.02 )] = r((5 — r2 )

X' =X

Y'= Y.

0 <(5 <1 à  choisir
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E n notan t P l'opérateur P  écrit dans les nouvelles variables, et X i le  cham p
— r2 ).ax — 2t' x0,, on peut écrire:

(3.4.1) N _((5 — r2 ) 2 = iiiix,x;+ 2 +6(5 — r2 ) 2 q,(e , x ', y ', DO

+ iq 2 (t', x', y ', Dv ) — i((5—r2 ) 1 X i + i(6 — +  — r2 )2 fl

où qi (t', x', y', D )= 1)10'0 — r2 ), x ', y ', DO, j = 1, 2.
N ous a llons exam iner com m ent se  traduisent sur N  les hypothèses du

théorème 2.2

(3(12 (t' , , y ',  11')=0— r 2 ) 
 °

P
2
 (CO— x ', y ', ri')

a t' at

1 ,= —r- a2 (t ,  Y")p2(t16 -
 r 2 ) .

Donc H', ii): a
(;„ q21— —r2), x',a2(r((5 y')q 2 ,

H ui)
0

q 1 1  — 1 [a 1 (t' ( 5— x', +b 1(e((5—t , , y')q 1 r2 ), x', y')q 2 ].

D'autre part, le crochet [q 1 , q 7 ]  est homogène du premier ordre, de symbole:

 
°
a Py

2
j  — 2  't '  a

aPt 2 1— 8
a 1,3, : [ 'a Py ij  —  2xy 

 °
aPt ' 11

1I  — • -dol , P21+
( (5—r2 ) Efi(t% x" , ,  y ' ) . q 2 ]

en vertu de H , i) et H, ii), où f ,  et f 2 sont bornées.
On utilise alors l'hypothèse H , iii) et on obtient:

iii): q21—co1ch+w2q2+
 ( 5 — r2
( M i  +f2q2).

De même, en utilisant  H , ii) et H 2  on montre que:
[X i , ((5— r2 )2 q,] e SUS — r2 )2 q1, ((5—r2 )2 q2 , t'Or , X„,..., Xr] et [X 1 , ((5— r2 )2 q2] e
d'[((5— r2 )2 q2 , X1,..., X e ].
Quant à  la condition H3 , il est facile de voir qu'elle se transforme en:

3C0 >0 tel que: V(t', x', y') e S2+, V E Rr\O
H 3  { 1 (C((5-1- 2 ), x', y', '  a ,(t'((5,(t'((5 — r2 ), x', y')a(r((5— r2 ) „  y',Ot' t

>C0( (5—r2)112.

Enfin, on a clairement: 1 4 : q1(0, 0, 0, ri) v0.
Dans ce qui suit, on reviendra, pour simplifier les notations, aux lettres non primées,
et on supprimera les —.

Soit:
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(3.4.2) N= — 0? — ta.X,X 1 +  — r2 )2 q + i(S—r2 )2 q 2 + 2 ± au x iX i

— i(6 — r2) oti X j +ot(6 — 1.2 )0, + ((5 —r2)213.

Le théorème 2.2 découlera, par une méthode classique, de l'inégalité de Carleman
suivante:

Proposition 3.4.3. Soit N défini en (3.4.3) et satisfaisant aux conditions Hé),•••
H .  Il ex iste des constantes positiv es C, yo, To, r o telles que pour tout u e Cm(Q)
avec: supp u  {0< t< To, lx' +1.YI‹ ro l, et tout y..›-y o , on ait:

(3.4.4) Y3Mt 3 0 2 +Y  ± drY Xj0 2 +y
2

-7 + -1 2 - NUM
2

.

   

Esquisse de la preuv e. Il est tout d'abord clair qu'il suffit de prouver (3.4.4)
avec N remplacé par :

No = —0?— t  auXiX1+ (5— 2 - 1r2 ) (t, x, y, D,,)+ i(S —\ r2)2q2(t, x, y, Dr ).

On pose u = tYv et on calcule aisément : t
- 7 + 1 -  

N o u=t 2 Av+t 2 Bv avec

1 3 1 11 r
2  Av = — t 2 Ot) — y(y — 1)t 2 V — t 2 a i .X iX .1

 +  t 2 ((5_ r 2)2.q i• 2 (yg +72h )v
J 

1 1 r
t 2  Bv= —2yt 2  0,v + yt E c k x,v + it 2  ( (5  r 2 ) 2 q 2 v

où g, h et les ck sont des fonctions C  réelles.
On calcule:

1 1 3 _3 _3
2 Re (t 2  Av, t 2 BV)=4y2(y ' 02 + 272 (7 — 1) Re ( t  2  V , al t 2  y )

1 3 11 3 1
—2y Re (t- 2 a 2  arV) + 4y Re (t -  2  a rV, (a 2 +1)t 2 0 ,0  — 4y2 Re (t -  2  V , ib i t  2 011))

+2y Re rt 
(\ 

a a
a tii '—  a

t  a ,.,)X iv. X i v))1+ R
L 

avec
1 1 3 1

IRI <B[ 3 111. 2  A01 2 + 5 0 2 BV112 ]±CrY 2 Ilt 2 012 ±CrY 3 4 - 1 1 4 2 +(C±COY 3 11t- 2

1
+CY 3 110 2 +C7 3 0 2 0 2 ±(EY+ CAlt 2 arVII 2  +(Ce+ C)yla/V112  + 4 8 Y ± 11X1,0 2

1

+ CY t  It
4 X v I.

On prend alors E < I ,  To , ro et yji assez petits, et on utilise l'hypothèse numérique de
H ,  et l'hypothèse I-1; pour trouver l'inégalité (3.4.3) cherchée.
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