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Introduction

La propriété d'unicité du probléme de Cauchy pour un opérateur différentiel,
a partir d’une surface non caractéristique, a fait I’objet de nombreux travaux dont
les premiers remontent a T. Carleman [7], A. P. Calderdn [6], S. Mizohata [14] et
L. Hormander [10]. Ces auteurs ont donné des conditions suffisantes sur la partie
principale pour avoir 'unicité quels que soient les termes d’ordre inférieur. Cela
dit, la propriété d’unicité, comme I’ont d’abord montré P. Cohen [8], A. Pli§ [16],...
dépend, en général, du symbole total de I'opérateur. Des travaux récents de S.
Alinhac - M. S. Baouendi [2], S. Alinhac-C. Zuily [3], R. Lascar-C. Zuily
[13], S. Alinhac [1], ont permis de clarifier sur certaines classes d’opérateurs,
le role des termes d’ordre inférieur, en fournissant pour I'unicité des conditions
suffisantes et des condition nécessaires.

Le présent travail est consacré a une classe d’opérateurs du second ordre et
constitue une suite naturelle aux travaux de [3] et [13].

On considére dans un ouvert Q de R"*" (dont on note (x, y), xe R", ye R le
point courant), un opérateur de la forme:

P=I |Zgzam(x. WD+ p(x, y, D)) +ipy(x, y, D,)

ou a,, |a|=2, est réel et dans C*(Q), et pour j=1, 2, p(x, y, D,) est un opérateur
homogéne d’ordre 1, a coefficients réels, et dans C®(Q).

Soit (xg, yo) un point de Q et S={@(x, y)=¢(xq, yo)}; do(xq, yo)*+0, une
hypersurface passant par (xo, yo). On se place dans I'un des deux cas suivants:

1. Les formes linéaires p;(xq, ¥o. 1) €t p2(xo, Vo, 1) sont indépendantes.

2. p,=0sur Qet p,(xq, yo. N)EO.
On montre alors que, modulo des conditions de structure (dont une partie est
justifiée dans [3]), I'unicité locale du probléme de Cauchy relativement & S est
régie essentiellement par une notion géométrique liée a cette hypersurface: la pseudo-
convexité par rapport aux bicaractéristiques (Th. 2.1 cf. [13]).

On donne aussi un Théoréme, en coordonnées locales, qui permet d’étudier des
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opérateurs n’entrant pas dans le cadre de cette classification (Th. 2.2 cf. [3]).
La preuve de ces résultats utilise la technique classique des inégalités de Carleman
avec des poids analogues & ceux utilisés dans [5].

§1. Préliminaires

1.1. Notations

On aborde cette section en définissant la classe d’opérateurs sur laquelle on
travaillera. Soient n et me N*. On conviendra dans la suite, d’appeler (x, y)
le point courant de R"*™, x e R", y € R™ et £, n les variables duales de x et y.

Soit S une hypersurface de R"™™, S={p(x, y)=@(xq, ¥o)}. dp(xq, yo)£0 et
Q un voisinage de (xq, yo) dnas R"*™.

On considérera dans ce travail les opérateurs différentiels P définis sur €, de la
forme:

(ll) P=| 'Z<:2 aa(x’ y)D:+pl(x7 ) Dy)+ip2(x» Vs Dy)

ou
1-Le symbole principal p de P est réel et a coefficients dans C*(Q).

(1.2) 2-Pour j=1, 2 p;=pj(x. y, D,) est un opérateur homogéne d’ordre 1,
a symbole réel et a coefficients dans C*(Q).

Nous nous placerons successivement dans I’'un des deux cas suivants:

(1.3) ler cas: Les formes linéaires py(xo, Yo, 1) €t pa(xo, Yo, 1) sont
indépendantes.

(1.4) 26me cas: p,=0sur Q et p,(xy, yo, 1) EO.

1.2. La pseudo-convexité quasi-homogéne

Nous reprenons dans ce paragraphe les constructions de Lascar - Zuily [13].

Désignons par N la sous variété involutive de T*Q\0: N={(x, y; &, n): {=0}
et notons par o la 2-forme symplectique de T*Q.

L’opérateur P est & caractéristiques doubles sur N, et le théoréme de Frobenius
([9]) implique que la sous variété N est “feuilletée’” c.a.d. par tout point mge N,
il passe au moins une feuille locale de N, soit une sous variété connexe F de T*Q
telle que:

mge€ FceN
VmeF, T, F=T,N.
Soit F une feuille locale de N passant par my € N, et soit QF la forme quadratique

induite sur TzM par % Hess p, o Hess p désigne la hessienne du symbole principal

pde Pet M=T*Q.
Nous allons construire, a partir de QF, un invariant défini sur T*F.
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Il est tout d’abord clair qu’étant non dégénérée, la 2-forme ¢ induit un iso-
morphisme:

i=TM — T*M ou i,: TTM— T*M
(z, t) — i(z, )=(z2, i (D)) t—i(t): TM — R
t'— a,(t, t')

Cet isomorphisme en induit un autre ip=TM—>T§M.
D’autre part, F étant une feuille locale de N&M, on a le morphisme surjectif':

jp: TEM —> T*F.

Poson hp=jpoip: TeM—T*F. Le noyau de hg est TpN et on a la factorisation:

TpM—te ,T*F
e /.
Ng(N)
ou Ni(N)= % ol k, est la projection induite par la projection canonique:
TWM—- TTNII\‘I{ , olt rp est un relévement de k;, et ol g est un isomorphisme. On

définit dans ces conditions:

Qp=QForpeg".
Toute cette construction est invariante par transformation canonique, et la forme
quadratique Qy ainsi définie sur T*F, est indépendante du relévement r;. choisi pour
kF-
(1.5) On pose: qr=Qfr+Re py

ou p, est le symbole sous principal de P.
Enfin, si ¢ € C®(Q), on pose @=q@ollof;, ou 6, et Il sont les projections
canoniques: T*F—F (resp.: T*Q—-Q).
On peut, a présent définir la notion de pseudo-convexité dans les cas 1 et 2 décrits en
(1.3) et (1.4). On pose a cet effect:
Ny={zoe N: [1(z9)=(x0, yo), Repyzo)#0 et Im p(z)=0}
N,={zo€ N: I[I(zg)=(xo, ¥o), Re p(zo)*0}.
Définition 1.2.1. Soit P défini en (1.1) satisfaisant a (1.3) (resp. 1.4)). L’hyper-
surface orientée {p(x, y)=o(xq, yo)} est dite pseudo-convexe par rapport aux

bicaractéristiques de P en (xg, yo), si elle est non caractéristique, et si elle vérifie la
condition suivante: ‘

Si z, € T*Q\0 est un point de N, (resp. N,), il existe une feuille locale F

() ( de N passant par z, telle que:

(20, Lo) € T*F, qp(20, {0)=0, Hq,-((/})(zo, Co)=0=”H§F(¢)(Zo’ {o)<0
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ol H,,_ désigne le hamiltonien de la fonction ¢ définie en (1.6).
Cette hypersurface sera dite fortement non pseudo-convexe par rapport aux bicaracté-
ristiques de P en (xg, yg) si:

3z, € T*Q\0, z, € N, (resp. N,), il existe une feuille locale F de N passant
(*) ( par z,, il existe {o e T¥ F:
qi{zo, {o)=0, HA:,:((Z’)(ZOv {o)=0cet H%F(‘T’)(Zo, {p)>0.

1.2.2. Exemple. On se place dans le systéeme de coordonnées (¢, x, y), t€ R,
xeR"', ye R™; et on travaille au voisinage de I’origine, I’hypersurface S étant
donnée par {t=0}.

Soit

n—1
P=D?+ 3 a{t, x, DD, +pt, x, y, D)
ivj=1 X
+ipy(t, x, y, D)+ HZ alt, x, y)Dz+bD,.
a1
On fait sur P les hypothéses suivantes:

1. La forme linéaire p, (0, 0, 0, 1) n"est pas identiquement nulle sur R™.
2. Il existe des fonctions réelles C* pres de "origine o et f§ telles que: '

0
Lé > Pl] =ap; +fp,.

3. Les champs p, et p, sont indépendants a I'origine, ou bien la forme linéaire
p, est identiquement nulle prés de Iorigine.
Dans ce cadre, on a:

N={(t x, y, 2, & N e T*Q\0: {=0}
F={(t,x, v, 1, &, e T*Q0: 1=¢(=0; y=yo; n=ne%0, [t| <ty, |x| <|x0l}.

Un point (z, {) de T*F tel que p(z)=Rep(z)+0 s’écrit:
(1. X, Y0 0, 0, s £y 20 0,0,0,0) avee py(0, 0.0, o) #0 et py(0, 0, 0, 5g)=0
Par suite, on obtient: ¢.(z, {)={3+a(t, x, yo, {3)+pi(t, X, Yo, Ho) OU

n—1 o A
a(t, X, yo, )= X 1 ai(t, x, yo)038s, Lo=(8)cicn—1-
ij=

Comme @(z, {)=1, on a: Hg (¢)=2(, ct H,%,YA((ﬁ):—Z—aaqT’”. La condition de

pseudo convexité () s’écrit donc:

a(0, {;)+ p1(0, n0)=0

Ve RO et =980, 0+ 21 0. 19) >0}

P1(0, o) +0
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ce qui est équivalent a:
W) vée Rr10: 22 (0, &)~ a(0)a(0, &)>0.
Et de maniére analogue:

() 3¢ e R"1\0: ‘g_‘t‘ 0, &)—a(0)a(0, &)<O0.

§2. Enoncé des résultats — Remarques — Exemples

Dans ce qui suit, Q désignera un voisinage du point (xg, yo), S={@(x, y)=
@(xp, yo)} une hypersurface non caractéristique passant par (xq, yo), et Q+=

{(x, y)eQ: 9(x, y)>p(x0, yo)}-
D’autre part, si X,..., X, sont des champs de vecteurs définis sur 2, on appellera
&(X|,..., X,) I'espace de leurs combinaisons linéaires a coefficients C®(Q) réels.

Théoreme 2.1. Soit P un opérateur différentiel défini sur le voisinage Q du
point (xq, yo) par (1.1) et (1.2):

P= | )Ijzz a,(x, y)Di+p,(x, y, Dy)+ipy(x, y. D,).

On suppose que ['on se trouve dans 'un des cas suivants:
i) Lesformes linéaires p,(xq, Yo, 1) et p2(Xg, Vo, n) sont indépendantes.

ity p,=0sur Q et p,(xg, yo, n)EO.
Soit S={(x, y)e Q: @(x, y)=¢(xq, yo)} une hypersurface orientée pseudo-convexe
par rapport aux bicaractéristiques de P en (x¢, yo)-

On suppose en outre que:

[%*pl}eg(p“ P2)
. [% ’ 1’2] €& (p2) pour j=1,--, n.
J

Lpis p2]€€(py, p2)

11 existe alors un voisinage V de (xq, y,) tel que si u est une fonction de C*(Q) qui,
pour un C=C(u) >0 vérifie:

[ [Pu(x, MISCHPutx, pl+lute, i} (x, )€
l u=0dans {@(x, y)<@p(Xg, ¥o)}>
alors u=0 dansV.

Théoréme 2.2. Soit P un opérateur différentiel défini dans les coordonnées
(t, x,y),te R, xe R""', ye R™ par:
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P=D2+ Z a,J(t x, y)Dy, Dy, + py(t, X, y, Dy)+ipy(t, x, y, Dy) o 1<r<n—1

r hypersurface S etant définie au voisinage de I'origine par {t=0}.
On suppose que:

@y PO M0

11 existe des fonctionsa, by, a,, wy, w, bornées dans Q*, avec t%
‘bornée, et £>0 tels que I’on ait dans Q*:
. 0 1
@ i) o P =T[01P1+bxl’2] a;+2>e
i |2 pa|= s N 2yt -, >0
ot t
iii)  [p1s p2l=wipi+wap, (2a,+2—ay)(a, +2)—-bi>e
[j— p ]eé’(p p2)
ax“ J 1 1> V2
@ pour k=1,
‘VL ) i|Eé”( )
Ox, |22 P2

Jce>0 tel que:
@ i ng. oa AN . : 2 +
Yée RNO: —at—(r. x, &)— t—a(t, x, ¥, &)>colé|? dans Q*.

Il existe alors un voisinage V de I'origine tel que, si u est une fonction de C*()
qui, pour un C=C(u) vérifie:

(Pu(t. x. p) < C {17t x, )1+ 4 | 2 (1 x| + i e x, )1, % p)e @

u=0 dans {t<0}

alors u=0 dans V.

2.3 Remarques — Exemples.
i) Le théoréme 2.1 généralise le théoréme de Lascar - Zuily ([13], th. 1.3).
ii) Le travail de Alinhac - Zuily [3] montre que, dans certains cas, les con-
ditions H, i), ii) du théoréme 2.2 sont nécessaires.
ili) Dans R"*2 (cas m=2) muni du syst¢tme de coordonnées (f, x, y), t€ R,
x € R"!, y e R?, considérons au voisingae de I'origine, I'opérateur:

P=D%+ua(t, x, y; D) +c(1, x, y)DJ_,l+id(t, X, »)D,,

ou a(t, x, y; &) est unc forme quadratique réelle et C*, ¢ et d C* réelles, et non
nulles en 0. :

Si vceR"*'\O:%‘t’—(O, & —
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alors le théoréme 2.1 s’applique avec S={t=0}.
iv) Dans R* muni du systéme de coordonnées (¢, x, y,, y,), on consideére, au
voisinage de I’origine, I’opérateur:
P=D}+DZ+(1-t)D, +i(D,, +y,D,)).

Il admet I'unicité, a I’origine, pour S donnée par {t=0}.

§3. Preuve des théorémes
Soit P= ¥ a,(x, y)D2+p,(x, y, D,)+ip,(x, y, D,) défini en (1.1) et (1.2);
|ai=2

et S={p(x, y)=¢(xq, o)} I'hypersurface initiale. Nous donnons, d’abord, le
lemme de réduction suivant:

Lemme 3.1. On peut trouver des coordonnées (t,x;y) de R"*™, teR, xe€
R*"'. ye R™, dans lesquelles:

i) (x0; y9)=(0, 0; 0); ¢ est donnée par ¢(t, x, y)=t

iiy L'opérateur P s’écrit, a la multiplication prés par une fonction C%
rélle, non nulle en 0:

n—1
P=D%+ Z 1 bij(t, x, y)D D, +4q4(t, x, y, D))
ij=

: . ,
+iq,(t, x, y, D))+ 2] b.D,, +aoD,+f

ou les b;; sont des fonctions C* réelles, et oit q;=q(t. x, y, D,) j=1, 2 est un opé-
rateur homogéne d’ordre 1, a symbole réel.
iiiy L'hypothése (H) du théoréme 2.1 s'écrit:
0 0 &
D €6(qy, q2) et 92 |€ (92)

H 0 .
( ) [Txl squ]Ef(qla ‘Iz) et [-ai—j,qz:lebp(qz) J=I,'“,n_l

(91> 921€€(q1, q2).

iv) Si, de plus, P vérifie (1.3) ou (1.4), alors la condition () de pseudo-
convexité par rapport aux bicaractéristiques s'écrit comme dans I’exemple 1.2.2.

Preuve du Lemme. Le probléme étant de nature locale, on raméne, par trans-
lation, le point (x,, y) & I'origine.
Ensuite, I'hypersurface S étant non caractéristique, on peut supposer que

gxi (0, 0)=£0. En posant alors le changement de¢ variables:

T=p(x, v)
Xi=x; j=2,..,n
Y;=y; j=1,...,m.



460 Belhassen Dehman

On peut écrire P, quitte & le multiplier par une fonction C* réelle, non nulle en 0,
sous la forme:

P=D}+ 3 L6l T. X, V)DyDy,+ 3. Dy Dr+di+idqat 3 bDy, +aDr+
isj= c = =
avec q;=q{T, X, Y, Dy) j=1, 2, la surface S étant donnée par {T=0j}.

L’étape suivante consiste & éliminer les termes en DyD;. Considérons les
nouvelles variables:

i'=T
0 15 Loofi 0
X=f(T. X, Y) j=2,...n 57 5¢ transforme en ot 20T ox,
et
— Y, j=1,...,m 0 Lo Ofy O
; ; . 0 o tpe Yk
X, se transforme en k§2 X, x|

et choisissons pour f; la solution du probléme de Cauchy:

o L L& o _
o T & 5x, =0

. f:|r=o= X:

pour tout /=2,..., n

11 est alors facile de voir que 1'opérateur P se transforme en:

~

p=Di+ 3 &;DxDxj+4, +iG,+R+aD,. +p
i<i=
ol les ¢&; sont C*® réelles, §;=d(t',x",y,Dy)=q{T, X, Y, Dy) et Re
é(D,;,...., D).
Pour simplifier les notations, on supprimera dans la suite les ~ et on reviendra

aux lettres non primées. De plus, on fera varier les indices i et j entre | et n—1.

3.2. Preuve du théoréme 2.1 pour P vérifiant (1.3)

Dans le systtme de coordonnées fourni par le lemme 3.1, un tel opérateur
s’écrit, au voisinage de |’origine, & un facteur multiplicatif C*, non nul prés:

n—1
P=D?+ i > aift, x, y)Dy Dy, +pi(1, x, y, D)
<j=1

n—1
+ipy(t, x, v. DY)+ X a;D, +aD+B.
Jj=1

L hypothésc (H) s écrit, toujour d'aprés Ic lemme 3.1:
| 0 ) -
LW ) PlJ =a;p;+ap, et [ . 172} ef(p;) a;, aeC”

g
ot
i .
(H) [a%,pn]eé”(p.,pz) et {E,pz}ea’(,ﬂz) j=1...,n-1

[P, p21€€(py, p2)-
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Et la pseudo-convexité par rapport aux bicaractéristiques de P en 0, se traduit alors

par:

vée R™1\0: 280, 8)~a,(0)al0, &) >0,

3.2.1. Eclatement de la surface initiale
Suivant M. S. Baouendi - E. C. Zachmanoglou [5], on procede au changement
de variables singulier:

t=t'[6—(x|>+|y|»)]=1t'(6—r?) 0<d<1 a choisir

X =X

'

y'=y.

Dans la suite, on notera par.¢é, la dérivation—a— =iD,(ldem pour 0 et L)
ot 0x; 0y;

1 2t'x; ;. 2y
570 5 Op ct 0y, en Oy + -6—:%6,'. -Et
en notant P I’opérateur P, écrit dans les nouvellés variables, on obtient:

0, se transforme en Opy Oy, €0 0.+ -

(6=r2P= =31 'S a,[3=r0 +2xi0 1[0y +20'%j6,]
+2 ’2’] a;;xi[(0 —r2)0x; +2¢'x;0, 1+ (0 —r2)?* py(t', X', y', D)
Fi@—r22py(t', X', 3. D) —i(6—12) "i 8,00 — 12)0s; +20'x}0,]
+&8— 1), +(5—r2)2f

ou on a écrit, pour j=1,2: pr', x', ¥, D,)=p(t'(d—r?), X', y', D).
Dans la suite, on notera par X; le champ (d—r?)dy;+2t'x;0, j=1,....,n—1. On
montre facilement que les conditions du théoréme 2.1 sont encore vérifiées par I'opé-
rateur (0 —r2)2p.

On revient alors aux lettres non primées pour désigner les variables, et on
supprime les ~. Soit:

(3.2.2) N=(0—r?)?p=—-0? Z a X X;+2 Z a;;x; X

(S PRy i — 122y — (5 —12) 'S X o — r2)d, (8~ r2)2B.
1

Le théoréme 2.1 découlera, par un argument usuel, de I'estimation de Carleman
suivante:

Proposition 3.2.3. Soit N défini en (3.2.2) et satisfaisant aux conditions du
théoréme (2.1). Il existe des constantes positives C, yo, Ty, ro telles que pour tout
u e C*(Q), avec supp uc{0<t< Ty, |xX|+|y|< o}, et tout y=v,, on ait:
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e Fulz+y Z le=? Xjul®+yle7™ 7_‘2£||z< Cllt=7* % Nul2.

Preuve de la proposition 3.2.3. 1l est tout d’avord clair qu’il suffit de montrer
(3.2.3) avec N remplacé par I'opérateur:

n—1
=—02— Y a;X:X;+(0—r?)?p, +i(0— r2)?p,.
1
On pose u=17v et on calcule facilement:

X u=X;o+2yx0; 177X Xju= X X0+ 29(x; X j+ X, X )o+2y0;;(8 — r?)v+4y2x;x v
ou d;; est le symbole de Kronecker On en déduit:

n—1
Npw=t"7'Nou=—02—y(y— D)t 20=2y17'0w— 3 a;X:X;v
T

n—1
+(0—1r2)2po+i(6—r2)2pw+y X X w+ygo+yhe
1

ou g, h et les ck sont des fonctlons C*> réelles.

Posons t7N,v—r2 Av+t2 Bov avec:
| _% -3 Ln-t
1Z2Av=—t 202w ~y(y—1I) Zv—12 ¥ a; X, Xv
1

1 1
+t%(6—r2)1p,v+'yt2gu+y2t7hv
1 1 I n—=1 L
t2Bo=—2yt 20+ 7tt Y X+ it2(d—r2)p,v.
1
1 1 L 1 1
On a: [tZN,v)|2=tZ Av|2+|[t? Bv||*+2Re (1% Av, t? Bv). C'est cette derniére

quantité: 2 Re (...) que nous allons calculer.
Pour la clarté des calculs qui vont suivre, remarquons tout d’abord que:

[0, X1=2x,0, et [X;, X;]Je&(X,,..., X,_y, t0,) cela pour i, j=1,...,n—1.
De plus nous noterons L(X) tout éiément de £(X,..., X, - ).
1 _1
@®=2Re(—120%, =2yt 20w)=0.
-3 -1 -3
@=2Re(—y(y— Dt v, =2yt Z30)=4y>(y— Dt 20|l

-1 1
®=" Re(—Z‘yt 2 a'v. rZ Za,jX,va)=2‘y Z 2 Re (a'v, aininv).

Or (30, a; XX )= (v, 2L X X )= (0, a;[3m XX J0)—(v: a ;XX 0,0) -
J J ot j J J J

= —~(v, %at"—" X,~va>—2(v. a;x:0,X jv) — 2(v, a;;X;x;0,0) — (v, a;;X; X ;0,0).

Comme X¥* — X;e C*(£), on obtient:
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2 Re (30, a, XX p)= ( 4

9a;; X, va)+(L(X)v, ov)+R,

avec |R,|<cte (Joll2+110,v]3).

On en déduit:

n-1 n=-1
@=27F (% X, Xp) 4R, avee [Rol<e T [Xpl2+ C,1a012+Clol?

_1 1
@=2Re(—2yt 2o, t2(6—r)?p,v)=2y 2Re (-0, (6 —r?)?p,v)
=29(v, (§—r2)2[d,, p,Jv)+y(w. dp)  ae C2(Q)
=29(v, a,(5—r?)2p,v)+2y(v, a (6 —r?)?p,v) +y(aw, O,v)
=2y[I, +1,]+y(av, d,0).
_1 1 1 _3
I,=(t Zv, a;t? Av)+(v, a,0?0)+y(y—1(t 2v,a,t 2

—y*(v, aghv)—y(v, a,gv),
et pour y assez grand, on a:

)+ Y (v, a,a;X.X )

n—1
291, =-2y % (a,a;;X;v, X;v)+R3
1

1 -1
oll |R,|<e|t? Av||2+Cy?t *v|?
+CAI o2 +yld0)2 + X 11X o).
De méme, on a, pour I,:
_1 1 _1 _1 -1 1
I,=(t v, —ia,t2 Bv)—=2y(t %v, iayt 20,0)+ 2 (t 2v, ivt?acX,w),
K
d’ol ’on déduit:
1 _1
1291, <elltZ Bu||2 4+ Cp2|t 2 v]I2+ C[y3lt~ "ol +7[0,0]%]
1
+C'y };, 1tZ X, vl|2.

Finalement on a:

n—1
®=-2 ; (aja;;Xw, Xjv)+R,

1 1 -1
avec |Ryl<e[llt? Av|? + [[t2 Bo|| 2]+ Cy?|t *v|?

1
+CIY N ol2 49100121+ C 1 X 0l2+C'y T 1112 X2

- 1
®=2Re(=2yt 2, 1% (yg +y2h)) = —2y 2 Re (— v, (vg+72h))
et |®I<CrIvl2
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®=2Re (=12, it?(5—r2)p,v)=2 Re (—2v, it(d - r?)2p,v),
(—02v, it(6 — r¥)2p,v)=(8,0, i(6 —r2)2p,v) +(d, it(6—r?)?[0,, p,1v)
+ (0, it(6—1r2)2p,0v).
Soit, en utilisant I’hypothése (H) du théoréme 2.1:
®=2Re (9,0, i(3—r2)2p,0)+R;

il 1 1
avec |Rs|<elt? Bo|2+C,[|12 002+ Cylldp]|2+ C'y 3 (|12 Xyl
k

Et par suite:
-1
®=2y[t 200lI*+Rs
1 L
avec  |Rq|<ellt? Bol>+C It 2 dw]*+ Cyd(l|dv]|*+ % 1 Xvl1%)

1
+Cylldvl2+C'y § 22 X0l

1 =1 1 n—1 ‘
@M=2Re(—12 Y a;X;Xv, it2(6—r?)?pv)=— 3 2Re(a;;X;X v, it(6—r2)?p,v).
1 1
En tenant compte de I'hypothése (H), on montre facilement que:

1 1
2Re(a;X;X v, it(d —r?)?p,v) est de la forme: (it2(d—r?)2p,v, 12 L(X)v)+ R,

n=1 1 3
ot [R,I<C[lvlI*+ ; 12 Xiwll2+ 112 6,0]|12].

1 1
En retirant alors, comme pour (@) et (8), it 2 (6 —r?)2p,v de t? Bv, on obtient:

1 1
IDI<elt? Bo|2+ Coyllowl|* +ey X 1 Xwll2+Cy T 112 Xl>+ Cllv]2.

1 1
®=2Re(t2(6—r2)?p,v, it2(5—r2)?p,v)=2Re (6 —r?)?p,v, it(d —r2)?p,v),
((6—r2)2pyv, it(0—r2)?pyv)=(v, itl(6 —1r*)*py, (6—r?)?p,]v) +
+ (v, i3 —r2)?py(3 —r?)?p )+ (v, if1(0—12)*p,v)

ol on a adopté la notation: p¥f=p;+f;, f;€ C(Q), i=1, 2.
Comme [p,, p,]€&(p,. p,), on voit aisément que (8) est de la forme:

1 1 11
Re (o, t2 0, it2(6—r?)?pv)+Re(ayt?2 v, t2(6—r?)?p,0) ol oy et a, sont C*,

1 1 1 1
On retire alors i12(6—r2)?p,v et it2(6—r2)2p,v respectivement de t2 Avet t 2 By,
et on obtient:

i 1 1
(®I<elllt? Aol + 112 Bo| 2]+ Cy[I0012 + X 1112 Xiwll 2 +yllt 2 0]2].

1 1
=2 Re (tZ(yg +7y2h)v, it2(6—r2)2p,).
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1
On voit facilement que: |®)|< Cy?|t 2 v||2.

-3 1
@=2Re(—p(y—1)t 20, it2(6—r2)2p,v)= —y(y— 1)2 Re (t"'v, i(6— r?)2p,v)

1
et @< Cy?r Zv|2

1 L
@=2Re(—120%, 12 Y ¢, X w)=y-2Re (-0, 1 Y ¢, X,v),

(—d%v, te X 0)=(0, ('kab)+(i),t>, e X 0) +2(0,0, tepx,0,0)+ (0,0, 1¢, X 0,).

1 1
Par suite: |@I<Coylldw]?+ey Z1Xwl*+Cylllt2 00l + X lI12 X,0)2].

-3
2

1
@=2Re(yt? ¥ o Xyv, —y(y— 1t 2v)=y%(y—1) X 2 Re (¢, X0, t7'0),

1
donc @< Cy2(y=Dlr 2v]2.

1 n—1 n—=1 n-—1

1 n—1 1
=2 Re(yt? ; X, —t? Xl: a; X X;p)=y 3 ¥ 2Re(¢ X, —ta;; XX ,v).

k=1 1<%
Or (aXyv, —ta; XX p)=(v, Xp(ce@;)tX; X ;v)+2(v, cxa;;x 1 X ;X ;v)
+ (ks ait[ Xy XX ;J0)+(cpv, a;t X X ; X0) +(gyv, cpa;jt X, X jv)

ou on a noté: g, = X¥+ X,.

n—1 s 1
On obtient donc: |@)| < Cy[llv)?+ X |12 X |2+ (112 0,0)%].
1

@=2Re (yt% > ¢ X0, r%(é—rz)zp,v)=y > 2 Re (e Xy, (5 —r2)2p,v),
(e X0, 16— r2)?p,v)= —(v, X\ (c )6 —r?)?p,v)—2(cyv, Xx1(6—r2)?p,v)
—(cxv, 1[X,, (6=r2)?pyv]o) = (crv, 18— 12)2p X, 0) + (crgiv, HS—r?)?p,v).
On en déduit:
2 Re (e X v, (6 —r2)2p,v)= —([Xk(ck)+2x,‘ck—g,‘,ck]t%v, t_é(é—rz)zp,v)
— (e, 1[X;, (6—1r3)?p Qo)+ Rg=—1,—1,+R,
avec |Rg| < C([[o]1? + 11X, 0]1?) .
12 En écrivant: t%(é—r2)2p10=t%Av+t170,zv+y(y—])t~%v+t% Y a; X Xv—
tZ(yg+7*h)v il est facile de voir que, pour y assez grand, on a:
(291, <elr® Aol + COR I 2ol 49100l 4+y X 117 X,0l2].

2) Nous savons, par hypothése, qu'il existe pour tout k=1,..., n—1, des fonctions
C* réelles H,, G, et S, vérifiant:

[Xi (6—r*)?p]1=H 8 —r*)?p, + Gy —1?)*p,y + 816, + Li(X) .
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Par suite:
1 1 1 L
I,=(tZcw, Hit2(8—r?)?p0)+i(t2 ¢, iGt2 (68— r2)2p,v)

1 3 1
+(tZew, [St2ov+ 1T LX) =)+ +@)
* @ se traite comme I,
L 3 1
 I@ISCL vz + 12 a0l + X 112 Xiwl?]
1 1 _1 1
* On écrit: it2(6—r2)2po=t2Bv+2yt 20 —yt% ¥ ¢S
et on aboutit aisément & I’inégalité suivante:
1 n—=— 1
@)l <ellt? Bol2+ C(y* vl + 1 0,0]|% + }; It X, 0ll%)
Finalement, en réunissant les estimations de I, et I,, on obtient:
i 1 L 1
@ <ellltZ Avl|? + |2 Bol21+ C( It~ 2 ol 2 +yl0012 +7 X 112 Xeol?).
Le dernier terme & examiner est:
1 L
@®=2Re(ptZ ¥ ¢, X0, t Z(yg +y2h)w)=y X 2 Re (¢, X v, t(yg +y2h)v).

1
Et on a facilement: |@)| < Cy3||t % v|%.

Fin de la preuve de la Proposition 3.2.3. En regroupant les informations
fournies par les calculs (@),..., @), on obtient:

-3
2

_1 n— .
2Re (Ao, Bo)=4y2(y— DIt 2v|2+2y]t Z0p)2+2y z‘("’g“ X, va>
1

t
n—1
'-2')7 Z (a|a,'jX"U. XJU)+R
T
1 1 1 1
ou |R|<e[3]1% Av||2+ 5]t 2 Bo|2]+ C p3[[t 2 0|2+ Cop3 0> +(C3 + C It 2 v|)?
1
+C 3t |2+ Csy X 112 X2 +(ey + Co + Co70) X | X wll?

1 -1
+Cayllt20w]2+(Co+ Co+ Crod)y[10w]2 + C,llt 2 dy12.

On fixe alors <+, Ty, r et & assez petits et on utilise I'hypothése de pseudo-
convexité par rapport aux bicaractéristiques, pour achever la preuve de (3.2.3).

3.3. Preuve du théoréme 2.1 pour P vérifiant (1.4)

Un opérateur P vérifiant (1.1), (1.2) et (1.4) s’écrit dans le systeme de
coordonnées donné par le lemme 3.1, au voisinage de I’origine:

n—=1 n=1
P=D%+ i;;] a;{t, x, y)D,,D, +q(1, x, y, D))+ jg,‘ a;D, +aD,+f
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ol q est un champ de vecteurs C*™ réel, ¢(0, 0, 0, n)=0.
L’hypothése (H) s’écrit:

——,q|=a,q et —,q =:b.q
[m ! Ox; g

oua,eth;(j=1,.., n—1)sont des fonctions C*.
Quant a4 la pseudo-convexité de la surface initiale {t=0} par rapport aux
bicaractéristiques de P, a I’origine, elle s’écrit, d’aprés I’exemple 1.2.2:

Ve RN0: —‘j;;- (0, &)—a,(0)a(0, &)>0.

La preuve est analogue a celle présentée dans I’article de R. Lascar - C. Zuily [13].
Nous en donnons une esquisse.

On procede a la convexification de la surface initiale en posant le changement
de variables:

1'=1—=0(]x|>+1y?) 0<d<! a choisir

0, et 0, se transforment respectivement en d,. et 0x;—20x;0, (j=1,...,n—1). De
méme pour 0, .

Si on note par X; le champ d,; —28x;d,., I'oéprateur P s’écrit dans les nouvelles
variables:

ﬁ_ 62 n—t1 ~ ’ ’ 7 .”~l ~ o~
= =0k 3 XX, +q(t X'y, D) =i'Y &;X;— 6o, +p

avec q(t', x', y', D) =q(t' +8(Ix|> +y|?), x', y', D).
On vérifie aisément que P satisfait encore aux hypothéses du théoréme 2.1. On
revient donc aux notations initiales, et on travaille avec:

n—1 n—1
(3.3.1) N==0— Y ayX.X;+q(t,x, y, D)+ ¥ o;X;+0d,+p.
1 1

i j=

L’inégalité de Carleman qu’on établit est la suivante:

Proposition 3.3.2. Soit N défini en (3.3.1) et satisfaisant aux conditions du
théoréme 2.1. 1l existe des constantes positives C, yqo, Ty, 1o, telles que, pour tout
u e C*(Q), avec supp uc{0<t< Ty, |x|+|y|<ro} et tout y>=y,, on ait:

t-v_ai

2
ty ot ‘

3 g—y—2 2 n_l 4 - 5u
(333 Ploriuliey S [z g

2 1
\ <Clltr+ % Nul2.

Preuve de la Proposition 3.3.2. 1l est tout d’abord suffisant d’établir (3.3.3)
avec N remplace par I’opérateur:

n—1
No=_a%—‘ Z X;a,-jxi+q.
1

i,j=
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On pose u=1"v et on voit facilement que:

n—1 '
Npw=t""Nou=—0%v—y(y— Dt 2dv—=2yt"'6pv— X X,a;X;v+qv
i,7=1

n—1
+9017 Y o X w+ytT gy
. /

ou ¢, (k=1,....n—1), d et g sont des fonctions C* réelles, d(0)=1. L’inégalité
(3.3.3) résultera, si y est assez grand, de I’inégalité suivante: ‘

n=1 1
(3.3.4) PleTol2+y Z, X012+ 70,012 < Cl[t2 N,o|?

L 1 1
ol t2N,v=t2Av+1t2 Bo, avec:

1 3 1 1 1
12 Av=—02—y(y— Dt 2dv—12 ¥ Xa;Xp+t2qv—7t20p
0,751

L -1 ~Ln=1
t2Bo=—2yt 200+6yt 2 Y X
1

et A une constante positive a choisir.
En notant que [d,, X;1=[X;, X;]=0 pour tout i, j=1,..., n—1, on estime:
1 % n—1 aa-j
117 Av|) + )% Bo||2 +2y ._zl< %4 —ala,-j)X;v, Xju>+2/1y||6,v||2

,J=

3 L
—29(0,v, a,0p)+4y*(y— DIlI™ 2 v[2 < [I12 Nyo|* + R

1 1 n—1
avec |R[<2e|[t? Av[>+Cy?|It 2o[2+C[y* I o2+ [0wlI*+ X 11X ;01%]
1

n—1 _3
+ Coylowl®+y ; I X012 +y3t 2 v]2].
On choisit alors A>|a,(0)|, T,, r et & assez petits, et on fixe ¢ < & pour trouver (3.3.4).

3.4. Preuve du théoréme 2.2.

On considére au voisinage de I’origine, et sous les hypothéses du théoréme 2.2,
I’opérateur:

P=D,2+ '<'Zl al‘j(t’ X, y)Dx.-ij"'pl(t’ X, Y, Dv)
i<j=
+ipy(t, x, v, D)+ ¥ ;D +aD+p.
=

Comme en (3.2.1), on pose le changement de variables singulier:

t=t'[6—(x|2+yH)]=1(6—-7r?) 0<d<1 a choisir
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En notant P l'opérateur P écrit dans les nouvelles variables, et X; le champ
(6 —r?)dy; —2t'x 0, on peut écrire:

(34.1) N=(6—r2?P=—0%— ¥ ay;X.X;+2 % a,xiX;+(6—r22q,(t'’, X', y'. D,)
1 1

+igy(t, X'y y' D)= i(6—12) £ 4, X 48— r2)o, +(5—r2)2f
1

ouqit', x', ¥, Dy)=pt'(6—r?), x', y',Dy), j=1, 2.
Nous allons examiner comment se traduisent sur N les hypothéses du
théoréme 2.2

_a_q_z ’ ’ W AN g2 apz ’ 2 _ ’ ’
0t1_(1*x’.}*r])_(6 ')at (’(6 ’)a-\~y,'1)

= tL a(t'(6—r2), x', y)p(t'(d—r2), X', y', n').

Donc H’l li): [7?7,, qZ:I= ——tlfaz(f'((s—;-z), ,\'l, }7,)q2a

Hy )|~ a1 |= o La (0= ). X ), + b, = 1), X' ¥)as).

D’autre part, le crochet [g,, g,] est homogene du premier ordre, de symbole:

1 & 0p, [0ps _ uﬁpz]_ opy [ 0py _ uﬁplﬂ
i J§I|: ar]] I:ayj 2yjt ot a']l [ayj 2th ot

1 | | b P
=7 e p2dt 5y LW X 040+ h00 X )]
en vertu de H, i) et H, ii), ou f; et f, sont bornées.
On utilise alors ’hypothése H, iii) et on obtient:
- 1
H"iii): [q, q2]=w1q, + 0292+ 57 (/19,1 +/29>).

De méme, en utilisant Hj, ii) et H, on montre que:

(X (6—r)?q,]e 8[(6—r*)?qy, (6—r2)2qy, 1'0p, Xy, X, ] et [X, (6—12)2q,] €

EL(6—r?)q,, 10y, Xy,..., X,].
Quant a la condition Hj, il est facile de voir qu’elle se transforme en:

3Cy >0 tel que: V(1. x', y)eQ*, VEe R"\O

H:I‘ da ;. s 2 ’ ’ 1 ’ 2 ’ ’ ’ 2 ’ rox
'a_t"/‘(t(o_’ )* Xx)’aé)_?“th(’((s—' ),Xa.V)a(f((S—' )9x»yig)
> Co(6—r2)|¢J%.

Enfin, on a clairement: H{: q,(0, 0, 0, ) =0.
Dans ce qui suit, on reviendra, pour simplifier les notations, aux lettres non primées,
et on supprimera les ~.

Soit:
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(34.2) N=-0}- ili a; X X;+(0—r2)2q,+i(6-r?)?q,+2 2:: ayx.X;
—i(6—r?) ;r: ;X ;+ (8 —r2)d, + (8 — r2)2p.

Le théoréme 2.2 découlera, par une méthode classique, de I'inégalité de Carleman
suivante:

Proposition 3.4.3. Soit N défini en (3.4.3) et satisfaisant aux conditions Hg, ++- ,
Hj. 1l existe des constantes positives C, yo, Ty, 1o telles que pour tout ue C*(Q)
avec: suppuc{0<1< Ty, |x|+|yI<ro}, et tout y=y,, on ait:

’ _,_3 r el 2 ol
G44) Pl ey ¥ ||t-vX,.u|t2+y“r ; 2%’,‘_” <Cllt " N2,

Esquisse de la preuve. 1l est tout d’abord clair qu’il suffit de prouver (3.4.4)
avec N remplacé par:

No=—02— i a; X X;+(0—-r2)2q,(t, x, y, D))+ i(6—r?)2q,(t, x, y, D).
1
el L i
On pose u =t"v et on calcule aisément: ¢ A Nou=t%Av+1t2 Bvavec

1 1 _3 L 1 1

t2Av=—t20k—y(y— 1)t 2vo—1t% 3 a;X;X;p+12(0—r?)2qv+12(yg +y*hw
1

1 L L L

tZBo=—2yt 200+ 912 Y ¢ X, w+it2(6—r2)2q,v

1

ou g, h et les ¢, sont des fonctions C* réelles.
On calcule:

2Re (% v, ¥ Bo) =4y~ Dl Fol + 2920~ DRe (o, 0yt
—2yRe( ¥ 0, a, 3 30)+ 4y Re (720, (ay + 1) 7 0) — 42 Re (1 7 v, iby 1 T0)
earRe[ £ (%5~ e x) o

avec

IRl < o[311F Av|2+511% Bol2]+ 2l F ol24+ Cpdll -1l 2+ (C+ Colle F o2

1 -4 r
+CP o2+ Cy3|t2 o2 +(ey+ Cllt 2 dpll>+(C,.+ C)yllow]|* +4ey ; X2

r L
+Cy 2 lIt2 X0ll%
1

On prend alors e< £, Ty, ro €t y5! assez petits, et on utilise I’'hypothése numérique de
H,, et ’hypothése Hj pour trouver I’inégalité (3.4.3) cherchée.



[1]

[2]

[31

[4]

(6]
[7]
[8]
(91

[10]
([

(12]
[13]
[14]
[15]
(16]
(7
(18]

(191

Unicité du probléeme de Cauchy 471

DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUE
UNIVERSITEDE PARIS - SUD

Bibliographie

S. Alinhac, Non unicité du probléme de Cauchy pour des opérateurs de type principal,
Séminaire Goulaouic - Schwartz, Exposé n° 16, Ecole Polytechnique Paris (Mars 1981), et
article a paraitre Ann. Math., 116 (1982).

S. Alinhac -M. S. Baouendi, Construction de solutions nulles et singuliéres pour des
opérateurs de type principal, Séminaire Goulaouic - Schwartz, Exposé n°® 22 (1979).

S. Alinhac -C. Zuily, Unicité et non unicité du probléme de Cauchy pour des opérateurs
hyperboliques a caractéristiques doubles, C.P.D.E., 6 (7) (1981), 799-828.

H. Bahouri, Unicité et non unicité du probléme de Cauchy pour des opérateurs a symbole
principal réel, Thése 3éme cycle, Orsay, et article a paraitre.

M. S. Baouendi-E. C. Zachmanoglou, Unique continuation of solutions of partial differential
equations and inequalities from manifolds of any dimension, Duke Math. Journal, 45 (1978),
1-13.

A. P. Calderon, Uniqueness for the Cauchy problem for partial differential equations,
Amer. J. of Maths, 80 (1958), 16-36.

T. Carleman, Sur un probléme d’unicité pour les systémes d’équations aux dérivées partielles
a deux variables indépendantes, Ark. Mat. Astr. Fys 26 B n° 17 (1939), 1-9.

P. Cohen, The non uniqueness of the Cauchy problem, O.N.R. Technical report n° 93,
Stanford University (1960).

J. J. Duistermatt, Fourier integral operators, Courant institute of Math. Sc. New-York
University 1973.

L. Hormander, Linear partial differential operators, Springer Verlag 1963.

L. Hérmander, Non uniqueness for the Cauchy problem, Lecture Notes in Math. Springer
Verlag n° 459 (1975), 36-72.

J. Hounie-M. E. Moraes-Melo, Uniqueness in the Cauchy problem for a class of differential
operators with double characteristics, Preprint.

R. Lascar-C. Zuily, Unicité et non unicité du probléme de Cauchy pour une classe d’opér-
ateurs a caractéristiques doubles, Duke Mathematical Journal., 49 n° 1 (1982).

S. Mizohata, Unicité du prolongement des solutions des équations elliptiques du 4eme
ordre, Proc. Japan Acad., 34 (1958), 687-692.

L. Nirenberg, Uniqueness in Cauchy problem for differential equations with constant leading
coefficients: C.P.A.M., 10 (1957), 89-105.

A. Pli§, A smooth linear elliptic differential equation without any solution in a sphere,
C.P.AM,, 14 (1961), 599-617.

X. Saint-Raymond, L’unicité pour des problémes de Cauchy caractéristiques en certains
points, C.P.D.E, 7 (5) (1982), 559-579.

F. Tréves, A link between solvability of pseudo-differential equations and uniqueness of the
Cauchy problem, Amer. Journ. of Math., 94 (1972), 267-288.

C. Zuily, Lectures on uniqueness and non uniqueness of the non characteristic Cauchy
problem, “Progress in Mathematics' Birkhduser Boston Inc.



