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Problème de Cauchy faiblement hyperbolique II

Par

Daniel GOURDIN

Introduction.

O n construit des inverses, dans la classe des opérateurs intégro-pseudo-
différentiels de Volterra, du problème de Cauchy  à  données nulles, associé à  des
équations hyperboliques du second ordre et  à  des systèmes hyperboliques de deux
équations du premier ordre, à  caractéristiques de multiplicité variable, sous des
hypothèses moins restrictives que celles énoncées dans un premier article [1].
D 'autre part, certaines démonstrations esquissées dans [1] sont plus largement
développées dans ce travail complétant et approfondissant [1].

I. Hypothèses et résultats.

On utilise:
j )  les espaces fonctionnels de Sobolev Hs,„,(X) (s e R, m e N ) sur une bande

X de RI+ 1 définie par

X =, T , 1 =  {x e R ' ;  x 0 e [T_, x' e R 1}

avec x = (x o , x ')= (x o , x,,..., x i), — co < T _ < T + < + oo,
ii) les classes de symboles d'opérateurs pseudo-différentiels:

v,ho„,(X  x C_ x '), x C x '), S'p ,h o „,(X x

x  C _  x  ' ) ,  S,„(X x C x  ' ) ,

iii) les classes de sym boles dépendant d'un param ètre te R + ,  de noyaux
pseudo-différentiels d'opérateurs intégro-pseudo-différentiels:

S p,r,e,honi(R + X R i + 1 x C_ x S V , E , h 0 M ( R  x R 1+1 x C x  ' )  ,

x R '+ ' x C_ x  ' ) , x R 1+1 x C x ' ) ,

E R , v  e  Z , e R +  = ] 0, + co[, C ± = {Z E C ; +IM Z  0}, E R'; 0 0 ) ,
e RH - 1 ; 001 avec (4 , variable duale de x),

iv) les espaces d'opérateurs pseudo-différentiels L ( X )  et 4 4 (X ) à  symboles
de classes signalées dans ii),
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) les espaces de noyaux pseudo-différentiels Lo ,„,(R + , R '± ')  e t  L „,(R + ,
R i )  dépendant du paramètre t e R + , à symboles de classes signalées dans iii),

vi) les e s p a c e s  d 'o p é ra te u rs  intégro-pseudo-différentiels  X )  et
L'A ,„,,(U ,, X ), restrictions à  X  d'opérateurs intégro-pseudo-différentiels s'écrivant
sous la forme:

a a(t)U ,(t)dt
R+

noyaux pseudo-différentiels a(t) respectivement dans les espaces 4,,,,(R + , R I+ 1 )
e t  L ,,,,(R + ,1V+1)  (signalés dans v )  et formant les espaces R 1 + 9  et

R i+ 1 )  respectifs, associés à un semi-groupe U 1(t) (cf. §.II).
Tous ces éléments sont définis par V. la. Ivrii dans [2 ] , et résumés dans la

première partie de [6]. L ( X )  et X) d'une part, L'o ,„(X) et X)
d'autre part sont des sous-espaces respectivement de .2 ,„(X ) et Y  0 ,(X )(cf. [2] p. 10),
qui désignent des espaces d'opérateurs de Volterra opérant sur  H m (X) à  valeurs
dans H V (X ) (Vs e R, V m e N, = sup (y, 0)). 4, v(X ) est un sous-espace
de ..r,v(X) défini dans [2] p . 10.

1. Problème de Cauchy pour les équations du second ordre.

22 a2
+ Poo(x)P =  +  E  P -• (x )   + E q k (x ) - -OX6 0‹i‹.;</ o x i u x i  k=0 aXk

(i,j)*(0 ,0 )

est un opérateur vérifiant les hypothèses suivantes (cf. [1]):
1) Les coefficients c = p11 , (V  j, k =0 ,..., I )  de classe C'(12 1+1)  sont tels

que:

lim  c (x )=  c ( x 0 ) e C (R )
I 1—■ GO

sur  + ix'1),1(  ax
a
x pc(x)—c co (xo v< + 00

vx = RtV_ , T + 1, V p e N, V  13 =(fl o ,..., fl i) E  N '.

2) Les racines Ai (x, et /12 (x, en du polynôme caractéristique i2 P2 (x,
de P définissent des fonctions et 4, à valeurs réelles, de classe S',,„„„,(R i+ ' x
on note:

)= /11x , (x e W+ 1 , e j  = 1, 2) ;

1 I a2P 
{A i,  4 2 }  e t  K =P 1 - -  E 2 sont respectivement la parenthèse de Poisson

2 a f ax ;
de A 1 e t .42  et le polynôme sous caractéristique de P (P, et P2 sont les parties homo-
gènes de degrés respectifs 1 et 2 en du sym bole de P).

On obtient le théorème I suivant complétant le théorème 1 de [1 ]  du fait que
)62 + 4 y  est ici de signe quelconque.

Théorèm e I. Sous les hypothèses précédentes, pour toute bande X  = +3
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de voisinage X ° =R Q 1
 T OI

tel que: il existe des constantes a, fi, y avec a (resp. a

4172
1), 0< —(fl2+4y)< —  T )2  o u  /32 +4y ,>..0 e t u n  sy m b o le  b  S 'o ,h 0 .(X ° x  =')

°
vérifiant dans X ° x  '  la condition:

(C1) I{A2, Al}, A 11= MA2, Ail +Y (A2 — At)

(resP. {{Ai ,  A2},  4 2}= A21 +Y(A — A 2 )) et la condition

(C2) (K  + 1 —
2

2°6 { 4  4 2 })  0 =b(A 2 —A1),

le problèm e de Cauchy  "à donneés nulles" (cf . déf inition de 11,, p (X ) dans [2 ] et
[6]):

(1) P y = f  ( f e  H  (X ))

possède une et une seule solution y  e H t _ [ , ] , p + 1 _ [ A (X ) avec p= a (resp. p=1— a)
où [p] est la partie entière de p.

2. Problème de Cauchy pour les systèmes de deux équations du premier ordre.

h = 12 -n—a—+ h i (x)  ax
a

 i  +11 0 (x)ux o  J =1

est un opérateur dont les coefficients hj  (j=0 ,..., I)  sont des matrices à. deux lignes et
deux colonnes de fonctions de classe C"(1V+1)  vérifiant l'hypothèse 1) relative à. P
et /2 est la matrice unité. On suppose que le déterminant de la matrice caracté-
ristique iH  de h vérifie l'hypothèse 2 ) relative à. i 2 P 2 . De plus, en appelant A  la
matrice des cofacteurs des éléments de H dans le développement de det H, on suppose
que pour j = 1, 2:

inf 11/1;(x; ')1; x E W l= 1} >0.

On obtient alors le théorème II suivant complétant le théorème 2 de [1 ] du fait
que #2 + 4y est ici de signe quelconque.

Théorème II. Sous les hypothèses précédentes, pour toute bande X  = RIV
de voisinage X ° = RrT ô , T o+ i tel que: il existe des constantes réelles a, 13, y avec  x 0

4/7 2  

(resp. a 1), 0 <  —(J32 + 4y)< (T —  T )2 o u  f l 2 + 4 y  0  e t u n  sy m b o le  b e°
5
0 hom (X

° X
condition:

(C'2 ) [K ' +  1l x  { A  A  } A i _ =b(A  —  A  )
2 1 ,  A 2 }AI 2 1

où K ' est le polynôme sous caractéristique du système (cf . [3 ] p. 15 et [4 ] p. 460),
le problème de Cauchy "à données nulles"

') vérifiant dans X ° x la condition (C 1) énoncée au théorème 1 et la

(2) h y =f  ( f e  W p (X ))
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possède une solution et une seule y  e _rpi,p_Epi(X) avec p=a (resp . p=1— a);
H Q (X )  désigne les colonnes dont les deux  com posantes sont des fonctions de
classe 1-1 (X ).

II. Démonstrations.

1. Cas des équations du second ordre.

On utilise la proposition 1 suivante:

Proposition 1 . ([1]). L a condition (C 2 )  est v érif iée si et seulem ent si pour
a c h aq u e  b an d e  X  d e  v o is in ag e  X ° , i l  e x is te  d e s  o p é rate u rs : 0.—J 0 x ,

—iA i (x ; grad x ,)où A i ( x ;- i
l-g rad , c ) e L i ,o (R ' )  a pour sy m bo le  p rinc ipal

k i (x, = 1, 2) et un opérateur r E L o (R ' ' )  vérifiant

(3) P=a2a1+c[81 , a2] + r d a n s  X

où [ai, 02]= aia2—a2a, est le com m utateur de a, et °2'

On opère alors trois réductions de P, afin de construire des inverses de Volterra de P.
Première réduction de P.
Soit U 1 (t) le semi-groupe d'opérateurs de générateur —a, (cf. [2 ] p. 26, et [6 ])

e t  L i t ,„,,(U,, X )  les classes d'opérateurs intégro-pseudo-différentiels de Volterra
associées.

Pour tout p constante complexe, on définit alors:

0'; = T - 1 (m — tm-P- Ui(t)O irdt

où  F(z ) est la fonction d'Euler, Re p <p + , m = [ p ] + l  e t  m  un entier
non négatif m+ . Alors 01; ne dépend pas de m,>. m + ,  07e 4 ) + ,„,* (X ) où p + =
=sup (m + , 0) et

01' E L p + , p + , p ,  - 1 „  _6 (U 1 ,  RH- 1 ) (0 .<6 <p ,— p + ).

Proposition 2. Supposons c> 0 et {{A 2 , A 1 }, A i l = fl{d 2 , .4 1 } +7(z1 2 - 4 1 ); on a
alors:

P' = 0Ï7P07 = 0,0 i + r + R i + R2

dans X  avec R, e R '+'), R  L2 - -0,0,1(U1, Ri+1).

Preu v e . On peut écrire:

+co
07=T - 1 (g — 1 U i(t)aldt

0

où q est le premier entier strictement supérieur à a : g =[a]+1 ;
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+co
8 — I '(Œ ) 10 tŒ- 1 U i (t)dt.

D'où

(3177 .p8ct = T - 1 (a)F - i(q— a )  .1z2 21 - 1 2? - 2 - 1 UIW PU1(Ti)aldtdr1 =

= T - '(a)F - 1 (q— a)1 R 2 . t œ - 1 27- a - 1 (Pu 1) (T )U a t  t i ) a le l t d r i

avec (Pu1)(0= U 1 (1-)PU 1 (—T).

On fait le changement de variables d'intégration

t=T-Pc i eR ±  e t  C=Tt - 1 — E P ,  1[.
4 ' T1

D'où:

ailPOT = T - 1 (a)T - 1 (q— a)1 tq -  i [5 1— Voi)(1.0c1C1U i (t)aldt
R +0

Or
f i

P u i (tC)=U,(tC)PIT,(—tC)=P+  P .1 . 2 2  (21 (1— P)(P2))U1(tCP)dp

avec p = p )PSV et i t i
) ---[./t - ' ) , Oi ] d'après [2] p. 27. D'où:

+.0
Oi" POI =F - 1 (a)T - 1 ( q  a ) ( C P -Œ -1 (1 ( )P 0  0 -1  u  oay dt)+

+00
+ T - 1 (a)T - 1 (q oc)0 0  ("(1 0 q - 1 - 1 4 )P W tqU i (t)07dt)+

+ T - 1 (a)T - '(q — a) x

+ .0
x to-1 0 1 CŒ+1 (1 — ) q- a - 1 [  ( 1— P)(1) %(02, ,(tCp)dpidOui(tyldt

0 0 0

Comme

'(1 t dc _ r(a)F(q
-1)!

c ,(1T ( a +  1)T (q _   ( O F  (q — cc) 
)0 q! q!

+-O/

U i (t)a?dt ( 0-1)01U i (t)dt =(q ,
q— I

0 0 at )
00 +00

tqU i (t)aldt= q! U i (t)dt,
JO JO

on obtient:
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+.0

0T-paI= P + o 'S; )

o
1 (t)dt + 1- 1 (oc)1"- 1 (q —Œ) x

X r°  t ' ( 1 - 0 ( P ( e 2 , ) ) U ( t C P ) d P 1 d O U I W a 7 d i .
0 0 0

D'autre part:

(3 ) P=a2a1+Œ[a1, a2]--Fr;

calculons, en posant Pa l,' = [P,

— [ P , p ) = [ P S " , - ' ) , ] les expressions suivantes:

PS'i ) =Ea2, ai]a i +/C [a I, (32], a + [r, a 1 ] ,

= [Ca 2, a d ] + Œ [ [ [ ô ,
 a2], ai], ai] + [ [ r, a i], a l].

D'après l'hypothèse (C 1 ) on a dans X :

[ [ al, 02], al]=Ii[ai, a2]+y(a1 —0 2 )+5

avec 6 e L, 0 (R 1+1 ); donc, dans X, on a:

PW  =P2, +ana l, a21+czy(a1 —0 2 )+E

avec e -= ab -I- Er, ai ] e LP0(R 1+ 1
)  et aussi

P2 ) =(flE0 2,ail + y(0 2 —00+ (5)a + 013(13[0 2 ]+  y(a —a2)+ (5) —  alt. a 2,8  + [e ,a  i ] =

=Ka2, at]+y(a2—a1)+6)a1 +c((fl 2 + y)[a l, a2]+ +ally(ai —a 2 )-4

avec Ili = ocfl6+[E, ai ] e  0  ,o (R 1+1). D'où:

(3 ') ai 'Paf =P '=a 2 a, +r+R i +R 2  a v e c

R = (0c 2 Ka 1, a 2 ] + 2 y ( , —a2))1 0  u , ( t ) c i t +  1- 1 (oc)r-  '(q —Œ) x

— '11 (1 — d Y +1dt 0+10'3E82, al] +y( 2 —ai»u t (t(p)+0 0 

± ( P q  tq + 1 (4 1 6 2  ± V)  [a 1,  a2] - F ŒfiY(a — a2))u ( t 9)

 

d pdCU 1 (t)di

de classe L'1,0,1(U 1 , ')  et

 

+00 +00 1R 2 = Œe U ,(t)dt + 1" - '(oc)1"- '(q— oc) Œ4-1(1—C)q-œ-' (1 — p)x
0J O 0J o

ddtr 1 + 1t q ( 6 )o,(tC + (  d
d t

y  
tg

+ ,

(IP)u PC Mid pdV J i (t)dt

de classe L ,„, , ( U  R 1+ ').

R em a rq u e . On a une proposition analogue lorsque a <1 et {{J I , z12 }, z11 }
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=MA I , A 2 1+y(4 1 —d 2 ) à  savoir

02 ( 1 - a) P01 - 2 =a 1 a2 +r' + R; + K2

d a n s  X avec r' e L , 0 (R 1+1),R  e  4 , 0, 1(U2, R I + 1 ), L 0 0 ( U 2 ,  Ri+1).
Avant d'effectuer une deuxième réduction, on a besoin des deux lemmes suivants:

L em m e 1. L e sy m bole principal o-

 t ( 8 2 ) u e s t  d o n n é  p ar l 'e x p re s s io n  (4)
suivante:

6 1(8 2)u,(0= id 2 [v    / 3 2  exp
2 f i 2 t  )  s i n  t \ ,/ —42 y — 0 2 ,  A I }  +

-

cos 
t \ / - 4 y — f 3 2

—exp(-13 t
)

13
y  — / 3 2

sin
 t \ / - 4

2
y —fi2i

(A2—Ai)+i e x p (& )
22

lorsque fl2  ± 4y <O.

Preuv e . Notons 4 . ) le symbole défini parj la récurrence:

4 " 1= {4 . - ' ) , /11 } (n ,>,..1) et ,A ( ') = d 2 .

Comme

(22 ) =,6{A2, 1} + ALI 2 - z11)

on en déduit

A n )_  I3 A  (2n-1) _F y A n - 2 )  (n  3 ) .

Donc 4 . ) est de la forme:

d (
2. ) = a (x ,  '),-? +b ( x ,  ')11

o ù  r,  e t  r2  sont les racines com plexes conjuguées de r2 —fir —y=0 e t a e t  b sont
déterminés dans S' ohom(

R 1 +
I , x  ..') par les équations:

,

1

z1(
2

2 ) (x , ')=arf +bri=,e{ /1 2 , A 1 } +y(A 2 —A 1 ){

4 1) ( x ,  ') =•ar i + br2 = fd 2 , z11.1.

On a:

i\/-4y e fi + —[12t r 2 —

2

Par conséquent:

1 a= E(fl — r2 ){ A 2 A1l+Y(A2 — Ai)]=a1lA2, z1111- a2(4 2 — 4 0

et

1b— ■ E(fl — ri){ 4 2, All -PY( 4 2— A1)]= b11,4 2, A1l+b2(A2 — A1)r2kr2 — r i ;
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avec

fl2+0,\/ 4y /32
a l4 y  /32 , a 2 =

2 (4 y + 2 )
b i  =a, , b 2 = a 2 .

Comme d'après Pl on a:

n - 1  tk (k ) t"  n( 8  2)0 1(0 = 2 +  E a4 _ — 0-10 2. (4)) u  i (t p )d p

k=1 k !  zoi n! o

on en déduit que:

a l « a 2 ) 0 ( 0 = t kk=0 k!

D'où

(4') cr1((02)ui)(t)= ie 2 + i[a jetri —1)+ M e"' — 1 )] {A2 , Ai }+

+ i[a 2 (e" , —1)+ b2 (etr2 — 1 )] (A 2 —  Al) •

D'où le lemme 1, en utilisant les expressions de a 1 , a 2 ,  b 1 ,  b2 précédentes.

D'après les propriétés des opérateurs intégro-pseudo-différentiels associés à.
U1(t) (cf. [2]) on déduit du lemme 1 l'égalité suivante:

(5)
1)(0 ( 8 2 — (82)u,(0)01U i (t)dt =5

d  

 [b(t)( 0 2 ( 8 2)u,(t))] Li- 1 (0dt =dt

 

(  13t 
b(t) 2  e x IN 2 ) sin IV — 4 Y — #2

_ — 4y — /32 2

 

=  _ (+   d 
Jo d t [82, u i (odt + a 2 s' + 0-'a, +

  

lorsque /32 + 4 y  < 0  avec b(t)E L o ,o . ,(R + , R 1+ 1) ,  s ' et a ' d an s L o ,0 .1 (U t , R 1+1)  et
E R1+1).

A l'aide de (5) nous allons démontrer le lemme suivant:

Lemme 2. Soient b et b de classe 1..0 .0 ,1(U 1 , R 1+ 1)  ay ant des noy aux  pseudo-
dif f érentiels de m êm e sy m bole principal bo (t, x, A lors lorsque /32 + 4 y< 0 ,
82 81 b—b8 2 81 peut se mettre sous la forme suivante:

(6) 82 81 b —b82 81 =

- 2 exp(  fit  

=s0 1 + 0 2 a + T + 1 +oe  d  b (t )  
\ / - 4 y - 1 3 2  

sin n 
t.\/ — 4 y  +  /32

0 2

 

[0201] LI (t)d t

  

où s et a e L o . , , i (U ,, 1 2 1+ 1)  et T e L 0 ,1 ,1(U 1 ,  R 1+ 1).

Preuv e . Appelons b(t) et b(t) les noyaux pseudo-différentiels de b et b; on
obtient:

(7 )8 2 8 1 5 — b 8 2 8 1 =
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=1
+G o

(0 2a15 (t) — b(t)8 28 1)U1(t)dt+
+ -  

b(t)( 8 28 , — (a20 , ) , (o w  1 (ocit =

c +.3 (+ c .
= ) 0 02015 (t)—  b(t)82 81) U 1(t)dt + ) 0  b ( t ) ( 0 2 — ( 8 2 ) 0 1 ( 0 ) 8 1 u  i (odt.

De plus 8 2 81 5(t) —b(t)8 2 81 E L i . 2,1 (R + , R ' ) peut s'écrire:

8281(R° — b(0)+3 2 81b0— bw8231=3281b'(0+ [ 3 231, hW]

avec b'(t)e L_ 1 ,0 ,1(R + , Ri + ').

D'où:

8 28 15 (0 —  b(0 0 231 = 8 2([0 1, b'(t)] +  [3 f , b(0])+ ( 0 217'(t)+ [32, b(t)])a =

=020-2(0+s2(00 1 .

Donc le premier terme de (7) peut s'écrire:

1+: ( 0 28 15 0 ) — b(t)a2 aou i (odt= 820-
2 +s2 8 1

s2=1
1-00

0  

s2 (t)U 1(t)dt e Ri+1)

+op
a 2 = 2(t)U i (t)dt e L0,1, 01 , R H * 1) .

En utilisant (5), le lemme 2 est démontré en prenant:

s=s'±s 2 , a= a '+ o -
2 e t =

Rem arque 1. peut s'écrire = [b(t)t0(01 U i ( O d t  a v e c  4)(t) E
+.0 a

ut

L 0 ,0 ,1 (R + , IV+ 1 ) car 3 2 (02)U ,(t) est divisible par t.

Remarque 2. Par un calcul du même type que précédemment on montre les
lemmes suivants:

Lemme 1'. L e  sy m bole  princ ipal a
suivantes:

crt (82)o , ( t) =
2  e x p  fit 

id2+ i
4 y  + f i 2

2  s h  t■/fl2 +  4 Y {z1  A1}+
2

fit 

' Le 2  e h  t \ /132 + 4y #  
I t

2
t 2+ 4y

,./,62 +4 shy e 2  1 1  (A 2 - A i )

avec

et

1(3 2)0 1( t )  est donné par les ex pressions

si fl2 + 4y> 0, et
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i(a 2)u ,( 1) = 2+ it exp (—f -)(A 2 , ,}  + (exp 13 1  —  exp fil t—  A ,)

si /32 + 4y = O.

Lemme 2 ' ( [1 ] ) .  Soient b  e t b de classe L o ,,,,(U ,, le + 1)  ayant des noyaux
pseudo-dif férentiels de m êm e sy m bole principal bo (t, x, A lors 0 2 a1 b—ba2 a1

peut se mettre sous la forme:

a2 a,b  ba2a, _

2 c -Fc.  d   r flt t 2 +41
= sa i + a2 '  4 2 + 4 y dt L b(t) e x p  2  s h 2 [ o  , U ,(t)dt

si fl2 +4y >0, et sous la forme:

C'  d  a2 a1 b—ba2 a1 =
sal ±a2C +

d t[b ( t) t  e x p  -
2
- 1[u2, Gd(' i (t)dt

si 162 +4y=0, où s et a- E L , , ,„, t ( U  R 1+1) et T E L o o ,; (U 1 , R 1+1).

Deuxième réduction de P.

Avec le lemme 2 et sous les mêmes hypothéses, on va obtenir la proposition
suivante:

Proposition 3. il existe b et b E Lo ,o, ( U  R'+') de noyaux  pseudo-différentiels
ay ant m êm e sy m bole principal, s"e L0 ,1(R 1+1), a "  e t  S" e L0,1, 0 1 ,  R I ' )  tels
que:

(8) (I + b)P'= (82 a 1 +a 2 0-"+s " +S " ) (1 +0

217 
dans X  vérifiant I X l <  

—  4 y  —  1 3 2  
(IX ' désignant la largeur de la bande X ).

Preuv e . Rappelons que:

a.pac,, =p=a 2 a1 +r+ R i + R2

a v e c  R1 E L 'i , o, i (U i,  Ri - " )  et R2 E R1+1). C alculons le  sym bole
principal de l'opérateur pseudo-différentiel Ca2, allui(o(cf. (3)). On a:

oo tn-1
(9) a1([01, 0 2 ],( 0 ) = E A(2  —

n=1 A i  ( n - 1 ) !

=i(a i r t e " .+b ,r 2 e"2){z1 2 , + i(a 2 r 1 etri +b 2 r2 e'r2)(z1 2 — A 1 ).

Par conséquent R , peut s'écrire sous la forme suivante: R i = + R'; + R';' avec

a 2 S+0 0

o { _ „2 y + F -1 001- 1 0  5 0  OE+1 (  C)q— a - 1 [ 0 (1 _  x

x d
d

t  y +  t e 1(f3(a 2 r i et4 r1+ b2 r2 et4 r2)+ y(1 +a 2(etcPr , — 1) + b2 (ercor2— 1)))+
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+(  d   y0 +1(4162+ a 2 r i e t ( P r l  — u2r2e t Pr 2 ) —

dt

— afiY(1+ a 2 (e t url —1) + b 2 (e`ur2 — 1)))1d 1914} U i (t)dt.

-Foo +co 51
= a2] ia2

)61 0 U  i (t)dt — a) 0 Ca + '(1 — C)(1- 1 - 1 11 (1 — p) x
0

X [( :
l

i t  ) 4 + 1 0 +  '( $ (  a 1 r I ercPri — b 1 r 2 ercPr2) + y(a,(1— eicPri) b1 (1 — ercPr2)))+

+(  d
d  t o -1 (4 ,6 2 +y )(a 1 r 1 e4 PrI + b 1 r2 etur2)

+ afly(a l (etPri — 1)+ b i (e ( I' r1 ) ) ) 1 d p 4 U  i (t)dt}  .

1
=oc2y — F- 1 (oc)F- t(q — ac)(q + 1)! '(1 _ ) - t d ( 1  — p)dpy+

0
-F.

F - '(Œ)F - 1 (q —a) 10 CI +  I ( 1 — )q - "- ' 4 (q  + 1 )!  0 (1 — p)dpal3y1 0  U  i (t)dt +

+ RF'

avec Rly E L0,1 ,1 (U 1, Rt+1).

D'autre part, en utilisant les relations:

101 F(a)F(q — a) — CP- 2 - 1 4 F(a + 1) = aF(a) ,
(q —1)!

on a facilement:

„, (a —1)ay (ot + 1)oc213y R , U ,(t)dt + R iv2 2 o

D'où:

R i =a2si8 2 ] s ;  + 1 2 7

avec s i e t  s  E L 0 , 0 , 1 ( U 1 , It ') et lq  eL o w i (Ui , R 1+ 1 ). En utilisant le lemme 2,
on obtient:

(1 + 0 (è 2 a, +r+R i + R 2 ) — (1+ b)è2 a1 +(l+ b)R 1 +( I +b ) ( r+R 2 ) =

= a 28 0  + 5 1 + 2 s t+ [ai, a2 ],s'i  +ba 2 ,91 +b[a l , ajs; +R';' + bR7 +(I + b)(r + R2) —

2 exp fit
)

— sa,— 02 0- — T [ai ,  a2 ]
-1-c° 

c-1—Lb(t) NI 4 2
2  

 sin 
t .\ / —  42y  — fl21

 U i (t)dt.y  fl0 dt

On a:

+ c °   c lv (t) U (t)dt — s(0)sa5 0 d t
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si b(t) et b(t)  C '(K , 1 ., 0 ,0 (R 1+1)) (avec Ri; = [0, + oo D.

On peut poser alors:

R';' +bR';' +(I + b)(r+ R 2 ) —sa1 =a+A

avec a E 1,0 ,1(le+ 1) et A E L 0 , 1 , 1 ( U i ,  R 1+ 1 ). D'autre part:

ba2 = b(1 )(02 )(ii(t)U i(t)d t,o

+.0b[a 1 , a2 ]=50  b ( t ) ( [ 8 i , a2]),(ou 1(t)dt.

D'après les expressions (4') et (9) de 0-
1(02 )0 )  et o-

1 ([0 1 , 0 2 ]0 ( 0 ,  on peut écrire:

.2 exp(t9
2

t )
b0 2 =0 2 b+ [02 , ai ] v_ 4 y  fl2 sin 

t.\/ —  4 y  —  /32

 b(t)U 1 (t)dt +2

+a21 (expfl29 [cos t\ /  4Y —162 e X p  
\ 

—  fit  ) —
0 2 2 /

4
fi
y f l 2  sin 

t\/—  42y —  /3 2 1
b(t)U1(t)d:+

1
0  

b(t)d(t)U,(t)dt #rt [b(t)d'(t)]if  1 (t)dt
Jo

avec d(t) et d'(t) de classe le"),

a2]=Co1, ad :  b(t)( + b 1 r2 etr2)U 1 (t)dt +

+02 5 (a 2 r + b 2 r2 etr2)b(t)U .,(t)dt +1 b(t)d"(t)U ,(t)dt —
0

[b(t)d"(t)]U i (t)dt — a 2 r 1 — b2r 2dt

avec d"(t) et d"(t)el,,,,,,(R  +, le").

Donc dans (/ + 0(a2 a, +r+R 1 +R 2 ) les opérateurs intégro-pseudo-différentiels
où intervient l'expression [ai , a2 ] ont pour somme:

( ± c o  2 exp 13
2
t  )

(10) = a2]s'i + a1] 4
(

y f l2  sin 
t.  — 4

2

y  
—  162

)  b(OU ,(t)dts, +

+[al, a2] b(t)(a i r l e "  + b 1 r2 eir2)U 1 (t)dts'i +
0

2 exp(  fi t  
2  ) ( s i n  r\/— 4 y — 1 3 2 ) ]  

U i (t)dt.+[ a,, a2] 4 - 3  
 dd t  [b ( t )  

0 —  4y —/t22

+"  d
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Nous allons construire b et b tels que b(t) et b(t)E C'(R t) , L0 ,0 ( R 1+ ) ) vérifient:

)c, 01[0, 2 1 1  [ x x o „ , , O.
V-4.y— #2

39

Alors, puisque yx x oU 1 (0= 0 si t> n  (cf. [2] et [6]), on peut écrire dans X :

(1+b)(a 2 ai +r+R i +R 2 )=a 2 a1 (1+5)+a 2 a 3 +.53 +S 3

avec u3 e 1. R'+'), s3 e L0 ,1(R 1), S3 e L0,1, 0 1 ,  R I +9; et par suite dans X :

(1+ b)(a(ê 2 , + r+ R i + R2 )=(a 2 a +a 2 0-"+s"+s")(1+b)
avec a" = o-

3(/ + 5)- 1 , s" +S"=(s 3 +S 3 )(1+b) - 1 . La proposition 3 est démontrée.

Lemme 3. Il ex iste b(t) et b(t) dans C"(K , 1,0 ,0 (1V+ 1) ) vérifiant a i (b)(t, x,
21/ 

=0 où b est défini dans (10) et t e [0, 
-  4 y  -f 3 2 [

Preuv e. 0 -
1 (5 )( t, x , )=0  s'écrit:

a r 2 exp (-13-1- ) t\r-  4y
 2-617 Lbo (t) .\ / _ 4 y  /32 sin 2' ]  -

/302 exp(  2   ) ()V-4y - /
2=  -  (t) + bo (0)  4 y f32 sin 2 )  ( ( S i  (t — 0)) u i (0)),40-

-  b 0 (0)(a i r 1 e ri+b 2 r2 er2)((sat-0)) u ,(0)),d0

on b 0 (t) est le symbole principal de b(t) et ((s i ( t -  0))01 (e)) 1, ( ( s ( t -  6))u ,(0)), désignent
les symboles principaux respectivement de (s,(t - 0)), i(0 ) e t  d e  (s'i (t - 0)) i (0).
Montrons que cette équation est résoluble en 130 . On a:

4 (0 = ct2/3+ T - '(a)1" - ' (q -a ) 0 (a+ 1(1 -0 q - 1-1
.ço (1  — p) x

x d
d

t  y+ 1 tg+ '(13(- a i r i elcPri - b i r2 etPr2)+ y(a 1 (1 - etcPrO+ b 1 (1 - e
tp2)))±

±(  d   y o +i( c 032 + m a  i r i e t4,ri ru1 r 2 et
- Pr2 ) - Focfly(a 1 (e t cPrI - 1 )+dt

+b i (etDr2-1)))]dpdC

et

1 1si (t)_-=  _ ot2y r - 1 ( Œ)F-1( q  _ c() 0 Ca+1(1 _)q-ce-1 [ c, (1,_ p ) X

X
di' y+1 q+ 166(a 2 r i ercPri+b 2 r2 erc1fr2)+y(1 +a 2 (et‘PrI - 1)+ b2(et‘Pr2-1)))+
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+ ( d
d

t Y(q +1 (413 2 +Y)( — 0(2r1e`Pr' — b2 r 2 e`Dr2) —afly(1 + a 2 (etcPri —1)+

+ b 2 (e`Pr2— 0)1 dp14.

On a:

ai r i e'ri + b i r2 e0 , 2=e f li {cos
° ,..1 4 Y ) 82/ 3  •  ON/ - 4y —#2 1

2 'V  _ 4 y  fl2 sm 2

ex p (13, 9
a i (etr , — 1)+ b i (e 'r2  —  1 ) - 2  2   sin  t„/ —4y — )62

— 4Y — )622 ----'

a 2 (etr' —1) b 2 (e "2 -1 )=exp  fl2t ) [cos 1V  4Y  162

2 e x p (  flt 
2

fl s in — 4y — fi21
—4y — fl22

132y exp 0
0,1 —4y — /32

a + b2r2
0 r2 —

— 4 y  —
'

2
s i n 2

D'où:

s'i (t) =0 )3(2 + r - (cx)T- 1 (g —a) yo C'+ 1(1 —C)q- ' - ' x

x[S (1— p)[( d   ) q +1 t + 1 (_  exp (fl t D ){cos t ( PNI —4Y —132
dt 2 2

d- sin t
tCp

. C p \I —4y —fi2}
 2 y  e x p (  13 

2  ) .  tDV — 4 Y — fi2
) +

v  4
13
y _  /32 2 ,/ —4M 2 s i n 2

/  d  \q / tCp.„/ —4y — [32

+-E 
d t  

)  ( q + \ 1 63 2  +Y) exp( f l t
2
C
,

P ){ c o s  2

fltfl tCoN1 — 4 y  —  fi2

+  _ f l 2  sin 2
}  

+

2 a f l y  e x p ( Cp
2  )

si.n  tDV — 4 Y — )62)1
d p 1 4 ,v  _4y„ /  —  4 y  —  JP 2

s i (t)=  —a2y+ F- 1 (a)F-  qq — °OS.  o
i (1 + 1 (1- 1 [Y0 (1 — p) x

2fiy exp( f l tY ) t r  n  / 4y  _  p
x [( :it ) q + itq + 1 ( \/-4Y—i322

   s i n   " v 2 +

+ y exp fit(P )i tCPN/ — 4 Y — 13 2
COS fi 

— 4 y  —  [ 3 2  
sin tCP '/-

2

4Y  — /32 })+\  2 2



+ (

qd  

d t )  t g + I (  .\/ -4 y  -fi 2 — sin tC PN/ - 2
4 Y  —

2ocy()32 + y) S tP exp )
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13tCp
\ I  - 4 y  -  

[ P s i  
t -4y -,621)1

d p i c k .-af ly  exp 2   ){cos 
t C p \ I  -

:

y  -  f l2  f l

2

L'équation o- ,(b )(t, x , )= 0  se ramène à  une équation intégrale d'inconnue
60 (0 du type:

2  ex pe q
2

t

b0 (t) NI 4 y _ 162 sin 
1.\ /  Y  1 q 2 f ( 0 ) d 0 + 'b 0 (t)g(0, t)d-i-d0 2 o o

où f (0 )= - s ' i(0)(donc f (0) = - oc2 + f l '( ( x ) r -  '(q - cc) (1 C'+1(1 - x

Cl

x
o  

(1 - p)d p(q + 1)! i.e. f  (0)-  œfl (1
2

 1 )  ) ,  et

2exp(fi t

g(0, T) = —  2 )  s' T N/ - 4 • Y  -  /62 s,(0 -T)+.,./ -4y - /3 2 i n 2

exp (  fit  )
T.N/ \/- 4y - /3 2.  T  -  4 y  -132)  ,+

. , /  -  4 y
2
-  /32 

(

N/ 4 y  fi cos 2 + $ sin 2 s, (0 - x).

2  e x p
(  fit 

211 Comme
(  

1
 )

sin  0 0  pour tout t e ] 0,    [ ett ,  -4 y  -2 2 2 .  t N /  - 42y  - 1 3 2  - 4y - /3 2

1 s i n  t.,./ -4y -# 2 V —4y -13 2

que lim —    0 0 ,  il e s t  f a c ile  d e  m o n tr e r  p a r  lat-o + t 2 2
méthodedes approximations successives que cette équation a une solution unique

2 H  b o ( t ) e  
Cc° 

( [ 0

' - 4 Y  -  f ik )  •

R em arque . D a n s le  c a s  o ù  [12 +4y >0, on obtient la proposition suivante
(analogue à la proposition 3):

Proposition 3 ' ([1 ]). Il ex iste  b  e t be L 0,0 ,1(U 1, le) de noy aux  pseudo-

d if f é ren tie ls  ay an t m êm e  sy m b o le  p rin c ip al, s"E  e t  S "  e
L 0,1,1(U  R i') tels que

(8 ') (I + b)P' = (0 2 0 + è 2 a" + s" + S")(I + b)= P"(I +5)

dans toute bande X  de 1?"-i.

l'aide du lemme 3' suivant analogue au lemme 3

Lemme 3' ([1] p . 2 6 6 ). 11 existe b(t) et b(t) dans C°°(R -
cf-,, L o ,o (R ))  v é rif ian t

o-
i (b)(t, x , )= 0  avec o-

i (B )(l, x , )=0 de la form e:
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exp t n 2 + 4 1 -12 ( P-t- )
a t [b p ( t )  4 2 + 4` 7  sh  ."

2 j

2 exp
= 60(0 b0(0) 2   sh °-\/fi2 + ((e(t-0))v,(69)0d0+0 4 2  +4y 2

bo(0) e 2 c" (  h ° 4 2 + - - f i  - - - s h i9N +4Y ) ((b(t 0 ))u1(0 ))0d02 + .4 2 + 4 y 2

où 6 et E E L0 , 0,1 ( U 1, R 1+1 ) ont un noyau de sym bole indépendant de x  et de de
classe C"(1Z -

0')  lorsque fl 2  + 4y > 0, et o-
1(6(t, x , ) ) = O de la forme:

fit -
a t [b o (t) t exp(  2 —  y 7 ( t ) b0(0) O exp S

e
 ((0"(t — 0)) u  ,(0))0 d0 +2

+ So
t b o (0) (exp  16

2
0  XI + 7--)((y"(t— 0))u,(0))0d0

où fi" et y" e L 0 ,0 , ,(U  1 V +9  ont un noyau de sym bole indépendant de x  et de
de classe C"(1Z -

€;)  lorsque )02 +4y =O.

Troisième réduction de P.

Proposition 4. 1 1  e x is te  b' L ( U- — 0,0,1.- 1, Rt+o,) P i G  L0, 0 ( u t  e t  S 1 e
L0,0,1(UI, R 1 + 1 )  tels que

r=a2a1+a20-"+s"+s"=(ô281+a2 0 1+Pi+S 1)(1+b)

2Hdans toute bande X  de largeur 1X l< / _ 4 y _ 8 2  lorsque )62 +4y <O.

Preuv e . Rappelons que:

(8) P" =(I + b)P'(1 + b ) '  a 2a , +020-+5"+s"

On pose:

b " = 2 o. " + s" + S", b "  =  2 o- +  p l + S 1 .

On utilise alors les opérateurs 17  ( t i  Z) définis dans le lemme suivant:

Lemme 5  ([2]). Les opérateurs pseudo-différentiels 17 P déf inis par (FPu)(x)=

= (2 11) 2  .ç ei<x > ( i0 +1)11(g)d p o u r t o u t  u e C,Sc(1?"- 9 ,  son t de

classe 1.,,,,(1V+1) (V  pE Z ) et vérifient les relations:

r= ld e n t i t é ,  1 7 P17 v=17 P+v  (Vp e Z, Vve Z ).

De plus

1+1

E (Vp e N).



avec

On a donc:

Problème de Cauchy

b" —17 2 17 - 2 b"=a 2 a,17 - 2 b"+b"'

= a2 (0-"—a,17 - 2 3  ")+ ( 72—a2a1)17 - 2 (s" + s" )

43

Or:

_ a i r -2,320, = ( 7 2_ a i r -2a217 2) F -20, _

= (V
2_ a1a217 -2v 2+ 0 1 [ a 2 , 17-2

] V
2)17 _20, _

( 7
2 a1a2 )17 -20, + 8 1 [ è 2, - 2 ] a "

j7 2 _  
1 2 G L2,1(RH- 9, Ca2, 17_ 2]

 [A 2 ,
 17- 2 ] E  L_2 , _ 2(R 1 ).

0 7 2_,v 2 T -20, p R I+ 1 ),
•-• -.-'0,0,1( U

a1[a2, 17-2]a"e R a ')

et par suite

= ai F - 2 a2a" E L 0 ,0 ,1 (U 1 , R 1+ 1 )

" =(172 —a2aor - 2 s"eL o ,o (R1+1),

s" = ( 7 2-0 2,01)17 -i y
, R I+ 1 ) ..- '0 ,0 ,1 (U

O n  p o s e  a lo r s  b' = 17 - 2 b"e L_ ,,„,,(U ,, RH - 1 ) et o n  réso u t l'éq u a tio n

d' inconnue b":

équivalente A:

c'est-à-dire:

D'où la solution:

2a 2 + b" 2a + b")(I + b')

b" =b"(I +b) - E a 2a

b" = V (' +b)+ 0 2 a1 17 - 2 b".

5" = (b" — a 2a , v - 2b")(I+fr) - 1= b" (I + =  ( I .

La proposition 4 est alors démontrée en prenant:

o  =5-"(I+
 5 ' ) _ l ,

 p  = . " ,

S 1 = + S"(I + b')_ 1 .

R em arque . On a de même:

et

D'où
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Proposition 4 ' ( [1 ] p. 267). Lorsque 132 +4y 0 ,  il ex iste b' E L0 ,0 ,1( U  R 1-" ) ,
P i  E L0 .0 ( R 1+1), a, et S i e L 0 ,0 ,1 (U 1 , R 1+1)  tels que

P"= a2a,+ 0 2a"+ s"+ s"= (a2a ,+ 3 2a1+Pi+Si)(1+15')

dans toute bande X  de R 1+1.

Construction des inverses de V olterra.

Proposition 5. S ous les conditions (C 1 )  e t  (C 2 )  pour chaque bande X  de
2/7voisinage X ° de largeur IX °1=r;‘,'   —  lo rsque  /32 + 4 y < 0 , et pour— /32

chaque bande de X  de largeur quelconque lorsque 11 2 +4y l'opérateur P admet
des inverses à droite et à gauche de classe 4 0 ,1 0 _ 1 (X ) avec p=a pour a (resp.
p= 1 — a pour a<l) dans X.

Preu v e . En effet d'après les propositions 2, 3 et 4 e t 3', 4', on a lorsque a>O,
(/+b)07 1 /3 07(/+b,) - 1 =a 2 a i +a 2 0-

i +p i +S , dans X  avec a, et S,
Lo,o,i(Ui ,

Donc, puisque g i = U i (t)dt est un inverse bilatère dans R 1+1 de ei ( i=l, 2),
Jo

g'd =M (I + a11 ) - 1 ,R2(/ + (PI + SOMA/ + a1R0 - 1 R2) - 1

est un inverse  à  d ro ite  d e  (/+b)07ŒPac,c(1+b 1 )- 1  e t  g d =0 ;( /+b 1 ) - Ig",,(/+b)0Ï'
est un inverse à  droite de P dans X.

D e  m ê m e  g  = [/ +((/ + M,cri) - 1 ./(M2)(PI +S 1 ) - 1 ] X ( 1 ± g i a i ) i g i g 2  est un
inverse à  gauche de (/+ b)a-,ŒPOT(/+ Bi ) - '. D o n c  Mg = aq i + bo-ig(I + b)a ï. est
un inverse à  gauche de P dans X .  La classe de Mg  e t  a' d se calcule en remarquant
que:

gd=arI(/+01b10-,1)a,g'd(/+b)a-ia.

Dans le cas a<1, on a une démonstration analogue.

2. Cas des systèmes de deux équations du premier ordre.

On procède comme dans [1] p. 268 en utilisant le premier paragraphe ci-avant.
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