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FORMES LINEAIRES DE LOGARITHMES
SUR LES GROUPES ALGEBRIQUES COMMUTATIFS

PAR
PATRICE PHILIPPON ET MICHEL WALDSCHMIDT

1. Introduction

Les méthodes de transcendance permettent d’obtenir des résultats assez
généraux sur I'indépendance linéaire de certains nombres. Ainsi la méthode de
Baker a permis d’abord de résoudre le probléme de I'indépendance linéaire,
sur le corps des nombres algébriques, de logarithmes de nombres algébriques,
et de plus de minorer des formes linéaires s’écrivant

(1.1) B, + Bloga, + --- +B,loga,

(voir [1]). Cette méthode a ensuite été développée, notamment par Baker,
Coates, Masser, Lang, Anderson, Feldman, Laurent, pour ’étude de la trans-
cendance ou de 'indépendance linéaire de périodes d’intégrales elliptiques de
premiére, deuxiéme ou troisiéme espéce, et pour l'indépendance linéaire de
logarithmes de points algébriques sur des courbes elliptiques ou des variétés
abéliennes de type C-M. Le théoréme de Wiistholz [13, th. 8] donne un énoncé
général sur les groupes algébriques commutatifs qui contient, sous leur aspect
qualitatif, les résultats précédents.

Notre but est ici de généraliser ces résultats aussi dans leur aspect quantita-
tif, c’est & dire d’apporter un raffinement effectif au théoréme de Wiistholz, en
donnant des énoncés d’approximation diophantienne sur les groupes algé-
briques commutatifs. Un tel raffinement a déja été annoncé par Wiistholz,
mais, si on applique directement le lemme de zéros de Wiistholz (cf. [13, th. 2])
une hypothése indésirable apparait; par exemple, dans le cas usuel (1.1), on
doit supposer soit B, # 0, soit 1, B,,..., B, linéairement indépendants sur Q,
alors que le cas le plus important pour les applications est celui ou 8, est nul
et B,,..., B, tous rationnels. Dans un des cas particuliers les plus intéressants
(i.e., pour une application au théoréme de Siegel sur les points entiers sur une
courbe algébrique), D. Bertrand [2, prop. 8], [3, th. 2] a réussi & éliminer cette
hypothése en utilisant le lemme de zéros de [7].
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Dans ce travail nous éliminons cette hypothése, et nous obtenons en méme
temps un énoncé plus précis que celui de Bertrand. Nous donnons méme une
amélioration des résultats antérieurs pour le cas usuel (1.1). Un cas particulier
relativement simple de ce que nous démontrons est le suivant.

THEOREME 1.2.  Soit G un groupe algébrique commutatif de dimension d > 2
défini sur Q. On note

expg : T(C) - G(C),

I’ application exponentielle de G, on choisit une base de T;(C) et un plongement
de G dans un espace projectif Py, définis sur Q. Il existe alors un réel C > 0
ayant la propriété suivante.

Soit K un corps de nombres sur lequel le plongement de G dans Py, est défini,
soit

L(z) = Bz + -+ +B,2,

une forme linéaire sur T (C) a coefficients dans K, et soit v € T5(C) tel que
Y = expgv appartienne @ G(K). On note D = [K: Q). Enfin soient B > e et
V = e des nombres réels vérifiant

logB>h(B) (1<i<d),
log V = max{ho(y); |Ivl?},

ot h désigne la hauteur de Weil, logarithmique et absolue, et || - || une norme sur
T, (C) (voir §2 pour les définitions précises).
Si L(v) # 0, alors

log|L(v)| > —CD*4+*(log B + loglog V) **(log V') *.

Les principaux outils de notre démonstration sont les suivants. D’abord le
lemme de zéros de [7], qui joue évidemment un rdle crucial. L’optimalité de ce
lemme nous permettra de sélectionner un sous-groupe algébrique de G,
extrémal, qui nous servira, via les résultats de [5] et un théoréme de Y.V.
Nesterenko [6], & effectuer la construction de la fonction auxiliaire habituelle
en transcendance. Cet argument simplifie la descente finale de [2], [3]. Ensuite
Pextrapolation est originale, elle portera autant sur les dérivations que sur les
points. Cest cet argument nouveau, qui permet d’éliminer dans le cas général
I’hypothése indésirable mentionnée plus haut.

Le texte se compose comme suit. Nous donnons au §2 le résultat précis que
nous obtenons et posons les notations qui resteront valables dans toute la
suite. Les §§3 et 4 rassemblent quelques lemmes auxiliaires. Au §5 nous
sélectionnons notre sous-groupe algébrique G de G. extrémal, et distinguons
alors si nous sommes dans le cas non-périodique ou dans le cas périodique.
Dans ce dernier cas [5] apporte des précisions importantes sur la distance de y
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4 G. La construction de la fonction auxiliaire est faite au §6, et nécessite le
premier théoréme de [6] comparant la fonction caractéristique et le polyndme
de Hilbert-Samuel de I'idéal de définition de G dans Py, L’extrapolation du §7
est donc double, elle porte a la fois sur les points, comme dans la méthode de
Baker, et sur les dérivations, comme dans la méthode de Gel’fond. L’extrapo-
lation sur les dérivations est la clé du cas périodique. On a rappelé au §8 le
lemme de zéros qui permet d’achever la démonstration. Enfin le §9 conclut par
diverses remarques, notamment sur les questions d’effectivité dans le cadre des
groupes algébriques commutatifs et sur ’analogue p-adique de I’étude que
nous développons dans le domaine complexe.

La source de ce travail est non seulement [2] et [3], mais aussi de nombreux
et fructueux échanges avec Daniel Bertrand que nous avons plaisir & remercier
ici. Nous remercions également David Masser pour sa lecture minutieuse de
notre manuscrit; ses nombreuses remarques et ses commentaires nous ont
aidés 4 améliorer notre texte.

2. Notations et résultats

On considére, pour toute la suite du texte et sauf mention explicite du
contraire, des groupes algébriques commutatifs connexes définis sur Q, que

nous noterons Gy, ..., Gy, avec Gy = G,, G, = -+ =G, =G,, etk >2d, >
0. Nous noterons encore G = G, X XGk, 5, la dimension de G; et d + 1
celle de G:

80=81= ....—=8dl=1; 81+--.+8k=d.

Nous poserons également d, = d — d,, ainsi que
po=0, pL= -* =pd1=1’ pd1+l= e .—_pk=2

On notera expg (resp. expg,) 'application exponentielle de G (resp. G).

On fixe des plongements des G; dans des espaces projectifs Py définis sur
Q, et des bases des espaces tangents T;; (C) des G;(C) en l'origine. On identifie
T5(C) avec T (C) ® -+ 8T (C). Rappelons que sur les espaces projectifs
Py(Q), la hauteur de Wexl loganthnnque et absolue A est définie comme suit.

Si o= (ag,...,ay) € Py (Q) et si K est un corps de nombres contenant
g, ..., Ay, alors

h(e) = [grgp LIK.: Qullogmax{leyL,; 0 <) 5 Ny},

ou » décrit ’ensemble des places de K, et [K,: Q,] est le degré local, de sorte
que la formule du produit s’écrive, pour a € K, a # 0:

Z[Kv : Qv]10g|a|v = 0‘
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Cette hauteur de Weil donne, par restriction aux G;, une hauteur sur chaque
groupe G,;(Q) que nous noterons encore h, les plongements quasi-projectifs des
G, étant fixés une fois pour toute. Signalons que pour 8 € Q on note aussi
h(B) la hauteur de Weil du point (1, 8) € Pl(ﬁ). Parallélement les bases des
espaces tangents choisies identifient chaque T (C) avec C%. Les espaces
vectoriels T (C) se trouvent de ce fait tous étre munis de normes, et nous
noterons ces normes, ainsi que celle qu’elles induisent sur T;(C), indiffé-
remment || - ||.

I1 existe alors un réel ¢ > 0, dépendant des données et choix précédents, tel
que le théoréme suivant soit vérifié.

THEOREME 2.1. Soit K un corps de nombres sur lequel les objets introduits
sont définis. Soit

(22) L(z) = Byzo + -+ +B,2,

une forme linéaire non nulle sur T;(C), a coefficients dans K et W son noyau.
Pour 1 < i < k, soit v; € T (C), avec v, # 0, tel que v, = expgV; appartienne 4
G,(K). On pose v=(,v,...,v,) € T;(C) et D=[K:Q); soient B, E,
Vis..., Vi, des nombres réels > e vérifiant

(23) B>DlogV,1<i<k,

(24) log B>h(B),0<j<d,

25) log¥, > max{h(y); [Iv|*/D}, 1 < i < k,

(26) E < min{B?; e(DlogV)*/|Ivli},1<i<k.

Si, pour tout sous-groupe algébrique G’ de G tel que T;(C) C W on vérifie
v & T;.(C), alors on a la minoration

(2.7)  log|L(V)| > —c - D¥*4*2. (log B)“*!

’ [i_IEII(IOS V;‘)B‘] -10g(DE) - (log E) “~%7%,

Remarquons que sous les hypothéses du théoréme 2.1, notre conclusion (2.7)
entraine L(v) # 0, et le théoréme de Wiistholz [13, th. 8] est donc contenu
dans le théoréme ci-dessus. Nous attirons également 1’attention du lecteur sur
la condition (2.3) qui a pour but de simplifier le membre de droite dans (2.7);
bien entendu, on peut supprimer ’hypothése (2.3), & condition de remplacer,
dans (2.7), le terme (log B)4:*! par

(log(BDlogV))“*!, avecV = max ¥,
1sisk

Tout d’abord nous allons déduire du théoréme ci-dessus le théoréme 1.2 du
paragraphe précédent.
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Déduction du théoréme 1.2. On prend d, =0 et k=1, le groupe G,
correspond donc au groupe G du théoréme 1.2 et d = d, 4 sa dimension d.
On a aussi p, =2 et v, € T; (C) correspond au v € T;(C) du théoréme 1.2.
La forme linéaire considérée dans le Théoréme 1.2 est. de la méme forme que
celle considérée dans le théoréme 2.1 ci-dessus si 'on pose 8, = 0 dans cette
derniére. Enfin on choisit E = eyD et V; = V ce qui permet de vérifier que les
conditions du théoréme 2.1 se raménent a celles du Théoréme 1.2 dans ce cas
particulier. Notamment ’hypothése L(v) # 0 intervient seulement pour dire
que v & T;(C) lorsque G’ est un sous-groupe algébrique de G vérifiant
T, € W. La conclusion du théoréme 1.2 est alors une réécriture simplifiée de
celle du théoréme 2.1.

La démonstration du théoréme 2.1 va se faire par I'absurde. On suppose
L(v) petit, et, si W désigne le noyau de la forme linéaire L, on prend w dans W
proche de v. Le lemme de zéros de [7] permet (dans la situation du théoréme
1.2), de majorer le degré d’une hypersurface de Py, s’annulant sur les points de

I'(S)={sy,s€Z,0<s<S8}cG(K)

avec une multiplicité > T le long de W (voir plus loin pour les définitions
précises). En utilisant un théoréme de Nesterenko [6] on constate que cette
majoration donne une estimation presque exacte du rang du systéme d’équa-
tions considéré. Plus précisément, si, dans le lemme de zéros, le degré L de
Ihypersurface vérifie L? < ¢/(G)T*~!S (2 la constante ¢’ prés, cela signifie
qu’il y a plus d’équations que d’inconnues) alors il existe un sous-groupe
algébrique propre G’ de G, connexe, non nul, tel qu’en projetant la situation
sur G/G’, on trouve plus d’inconnues que d’équations. Parmi tous ces G', on
en choisit un (en un sens le plus “mauvais”), disons G, qui nous sert a
construire la fonction auxiliaire. .

On est alors amené & considérer deux cas. Si la projection de y sur G/G
n’est pas un point de torsion (cas non-périodique), on utilise la méthode de
Baker en extrapolant sur les points, quitte & perdre un peu sur les dérivées. Si
vy est de torsion modulo G (cas périodique), on doit utiliser une variante de la
méthode de Gel’fond et extrapoler sur les dérivées; pour cela on construit la
fonction auxiliaire en résolvant un systéme d’inéquations, comme dans [11].

A ce point nous devons minorer la distance de v & T en fonction du degré
de G’ dans Py, et c’est 12 que nous utilisons les résultats de [5].

Remarques. (1) Posons Vy=min{V; 1 <i<k};ona
log E < C,DlogV,.

En effet l'inégalité de Liouville montre que, pour 1 <i <k, v,# 0, on a
livill = V0P, d’od

E < (eDlogV))"? /vl < V¢uP.
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(2) Nous établirons le théoréme 2.1 pour certains choix de plongements
projectifs des G; et des bases des espaces T (C); notons qu’en modifiant le réel
¢ de fagon adéquate, le théoréme 2.1 sera démontré pour tout choix de
plongements et de bases.

(3) Dans les paragraphes 2 & 7 nous avons noté¢ C,,...,C, des réels
dépendant, d’une fagon que nous n’avons pas explicitée, des données spécifiées
dans chacun des paragraphes. D’autre part nous avons introduit la notation
Cxos Caps - - - pour des réels > 0 intervenant dans le paragraphe A.

3. Estimations analytiques

Dans ce paragraphe nous plongeons les groupes algébriques, sur C, dans des
espaces projectifs et nous étudions la représentation correspondante de la
fonction exponentielle par des fonctions analytiques. Nous donnons également
des estimations sur les dérivées d’une fonction en un point de ’espace tangent.
Nous reprenons les notations du paragraphe 2, mais nous supposons seule-
ment les groupes algébriques commutatifs, connexes, G, ..., G, définis sur C.

(a) Base de T;(C).

Ona G=GyX - - XGy pour 0 <i <k, on choisit une base de TGl(C),
grice A laquelle on identifie T; (C) & C% et To(C) = To(C) @ - -+ ® T (C) &
Cd+ 1.

Si f est une fonction méromorphe sur C¢*1, pour u = (u,,..., u,) dans
C“%*!on note

d
d
Duf= Z ui_aé’
i=0 ¢

Quand (u,,...,u,) engendre un sous-espace vectoriel W de C%*1, on dit
qu’une fonction f analytique au voisinage d’un point z de C4*! g un zéro en z
d’ordre > T le long de W si

Dye -+ o Dif(z) = 0
pour tout (#,,...,¢,) € Z" satisfaisant

t,20(1<i<n), t;,+ - +t,<T.
Cette définition ne dépend pas de (uy,...,u,). Plus précisément, le lemme
suivant montre que si une fonction f a ses dérivées d’ordre < T en un point z
“petites” pour un systéme générateur de W, il en est de méme pour un autre, a

condition que les matrices de passage entre les deux n’aient pas des coefficients
trop grands.
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LemME 3.1. Soient a; ; (1 <i<n, 1<j<m) des nombres complexes,
f,...,1, des éléments de C**1,z € C4*L, et f une fonction complexe analytique
au voisinage de z. On pose

u=Yaf (I<i<n) ea 4= max{ZIa,,l}.

j=1 l<i<n j=1
Alors pour tout entier T > 1 on a

max{|Djyo -+ o Dif ()|} < ATmax {|Djre - o Dfzf(@)}.

Démonstration. C’est évident A partir des relations

m
D,= Y a;Dy, 1<i<n.

Jj=1
En effet
n m 4 m m
1_1 Z aiijJ = Z o Z ail’jl ce air,erf,-l° eoe onjT’
i=1\ j=1 h=1 Jr=1

avec (ip,...,ip) =(1,...,1,2,...,2,...,n,...,n) ot i est répété ¢, fois, 1 < i
< n.Or

m m

. o0 LR T'
2 E Qi Qir, jr <45
h=1 Jr=1

le lemme est donc démontré.

(b) Plongement de G dans un espace quasi-projectif.

Pour 0 < i < d,, on plonge G, dans A, de maniére naturelle. Pour d, < i <
k, on utilise le plongement de G; dans un espace projectif Py donné dans
[9, §1]. Ainsi 'exponentielle du groupe G;, composée a droite avec ce plonge-
ment, et 2 gauche avec I'isomorphisme entre C% et T;,(C) introduit ci-dessus,
donne une application

= el N;+1
Qi_(q)i,O"“’(pi,N,)’(j‘_)C e,

ou ¢, ; sont des fonctions entiéres, non identiquement nulles, d’ordre strict
< 2 (cf. [9, propositions 7 & 8]. De plus pour tout z € C%, on a

golw,,.(z)l > exp(—cso(lzll + 1)™).
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Cette relation est une conséquence classique des propriétés des fonctions théta
quand G; est une variété abélienne; dans le cas général G, est extension d’une
variété abélienne A, par un groupe linéaire et la série compléte définissant le
plongement de G; dans Py, contient les fonctions théta associées & 4,.

Pour d; <i < k et 0 < »; < N,, on définit une application méromorphe de
C?% dans CVi*! par

Pi0 Pi, -1 Pip,+1 Pi, N,
q’i, v; <pt, v; (Px, v; (px, v;

‘Pi,v, =

On prolonge ces notations &4 0 < i < d, en posant
Do(20) = Po(20) = ¥o(20) = 2o,
D,(z) =gi(z) =vi(z) =e*, 1<i<d,.

On désigne par P le produit A4+ x PN X -+ XPy. Le groupe G est
naturellement plongé dans P, et l’apphcatlon exponentlelle de G est représentée
par la fonction

o: Cd+1 —_ CN,
définie par

(I)(z) = ((I)O(zo)’ cey <I)k(zk))

avec N=1+k+ Ny, + - +N. Pour v=(y; ... ., ) € Z¥=% avec
0<»,<N,on définit une apphcatlon méromorphe de C4+1'dans CV par

¥,(z) = (‘l’o(zo),---, ‘I’d,(zd,)» ‘Pd,+1,v,,l+1(zdl+l)""’ "I/k,v,,(zk))'

L’algébre des coordonnées C[P] de P est formée des polyndmes en N
variables

Xos-os X5 Xy, 0<v,<N,d <i<k),

qui, pour d; < i < k, sont homogenes en les N; + 1 variables X ..., X; ».
Un tel polyndme P a donc k + 1 degrés partiels Ly, L,,..., L,; on lui associe
la fonction F, entiére sur C4*! définie par F = P(®), et les fonctions
méromorphes Y, (0 < »;, < N,, d, <i < k), définies par Y, = P(¥,).

Nota bene: Si d = d, il n’y a pas d’indices v et on a dans ce cas ® = ¥,.

(c) Polynémes de Feldman et majorations analytiques.
Pour chaque entier positif k, on définit un polyndme en une variable

A(z;k)=(z+1)---(z+ k) /k.
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On pose aussi A(z; 0) = 1. Nous choisissons deux entiers L_, > 1et L_, > 1,
et nous posons L,=L_;L_, Les polyndmes 1 et A(z + A_;; L_))*-2,
1<A_,<L_,,1<A_,<=<L_, forment une base de I’espace des polyndmes
de degrés < L_,L_,. Nous écrivons les polyndmes P € C[P] du (b) ci-dessus
en utilisant cette base pour la variable X,. Par abus de langage, nous dirons
que P a pour degrés

(L_y,L_y, Ly,..., L).

Bien entendu, quand on parlera des coefficients de P, ce sera par rapport a

cette base. Ces coefficients dépendent du choix de L_, et L_;. Quand nous

dirons que P est de degrés < (L_,, L_,, L,,..., L}), cela signifiera que P est

de degrés < (Ly,..., L), etquelonachoisi L_, et L_, avec Ly=L_,L_,.
Nous utiliserons la majoration (cf. [12, lemme 2.4])

+2 Lo
t!(lzl T L—l) (2e)Lo’
-1

valable pour 1 <A_;<L_;,1<A_,<L_,,ettout z€C.
Le lemme suivant fournit une majoration des valeurs en un point des
dérivées d’une fonction F = P(®).

d' -2
E;(A(z + A—l; L—l)))‘ <

LEMME 3.2. 1l existe un réel C; > 0, ne dépendant que des plongements des
G, dans Py, des bases des T, et des applications , définies plus haut, ayant la
propriété suivante.

Soit P un élément de C[P] de degrés < (L_,,L_,,L,,...,L,), dont les
coefficients dans C sont de modules < H. Soient u,,...,u, des éléments de
T;(C) (identifié a C**Y). Pour t = (ty,...,1,) € Z", t; > 0, on note

D'=Djo .- oDl |u|| = max{jlul;1<j<n}.

Soit v = (Vy,Vy,...,V;) € C% X +-- XC8% = C?*1, Enfin soit T un réel positif.
Alors pourt, + -+ +t,=Tet F=P(®)ona

log|D'F(v) |

< G,|log H + T log(T||u||) + Lolog( Ivll + 2) + Z L(|v]l* + 1)|.

i=1

Démonstration. Soit f une fonction analytique dans C?*!, Notons
€9, - - - » 84 la base canonique de C**!, et

d
u = (u,.,o,...,u,,d) =) u; &, l<i<n.
j=0
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Gréce au lemme 3.1 on a pour t = (¢,...,t,), [t| = T,
IDY(0)] < ATIsIupT{lu.:,o o -+ o DEf(0)]},
T|=

avec 4 = maxls.,s,,{):f.olu,.,jl }.
On utilise maintenant les inégalités de Cauchy sur le polydisque ||z;|| = 1,
0 < i < k, qui fournissent

|D°"")oo o oD::f(O)I < T‘" Sl“ll.).l {If(z)l}'

On applique cette inégalité & f(z) = F(z + v), en utilisant la majoration, pour
lz,ll <1+ |lvll O <i<k),

k
log|F(z)| < C31[1°8H + Lolog("fvo—"- + 2) + X L(Ivl* + 1)},
-1

i=1

ce qui achéve d’établir le lemme 3.2.

4. Estimations arithmétiques

On reprend la situation du paragraphe 3, mais maintenant on suppose
Gy, ..., G, définis sur un corps de nombres K. On va choisir des bases des
T, et des plongements des G; dans Py, qui soient définis sur K. Alors, dans
la situation du lemme 3.2, en supposant u,,...,u, algébriques (dans T;) et
exp.V algébrique (dans G), on pourra minorer | D‘F(v)| quand ce nombre n’est
pas nul, par 'inégalité de la taille (ou de Liouville).

(a) Plongement de G dans P défini sur X,.

Fixons i, d; <i < k (le cas k = d, est banal ici). Quitte & remplacer K|,
par une extension finie (dépendant du groupe algébrique G,), on peut supposer
que le sous-groupe linéaire connexe maximal de G; est déployé sur K|,
c’est-a-dire est un produit direct de groupes isomorphes 4 G, et G,,. Nous
sommes alors dans la situation de [9, §1], et nous pouvons choisir le plonge-
ment de G dans P, introduit au §3b, de telle sorte qu’il satisfasse les propriétés
indiquées dans [9, §1]. Quand K est un sous-corps de C contenant K, on note
K[P] les éléments de C[P] & coefficients dans K.

(b) Base de T;(C) définies sur K,

L’espace tangent de G A l’origine a une K-structure. On peut donc choisir
une base de T;(C), définie sur K. Cela signifie que quand P € K [P], et si
u € C9*! a aussi ses coordonnées dans K, les fonctions rationnelles sur G
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associées & P:Y,= P(¥,) (0 <», <N, d, <i<k), sont telles que DY, est
définie sur K|,

LeMME 4.1. Fixons i (d, <i<k), et v, (0 <v,<N,), et écrivons pour
simplifier

'Pi,v, = (fl””’fN,)

ot chaque f; est une fonction méromorphe sur C8:.
Il existe des polynomes Q, , (1 <t < 8,1 < s < N,), dépendant de i et v,, d
coefficients dans K, tels que

et = sl fureeos )

pourl <t<$§,1<s<N,

Démonstration. Cest la proposition 1.2.3 de [10].

(c) Minorations arithmétiques.

Nous utilisons la hauteur de Weil logarithmique et absolue déja introduite
au paragraphe 2. Si P € K[P] (ou K est une extension finie de K, dans les
notations précédentes) est non nul, on écrit P comme au paragraphe 3(c), en
utilisant les polyndmes de Feldman pour la variable X,; si p,,..., p,, désig-
nent les coefficients non nuls de P dans cette écriture alors on définit h(P)
comme la hauteur du point (1, p,,..., py) € Py (X).

LEMME 4.2. 1l existe un réel C, > 0 ne dépendant que des G,, des plonge-
ments des G; dans Py, des bases des T, des applications y, choisies au §3
représentant les exponentielles et de K, ayant la propriété suivante.

Soit K une extension finie de K,, D = [K:Q]. Soit P € K[P)], de degrés
<(L_, L_y, Ly,...,L,), a coefficients entiers dans K avec h(P) < log H,
H > 1. Soient u,,...,u, des éléments de K**' et W le C-espace vectoriel qu’ils
engendrent dans C**1, On note, comme dans le lemme 3.2:

D'=Dge - oDpr, |ul| =max{|lull;1<j<n}.

Soit V= (%,¥,...,%) € C% X -+ XC8% = C*! gpec v, =1 tel que expzv
€ G(K). Soient Bet V,,...,V, des nombres réels > e tels que

log B>h(u;) (1<j=<n)
log ¥, > max{h(expgy,); [Iv/|*/D} (1 < i < k).
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Enfin soient T, S deux entiers positifs, et soient t,,.. ., t,, s des entiers > 0 avec
ty+ - +t,=Tet 0<s<S. On suppose que la fonction F = P(®) a un
zéro en sv d’ordre > T le long de W, et que le nombre D'F(sv) n’est pas nul.
Alors

log| D'F(sv)| = —C4D{logH + Tlog(BT+ Ly+ --- +L,) + TL_,

+Lolog(—'$— + 2) + Z L, S"llogV}
im=1

Démonstration. 11 n’y a pas de restriction 3 supposer que les degrés de P
par rapport aux variables X,,...,X, sont exactement L,,..., L,.
Associons a chaque i, avec d; < i < k, un indice », tel que

|@:,,,(sv) | 2 exp(—csollsvill*) /(N; + 1) 2 exp(—cqy DS*log V),

et posons v = (v ,q,- -5 ¥x)-
Il résulte de [4, lemme 7] que

h(expg sv;) < c42[(S‘°' +1) + S"'h(exple,.)] < ¢438°10g V.

Nous désignons par 7,, la translation par expgsv sur G, et nous la représen-
tons sur des cartes (indexées par un ensemble /) par des opérateurs 7
(a € o). Utilisons maintenant le lemme 4.1 pour exprimer les fonctions

o1 (M(Po¥,)

sous la forme P{®(¥,) out P{? est un polyndme de K [P] s'écrivant

L, L,

P9= L T L a(aChrstaiz)™)

_1"1 A z-l T=0
A A
XE E Pk'Xi,o'”Xi,‘l/,v'»
i=1 N =L

avec

k
max {h(p))} <log H+ cys|Tlog(BT + Lo+ --- +Ly) + Y. L,S*logV,|,

i=1

Ly=Ly,..., Ly =Ly, Ly < cus(T+ Ly yy),..., Li < cgs(T + Ly).
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Le nombre algébrique

D' 1, (Po¥,)(0) = D'(Po¥,)(sv),
est la valeur d’au moins un polyndme P{? au point ¥,(0); donc il appartient

au corps K qui est de degré D sur Q, et on peut majorer sa hauteur par

log H + c4|T log(BT + Ly+ -+ +L,)

k
+ Y LS*logV,+ TL_, + Lolog(-LS— + 2)]
i=1 -1

Remarquons, pour cela, qu'un dénominateur commun des nombres

d’ -

€Q,

Xo=0

est la puissance 7-iéme du plus petit commun multiple de 1,2,..., L_; (cf.
[12, lemme 2.4]), et est donc en particulier < exp(c4,TL_,), tandis que les
logarithmes des valeurs absolues de ces mémes nombres rationnels sont
majorées par

c47[L(,log(—I-J'S_‘—l + 2) + T log T].

Comme F = (PoV¥,)X l'l{‘_dl+1(q>i, ,,)’“' et que les fonctions ¢, ne
s’annulent pas en sv le nombre D'F(sv) n’est pas nul si et seulement si le
nombre

D'(Po¥,)(sv)
n’est pas nul; il résulte donc de I'inégalité de la taille
log| D*(P o ¥, )(sv)|

> —cyD|logH+ Tlog(BT + Ly + -+ +L,)

k
+ Y LSPlogV,+ TL_, + L(,log(Li + 2)]
-1

i=1
Enfin comme ord,, F =T = ¢, + --- +t, on a encore
k
D'F(sv) = DY(Po¥,)(sv) x 1 (tpi,,,(sv))L',

imd)+1
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mais grace au choix des »; fait au début de la démonstration on a

k k
].—.[ I(pl v (sv)IL‘ 2 exp -649D Z LiSpllogI/i ’
i=d+1 s im=1

et le lemme s’obtient en combinant les trois derniéres relations.

5. Préparatifs

Soit G un groupe algébrique commutatif connexe de dimension d + 1,
défini sur C, et plongé dans un espace projectif P,. Nous reprenons, dans un
premier temps, les résultats de [5] pour minorer la distance d’une période de
Papplication exp; a I'espace tangent T, d’un sous-groupe algébrique G’ de G.
Puis nous isolons, dans la situation décrite au paragraphe 3, le sous-groupe
algébrique extrémal qui nous servira 3 construire la fonction auxiliaire au
prochain numéro. Nous traduisons, enfin, la minoration de la premiére partie
pour ce sous-groupe algébrique particulier.

(a) Périodes et approximation.
Le groupe G s’écrit comme une extension d’une variété abélienne 4, de
dimension g, par un groupe linéaire L, de dimension / (d + 1 =1+ g),

0>L->Go4-0,

L est le produit d’une puissance L, du groupe additif G, par une puissance
L,, du groupe multiplicatif G,,.

L’espace tangent T;; en 'origine & G est un C-espace vectoriel isomorphe a
T, X T, contenant le réseau £ = ker exp; des périodes de expg; fixons un tel
isomorphisme identifiant l'application dw avec la seconde projection. Le
réseau dw(Q) = Q, (resp. @ N T, = ;) est le réseau des périodes de exp,
(resp. exp ),ona T, =T, XT; avecT, =C T, =C"etQ; =QirZ)"

. . 'a m
C T, . Choisissons w,, ..., w,, (resp. §y,...,{,,) une base sur Z de 2, (resp.
;) et une base 7,...,7,, du R-espace vectoriel sous-jacent & T, . Les
vecteurs
{@1re s @as $1see s S 810 ey By T e s Tag ) = {10 n s £2040)

forment alors une base du R-espace vectoriel sous-jacent & T; grace a laquelle
nous identifions T; & R2?*2, Nous notons (.,.) le produit scalaire canonique
sur R29*2 et || x|| = (x, x)!/? pour x € R?¥*2; cette norme est équivalente,
sur T;, 4 la norme introduite au paragraphe 2 et notée aussi || - ||. Les
constantes de comparaison de ces deux normes ne dépendant que des G, et des
bases des T;, choisies, nous ne distinguerons pas, ici, la nouvelle norme || - ||
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de la précédente. Enfin nous noterons ¢ le plongement de G dans P, et deg X
le degré de I'adhérence de Zariski dans P, de X c P, (voir (b) pour une
définition).

Rappelons le corollaire 2 de [5], ou nous identifions T; avec R*?*2 comme
décrit ci-dessus.

THEOREME 5.1. Si G’ est un sous-groupe algébrique de G de degré < A dans
P, et w € Q alors, ou bien w € Ty, ou bien

(5.2) d(w,Tg) =min{||lo —ul|;ue Ty} = Cs- A7,

ou Cs €10,1] est un réel dépendant de G, du plongement de G dans P, et du
choix de la base ¢,, ..., &,,,, de T; sur R.

Démonstration. Voir [5, corollaire 2].

(b) Choix d’un sous-groupe.

Soient Gy, ..., G, des groupes algébriques commutatifs connexes définis sur
C avec Go=6G,, G,= -+ =G, =G, k>2d; 20. On note G=
Gy X +-- XGy, §,=dimG, 0<i<k), d+1=dimG=5,+ --- +§, et
d, = d — d, comme au paragraphe 2. Pour i = 0,..., d, on plonge G, dans P,
de maniére naturelle et pour i = d; + 1,..., k on plonge G; dans un espace
projectif Py, “a la Serre” comme au paragraphe 3b. Soit

5 dy+1
P=(P)%" X Py, ., X XPy;

Palgébre des coordonnées C[P] de P est formée des polyndmes homogénes par
rapport 4 chaque groupe de variables

(X0, X1)0<i<d) et (X,,..., X 5)(d <i<k).

Si X est une sous-variété algébrique de P et si on note I(X) son idéal de
définition dans C[P], nous reprenons les notations introduites dans [7].
Notamment

dim¢(CP1/I(X)) ..., 1

est, pour L,,..., L, assez grands, la valeur d’'un polynéme, dit de Hilbert-
Samuel, en L,,..., L, & coefficients rationnels dont nous notons

H(X; L,..., L,)/(dim X)!

la partie homogene de plus haut degré (= dim X).
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Utilisant les plongements de Segré nous plongeons encore P dans un espace
projectif P, de sorte que si X est une sous-variété algébrique de P, son degré
deg X dans P, (i.e., (dim X)! fois le coefficient dominant du polyndme de
Hilbert-Samuel de X dans P,) est égal & H(X;1,...,1) (voir & ce sujet la fin
de la démonstration du lemme 6.7 plus loin).

Nous reprenons maintenant les notations du paragraphe 2 et notamment la
forme linéaire L sur T; dont nous notons W le noyau dans T;. Dans Pécriture
(2.2) de la forme linéaire L il n’y a pas de restriction & supposer que 8, = —1;
nous munissons alors 'hyperplan W de la base

e=(0,...,0,1,..,0,-8_) (1<j=<d).

Rappelons que nous avons introduit le point v = (1,v,...,v,) de T5(C)
dans le théoréme 2.1. Nous posons V' = max{V;; 1 <i < k}.

Nous fixons un réel C, assez grand, beaucoup plus grands que tous les
autres réels C, et c,; qui vont intervenir dans la suite; ils ne dépendent pas des
paramétres D, B, V,,...,V,, E. On pose

(5.3) S =[C5(Dlog B)/(log E)),
(54 S,=I[8/C}
(5.5)

U, = C(;t(d+1)+5d2 . patdi+2, (logB)dzH

TI%,(log ¥;)* - log(DE) - (log E) ™%,

Comme E < BP et E < VP, on a Uy > c5Cy "“’Dzlog(BV), et on peut
choisir un nombre U; dans l’mtervalle UG 20U > Dzlog(BVz pour chaque
nombre réel U > C, on définit des nombres réels U’, LE, ..., L¥ et des entiers
L_,,L_, Ly,..., LT et T,comme fonctions de U par U’ = max{U, U, }, et

(5.6) L = max{l min{[log B];[L§]}} ou L = U/D log(DE),
(CX)] =[L¥/L_,},

(5.8) Lo L_,L_,,

5.9 = [U/DSPlog V) et L¥ = U/DS*logV, (1 < i < k),
(5.10) T =[U'/C,Dlog B] et TS = U'/CyD log B,

5.11) T0 = [T/C3].

Remarquons tout de suite que 'on a T > D et
Lylog(2 + (4ES/L_,)) < (log C,)U"/D.
Enfin rappelons que I'on note, comme dans [10],

T'(S) = {expg(sv); s€ Z,0 <5 < S}.
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PROPOSITION 5.12. Il existe un nombre réel U, dans I’intervalle
(4/C¢)S10g E < U < U,

ayant les propriétés suivantes.
(5.13) Pour tout sous-groupe algébrique connexe G’ de G vérifiant To, € W
on a, en notant r = dimG/G’,

(T%)"'card((T'(S) + 6)/G") - H(G"; LE, ..., L}) > G H(G; LY, ..., L}).

(5:14) 1l existe un sous-groupe algébrique connexe G de G tel que Tec W,
et, en posant ¥ = dimG/G,

(T%)" *card((T(S) + G)/G) - H(G; LE,..., L) = GH(G; LE, ..., LE).
Démonstration. Remarquons d’abord que la quantité
#(G") = G (T#/U")" ™ card((T(S) + G')/G")

H(e; LY/U,..., LY/U)
H(G; L¥/U,..., LE/U)

dépend de G’, mais pas de U.
Parmi tous les sous-groupes algébriques G’ de G vérifiant T C W, on en
choisit un, G, pour lequel la quantité 7 = &(G) est minimale et on pose

U =oY"max{«; U}V V",

On vérifie ainsi (5.13) et (5.14) (il faut noter que le quotient des deux fonctions
H est homogeéne de degré r). Il reste & voir que U est bien dans l'intervalle
annoncé.

Si U < U,, on a U < U,. Sinon, d’aprés (5.13) pour G’ = 0, on a
(T%)S > GH(G; LS, ..., L¥) = G, (LE)™ --- (L})™,
d’ou
(T%/U)°s
(Ldv)* - (Li/v)™

car S < CsD(log B)(log E)~ 1.
On minore maintenant U en utilisant (5.14). On a

U< Gt < UG,

H(G; L¥/u,..., LE/U)
H(G; L¥/uU,..., LE/U)’

= C; (T4/U) card((T(S) + 6)/G) -
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on remarque alors que, si 7, désigne la projection de G sur G,

H(G; L¥/v,...,LY/U) _ [cu(SlogE)’ si my(G) # {0}
H(G; LY/U,...,LY/U) = | ¢, (Slog E) 'DIog E i my(G) = {0),

carlog E < C,DlogV, (1 <i<k).Si 7y(G) = {0}, on a aussi
card((T(S) + G)/G) = §;

donc dans tous les cas on a les minorations (en tenant compte du fait que
F>1),

U>s2 C;Y(1/C,Dlog B) " (Slog E)’
> ¢5,C¢"Dlog B > (4/C¢)S log E.

(c) Les deux cas. .

Nous allons appliquer le théoréme 5.1 au groupe G du lemme précédent.
Reprenons le point v = (1,v,,...,v;) € T4(C), et notons que v & T, puisque
Tz € W. Ainsi:

—ou bien pour tout s = 1,..., S — 1,ona sv & @ + Tg et nous dirons que
nous sommes dans le cas “non-périodique”;

—ou bien il existe s, € {1,..., S — 1} tel que syv € @ + T, nous dirons
alors que nous sommes dans le cas “périodique”. Dans ce cas (5.2) montre que
d(sv, Tg) = CsH(G;1,...,1)"! d’ob, aprés homothétie de rapport 1/sq >
1/8,

d(v,Tg) = d(sgy, Tg) /5o = (Cs/S)H(G; 1,...,1).
Rappelons que I'hyperplan W = Ker L, avec
L(z) = Bozo + +++ +By_12a-1 — Zas
est muni d’une base (e,,...,e;):
e = (o,...,0,1,0,...,0, —Bj_l), 1<j<d,
grice 2 laquelle nous identifions W 4 C“ On note (.,.) le produit hermitien
canonique sur C% et | - | = (,,)!”? la norme associée. Cette norme | - | est

bien sfir équivalente & la restriction & W de la norme || - || introduite au
paragraphe 2, mais les constantes de comparaison de ces normes dépendent



FORMES LINEAIRES DE LOGARITHMES 299

des paramétres B et D; plus précisement on a, pour tout w € W,

Iw| <-|wl| <V2BD|w|.
Nous choisissons une base &,,...,&; (avecd =d + 1 — 7 = dimG)de T c W
orthonormée par rapport a (.,.). Complétons cette base en une base &,,...,€,

de W orthonormée par rapport 2 (.,.). Les coefficients des € dans la base
(eys...,e,) de W sont de modules < 1. Pour w € W, posons

d(w, T;) = min{|lw — u|; u € T3}.
Si on écrit w = w€, + --- +w,€,, alors
d 172
d(W, Té) = [ Z Iwilz] .
i=d+1
D’autre part nous avons un point v = (¥y,...,V,) dans T;(C), avec v, = 1,

v, € T; (C) (0 < i < k). On écrit v dans C?** sous la forme v = (1, »,,..., %),
et on pose

W= (1,v,.., v 1, Bp+ By + -+ +By1¥a1).

de sorte que w € Wet ||w — v|| = |L(v)|.
I1 est utile de remarquer que ’on a

Wil < livll + flw—v|| < csallggk{l; i1} + IL(V)| < cseB + |L(V)].

Dans le cas non périodique on pose (f;,...,f;) = (€,,...,&;), tandis que
dans le cas périodique on prend (f,,...,f,) = (&,...,€,_1,W).

Dans le reste de ce paragraphe nous étudions plus en détail le cas périodique.
Dans ce cas, si on suppose |L(v)| < C5/(2S - H(G;1,...,1)),ona

LW = llw—v|| <d(v, T5)/2
et
d(w, Tz) = (d(v, Tg) — |lw — v||)/v2 BD > d(v, T3) /2V2 BD
> C;/(2V2BDS - H(G; 1,...,1)).

En particulier d > d, et au moins une des d — d derniéres coordonnées de w
dans la base &,,...,8&, de West de module > C/(2v2BDS - H(G; 1,...,1)).
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Quitte & renuméroter &, ,,...,€&; on peut supposer que 'on a

w=wgé + - +w,é,, avec|w, = Cs/(2V2BDS - H(G;1,...,1)).
La matrice des coordonnées de €,,.. ., &, dans la base €,,...,&,_,, w de W est

[1,0,...,0, —wy /W,
0,1,...,0, —w,/w,

0,...,0,1, —w,_/w,
0,...,0,0, +1/w, |

L

et les modules des coefficients de cette matrice sont donc majorés par
2V2||\w||BDS - H(G;1,...,1)/Cs.

Finalement la matrice des coordonnées des e,,...,e, dans la base €,,...,¢&,;
étant a coefficients de modules < 1, il en résulte:

ScoLIE 5.15. Si |L(v)| < C5/(2S - H(G;1,...,1)), on a, avec les notations
ci-dessus, dans le cas périodique,

d
e= 3 e, f; pouri=1,...,4d,
Jj=1

ot les nombres complexes e; pl=<ij< d, vérifient

max{le; ,|;1 <i, j<d} <2/2||w|BDS - H(G;1,...,1)/Cs
< ¢5,B?DS - H(G; 1,...,1).

PROPRIETE 5.16. On a, avec les notations de la Proposition 5.12,

H(G;1,...,1) < cssCUL.

Démonstration. On remarque que la fonction
H(G; L%,..., L})/H(G; LE, ..., LY)

est rationnelle, décroissante par rapport & chaque paramétre !,f et homogéne
par rapport a Lg, cees Lﬁ. Ainsi d’aprés (5.14) et en posant L, = max{1; L;}
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O<i<k)ona
H(G; L,,...,L,) H(G; LEn,...,LE0)
= =+ <
H(G; Ly,...,L,) = H(G; LE,2,..., L})2)
H(G; L},..., L})
H(G; LE,..., L¥)
< 2°C,,

<2f

car L, > L,‘.‘/2, et donc

H(G;1,...,1) < 2°C,- H(G; LY, ..., L}) < cssCU?L.

6. Construction de la fonction auxiliaire

Dans ce paragraphe nous construisons la fonction auxiliaire obligée dans
toute démonstration de transcendance. Nous utiliserons, pour cela, un argu-
ment de type “principe des tiroirs” pour résoudre des inéquations. Le lemme
de Thue-Siegel correspondant est donné au (a). Ensuite nous reprenons le
sous-groupe algébrique G choisi au numéro précédent pour majorer le rang du
systéme linéaire dont nous cherchons une solution approchée. Les notations
sont données au (b) et nous faisons appel au (c) au premier théoréme de [6]
pour comparer polyndmes et fonctions de Hilbert-Samuel. Enfin au (d) nous
construisons effectivement la fonction auxiliaire et donnons les estimations
nécessaires pour I'extrapolation prochaine.

(a) Lemme de Thue-Siegel.
Il s’agit du lemme suivant.

LEMME 6.1. Soit (4; ;)1<i<1< )<, Une matrice de nombres complexes, de
rang < p. Soient 8, m, 4 des nombres réels positifs tels que

(6.2) [2ned*=*4 +1]% < e,

et

14
max { Y |u,’j|} <e™

l<j<p j=1
Alors il existe (ay,...,a,) € L’ tel que

(6.3) 0 < max {|a;|} < e®,
l<i<v
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} < e

Pour la démonstration de ce lemme on se raméne au cas particulier suivant.

et

14
Z U; ja;

l<jspl\|i=1

(6.4) max {

LEMME 6.5. Soientu; ; (1 <i <»;1 <j < p) des nombres complexes, avec
14
max { Y Iu,-,jl} <1
l<j<p i=1
Soit p le rang de la matrice (u; ;). Soient A et | deux entiers positifs vérifiant
I’ < (A+1)".
Alors il existe des entiers rationnels a,, ..., a, vérifiant
0 < max {|a,|]} <A,
isv

1<

et

14
Z U; ja;

i=1

} <2pA/I

max
l<j<p

Remarque. Si les u; ; sont réels on peut remplacer 2p par p et omettre le
facteur 2.

Démonstration. On désigne par & lensemble des (ay,...,a,) € Z°
vérifiant 0 < a;, < A (1 <i < »), et par ¢: & — C* l'application

14
(a1,...,a,) = (Eu,.,ja,.) .
j=1 1<j<p
L’image de ¢ est contenue dans un cube # de C* = R?*, de c6té < A. Elle
est aussi contenue dans un sous-espace vectoriel E de C* de dimension p sur
C. Comme E N & est contenu dans une boule euclidienne de rayon Ay/2p /2,
donc dans un cube de E (= R??) de cbté A\/2—y , on peut recouvrir E N & par
1%° petits cubes de cdté Ay/2p /1. Comme /2° < (A + 1)’, par le principe des
tiroirs, il existe a’ + a” dans & tels que @(a’) et p(a”’) appartiennent au méme
petit cube. Alors la différence a = a’ — a” vérifie ce que 'on veut.

Démonstration du Lemme 6.1. Par homogénéité on se raméne & » = 0. On
pose A = [e®]. Grice A ’hypothése (6.2) il existe un entier / > 0 tel que

2uA/l<e# et I?*<(A+1)".
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On peut donc appliquer le lemme 6.5.

(b) Notations

Nous reprenons les notations introduites dans les paragraphes précédents.
En particulier W = ker L est un hyperplan de T;(C), muni de deux bases
(ey,...,ey) et (fy,...,f,). Nous supposons désormais

0 < |L(V)| <e SV,

On désigne par K le corps de nombres engendré sur K, par les nombres
Bos - - -» B4—1, €t par des coordonnées projectives des points expsV;, 0 < i < k,
dans Py (Q). Désignons ces générateurs de K sur K, par B,,...,
Bi_1s--» Bap—1, €t soit B,, un générateur de K, sur Q. Alors on obtient un
systéme générateur de K comme Q-espace vectoriel en prenant ’ensemble

{Bgo -+ B0 <a,<[Q(B):Ql, e+ -+ +ay < [K:Q]}.

On choisit parmi ces élements une base §,,..., £, du Q-espace vectoriel K.
Quand P est un polyndme dont les coefficients p, sont des combinaisons
linéaires X7, p, ,£; & coefficients p, , dans Z, on a

h(P) <h(1,¢,...,£p) + log D + logmax{|p, ;s N, i},
et

h(1,¢,,...,£€p) < D max {h(B,)} < C,Dlog(BV)} < C;°U’/D.
O<i<M

Rappelons que nous avons introduit les paramétres L, T, T, S, S, au para-
graphe 5. Nous définissons un ensemble & C Z¢ X Z de la maniére suivante:
—dans le cas non périodique,

&= {(t,5s);0<¢t,<2T,(1<j<d);0<s<5};
—dans le cas périodique,
&= {(t,s);0<t,<T,(1<j<d-1);0<1,<T;0<s<S}.

Nous noterons Df pour Dfto --- o Dfd, t = (t;,..., ;).

Posons L = (Lo, Lk), et choisissons un releve 4, dans C[P], d’une base
du C-espace vectonel {C[P] /1(G)}, formé de polynémes de Feldman
homogénes pour le facteur G, = G, et de mondmes pour les autres facteurs. Le
cardinal de % satisfait, avec L, = max{l L},

card # = dim{C[P]/1(G) )L = ceoH(G; Ly, ..., Ly).
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En effet, on a un isomorphisme

(CP)/I(G))}y, = éo{c[PN,]/I(Gi)}L,,

ou I(G;) est I'idéal de définition de 'adhérence de G; dans Py, et I(G) l'idéal
engendré par I(G,),..., I(G,). Donc

k
dimc{C[P1/7(6)}, = [Tdimc{C[Py]/2(6))}

k
> cq [ ] L2deg 1(G)),
i=0

et on conclut grace au lemme 3.4 de [7].

(c) Equations et systémes linéaires.

Le systéme d’équations linéaires que nous voulons considérer est le suivant.
Soit P une combinaison linéaire générique (i.e., dont les coefficients sont des
inconnues) des éléments de la base des polyndmes de K[P] de degrés <
(L_,,L_y, Ly,..., L) choisie aux numéros 3¢ et 4¢ (la notation K[P] a été
introduite au §4.a). Posons F = P(®), nous allons majorer le rang du systéme
d’équations linéaires

(6.6) D{F(sv) =0, (t,s)€é.
Plus généralement, si G’ est un sous-groupe algébrique connexe de G, = un
sous-ensemble de cardinal fini de G et u,,...,u, une base d’un sous-C-espace

vectoriel W de Tj; tels que u,,...,u,, forment une base de W N T, on a le
lemme suivant.

LEMME 6.7. Soient T, ., ..., T, des entiers > 1, on pose L, = max(1; L;}
(0 < i < k). Avec les notations précédentes le rang du systéme

(6.8) {D{F(o)=0;0€351,...,t, €N, t,< T, (m+1<j<n)}
est inférieur ou égal a

84T, ., -+ Teard((Z + G")/G’) - H(G'; L,..., L),
ou d’ désigne la dimension de G’'.

Démonstration. On a défini dans [7, §4.1] des opérateurs algébriques
représentant les dérivations et les translations sur un groupe algébrique



FORMES LINEAIRES DE LOGARITHMES 305

commutatif. Nous reprenons ici ces notations, et comme il est équivalent
d’exprimer ’annulation d’un polyndme en un point dans une carte affine de G
ou dans une autre, nous choisissons une fois pour toutes une carte affine de G
contenant 'origine. Ainsi nous avons dans les notations de [7] les opérateurs
d! représentant, algébriquement, la dérivée D! au point o, et le systéme (6.8)
peut se réécrire

(6.9) {0:P(0)=0;0€3;1,....,1, €N, ;< T, (m+1<j<n)}.

Notons & un systéme de représentants dans = des classes de = + G’ modulo
G’ et considérons le systéme linéaire

{ovPe1(G); 0 €5;
(6.10) ¢ =(0,...,0,t,11,...,1,),, < T, (m+ 1< j< n)}
ot I(G’) est I'idéal premier de définition de G’ dans C[P].
Montrons d’abord que le rang du systéme (6.9), et donc du systéme (6.8), est
inférieur au rang du systéme (6.10). A cette fin il suffit de montrer que tout

polyndme Q solution de (6.10) est aussi solution de (6.9). Mais on vérifie par
une formule de Leibnitz (cf. [7, prop. 4.3]) que les idéaux

(8},',',0 LQ;0' € #; 0" € G';
¢ =(0,...,0, tpyrser2,), ;< T, (m+ 1< j<n);t’ €N™)
et
(9}Q;0 €2+ G t,...,1,€N ;< T, (m+1<j<n))

ont les mémes zéros dans G. On a 3%.(1(G")) c I(G’) pour tout ¢” € G’ et
t’ € Z™ (cf. [7, p. 373)), et si Q est une solution de (6.10), le premier de ces
idéaux est contenu dans I(G’), ainsi les polyndmes d!Q s’annulent en 0
montrant bien que le polyndme Q est encore solution de (6.9) et (6.8).

Comme nous avons plongé les groupes algébriques G,;“a la Serre”, il suit de
la remarque précédant la définition 4.1 de [7] que les polyndmes 3%.P sont de
degrés < (L_,, L_y, Ly,..., Ly, 2L, - ..,2L;). Posons

&= (Ly,..., L4, 2L, 4q,-..,2L);
le nombre de conditions a écrire pour qu’un des polyndémes d%,P appartienne
a I(G’) est < dim{C[P]/I(G")}&. Ainsi le rang du systéme (6.10), et donc
des systémes (6.9) et (6.8), est majoré par

Tpir +++ T, card &+ dim(C[P]/1(G")} -
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Pour démontrer le lemme il nous suffit de vérifier que
dim{C[P]/1(G")} o< 8¥H(G'; L, ..., L,).

Ceci résulte du théoréme 1 de [6] lorsqu’on considére le plongement de P dans
un espace projectif P, suivant:

P- P,

=y Xa,‘
( i, v,)(OSv,sN,-,Osisk) (ﬂ i,ll)
’

Ca =L,,0<i<k)

Désignant par C[Py] et I 'anneau des coordonnées de Py, et I'idéal premier
de définition de G’ dans C[Py] on a pour tout entier /,

{C[T)]/I(G')} KEg,.... ) = {ClPy]/Iy},

1l en résulte que le degré de Iy est H(G'; Ly, ..., L,) et le théoréme 1 de [6]
montre que

dim ¢ {C[P]/1(G")} o< dim {C[P)/1(G") }us,,..., 1,
< dimc{C[Py]/Iy},
< 8%deg I,
< 84H(G’; Ly, ..., L).

Le lemme est donc établi.
Appliquant le lemme 6.7 au systéme (6.6) on vérifie que le rang de ce
systéme est majoré par

(6.11) 8977 card((T'(S,) + G)/G) - H(G; Ly, ..., L),
dans le cas non périodique, et par
(6.12) 89T 2Tcard((T(S) + G)/G) - H(G; L,,..., L,),

dans le cas périodique, car w & T. Rappelons que d=d+1-7=dimG.

Enfin on constate que chacune des quantités (6.11) et (6.12) est majorée,
grace a (5.14) et au choix des parameétres Sy, Ty, par (cs;/Co) H(G; LO, ,L)
(on remarque que la fonction H(G; Ly, ..., L,)/H(G; L, ..., L,) est ration-
nelle, décroissante par rapport a chaque paramétre L, ct homogeéne par
rapport & L,..., L,, enfin L > L”/Z) D’ou

SCOLIE 6.13. Le rang du systéme linéaire (6.6) est majoré par

(ca/Co)H(G; Ly, ..., Ly).
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Remarque. Nous pouvons maintenant vérifier que les paramétres L,
(1 <i < k) définis par (5.9) sont non nuls (i.e, U = DSPilogV;) dés que
B; # 0. Un polyndme combinaison linéaire des éléments de & a card # >
ceoH(G; Ly,..., L,) coefficients, la scolie (6.13) entraine qu’il existe un tel
polyndme P, non identiquement nul, et vérifiant avec F = P(®)

D{F(sv) =0 pour(t,s) €8.
Si B; # 0 on compléte la base

f=(,....1,)
de W en une base

f= (TR POy

de T;(C) par un vecteur f,, ; € T (C), C’est possible car alors Tj; (C) n’est pas
contenu dans W. Si L,=0, le polynﬁme P ne dépend pas des variables
associées a G;, et on déduit des équations ci-dessus que F s’annule a I'ordre T,
en chaque point sv (0 < s < ) le long de T;(C), avec

(Sp, T) dans le cas non périodique,

Ty) = fod;
(8, 1) {(S,T})) dans le cas périodique.

Le lemme de zéros de [7] conduit alors & une contradiction qui établit bien que
L, # 0. Nous n’utiliserons pas cette remarque dans la suite.
(d) Construction de F.

PROPOSITION 6.14. 1l existe une constante Cg > 1, ne dépendant pas des
paramétres D, B, V,,...,V,, E, et il existe un élément non nul P de K[P], ne
s’annulant pas identiquement sur G, de degrés < (L_,,L_;,L,,...,L,),
vérifiant

h(P) < C,C3/*U’/D,
tels que la fonction F = P(®) satisfasse
| DiF(sv)| < exp(—C372U"/Cs)  pour (t,5) € &.

Démonstration. On doit résoudre un systéme d’inéquations. On écrit,
a priori, P comme déshomogénéisé d’une combinaison linéaire des éléments de
2, et on écrit les coefficients de P dans la base §;,.. ., £, de K sur Q. Ainsi le
nombre d’inconnues dans Z est D card & > ¢, D - H(G; L,,..., L,). Grace &
(6.13), on va pouvoir utiliser le lemme 6.1 avec

v/2p 2 C,D/Cs et u<TiS/CE<(CU)".
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Pour estimer les modules des coefficients du systéme on applique le lemme
3.2 4 chaque mondme composant éventuellement P. On vérifie alors que les
logarithmes des modules de ces coefficients son majorés par

G| T log[T(Ifyll + -+ +Ifll + lIwl])]
k
+Lylog(2 + S/L_;) + Y L(S|vl + 1)*|.
jm=]
Mais |f,|l,...,|Ifl <dBD et |w| < ||v| +1 car |w—v| = |LE)|

< 1, et enfin ||v;||* < DlogV, en vertu de (2.5). Reprenant les définitions des
parameétres L, S, T on vérifie

T log[T(Ifyll + -+ + Il + IIwl))] < U’/ D,

Lylog(2 + S/L_;) < (cglog Cy)U’ /D,
k
Y. L,SPlogV, < ceU/D,

i=1
max log|¢,| < C,D%log(BV) < C;3U",
1si<D
et on peut appliquer le lemme (6.1), avec
m=f4=C3*U'/Cs et &= CiC3/*U'/D
pour achever d’établir la proposition 6.14.
En utilisant hypothése |L(v)| < exp(— Cs/?U’), nous allons déduire de la
proposition 6.14, I'estimation

(6.15) | D{F(sw)| < exp(—C¢/%cssU’) pour (t, s) € &.

Elle résulte de la majoration suivante, qui sera de nouveau utilisée au para-
graphe 7.

PROPOSITION 6.16. Pour |t| <2T et 0 <s<S,ona

IDF(sv) — DiF(sw)| < [Iv — wllexp((cglog Cp)U'/D).
Démonstration. On applique la majoration

’
< max |f (x)l

/0 - =|f 1) a
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a la fonction d’une variable f(z) = D{F(sv + sz(w — v)); donc il existe un
nombre réel x, 0 < x < 1, tel que

ID{F(sv) - DiF(sw) <| Z(x)];
on utilise, comme précédemment, le lemme 3.2 pour achever I'estimation.

7. Extrapolation
Le but est, ici, d’établir ’énoncé suivant. On suppose dans tout le para-
graphe |L(v)| < exp(—C;72U’), et on reprend les notations des numéros
précédents. En particulier, on a |L(v)| < C;/(2S - H(G;1,...,1)) grice a la

propriété 5.16, et nous sommes donc, dans le cas périodique, sous les hypothéses
de la scolie 5.15.

PROPOSITION 7.1. La fonction F, construite au paragraphe 6, vérifie
D!F(sv) =0 pour|t| <Tet0<s<S.

Nous utiliserons la formule d’interpolation classique suivante qu’on trouvera
dans [12, lemme 2.3].

LEMME 7.2. Soit f une fonction analytique dans le disque |z| < R du plan
complexe. Soient 2 < r < R/2, et T}, S, deux entiers positifs. Alors

LS

e < 2/1( F)

S (@)

;0<t< T1;03s<S1}.
On a noté
dt
Me= s (1) e 1O = Eh e,

Nous montrons dans un premier temps une majoration.

PROPOSITION 7.3. Il existe un réel C, > 1 tel que

| DEF(sv)| < e~ 8V pour |t| < Tet 0 < s < 8.
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Démonstration. Pour ce faire on introduit les notations suivantes:

—dans le cas non périodique, on fixe ¢,,...,¢;, avec t; < T (1 <j < d) et
on pose

f(z) = D}F(zw), S;=8, e¢ T,=T,;

—dans le cas périodique, on fixe t;,...,¢,_j,avect; < T(1 <j<d-—1)et
on pose

f(z) =Dfto --- o Dj+-1F(zw), S;=S et T, =T,

Ainsi dans les deux cas f est une fonction entiére dans C qui satisfait, d’aprés
(6.15),

If O(s)) < exp(—Ci/%eU’) pour 0<t<T;,0<s<S§,.
On applique le lemme 7.2 avec r = 5, R = 4Er. On a
(C¥/cz0)U" < TyS)log E < CleroU',
et, grice au lemme 3.2,
log|f] r
k
< ¢y | C37?U’ + T log(TBD) + Lylog(2 + R/L_;) + Y. L,(v|IR)"
i=1
< C3 e pU,
car
T log(TBD) < c;U',
Lylog(2 + R/L_,) < cp5(log C,)U',
L,(IvIR)* < L,D(R/E)"1og ¥, < ¢5U.

On trouve donc
log|fl,, < — CieqaU'.
Comme |f(s)| < |f],, pour 0 < s < S, on a démontré
(7.4)  |D{F(sw)| < exp(—ClcysU’) pour |t| < Tet0 <s<S,

dans le cas non périodique. Dans le cas périodique, (7.4) résulte des inégalités
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de Cauchy,
ID{F(sw)| =|£(s)]
< Q2ty/r)“|f 2,
< exp(— Cée,sU),
car

tlog(2t,/r) < Tlog(2T) < c,U’.

On utilise enfin le lemme 6.16 pour déduire la proposition 7.3 de (7.4).
Nota bene. Dans le cas non périodique (resp. périodique) on reconnait la
méthode de Baker (resp. Gel’fond).

Démonstration de la Proposition 7.1. Montrons que I'on a
(7.5)  |D!F(sv)| < exp(—Cic;,U’) pour |t| <T,0<s<S.

On utilise pour cela les lemmes 3.1 et 7.3. Dans le cas non périodique, la
matrice de passage de la base f & la base e est unitaire, on peut donc majorer A
par d, et T log d par c¢,5U’. Dans le cas périodique, on utilise la scolie 5.15, et
la propriété 5.16 pour majorer T log(cs,BDS - H(G; 1,...,1)) par c,gU’, d’ou
(7.5) en tout cas. On termine la preuve de la proposition 7.1 en utilisant le
lemme 4.2, avec les majorations

log H < C§/%c,dU’ /D,
Tlog(BT + Ly+ -+ +L,) < ¢,U"/D,
TL_, < ¢,U"/D,
Lolog(2 + S/L_,) < (ez5log C,)U'/D,
k
Y L,S*logV, < c,U/D.

i=1

La majoration (7.5) serait en contradiction avec la conclusion du lemme 4.2 si
D!F(sv) # 0 pour un couple (t, s) vérifiant |t| < Tet0 < s < S.

8. Le lemme de zéros et conclusion

Nous montrons finalement, grace au lemme de zéros de [7], que les proposi-
tions 7.1 et 5.12 sont incompatibles. Ce lemme de zéros peut se réécrire, avec
les notations des paragraphes précédents,
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LemMme 8.1. S’il existe un polynome de C[P] de degrés < f,o,..., ik,
s’annulant sur T'(S) avec multiplicités > T le long de W, mais ne s’annulant

pas identiquement sur G, alors il existe un sous-groupe connexe G’ de G, distinct
de G, vérifiant T, € W et

T card((T(S/(d + 1)) + 6)/G') - H(G'; L,,..., L,)
< (2(d + 1)) H(G; Ly, ..., L),
ol r = dim(G/G").

On suppose que le plongement multiprojectif de G' choisi permet de prendre
les constantes c;, ..., ¢, de[7] égales & 2. Gréce A la remarque entre parenthéses
précédent la scolie 6.13, le lemme 8.1 est une conséquence directe du théoréme
2.1 de [7], le fait que T;;, € W s’obtenant comme suit. Si le sous-groupe G’ de
la conclusion du théoréme 2.1 de [7] ne satisfait pas T € W alors

dim(W/(W N Tg)) = dim(G/G’) = r > 0,
et la conclusion de ce méme théoréme entraine
T-1yY" / / re T r
(m) card((T(S/(d + 1)) + G')/G') - H(G'; Ly, ..., L)
< 2d+1r!H(G; Eo, ceey f’k)‘

On remarque alors que, si 7, désigne la projection de G sur G,

H(G; Ly,..., L) < cgo(U/S10g E)"  si my(G’) # {0}
H(G'; Ly,..., L) cso(U/Slog E)'S i my(G') = {0},

et si my(G’) = {0} on a aussi card((I'(S/(d + 1)) + G")/G") = [S/(d + 1)}, si
bien qu’en tout cas on a la majoration

T < cg,(U'/Slog E).

contredisant les définitions de S et T.

La proposition 7.1 valide les hypothéses du lemme ci-dessus, or la conclu-
sion de cette proposition étant en contradiction avec (5.13) on en déduit que
’hypothése |L(v)| < exp(— C3/2U") faite pour démontrer la proposition 7.1
est fausse. Ainsi on a |L(v)| > exp(— C§/2U’) et comme U’ < U, le théoréme
2.1 est démontré.

9. Remarques diverses

(a) Dans la situation classique (1.1) correspondant au groupe algébrique
linéaire G = G, X G}) avec n = d,, notre théoréme 2.1 apporte un raffinement
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a ce qui était connu (cf. [1], [12]): notre terme log(DE) était remplacé par
log(DE logV," ;) avecV, ,=max(V,_j,e)etV;< -+ <V,_ <V,

Dans un autre article [8], nous montrons comment effectuer ce raffinement
sans perdre sur la constante de [12]. De maniére précise, nous démontrons que
dans le théoréme, p. 257-8, et la proposition 3.8, p. 274, de [12], on peut
remplacer le terme log( EDV,' ) par log(ED). Nous y étudions aussi le cas
“rationnel” B, =0, B,€Z (1 <i<n).

(b) On peut raffiner. le théoréme 2.1 en considérant plusieurs formes
linéaires indépendantes, c’est 4 dire en remplagant ’hyperplan W = ker L par
un sous-espace linéaire de codimension positive. Cela est utile pour Papplica-
tion au théoréme de Siegel déja mentionnée. Nous développerons ce raffine-
ment ailleurs, et nous déduirons aussi de ces estimations des mesures de
transcendance pour la plupart des nombres dont la transcendance s’obtient
par les méthodes de Gel’'fond et Baker.

(c) Nous avons énoncé et démontré nos résultats dans le cas complexe, mais
la traduction p-adique ne présente pas de difficulté, notamment grice 4 [4]. La
principale différence est que le paramétre E doit étre choisi égal & e; d’autre
part il vaut mieux énoncer les résultats en terme de ’application logarithme de
G, plutdt que de l'exponentielle.

(d) Nos énoncés sont “effectifs” dans le sens suivant: dans la situation du
théoréme 2.1, supposons que chaque groupe algébrique G, soit convenable-
ment plongé “4 la Serre” dans un espace projectif comme sous-variété
quasi-projective; on considére des équations de G, et de G, — G, ainsi que des
équations analogues pour le graphe de la loi de G,. Alors notre constante ¢
dépend d’une maniére qu’on pourrait expliciter des degrés et des hauteurs de
ces équations (cf. [3]). Cette constante ¢ dépend aussi, tout comme les réels
G,,G5, C,, Cs, ..., de maniére également explicitable du choix de bases des
espaces tangents Tj; (C) des G,;(C) en origine (voir [5] pour expliciter Cs). Si
Pon veut expliciter ¢ dans un cas particulier, il semble préférable de se
ramener d’abord a des plongements “4 la Serre” convenablement choisis et &
une bonne normalisation de P'application exponentielle.
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