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SUR LES GROUPES ALGEBRIQUES COMMUTATIFS
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PATRICE PHILIPPON ET MICHEL WALDSCHMIDT

1. Introduction

Les mthodes de transcendance permettent d’obtenir des rc!sultats assez
gn&aux sur l’indpendance linaire de certains nombres. Ainsi la re&bode de
Baker a permis d’abord de rsoudre le problme de l’indpendance linaire,
sur le corps des hombres algbriques, de logarithmes de hombres algbriques,
et de plus de minorer des formes linaires s’crivant

(1.1) flo + fl.log a + +,8,,log a,,

(voir [1]). Cette mthode a ensuite t dveloppe, notamment par Baker,
Coates, Masser, Lang, Anderson, Feldman, Laurent, pour l’tude de la trans-
cendance ou de l’indpendance linaire de priodes d’intgrales elliptiques de
premiere, deuxime ou troisime espce, et pour l’indpendance linaire de
logarithmes de points algbriques sur des courbes elliptiques ou des varits
abliennes de type C-M. Le thorme de Wtistholz [13, th. 8] donne un nonc
gn&al sur les groupes a!gbriques commutatifs qui contient, sous leur aspect
qualitatif, les rsultats pr&tents.
Notre but est ici de gnraliser ces rsultats aussi dans leur aspect quantita-

tif, c’est h dire d’apporter un rattinement effectif au th&)rme de Wtistholz, en
dormant des nones d’approximation diophantierme sur les groupes alg&
briques commutatifs. Un tel rattinement a djt 6t6 annonc par Wtistholz,
mais, si on applique directement le lemme de z6ros de Wtistholz (cf. [13, th. 2])
une hypothse indsirable apparait; par exemple, dans le cas usuel (1.1), on
dolt supposer soit fl0 0, soit 1, 1,...,/n lin6airement indpendants sur Q,
alors que le cas le plus important pour les applications est celui off fl0 est nul
et ,..., tous rationnels. Darts un des cas particuliers les plus intressants
(i.e., pour une application au th&3rme de Siegel sur les points entiers sur une
courbe algbrique), D. Bertrand [2, prop. 8], [3, th. 2] a r6ussi t 61iminer cette
hypothse en utilisant le lemme de zros de [7].
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Darts ce travail nous liminons cette hypothse, et nous obtenons en mme
temps un nonc plus precis que celui de Bertrand. Nous dormons mme une
amelioration des rsultats antrieurs pour le cas usuel (1.1). Un cas particulier
relativement simple de ce que nous dmontrons est le suivant.

THORtM 1.2. Soit G un groupe alg$brique commutatif de dimension d > 2
d$fini sur Q. On note

expo" To(C) --, G(C),

l’application exponentielle de G, on choisit une base de To(C) et un plongement
de G dans un espace projectif P, ddfinis sur Q. I1 existe alors un r$el C > 0
ayant la propridt$ suivante.

Soit K un corps de nombres sur lequel le plongement de G dans PN est d$fini,
soit

L (z) ax x + +

une forme lin$aire sur To(C) d coefficients dans K, et soit v To(C) tel que
expov appartienne G(K). On note D [K" Q]. Enfin soient B > e et

V > e des nombres r$els v$rifiant

logB>h(/3,) (l<i<d),
log V >_ max{ho ,(); Ilvll 2 },

oi h ddsigne la hauteur de Weil, logarithmique et absolue, et II II une norme sur
T(C) ( voir 2 pour les d$finitions pr$cises).

Si L(v) O, alors

loglL(v) > -CDU<a+*)(log B + loglog v)a+(logV)a.
Les principaux outils de notre dmonstration sont les suivants. D’abord le

lemme de zros de [7], qui joue videmment un r6.1e crucial. L’optimalit de ee
lemme nous permettra de slectionner un sous-groupe algbrique de G,
extrmal, qui nous servira, via les rsultats de [5] et un thorme de Y.V.
Nesterenko [6], effectuer la construction de la fonction auxiliaire habituelle
en transcendance. Cet argument simplifie la descente finale de [2], [3]. Ensuite
l’extrapolation est originale, elle portera autant sur les drivations que sur les
points. C’est cet argument nouveau, qui permet d’liminer clans le cas gnral
l’hypothse indsirable mentionne plus haut.
Le texte se compose comme suit. Nous donnons au {}2 le rsultat precis que

nous obtenons et posons les notations qui resteront valables clans toute la
suite. Les 3 et 4 rassemblent quelques lemmes auxiliaires. Au 5 nous
slectionnons notre sous-groupe algbrique ( de G. extrmal, et distinguons
alors si nous sommes clans le eas non-priodique ou clans le cas priodique.
Dans ce dernier cas [5] apporte des prcisions importantes sur la distance de ,
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G. La construction de la fonction auxiliaire est faite au 6, et n6cessite le
premier th6or6me de [6] comparant la fonction caract6dstique et le polyn6me
de Hilbert-Samud de l’id6al de d6finition de ( dans PN. L’extrapolation du [}7
est done double, elle porte t la lois sur lcs points, cornme dans la m6thode de
Baker, et sur les d6dvations, comme dans la m6thode de Gd’fond. L’cxtrapo-
lation sur les d&ivations est la c16 du cas p6dodiqu. On a rappel6 au [}8 le
lemme de z&os qui permet d’achever la d6monstration. Enfin le 9 conclut par
diverss rmarqus, notamment sur les questions d’effectivit6 dans le cadre des
groupes alg6bdques cornmutatifs et sur l’analogue p-adique de l’6tude que
nous d6vdoppons dam 1 domaine complex.
La source de ce travail est non seulement [2] et [3], mais aussi de nombreux

et fructueux 6changes avec Daniel Bertrand que nous avons plaisir t rcmercier
ici. Nous remercions 6galement David Masser pour sa lecture minuticuse de
notre manuscdt; ses nombreuses remarques et ses commentaires nous ont
aid6s am61iorer notre texte.

2. Notations et r(sultats

On consid6re, pour toute la suite du texte et sauf mention explic_ite du
contraire, des groupes alg6bdques commutatifs connexes d6finis sur Q, que
nous noterons Go,..., Gk, avec Go Ga, G Gdl Gm, et k >dt >
0. Nous noterons encore G GO x x Gk, 5 la dimension de G et d + 1
celle de G"

80 81 dl 1; 81 + +8k d.

Nous poserons 6galement d2 d- dr, ainsi que

O0 0, O Od 1, Pd+t Ok 2.

On notera exp (resp. exp,,) l’application exponentielle de G (resp. G).
On fixe des plongements des Gi dans des espaces projectifs Pv, d6finis sur

Q, et des bases des espaees tangents T,(C) des Gi(C) en l’odgine. On identifie
T6(C) avec To(C) T(C). Rappelons que sur les espaces projectifs
P,(Q), la hauteur de Weil log_arithmique et absolue h est d6finie eomme suit.

Si at (ao,..., a,) PN,(Q) et si K est un corps de hombres contenant
ao, N,, alors

1h(at) [K’" Q] [K’’Q’]lgmax{lajl’; 0 <j < N},

oh v d&fit l’ensemble des places de K, et [K "Q] est le degr6 local, de sorte
que la formule du produit s’cdve, pour a K, a 0:

ELK," Q]loglal 0.
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Cette hauteur de Weil donne, par restriction aux G, une hauteur sur chaque
groupe G(Q) que nous noterons encore h, les plongements quasi-projectifs des
G &ant fixes une fois pour tome. Signalons que pour fl Q on note aussi
h() la hauteur de Weil du point (1, fl) P(Q). Paralllement les bases des
espaces tangents choisies identifient chaque T(C) avec C. Les espaces
vectoriels T(C) se trouvent de ce fair tous &re munis de normes, et nous
noterons ces normes, ainsi que celle qu’elles induisent sur T(C), indiff&
remment I1" II.

I1 existe alors un rel c > 0, dpendant des donnes et choix precedents, tel
que le thorme suivant soit

TH/ORiM 2.1.
sont d$finis. Soit

Soit K un corps de hombres sur lequel les objets introduits

(2.2) L (z) ,oZo +

une forme lin$aire non nulle sur Ta(C), tl coefficients clans K et W son noyau.
Pour I < < k, soit v Tt;,(C), avec vi O, tel que y expa,v appartienne
G(K). On pose v (1,Vl,...,Vk) Tt;(C) et D [K’Q]; soient B, E,
V1,..., Vk, des nombres r$els e vdrifiant

(2.3) B>DlogV,l <i<k,
(2.4) log B > h(j), 0 < j < d,
(2.5) log V > max{h(Ti); [Ivl[’/D }, 1 < < k,
(2.6) E < min{ BD; e(D log v,)x/O,/llvll }, 1 < k.

Si, pour tout sous-groupe algbrique G’ de G tel que Ttv(C)
_
W on vdrifie

v T,(C), alors on a la minoration

(2.7) loglL(v)l > -c Dd+d+: (log B)d+

I-I (log V)" log(DE). (log E) -d-d-.
i-1

Remarquons que sous les hypotheses du th6orme 2.1, notre conclusion (2.7)
entraine L(v) 0, et le thorme de Wtistholz [13, th. 8] est donc contenu
dans le thorme ci-dessus. Nous attirons galement l’attention du lecteur sur
la condition (2.3) qui a pour but de simplifier le membre de droite darts (2.7);
bien entendu, on peut supprimer l’hypothse (2.3), i condition de remplacer,
darts (2.7), le terme (log B)d2+ par

(log(BD log V)) d2 +l avec V max V/.
l<i<k

Tout d’abord nous allons ddtfire du th6orme ci-dessus le th6or6me 1.2 du
paragraphe pr6cdent.
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Ddduction du thdorme 1.2. On prend d 0 et k 1, le groupe G
correspond done au groupe G du thr6me 1.2 et d d2 h sa dimension d.
On a aussi 2 et v T.(C) correspond au v T(C) du thor6me 1.2.
La forme lin6aire consid6re lans le Thor6me 1.2 est. de la mSme forme que
eelle consid6re dans le thr6me 2.1 ci-dessus si l’on pose fl0 0 dans cette
derni6re. Enfin on choisit E ev/- et V Vce qui permet de v6dfier que les
conditions du th6or6me 2.1 se ram6nent h celles du Thbor6me 1.2 dans ce cas
particulier. Notamment l’hypoth6se L(v) 0 intervient seulement pour dire
que v T,(C) lorsque G’ est un sous-groupe alg6bdque de G v6dfiant
T,

_
W. La conclusion du th6or6me 1.2 est alors une r6&dture simplifi6e de

celle du th6or6me 2.1.
La d6monstration du thr6me 2.1 vase faire par l’absurde. On suppose

L(v) petit, et, si W d6signe le noyau de la forme lin6aire L, on prend w dans W
proche de v. Le lemme de z6ros de [7] permet (dans la situation du th&r6me
1.2), de majorer le degr6 d’une hypersurface de P s’annulant sur les points de

r(s) z, 0 < s}
_

avec une multiplicit6 > T le long de W (voir plus loin pour les dfinitions
pr6cises). En utilisant un th&)rme de Nesterenko [6] on constate que cette
majoration donne une estimation presque exacte du rang du systme d’6qua-
tions consid6r6. Plus prcisment, si, dans le lemme de zros, le degr6 L de
l’hypersurface v&ifie La< c’(G)Ta-IS (b, la constante c’ pros, cela signifie
qu’il y a plus d’quations que d’inconnues) alors il existe un sous-groupe
algbrique propre G’ de G, connexe, non nul, tel qu’en projetant la situation
sur G/G’, on trouve plus d’inconnues que d’6quations. Parmi tous ces G’, on
en choisit un (en un sens le plus "mauvais"), disons G, qui nous sert /i
construire la fonction auxiliaire.
On est alors amen consid&er deux cas. Si la projection de sur G/fir

n’est pas un point de torsion (cas non-priodique), on utilise la m&hode de
Baker en extrapolant sur les points, quitte perdre un peu sur les d6riv6es. Si
-:, est de torsion modulo (cas p&iodique), on doit utiliser une variante de la
mthode de Gel’fond et extrapoler sur les d6riv6es; pour cela on construit la
fonction auxiliaire en rsolvant un systme d’inquations, comme dans [11].
Ace point nous devons minorer la distance de v T, en fonction du degr6

de G’ dans Pv, et c’est lt que nous utilisons les r6sultats de [5].

Remarques. (1) Posons V0 rain{ V; 1 < < k }; on a

log E < C2D log V0.

En effet l’ingalit de Liouville montre que, pour 1 < < .k, v # 0, on a
IIvll > v-*z), d’oit
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(2) Nous tablirons le thorme 2.1 pour certains choix de plongements
projectifs des G et des bases des espaces To,(C); notons qu’en modifiant le rel
c de fa$on adequate, le thorme 2.1 sera dmontr pour tout choix de
plongements et de bases.

(3) Dam les paragraphes 2 h 7 nous avons not C,..., C7 des rels
dpendant, d’une fa$on que nous n’avons pas explicite, des donn6es spcifi6es
dans chacun des paragraphes. D’autre part nous avons introduit la notation
Cxo, cxt,.., pour des rels > 0 intervenant dam le paragraphe ,.

3. Estimations analytiques

Dans ce paragraphe nous plongeons les groupes algbriques, sur C, dans des
espaces projectifs et nous tudions la representation correspondante de la
fonction exponentielle par des fonctions analytiques. Nous donnons galement
des estimations sur les drives d’une fonction en un point de l’espace tangent.
Nous reprenons les notations du paragraphe 2, mais nous supposons seule-
ment les groupes algbriques commutatifs, connexes, Go,..., G, dfinis sur C.

(a) Base de T(C).
On a G GO Gk; pour 0 k, on choisit unc base de T(C),

grace/i laquelle on identifie T,(C)/i C, et T6(C) To(C) TGk(C)
Cd+t.
Sif est une fonction mromorphe sur Cd+t, pour u (u0,..., ud) dans

Cd+ t on note

D.f= az "

Quand (ut,...,u) engendre un sous-espace vectoriel W de Ca+t, on dit
qu’une fonction f analytique au voisinage d’un point z de Ca+ a un zro en z
d’ordre > Tle long de W si

o ..., D,’:/(z) o

pour tout (tt,... t) Z’ satisfaisant

ti>O(l<i<n), tl+... +tn<T.

Cette d6finition ne d6pend .pas de (ux,..., u). Plus pr6cis6ment, le lemme
suivant montre que si une fonction f a ses d6dv6es d’ordre < T en un point z
"petites" pour un syst6me g6n6rateur de W, il enest de mSme pour un autre, h
condition que les matrices de passage entre les deux n’aient pas des coefficients
trop grands.
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LEMM 3.1. Soient a (1 < < n, 1 < j < m) des hombres complexes,
|1,..., fm des $l$ments de d+1, z Cd+ 1, et fune fonction complexe analytique
au voisinage de z. On pose

m

ui E aijfj (1 < < n) et A max E laul
j--1 l<i<n j-1

Alors pour tout entier T > 1 on a

max {I Dnt: 0’’’* Det:f(z) l} < ATmax {IDx* * D:,’f(z) }
Itl- T II- T

Ddmonstration. C’est 6vident h partir des relations

m

D,,= E aqDt, l<i<n.

En effet

aijD,, E
i--I j--1 j-I jT’-I

a ir, jrDf: * o D[jT,

avec (il,..-, it) (1,..., 1, 2,..., 2,..., n,..., n) oh est r6p6t6 t fois, 1 <
<n. Or

m m

E E ail,jl
j1--1 jT--1

< At;

le lemme est donc dmontr.

(b) Plongement de G dans un espace quasi-projectif.
Pour 0 < < dl, on plonge G dans A de manire naturelle. Pour d < <

k, on utilise le plongement de G dans un espace projectif P, donn dans
[9, 1]. Ainsi l’exponentielle du groupe Gi, compose t droite avec ce plonge-
ment, et h gauche avec l’isomorphisme entre C, et To,(C) introduit ci-dessus,
donne une application

i---- (q)i,O’’’’’ q)i,N)" C" ----> CN+I,

O1 l)i, j sont des fonctions enti6res, non identiquement nulles, d’ordre strict
< 2 (el. [9, propositions 7 & 8]. De plus pour tout z e Cs,, on a

E >- exp(--c30(l[zl[ "" 1)"’).
"0
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Cette relation est une cons&luence classique des propd6t6s des fonctions thSta
quand G est une vari6t6 ab61ienne; darts le cas #n6ral G est extension d’une
varit ablienne A par un groupe linaire et la sde complete dfinissant le
plongement de G dam PN, contient les fonctions thSta associ6es A.

Pour dt < < k et 0 < , < N, on d6finit une application m6romorphe de
C, dans CN, + par

On prolonge ces notations 0 < < d en posant

o( o)  o(Zo)
O,(zi) p,(z,) e z,, l<i<d1.

On dsigne par P le produit Adx + X P. X XP. Le groupe G est
dl+

naturellement plon#, dans P, et application exponentielle de G est repr,sent6e
par la fonction

O: Cd+t -, CN

d6finie par

(z) (0o(,o),...,

avec N 1 + k + Nd+ + + Nk. Pour v (Vda + t,..., Vk) zk-dl avec
0 v < , on d6finit une application m&omorphe de Ca+ dans CN par

L’al#bre des coordonnes C[P] de P est forme des polynbmes en N
variables

Xo,..., Xd,; Xi,,, (O g vi < , d < < k),

qui, pour dx < < k, sont homo#nes en les N + 1 variables X,0,..., X, ,.
Un tel polyn6me P a done k + 1 degr6s partiels Lo, Lt,..., Lk; on lui associe
la fonction F, enti6re sur Cd+t d6finie par F= P({}), et les fonctions
m6romorphes Y (0 < ,i < N., dt< < k), d6finies par Y, P(t,,).
Nota bene: Si d-- dt il n’y a pas d’indices et on a dans ce cas xI,,.
(c) Polyndmes de Feldman et majorations analytiques.
Pour chaque entier positif k, on dfinit un polyn6me en une variable

A(z; k)= (z + 1)... (z + k)/kl.
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On pose aussi A(z; 0) 1. Nous choisissons deux entiers L_t > I et L_2 > 1,
et nous posons L0 L_tL_ 2. Les polynbmes 1 et A(z + _t; L_t)x-2,
1 < h_ < L_, 1 < h_2 < L_ 2 forment une base de l’espace des polynbmes
de degrs < L_ tL_ 2. Nous crivons les polynbmes P C[P] du (b) i-dessus
en utilisant cette base pour la variable Xo. Par abus de langage, nous dirons
que P a pour degrs

(L_2, L_, L,..., Lk).

Bien entendu, quand on parlera des coefficients de P, ce sera par rapport
cette base. Ces coefficients dpendent du choix de L_z et L_ x. Quand nous
dirons que P est de degrs < (L_z, L_, Lx,..., L), cela signifiera que P est
de degrs < (Lo,..., L), et que ron a choisi L_ et L_z avec Lo L_L_z.
Nous utiliserons la majoration (of. [12, lemme 2.4])

a
-z (A(z + X_x; L_l)) x-2 (<t! Izl + 2L_ (2e)ZOL_I

valable pour 1 < h_ < L_ x, 1 < h_2 < L_2, et tout z C.
Le lemme suivant fournit une majoration des valeurs en un point des

d6dv6es d’une fonction F P(O).

L.tM 3.2. II existe un rel C3 > 0, ne d$pendant que des plongements des
G dans Pv,, des bases des T, et des applications d$finies plus haut, ayant la
propridt$ suivante.

Soit P un dldment de C[P] de degrds < (L_2, L_, L, Lk), dont les
coefficients dans C sont de modules < H. Soient ux, ...,un des $ldments de
T(C) (identifid Ca+X). Pour t (tx,..., tn) Zn, t > O, on note

Dr= Dtu.... o Dtu:, Ilull max{lluyll; 1 j n }.

Soit v (vo, vx,..., Vk) C X X C Ca+ x. Enfin soit Tun rdelpositif.
Alors pour tx + + tn T et F P(dP) on a

1oglD F(v)

< C3 log H + T log(Tllull) + L01og L_ + 2 + E Z,(llvll a’ + 1)
i--1

Ddmonstration. Soit f une fonction analytique dans Cd+. Notons
eo,..., ed la base canonique de Ca+x, et

d

E
j-0

l<i<n.
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Grace au lemme 3.1 on a pour t (h,..., t), Itl T,

ot/(0)l a (Io::o...o I),

ave:cA maxl,n(.o]U,,jl ).
On utilise maintenant les ingalit6s de Cauchy sur le polydisqu llzll 1,

0 < < k, qui fournissent

IDaho.... D[ff(O) < T! sup {I/(z)l ).
IIzll--1

On applique cette in6galit6 ii f(z) F(z + v), en utilisant la majoration, pour
IIzll < 1 + IIvll (0 < < k),

loglF(z)l c3x[log H + Lolog( Ilvoll
L_I + 2 + EL,(IIvII ’ + 1)

i=1

ce qui ach6ve d’6tablir le lemme 3.2.

4. Estimations arithm6tiques

On reprend la situation du paragraphe 3, mais maintenant on suppose
Go,..., G, d6finis sur un corps de nombres K0. On va choisir des bases des
T,, et des plongements des G darts Pr,, qui soient d6finis sur K0. Alors, dans
la situation du lemme 3.2, en supposant ut,...,u alg6briques (dans T6) et
exp6v algbrique (darts G), on pourra minorer IDtF(v)l quand ce nombre n’est
pas nul, par l’ingalit6 de la taille (ou de Liouville).

(a) Plongement de G dans P d6flni sur Ko.
Fixons i, dx < k (le cas k d est banal ici). Quitte remplacer Ko

par une extension finie (dpendant du groupe alg6brique G), on peut supposer
que le sous-groupe linaire connexe maximal de G est d6ploy sur Ko,
c’est-A-dire est un produit direct de groupes isomorphes ii Ga et Gm. Nous
sommes alors darts la situation de [9, 1], et nous pouvons choisir le plonge-
merit de G darts P, introduit au 3b, de telle sorte qu’il satisfasse les propri6t6s
indiques dans [9, 1]. Quand K est un sous-corps de C contenant Ko, on note
K[P] les lments de C[P]/ coefficients dans K.

(b) Base de T(C) d6tinies sur Ko.
L’espace tangent de G/i l’origine a une Ko-structure. On peut doric choisir

une base de T(C), d6finie sur Ko. Cela signifie que quand P Ko[P], et si
u Ca+a aussi ses coordonn6es darts Ko, les fonctions rationnelles sur G
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associes h P" Y, P(,) (0 < ni < N, dt < < k), sont telles que DY, est
dfinie sur Ko.

LEMM 4.1.
simplifier

Fixons (dx < < k), et , (0 < , < Ni), et dcrivons pour

oit chaque fi est une fonction mdromorphe sur Ca,.
11 existe des polynmes Qt, (1 < t < 8i, 1 < s < N), d$pendant de et vi,

coefficients dans Ko tels que

pour 1 < t < 8, 1 < s < N.

Ddmonstration. C’est la proposition 1.2.3 de [10].

(c) Minorations arithmttiques.
Nous utilisons la hauteur de Weil logarithmique et absolue dtjh introduite

au paragraphe 2. Si P K[P] (oh K est une extension finie de K0 dans les
notations prtctdentes) est non nul, on 6cdt P comme au paragraphe 3(c), en
utilisant les polyn6mes de Feldman pour la variable X0; si Px,..., Pu dtsig-
nent les coefficients non nuls de P dans cette 6cdture alors on dtfinit h(P)
comme la hauteur du point (1, Px,-.., Pt) Pu(K).

LV.MM 4.2. I1 existe un r$el C4 > 0 ne d$pendant que des G, des plonge-
ments des G dans Pv,, des bases des T,, des applications , choisies au 3
repr$sentant les exponentielles et de Ko, ayant la propridtd suivante.

Soit K une extension finie de K0, D [K" Q]. Soit P K[P], de degrds
_< (L_ 2, L_ t, Lt,’", Lk), t coefficients entiers dans K avec h(P) < log H,
H > 1. Soient ut,..., un des $l$ments de Kd+t et W le C-espace vectoriel qu’ils
engendrent dans ca/ 1. On note, comme dans le lemme 3.2:

Dt= Butt o o Dtu:, Ilull max{llujll; 1 j < n }.

Soit v (vo, vl,..., Vk) Cao X X Ca Ca+l avec vo 1 tel que expv
G(K). Soient Bet Vo,..., Vk des hombres r$els > e tels que

log B > h(uy) (1 < j < n)

log V/> max{h(exp,vi); IIvll"/D} (1 < < k).



292 PATRICE PHILIPPON ET MICHEL WALDSCHMIDT

Enfin soient T, S deux entiers positifs, et soient tx,..., tn, s des entiers 0 avec
tx+ +tn--- Tet O<s<S. On suppose que lafonction F=P() a un
z$.ro en sv d’ordre > Tle long de W, et que le hombre DtF(sv) n’est pas nul.
Alors

loglDtF(sv)[ > -C4D(logH + T Iog(BT + Lo + +Lk)+ TL_

+ Lologl + 2 + E LSa’logV

DJmonstration. I1 n’y a pas de restriction/i supposer que les degr6s de P
par rapport aux variables Xx,..., Xk sont exactement Lx,..., Lk.
Assoions/ chaque i, avec d < < k, un indite ’i tel que

I,,,,(sv) exp(--Collsvll"’)/(N / 1) > exp(-c41DS’,log Vi)

et posons v (vd + t,..., ’k).
I1 r6sulte de [4, lemme 7] que

h(exp,svi) < c,2[(S’ + 1) + S"h(exp,vi)] < c4S’log Vi.

Nous ddsignons par %, la translation par expsv sur G, et nous la reprdsen-
tons sur des cartes (indexes par un ensemble ) par des oprateurs ,)
(a ’). Utilisons maintenant le lemme 4.1 pour exprimer les fonctions

sous la forme P()I,,) oh P() est un polynbme de K[P] s’rivantt,s t,$

L-t L-2 T dE E g +
A_ I A_2- I -0

k

X E E P" X/x,O’’" X’,,,
i-1 Itl -L

ave

max {h(px) ) < log H + c45 T log(BT + Lo +... +LK) + E LiS’log ViK i-1

et

L’ Lx, L’ L’ (T + ) L’k < (T + Lk).dx Ld’ d+l C45 Ldl+l C45
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Le nombre algbdque

Dto ’rsv(P o )(0) Dt(p o )(S),

est la valeur d’au moins un polyn6me Pt) au point ’/,(0)" done il appartientt,
au corps K qui est de degr6 D sur Q, et on peut majorer sa hauteur par

log H + c46 IT log(BT + Lo + +Lk)

k

+ LS’log V + TL_ + Lolog

Remarquons, pour cela, qu’un d6nominateur commun des nombres

( (Xo +, + x_,; o,
Xo-O

est la puissance -ime du plus petit commun multiple de 1, 2,..., L_ (cf.
[12, lemme 2.4]), et est done en particulier < exp(c47TL_t), tandis que les
logarithmes des valeurs absolues de ces memes hombres ratiormels sont
majores par

C47 Lolog + 2 + T log T

Comme F (P,q,,)X I’Iki.dx+l(q)i.,,) L’ et que les fonctions qi,,, ne
s’annulent pas en sv le hombre DtF(sv) n’est pas nul si et seulement si le
hombre

Dt(P* )(sv)

n’est pas nul; il r6sulte donc de l’in6galit6 de la taille

loglDt(p,

c48D [log H / T log(BT + Lo + +L)

+ LS’logV + TL_ + Lolog + 2

Enfin comme ord,vF T + + tn on a encore

k

DtF(sv) Dt(p* q’,)(sv) l-I (q0i, ,, (5’V)) L’
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mais grace au choix des fait au dbut de la dmonstration on a

k

I-I I,,,,(sv)l ’ >- exp
i--at +t

C49Di LiSt"log V

et le lemme s’obtient en combinant les trois demires relations.

5. Prparatifs

Soit G un groupe alg6brique commutatif connexe de dimension d + 1,
d6fini sur C, et plong6 dans un espace projectif Pn- Nous reprenons, dans un
premier temps, les r6sultats de [5] pour minorer la distance d’une p6riode de
l’application exp h l’espace tangent T, d’un sous-groupe alg6brique G’ de G.
Puis nous isolons, dans la situation d6crite au paragraphe 3, le sous-groupe
alg6brique extr6mal qui nous servira / construire la fonction auxiliaire au
prochain num6ro. Nous traduisons, enfin, la minoration de la premi6re partie
pour ce sous-groupe alg6brique particulier.

(a) P6riodes et approximation.
Le grouoe G s’6crit comme une extension d’une vari6t6 ablienne A, de

dimension g, par un groupe lin6aire L, de dimension (d + 1 + g),

0--’ L "--’ G’-" A "-" 0,

L est le produit d’une puissance La du groupe additif Ga par une puissance
Lm du groupe multiplicatif Gm.

L’espace tangent T en l’origine h G est un C-espace vectoriel isomorphe h
TL T, contenant le rseau fi ker exp des priodes de exp,; fixons un tel
isomorphisme identifiant l’application dr avec la seconde projection. Le
rseau dr(fi)- fia (resp. fi N T.--fiz) est le rseau des p6riodes de expA
(resp. expz), on a Tz = T.o Tz, avec Tz. = ca, Tz, -- Cmet fiz -- (2icrZ)m_

Tz.. Choisissons to,..., 02s (resp. t,..., ’m) une base sur Z de fiA (resp.
fi.) et une base t,..., ’/’2a du R-espace vectoriel sous-jacent h Tza. Les
vecteurs

( DI’’" ’02g, "1,""", m, il,’’’, im, ’rl,..., ’/’2a ) ( El,"’, 12d+2 )

forment alors une base du R-espace vectodel sous-jacent h T grace h laquelle
nous identifions T h R2d+2. Nous notons (.,.) le produit scalaire canonique
sur R2d+2 et Ilxll (x, x)x/2 pour x R2d+2; cette norme est 6quivalente,
sur T, h la norme introduite au paragraphe 2 et not6e aussi I1" II. Les
constantes de comparaison de ces deux normes ne d6pendant que des Giet des
bases des T, choisies, nous ne distinguerons pas, ici, la nouvelle norme II II
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de la prcdente. Enfin nous noterons le plongement de G dans P, et deg X
le degr de l’adhrence de Zariski dans P, de X c P (voir (b) pour une
dfinition).

Rappelons le corollaire 2 de [5], oh nous identifions To avec R2a+2 comme
dcrit ci-dessus.

THodM 5.1. Si G’ est un sous-groupe algdbrique de G de degr < A dans
P et to f alors, ou bien to To, ou bien

(5.2) d(to, To, ) =: min(ll0 ull;u Z,) >_ C5" A-X,

o C5 ]0, 1] est un rel dpendant de G, du plongement de G dans P, et du
choix de la base el,..., e2d+2 de To sur R.

Dmonstration. Voir [5, corollaire 2].

(b) Choix d’un sous-groupe.
Soient Go,... Gk des groupes alg6bdques commutatifs cormexes d6finis sur

C avec Go=Ga, G Gdx=G,, k>_dx>O. On note G=
GO X X Gk, i----" dimG (0 < < k), d + 1 dimG 80 + +Sk et
dE d dx comme au paragraphe 2. Pour 0,..., dx on plonge G dans Px
de mani6re naturelle et pour dl + 1,..., k on plonge G dans un espace
projectif PN, ’’h la Serre" comme au paragraphe 3b. Soit

l’alg6bre des coordorm6es C[P] de P est form6e des polyn6mes homog6nes par
rapport h chaque groupe de variables

(Xi, o, Xi,,)(0 <i < d,) et (X/,0,..., X/,v,)(d < < k).

Si X est une sous-vari6t6 alg6brique de P et si l’on note I(X) son id6al de
d6finition darts C[P], nous reprenons les notations introduites dans [7].
Notamment

dimc(C[]/I(X)) ,)

est, pour Lo,..., Lk assez grands, la valeur d’un polyn6me, dit de Hilbert-
Samuel, en Lo,..., Lk coefficients rationnels dont nous notons

H( X; Lo,..., Lk)/(dim X)!

la partie homog6ne de plus haut degr6 (-- dim X).
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Utilisant les plongements de Segr nous plongeons encore P dans un espace
projectif P de sorte que si X est une sous-vari&6 al#brique de P, son degr
deg X darts P (i.e., (dim X)! fois le coefficient dominant du polyntme de
Hilbert-Samuel de X dam P) est gal ii H(X; 1,..., 1) (voir ce sujet la fin
de la dmonstration du lemme 6.7 plus loin).
Nous reprenons maintenant les notations du paragraphe 2 et notamment la

forme linaire L sur T dont nous notons W le noyau dam To. Dam l’criture
(2.2) de la forme linaire L il n’y a pas de restriction A supposer que 1;
nous munissons alors l’hyperplan W de la base

e1 (0,...,0,1,...,0,-fli_) (1 <j < d).

Rappelons que nous avons introduit le point v (1, vt,..., v) de T6(C)
darts le th6orme 2.1. Nous posons V max( V; 1 < < k ).
Nous fixons un rl Co assez grand, beaucoup plus grands que tous les

autres rels Cx et cx qui vont intervenir dam la suite; ils ne d6pendent pas des
paramtres D, B, Vt,..., V, E. On pose

(5.3)
(5.4)
(5.5)

S [CoS(D log B)/(log E)],
So S/Co],

U0 C04(d+l)+Sdx. Dd+d2+2. (log B) d’-+l

1-IL(log E)*’" log(DE). (log E) -d-d’--

Comme E < B et E < Voco, on a Uo > csoCo4(d+I)D21og(BV), et on peut
choisir un hombre U dans l’intervalle Uo > U > CoD21og(BV); pour ehaque
nombre rd U > Co on dfmit des nombres rels rr, r r, "o,..., et des entiers
L_, L_2, Lo,..., L, Tet To comme fonctions de U par U’ max{U, Ux}, et

(5.6)
(5.7)
(5.8)
(5.9)
(5.10)
(5.11)

max(l; min{tlog B]; [L0l)} oh L0 U/D log(DE),z_- Zo/_1,
Lo L_IL_2,
L, [U/DSO,log 1 et L V/DS,log E" (1 k),
T [U’/CoD log B] t Tt U’/CoD log B,
To T/CI.

Remarquons tout de suite que l’on a T > D et

Lolog(2 + (4ES/L_)) (los Co)U’/D.

Enfin rappelons que l’on note, comme dans [10],

r(s) (,xpo(,v);, z, o < s ).
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PROPOSITION 5.12. II existe un hombre rel U, dans l’intervalle

(4/Co2 )S log E < U < U0

ayant les propri$t$s suivantes.
(5.13) Pour tout sous-groupe alg$brique connexe G’ de G vrifiant T, c_ W

on a, en notant r dim G/G’,

(Tg)r-card((F(S) + G’)/G’) H(G’; Lo,..., Lk) > Coil(G; Lo,..., Lk).
(5.14) I1 existe un sousgroupe algdbrique connexe ( de G tel que TO c_ W,

et, en posant dim G/G,

(T)’-card((r(s) + t)/t). H(t; Lo,..., L) Coil(G; Lo,..., L).
D$monstration. Remarquons d’abord que la quantit6

M(G’) C(Tt/U’)r-card((F(S) + G’)/G’)
L U)

H(G; Lto/V,..., Ltk/V)
d6pend de G’, mais pas de U.
Parmi tous les sous-groupes alg6briques G’ de G v6rifiant T, c__ W, on en

choisit un, G, pour lequel la quantit a’= a’(G) est minimale et on pose

U a’l/’max{ a’; UI} (’-I)lr.

On vrifie ainsi (5.13) et (5.14) (il faut noter que le quotient des deux fonctions
H est homogne de degr r). I1 reste A voir que U est bien dam l’intervalle
annoncM.

Si U < U, on a U Uo. Sinon, d’aprs (5.13) pour G’ 0, on a

(T#)dS > Coil(G; Lto,..., Ltk) Co(Lot) *
d’oh

U< C; (Tt/u ) ds
(Lto/U)’ (Ltk/U) k

< Uo,

car S < CoSD(log B)(log E)-.
On minore maintenant U en utilisant (5.14). On a

Lto/V,..., Ltk/V)+ H(G; Lto/U, LtK/U)
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on remarque alors que, si % d6signe la projection de G sur G0,

H((; Lo/U,..., L/U) { c51(SlogE )’
I  o/v, c($ log E)-D log E

si ro(() = {0}
si ,ro(() {0},

car log E < C2D log V (1 < < k). Si %(G) (0}, on a aussi

card((r(s) + d)/d) S;

donc dans tous les cas on ales minorations (en tenant compte du fait que
>_ 1),

U > ..’> C1(1/CoD los B)-I(s log

> c52C)D log B > (4/Co2)S log E.

(c) Les deux cas.
Nous allons appliquer le th6orme 5.1 au groupe du lemme pr6c6dent.

Reprenons le point v (1, vx,..., vk) To(C), et notons que v T0, puisque
Td

___
W. Ainsi"

--ou bien pour tout s 1,..., S 1, on a sv f + T0 et nous dirons que
nous sommes dans le cas "non-p6riodique";

--ou bien il existe so {1,..., S- 1} tel que s0v f + Te, nous dirons
alors que nous sommes dans le cas "priodique". Dans ce cas (5.2) montre que
d(soV, T0)> CsH(; 1,...,1)-x d’oh, aprs homoth&ie de rapport 1/so >
1/S,

d(v, TO) > d(s0v, TO)/so > (Cs/S)H(ffr; 1,..., 1).

Rappelons que l’hyperplan W Ker L, avec

L(z) &Zo +

est muni d’une base (et,..., ea):

ej=(0,...,0,1,0,...,0,-flj_t), l<j<d,

grce laquelle nous identifions W/k Cd. On note (.,.) le produit hermitien
canonique sur Ca, et I" (.,.-)1/2 la norme associ6e. Cette norme I" est
bien sfir 6quivalente /k la restriction /k W de la norme I1" II introduite au
paragraphe 2, mais les constantes de comparaison de ces normes d6pendent
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des param6tres Bet D; plus pr6cisement on a, pour tout w W,

lwl ,llwll vBDIwl,

Nous choisissons une base x,--., d (avec d d + 1 dim G) de T __. W
orthonorm6e par rapport ii (.,.). Compl6tons cette base en une base 1,...,
de W orthonorm6e par rapport ii (.,.). Les coefficients des .j dans la base
(el,..., ed) de W sont de modules < 1. Pour w W, posons

d(w, r,) min(lw ul;u r, }.

Si on crit w Wl + + Wd,d, alors

d ]1/2E lw,
i=d+l

D’autre part nous avons un point v (v0,...,Vk) dans T(C), avec v0 1,
v T,(C) (0 < < k). On 6cdt v dans Cd+l sous la formev (1, rl,..., rd),
et on pose

w (1, vx,..., va-x,/30 + fliP1 + + fld-lPd-1)"

de sorte que w Wet IIw vii IL(v)l.
I1 est utile de remarquer que l’on a

Ilwll Ilvll + IIw- vii cs3 max (1; IIvll} + IL(v)l cs4n + .IL(v)l.
l<i<k

Darts le cas non p6riodique on pose (f,...,fa)= (,...,a), tandis que
dans le eas p6riodique on prend (fl,..., fa) (,..., a-x, w).
Dans le reste de ce paragraphe nous 6tudions plus. en d6tail le cas p6riodique.

Dans ce cas, si on suppose IL(v)[ < C/(2S. H(G; 1,..., 1)), on a

L (v)l II w v II < d(v, T)/2

et

d(w, Z) (d(v, T) IIw vll)/v-nD > d(v, T)/2v/no
> Cs/(2fBDS. H((; 1,..., 1)).

En particulier d > d’, et au moins une des d d demires coordonn6es de w
dans la base t,..., d de West de module > Cs/(2VrBDS n((; 1,..., 1)).
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Quitte t renum6roter a+,---, d on peut supposer que l’on a

w--- wxx / /wa.a, avec Iwal C5/(2BDS. n(; 1,...,

La matrice des coordonnes de ,..., a dans la base 6t,.-., a-t, w de West

1,0,..., 0, wt/wa
0,1,...,0, w2/wa

0,...,0,1, Wd_ I/Wd
0,...,0,0, + l/wd

et les modules des coefficients de cette matrice sont donc major,s par

2vIIwlIBDS" H(; 1,..., 1)/C5.

Finalement la matrice des coordonnes des el,..., ea dans la base ’1,...,
tant h coefficients de modules 1, il en rsulte:

SCOLIE 5.15. Si IL(v)I < C5/(2S H(G; 1,..., 1)), on a, aoec les notations
ci-dessus, dans le cas pdriodique,

d

e ’ ei, ffj pour i--- 1,..., d,
j-1

olt les nombres complexes ei, j, 1 < i, j < d, vdrifient

max{le,,yl 1 i, j d} 2VIIwlIBDS" H(; 1,..., 1)/Cs
c54B2DS n(; 1,..., 1).

PROPRIT] 5.16. On a, avec les notations de la Proposition 5.12,

H((; 1,..., 1) < c55CoUa+ 1.

D$monstration. On remarque que la fonction

est rationnelle, dcroissante par rapport h chaque param6tre L et homog6ne
par rapport h Lo,..., L. Ainsi d’aprs (5.14) et en posant max{l; L}
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(0 < k) on a

car L > Li/2, et done

H((; 1,...,1) < 2%-H(G; Lo,..., L) < cssCoU’+

6. Construction de la fonction auxiliaire

Darts ce paragraphe nous construisons la fonction auxiliaire oblige darts
toute dmonstration de transcendance. Nous utiliserons, pour cela, un argu-
ment de type "principe des tiroirs" pour rsoudre des inquations. Le lemme
de Thue-Siegel correspo.ndant est donn au (a). Ensuite nous reprenons le
sous-groupe algbrique G choisi au numro prtcdent pour majorer le rang du
systme linaire dont nous cherchons une solution approchte. Les notations
sont donnes au (b) et nous faisons appel au (c) au premier thtorme de [6]
pour comparer polynmes et fonctions de Hilbert-Samuel. Enfin au (d) nous
construisons effectivement la fonction auxiliaire et donnons les estimations
ntcessaires pour l’extrapolation prochaine.

(a) Lemme de Thue-Siegei.
I1 s’agit du lemme suivant.

LEMME 6.1. Soit (u,y)xxx,;xyxz une matrice de nombres complexes, de
rang < p. Soient , on, ;6 des hombres rdels positifs tels que

(6.2) [2e*+’’+# + 1] 2’ < e’*,

et

l <j<$ i-1

Alors il existe (ai,...., a,) Z" tel que

(6.3) 0< max (la[} <e*,
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et

(6.4) max (1 <j</

Pour la d6monstration de ce lemme on se ram6ne au cas particulier suivant.

LEMM 6.5. Soient u,j (1 < < v; 1 < j < l) des nombres complexes, avec

l <j<l i-1

Soit p le rang de la matrice (ui, j). Soient A et deux entiers positifs v$rifiant

12"<(A+ 1) .
Alors il existe des entiers rationnels a1,..., a vdrifiant

0 < max {lail} < A,

et

<_ 2 a/l

Remarque.
facteur 2.

Si les u,j sont r$els on peut remplacer 2p par p et omettre le

D$monstration. On d6signe par d’ l’ensemble des (al,..., a) Z
v6rifiant 0 < a < h (1 < < v), et par : d’ C l’application

L’image de est contenue dans un cube " de C = R2, de c6t6 _< A. Elle
est aussi contenue dans un sous-espace vectodel E de C de dimension p sur
C. Comme E t3 " est contenu dans une boule euclidienne de rayon A2/2,
doric dans un cube de E ( = R2p) de cbt6 A_2, on peut recouvrir E C3 ar par
12p petits cubes de cbt. AVI-ff/I. Comme 12p < (A + 1), par le principe des
tiroirs, il existe a’ : a" dans d’ tels que (a’) et (a") appartiennent au mSme
petit cube. Alors la diff&ence a a’ a" v6dfie ce que l’on veut.

Dmonstration du Lemme 6.1. Par homog6n6it6 on se ram6ne h n 0. On
pose A [ea]. Gr,ce/i l’hypoth6se (6.2) il existe un entier l > 0 tel que

21 All < e-$ et 12 < (A + 1) .
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On peut donc appliquer le lemme 6.5.

(b) Notations
Nous reprenons les notations introduites dans les paragraphes pr6c6dents.

En particulier W ker L est un hyperplan de To(C), muni de deux bases
(ex,..., ed) et (Ix,...,td). Nous supposons d6sormais

0 < L (v)l < e- c/v’.

On d6signe par K le corps de nombres engendr6 sur Ko par les nombres
/3o,...,/3a__, et par des coordonnes projectives des points expoyi, 0 < < k,
dans PN,(Q)-D6signons ces gn6rateurs de K sur Ko par /30,...,
/3a-x,..., flu-x, et soit flt un g6n6rateur de K0 sur Q. Alors on obtient un
systme g6nrateur de K comme Q-espace vectoriel en prenant l’ensemble

{/;o /,; 0 < a, < [Q(/3i)" Q], ao + +au < [K: Q]).

On choisit parmi ces 61ements une base x,..., D du Q-espace vectoriel K.
Quand P est un polyn6me dont les coefficients Px sont,des combinaisons

lin6aires ED_px, t coefficients Px, dans Z, on a

h(P) < h(1, x,. o) + log D + log max{IPx,, I; 2, ),

et

h(1, x,..., D) < D max {h(/3,)} _< CoDIOg(BV)} <_ C3Ut/D.
ONiNM

Rappelons que nous avons introduit les param6tres L, T, To, S, SO au para-
graphe 5. Nous d6finissons un ensemble o

_
Zd Z de la mani6re suivante:

mdans le cas non p6dodique,

e= {(t, s); 0 < tj < 2T, (1 <j < d); 0 < s < So};
mdans le cas p6riodique,

d’= {(t,s);0<tj< T,(1 <j<d-1);0<ta< To;0<s<S}.

Nous noterons Dl pour D/, D[ff, t= (tl,..., d).
Posons L (L0,..., Lk),_et choisissons un relev6 , clans C[P], d’une base

du C-espace vectodel (C[P]/I(G)}L form6 de polyn6mes de Feldman
homog6nes pour le facteur G0.-- Ga et de mon6mes pour les autres facteurs. Le
cardinal de satisfait, avec L max(l; L },

card dimc(C[]/I(G) } > ceoH(G; ’o,..., [’,).
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En effet, on a un isomorphisme

(C[]/I(G))L
k

(R) (C[Pr,]/I(Gi))r.,,
i-O

ofa I(G) est l’id6al de d6finition de l’adh6rence de G darts Pv,, et I(G) l’id6al
engendr6 par I(G0), I(G). Done

k

dimc {C[]/I(G) }L ]-I dimc {C[P,]/I(G,) } z,
i-O

k

61 H L,deg I(G,),
i-0

et on conclut gr,ce au lemme 3.4 de [7].

(c) Equations et systtmes ltnaires.
Le systme d’quations linaires que nous voulons considrer est le suivant.

Soit P une combinaison linaire gnrique (i.e., dont les coefficients sont des
inconnues) des lments de la base des polyniSmes de K[P] de degrs <
(L_2, L._I, L1,... Lk) choisie aux num&os 3c et 4c (la notation KIP] a t
introduite au 4.a). Posons F P(#P), nous allons majorer le rang du systme
d’quations linaires

(6.6) DlF(sv) 0, (t, s)

Plus gnralement, si G’ est un sous-groupe alg6brique connexe de G, X un
sous-ensemble de cardinal fini de Get ux,..., u une base d’un sous-C-espace
vectoriel W de T tels que ux,..., Um forment une base de W T,, on ale
lemme suivant.

LEMME 6.7. Soient Tin+x,..., T des entiers > 1, on pose max{l; L }
(0 < k). Avec les notations pr$c$dentes le rang du syst#.me

(6.8) {DtF(o)=O;eY.;tx,...,GN,t<Tj(m+ l <j<n)}

est inf$rieur ou $gal dt

8a’Tm+x T,card((X + G’)/G’) H(G’; o,...,
ou d’ d$signe la dimension de G’.

D$monstration. On a d6fini darts [7, 4.1] des op&ateurs alg6briques
repr6sentant les d6dvations et les translations sur un groupe al#bdque



FORMES LINEAIRES DE LOGARITHMES 305

commutatif. Nous reprenons ici ces notations, et comme il est quivalent
d’exprimer l’annulation d’un polynbme en un point darts une carte affine de G
ou dans une autre, nous choisissons une lois pour toutes une carte affine de G
contenant l’origine. Ainsi nous avons dans les notations de [7] les op6rateurs
Ot. reprsentant, algbriquement, la d&ive D. au point o, et le systme (6.8)
peut se rcrire

(6.9) {a,tp(0) =0;oY;tt,...,t,N, tj< Tj(m+l<j<n)}.
Notons S/’ un syst6me de repr6sentants dans Y des classes de Y. + G’ modulo
G’ et consid6rons le syst6me lin6aire

{ a’.’,e e o’ e

(6.10) t’= (0,..., 0, tm+t,..., tn), tj < Tj. (m + 1 < j < n)}
oft I(G’) est l’id6al premier de d6finition de G’ darts C[P].
Montrons d’abord que le rang du syst6me (6.9), et donc du syst6me (6.8), est

infrieur au rang du systme (6.10). A cette fin il suffit de montrer que tout
polyn6me Q solution de (6.10) est aussi solution de (6.9). Mais on vrifie par
une formule de Leibnitz (of. [7, prop. 4.3]) que les id6aux

t’= (0,...,0, t+t,..., t), t < Tj (m + 1 <j < n); t" N")
et

G’;CgeO., 0 Y. + tl, t. e N, tj < Tj (m + 1 < j < n))
ont les mSmes z6ros dans G. On a Ot,’;,(I(G’)) c I(G’) pour tout o" e G’ et
t" Z’ (of. [7, p. 373]), et si Q est une solution de (6.10), le premier de ces
id6aux est contenu dans I(G’), ainsi les polynbmes Ot,Q s’annulent en 0
montrant bien que le polynbme Q est encore solution de (6.9) et (6.8).
Comme nous avons plong6 les groupes alg6briques G"h la Serre", il suit de

la remarque pr6c6dant la d6finition 4.1 de [7] que les polynbmes Ot,;P sont de
degr6s < (L_2, L_ t, Lt,..., Ld,, 2Ld+t,...,2Lk). Posons

if= (Lo,..., Ldx, 2La + t,’", 2Lk);

le nombre de conditions a rire pour qu’un des polyn6mes Ot,’,P appartienne
a I(G’) est < dimc(C[P]/I(G’)}so. Ainsi le rang du systme (6.10), et donc
des systmes (6.9) et (6.8), est major par

Tin+ T.. card Y’. dimc {C[]/I(G’) } so.
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Pour d6montrer le lemme il nous suflit de v6rifier que

dimc (C[]/I(G’) } .< 8d’H(G’; o,..., k)"
Ceci r6sulte du th6or6me 1 de [6] lorsqu’on consid6re le plongement de P dans
un espace projectif Ps suivant:

P "-" Pv,

(ai,j_i,Oik)

Dsignant p C[PN] et I l’eau des coordonnes de PN et l’id preer
de dfition de G’ dans C[PN] on a pour tout entier 1,

{ c[]/I(’) } ,<o ) = {c[P]/I } ,.
I1 en rsulte que le degr de IN est H(G’; Lo,..., Lk) et le thorme 1 de [6]
montre que

dimc {C[]/I(G’) } dimc {C[]/I(G’) }2(Lo Lk)

dimc {C[PN]}
8d’deg 1N
S’H(’; o,..., ).

Le lee est done tabH.
Appliquant le lee 6.7 au systme (6.6) on vfifie que le rg de ce

systme est major par

(6.1) 8T-d((r(So) + 6)/). H(; o,..-, ),
dans le cas non p66odique, et par

(6.12) 8r-rod((rs) + )/). H(d; o,..., ),
dans le cas p6fiodique, c w Td. Rappelons que d + 1 dim.

Enfin on constate que chacune des quantits (6.11) et (6.12) es major,e,
grfice (5.14) et au cho des patres So, To, p (c6x/Co)H(G; Lo,..., Lk)
(on remarque que la fonction H(G; Lo,..., Lk)/H(G; Lo,..., Lk) est ration-
nelle, d6croissante p rapport h chaque param&re L et homogne par
rapport Lo,..., Lk, enfin L/2). D’oh

SCOLIE 6.13. Le rang du systJme linJaire (6.6) est majorj par

(c/Co)n(a; o,..., L).
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Remarque. Nous pouvons maintenant v6rifier que les param6tres L
(1 < < k) d6finis par (5.9) sont non nuls (i.e., U > DS,log V) d6s que
fl = 0. Un polyn.6me combinaison lin6aire des 616ments de g a card ’ >
c6oH(G; o," Lk) coefficients, la scolie (6.13) entraJne qu’il existe un tel
polynbme P, non identiquement nul, et v6rifiant avec F P()

DF(sv) 0 pour (t, s) .
Si fl = 0 on compl6te la base

de W en une base

de T(C) par un vecteur fd+l TG,(C), c’est possible car alors Ta,(C) n’est pas
contenu dans W. Si L: 0, le polynfme P ne d6pend pas des variables
associ6es h G:, et on d&luit des 6quations ci-dessus que F s’annule h l’ordre T
en chaque point sv (0 < s < St) le long de Ta(C), avec

(St, Tt ) ( (S,
T) dans le cas non p6riodique,

dans le cas p6riodique.

Le lemme de zros de [7] conduit alors h une contradiction qui 6tablit bien que
L 4: 0. Nous n’utiliserons pas cette remarque dans la suite.

(d) Construction de F.

PROPOSITION 6.14. II existe une constante C6 > 1, ne ddpendant pas des
param&res D, B, Vt,..., Vk, E, et il existe un dlment non nul P de K[P], ne
s’annulant pas identiquement sur G, de degrs < (L_2, L_t, Lt,... Lk)
orifiant

h(P) C6C3o /2U’/D,
tels que la fonction F-- P(P) satisfasse

IDF(sv)l < exp( CoS/U’/C6) pour (t, s) o.

Dmonstration. On doit r6soudre un syst6me d’in6quations. On 6cfit,
a prod, P comme d6shomog6n6is6 d’une combinaison lin6aire des 616ments de, et on 6cdt les coefficients de P dans la base t,..., o de K sur Q. Ainsi le
nombre d’inconnues dam Zest D card > c6oD H(G; o,..., k)" Gr,ce h
(6.13), on va pouvoir utiliser le lemme 6.1 avec

v/2p > CoD/C et # < TaS/Co2 (CoU’)d.
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Pour estimer les modules des coefficients du systme on applique le lemme
3.2 h chaque mon3me composant 6ventuellement P. On v6rifie alors que les
logarithmes des modules de ces coefficients son major6s par

C3(Tlog[T(llfxll + +llfall + Ilwll)]

+L01og(2 + S/L-l) + L,(SIIvII + 1) ’
i--1

Mais Ilfxll,..., Ilfall dBD et Ilwll Ilvll + 1 car IIw-vii IL(v)l
< 1,. et enfin IIvll ’ -< D log V/en vertu de (2.5). Reprenant les d6finitions des
param&res L, S, T on v6rifie

T log[T(llfxll +... + llff,ll + llwll)] ce,2U’/D,
+ < (c, log Co)V’/z),

k
y’. LiSO,log V c64U/D,
i-1

max logl,l < CoDUlog(BV) C3U’,
l<i<D

et on peut appliquer le lemme (6.1), avec

m =/ Co/2U’/C6 et 8 C6C/2U’/D

pour achever d’6tablir la proposition 6.14.
En utilisant l’hypothse IL(v)l < exp(-Co/U’), nous allons d6duire de la

proposition 6.14, l’estimation

(6.15) IDF(sw)l < exp( Co/2c,6U’) pour (t, s) d’.

Elle r6sulte de la majoration suivante, qui sera de nouveau utilis6e au para-
graphe 7.

PROPOSITION 6.16. Pour Itl < 2T et 0 < s < S, on a

IDF(sv) DlF(sw)l IIv wllexp((c71og Co)U’/D).

Ddmonstration. On applique la majoration

If(0) f(1)l fro f’(z) dz
,1]

< max If’(x)l
0<x<l
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t la fonction d’une variable f(z)--- DlF(sv + sz(w- v)); done il existe un
hombre rel x, 0 < x < 1, tel que

ID/e( v) Dle( w)l

on utilise, comme prcdemment, le lemme 3.2 pour achever l’estimation.

7. Extrapolation

Le but est, ici, d’6tablir l’6nonc6 suivant. On suppose dans tout le para-
graphe IL(v)l < exp(-CoS/2u’), et l’on reprend les notations des num6ros
pr6c6dents. En particulier, on a IL(v)l < C5/(2S. H(d; 1,..., 1)) grace la
propri&6 5.16, et nous sommes done, dans le cas p6dodique, sous les hypoth6ses
de la scolie 5.15.

PROPOSITION 7.1. La fonction F, construite au paragraphe 6, vrifie

DteF(sv) 0 pour Itl < Tet 0 < s < S.

Nous utiliserons la formule d’interpolation classique suivante qu’on trouvera
dans [12, lemme 2.3].

LMM 7.2. Soit fune fonction analytique darts le disque zl < R du plan
complexe. Soient 2 < r < R/2, et Tx, $1 deux entiers positifs. Alors

4r) rsl
Ifl 2r 2 Ill "

+ 5( 18r ftt)(s) ;0<t< TI; O < s < S).
On a not.

sup (I/(z)l ) et f<t)= dtf

Nous montrons dans un premier temps une majoration.

PROPOSITION 7.3. Il existe un r$el C7 > 1 tel que

IDlF(sv)l < e-c2c7U’ pour Itl < Tet 0 < s < S.
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D$monstration. Pour ce faire on introduit les notations suivantes"
--dans le cas non p6riodique, on fixe tl,... d, avec tj < T (1 < j < d) et

on pose

/(z) zle(w), s So t ;

--dans le cas priodique, on fixe tl,..., a_ 1, avec tj < T (1 < j < d 1) et
on pose

f(z)=Do....Dl-_F(zw), SI=S et TI=TO

Ainsi dans les deux cas fest une fonction enti6re dans C qui satisfait, d’apr6s
(6.15),

[f(t)(s)l < exp(-CoS/2c66UO pour 0 < < T1, 0 < s < S1.

On applique le lemme 7.2 avec r s, R 4Er. On a

( Co/C7o ) U’ <_ TSlog E <_ CoCToV’,

et, grtce au lemme 3.2,

loglfln

<_ c c/u + r log(r) + Lolog(2 + R/L_1) + ,(1111)’
il

<_ Cg/2cT.U’,

car

T log(TBD) < c73U’
L0o(2 + /L_) <_ c.Oo Co)U’,

t(llvllR)’ <_ L,D(R/E)P’log V < c73U.

On trouve donc

log I/I a, Cgc74Ut.

Comme If(s)l < Ifl2 pour 0 < s < s, on a dmontr6

(7.4) IDF(sw)l < exp(-CoCTsU’) pour It[ < Tet 0 < s < S,

dans le cas non p6riodique. Dans le cas p6riodique, (7.4) r6sulte des in6galit6s
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de Cauehy,

<_ (2ta/r) t I/IZr
 xp(- Co%V’),

car

elog(2te/r) < T log(2T) < c76U’.

On utilise enfin le lemme 6.16 pour d6duire la proposition 7.3 de (7.4).
Nota bene. Dans le cas non p6riodique (resp. p6riodique) on reconnait la

m6thode de Baker (resp. Gel’fond).

Ddmonstration de la Proposition 7.1. Montrons que l’on a

IDt,F(sv)l < exp(-Co2c77U’) pour Itl < T, 0 < s < S.

On utilise pour cela les lemmes 3.1 et 7.3. Dans le cas non p6riodique, la
matrice de passage de la base f h la base e est unitaire, on peut donc majorer A
par d, et T log d par c78U’. Dans le cas p6riodique, on utilise la scolie 5.15, et
la propd6t6 5.16 pour majorer T log(c54B2DS H((; 1,..., 1)) par c78U’, d’ofi
(7.5) en tout cas. On termine la preuve de la proposition 7.1 en utilisant le
lemme 4.2, avec les majorations

log H < C/2c79Ut/D,
T log(ST + Lo + + Lk) < c79U’/D,

TL_ < c79U’/D
Lolog(2 + S/L_t) <_ (c7910g Co)U’/D,

k

L/S’log V,. < c79U/D.
i--1

La majoration (7.5) serait en contradiction avec la conclusion du lemme 4.2 si
DtF(sv) 0 pour un couple (t, s) v6rifiant Itl < T et 0 < s < S.

8. Le lemme de z6ros et conclusion

Nous montrons finalement, grce au lemme de z6ros de [7], que les proposi-
tions 7.1 et 5.12 sont incompatibles. Ce lemme de z6ros peut se r66crire, avec
les notations des paragraphes pr6c$dents,
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LEMm 8.1. S’il existe un polynOme de C[P] de degrs < [,o,...,
s’annulant sur F(S) avec multiplicitds > Tle long de W, mais ne s’annulant
pas identiquement sur. G, alors il existe un sous-groupe connexe G’ de G, distinct
de G, vrifiant T, c_ Wet

Tr-card((F(S/(d + 1)) + G’)/G’) H(G’; o,..., Lk)
_< (2(d + 1))2(a+)H(G;/o,..., L),

o r dim(G/G’).

On suppose que le plongement multiprojectif de G choisi permet de prendre
les constantes cx,..., cp de [7] 6gales/i 2. Grce h la remarque entre parenth6ses
pr6c6dent la scolie 6.13, le lemme 8.1 est une cons6quence directe du th6or6me
2.1 de [7], le fait que Ta, __. W s’obtenant comme suit. Si le sous-groupe G’ de
la conclusion du th6or6me 2.1 de [7] ne satisf,ait pas T, __. W alors

dim(W/(W c Ta,)) dirn(G/G’) r > O,

et la conclusion de ce mSme th6or6me entralne

T
d

! card((r(S/(d + 1)) + GO/G0 H(G’;+1

< 2+r!H(G; Lo,..., L).
On remarque alors que, si % d6signe la projection de G sur Go,

H(G; Lo,. _,) f C8o(U/S log E)
C8o(U/S log E)rS

si %(G’), {0}
si %(G’) (0},

et si %(G’) {0} on a aussi card((r(S/(d + 1)) + G’)/G’) [S/(d + 1)1, si
bien qu’en tout cas on a la majoration

T < csl(U’/S log E).

contredisant les dfinitions de S et T.
La proposition 7.1 valide les hypotheses du lemme ci-dessus, or la conclu-

sion de cette proposition tant en contradiction avec (5.13) on en dduit que
l’hypothse IL(v)l < exp(-Co/ZU’) faite pour d6montrer la proposition 7.1
est fausse. Ainsi on a IL(v)l > exp(-Co/2U’) et comme U’ < U0 le th6orme
2.1 est d6montr6.

9. Remarques diverses

(a) Dans la situation classique (1.1) correspondant au groupe alg6bfique
lin6aire G Ga G avec n d, notre th6or6me 2.1 apporte un raflinement
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t ce qui tait cormu (of. [1], [12]): notre terme log(DE) tait remplac par

log(DE log V+_x) avec V+_ max(V_x, e) et Vx < < V_x < V.

Darts un autre article [8], nous montrons comment effectuer ce raftinement
sans perdre sur la constante de [12]. De manire precise, nous dmontrons que
darts le thorme, p. 257-8, et la proposition 3.8, p. 274, de [12], on peut
remplacer le terme log(E +DV_x) par log(ED). Nous y tudions aussi le cas
"rationnel" fl0 0, fl Z (1 < n).

(b) On peut rafliner, le th6or6me 2.1 en consid6rant plusieurs formes
lin6aires ind6pendantes, c’est h dire en remplaant l’hyperplan W ker L par
un sous-espace lin6aire de codimension positive. Cela est utile pour l’appIica-
tion au th6or6me de Siegel d6jh mentionn6e. Nous d6velopperons ce rattine-
ment ailleurs, et nous d6duirons aussi de ces estimations des mesures de
transcendance pour la plupart des hombres dont la transcendance s’obtient
par les m6thodes de Gel’fond et Baker.

(c) Nous avons 6none6 et d6montr6 nos r6sultats darts le cas complexe, mais
la traduction p-adique ne pr6sente pas de difficult6, notamment grace h [4]. La
principale diff&ence est que le param6tre E doit &re choisi 6gal t e; d’autre
part il vaut mieux 6noncer les r6sultats en terrne de l’application logadthrne de
G, plutt3t que de l’exponentielle.

(d) Nos 6nonc6s sont "effectifs" darts le sens suivant" dans la situation du
th6or6me 2.1, supposons que chaque groupe alg6bdque G soit convenable-
merit plong6 "h la Serre" dans un espace p_rojectif_comme sous-vad6t6
quasi-projective; on consid&e des 6quations de G et de G G, ainsi que des
6quations analogues pour le graphe de la loi de G. Alors notre constante c
d6pend d’une mani6re qu’on pourrait expliciter des degr6s et des hauteurs de
ces 6quations (el. [3]). Cette constante c d6pend aussi, tout cornme les r6els
C2,C3, C4, C5,..., de mani6re 6galement explicitable du choix de bases des
espaces tangents T,(C) des Gi(C) en l’odgine (voir [5] pour expliciter C5). Si
l’on veut expliciter c darts un cas particulier, il semble pr6f6rable de se
ramener d’abord des plongements "h la Serre" convenablement choisis et h
une bonne normalisation de l’application exponentielle.
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