SUR LA CROISSANCE RADIALE D'UNE FONCTION MEROMORPHE

PAR PAurL MALLIAVIN

Etant donné une fonction holomorphe f(2) dans le demiplan 2 > 0, de type
exponentiel, cette fonction est déterminée par ses valeurs sur une suite A
“assez dense” de points situés sur x > 0. Dans quelle mesure le développe-
ment asymptotique de f(z) est-il comparable au développement asymptotique
de f(z) sur la suite A? Ce probléme a fait I’objet de nombreux travaux, en
particulier de V. Bernstein, R. P. Boas, Miss Cartwright, Levinson, W. H. J.
Fuchs, dont on trouvera un exposé dans le récent livre de R. P. Boas [1]
auquel nous renvoyons pour la bibliographie & laquelle il faut ajouter [2]
et [3] publiés depuis.

Dans le travail ci-dessous, on s’est efforcé de séparer deux groupes d’hypo-
théses de nature différente. En premier lieu des hypotheéses d’unicité ou
“d’adhérence”, c’est & dire des hypotheéses qui assurent que la fonction f(2)
considérée est déterminée par ses valeurs sur la suite A. En second lieu des
hypothéses abéliennes sur la régularité de la répartition de la suite A. Celles-ci
jouent un réle d’autant moins important que la croissance de f(z) “sur I’axe
imaginaire” est lente.

Ce travail donne notamment des conditions abéliennes nécessaires et
suffisantes pour les classes de fonction & croissance exponentielle sur I’axe
imaginaire, résolvant ainsi complétement le probléme posé par Boas dans
[1] et [2].

Les procédés utilisés consisteront d’une part dans la théorie de balayage
qui permettra d’écrire log | f(x) | comme le potentiel d’'une mesure portée par
x > 0, et d’autre part dans les méthodes taubériennes de [8]. Le premier
procédé ameéne naturellement & considérer des classes plus générales de fonce-
tions que les fonctions & croissance bornée sur I’axe imaginaire.

Nous allons exposer rapidement les notations associées i ces procédés
avant d’en indiquer les résultats.

1. Notations et résultats

1.1. Nous considérerons le groupe des homothéties positives.
Etant donné deux mesures dn et dm portées par Iaxe réel positif nous
considérerons leur produit qui sera la mesure notée dn = dm et définie par

111, f h(dn + dm) = f h(t')dm(t)dn(t').

Si I(t) est une fonction localement sommable, nous lui associons la mesure

dt
1.1.2. 1 =10 7"
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Si dn est une mesure on peut définir la mesure
1 % dn,
Cette mesure est absolument continue, il existe une fonction & telle que
Ixdn = k.

On peut considérer deux fagons de définir le produit de composition d’une
mesure et d’une fonction, soit comme étant la fonction %, soit la mesure k.
Nous conviendrons de noter dans le premier produit par [ * dn, le second
par 1 % dn.

Les remarques ci-dessus s’appliquent en particulier lorsque dn est absolu-
ment continu c’est & dire de la forme dn = h.

Nous conviendrons dans ce cas denoter le premier produit par I x h, le
second par 1 *x h. On a évidemment

(l*h)%f=l*h.

Nous serons amenés 4 considérer des fonctions qui ne sont pas sommables
au voisinage de { = 1. Dans ce cas l'intégrale permettant de calculer le
produit de composition devra étre interprétée au sens d’une valeur principale
de Cauchy.

1.13. l%dn = VP, f l(%”) dn(d).

D’autre part & désignant un nombre positif, ¢(¢) désignera la fonction
égale & 1/2¢ dans lintervalle (¢™°, ¢™°) et & zéro ailleurs. On a [ e(dt/t) = 1.
On notera

1.14. l. =1xe.
1.2. Balayage

Soit f(2) une fonction méromorphe dans le demi plan x > 0 d’ordre inférieur
a 2, bornée sur toute partie bornée, 2 fois dérivable en zéro f(0) #= 0. Posons

12.1. O AFON - log | (0) |

Alors 1l existe une fonction m(t), & variation bornée sur tout intervalle fing telle que

1.2.2. M=10xm

a4, 2
1.2.3. W) = 7 [log 1= + - 1].



CROISSANCE RADIALE D’UNE FONCTION MEROMORPHE 261

On appellera dm la mesure caractéristique associée & la fonction f(z). Une
expression de dm est donnée

tdm = c* B + ZOZAg*dno
ol
1.2.4. 2te(t) = log | f(e)f(—it) |

ng(t) = nombre de zéros et de pdles sur le segment argz = 6,0 < |z | < ¢,

—4 2
1.2.5. e V2
B T /‘/;r ®+ 1)2

; 2 2 |sin 20| ™
1.2.6. Ay = £ .
? 1/1rt4—2t2cos20+1 |0[<2

et ol Ap est défini en 1.1.2.

Enfin m(0) sera déterminé plus loin par la formule 2.1.9.

La correspondance M, m établie par 1.2.2. sera étudiée d’un point de vue
taubérien, lorsque ¢ tend vers U'infini dans le paragraphe 2.4.

1.3. Définition des classes de fonctions

Rappelons que ’on dit qu’une mesure dm = 0 si 'intégrale [ hddm = 0 pour
toute fonction h positive, et que dm = dm’ si dm — dm’ = 0.
Si nous nous donnons une majoration de log | f(zy) | soit

1.3.1. log | fE)f(—dy) | <1y coy) ©z0

alors du fait que B < 0, 4o > 0 il résulte que 1.3.1. entraine si f(z) est holo-
morphe dans x > 0, et si tdmy = B x ca

1.3.2. dm = dm,.

Plus généralement au lieu de considérer une fonction f(z), holomorphe dans
2 > 0 on considérera une fonction f(z) méromorphe dans z > 0, dont on aura
majoré le nombre des podles, minoré le nombre de zéros et satisfaisant de plus
4 1.3.1. La mesure caractéristique d’une telle fonction satisfera & une inégalité
de la forme 1.3.2.

Etant donné une mesure dm,, nous considérerons la classe H(dmy) des
fonctions f(z) verifiant

M =1lxm

ol dm g dmo .

Nous considérerons dans la suite des mesures dm, satisfaisant & la relation
suivante analogue de 1.4.1.

1.3.4. mo(x) — mo(x — a) = 0,(1/x).

Pour pouvoir écrire les conditions d’adhérence, nous devons préciser la
croissance de M (t). Nous nous placerons dans un cas plus général que le cas
étudié habituellement M (f) = O(1), en introduisant une fonction B(¢), con-
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vexe, croissante, et la classe H(dm, , ) qui sera I’ensemble des fonctions M ()
satisfaisant & 1.3.4. et &

1.3.5. x / l (’;) m(t)d—tt < B(x), 2=z + 1y.

1.4. Problemes abéliens
Nous considérerons une suite A de nombres réels positifs.
Nous supposerons que

1.4.1. inff [N—=XN|=h>0 MNeA, NFEN.
Posons

1.42. Ar) = 22°1/A, AeA, N = 7y Q= Nufe; |2 — N| > 1A},

Pour que d’hypotheses sur M(A), on puisse obtenir des renseignements sur
M(x), nous supposerons que A est un ensemble d’unicité pour la classe
H(dm,, 8).

Dans les hypotheses oli nous nous placerons, une condition nécessaire et
suffisante d’unicité ([6] p. 184) est que

1.4.3. [B’(k(r) — a);—l—; = 4w pour tout a > 0
ou l'on a
1.4.4. k(r) = A(r) 4+ mo(r)

B'(r) = sup (re — B(0)) > 0.

Nous supposerons dans la suite que 1.4.3. est satisfait. Dans le cas de la
croissance exponentielle 8(f) = O(1), on sait que ([6] p. 205) 1.4.3. s’écrit alors

1.4.5. lim sup k(r) = + .

Un probleme abélien particulier

Cherchons les conditions abéliennes & fixer sur A pour que M soit déterminé
respectivement & O(1) et o(1) par M(\). Nous supposerons dans tout ce para-
graphe que A et mo satisfont & 1.4.1. et 1.3.4. Soit

1.4.6. k.(r) = inf k(»") 7
1.4.79. 8(r) = k(r) — k.(r).

v
=

On a alors les énoncés ot A” notera I’ensemble des pdles associés a la me-
sure dm, .

1.4.8. TuforkME. M ¢ H(dmy, B8), 1.4.3. vérifié entraine que
lim sup M (t) = lim sup M(\) teQar

st et seulement st
lim 6(r) = 0.
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1.4.9. TuforbME. M ¢ H(dm,, ), 1.4.3. vérifié
lim sup M(\) < + « entraine lim sup M(t) < + = teQpn

st et seulement st
lim sup 8(r) < + .

11 existe alors une constante B ne dépendant que de dmyg et de A telle que
lim sup M () < B + lim sup M(\) LeQpn
Un cas particulier de 1.4.8. a été démontré par W. H. J. Fuchs dans [3].

1.5. Forme générale du probléeme abélien

Les énoncés 1.4.8. et 1.4.9. donnent les cas aussi généraux que possible ol
le développement asymptotique de f(x) est connu & o(x) et & O(x) pres.

11 est naturel de chercher des développements asymptotiques & un ordre
plus précis, par exemple & o(z*), 0 < @ < 1.  On pourrait introduire au lieu
de la fonction A(z) définie en 1.4.2., la fonction A.(r) = D2 1/A%, 0 < X < r, et
obtenir une factorisation analogue & 1.2.3. le noyau [ étant remplacé par un
noyau I, .

Nous ne développerons pas ici ce procédé; nous désirerons obtenir des déve-
loppements asymptotiques & O(g(x)/x), o q(x) désignera une fonction posi-
tive, croissante, concave. Nous obtiendrons un résultat simple, caractérisant
completement dans quelles conditions ce développement peut étre obtenu
lorsque mo(t) ~ log t. Avant d’énoncer ce résultat en 1.5.5. nous allons
donner un énoncé plus général, mais plus compliqué.

1.5.1. TakorkMmeE. Soit M e H(dm,, B), une suite A vérifiant 1.4.1. et
1.4.3. Supposons que l’on puisse extraire de la suile A une suite A’ telle que st
Uon pose

kE'(x) = N(x) + mo(x)

on ait

1.5.1.0. K(z) = 0 (q(Tx)>

1.5.1.1. fl iwm (k'(uw) — K (%)) - O_lf‘ -=0 (%:Q)

Supposons que

lim sup M (A\) = 0.
A

Supposons enfin-que

1.5.1.2. log log z = O(q(x)).
Alors 1l existe une constante B, ne dépendant que de dmy , A, telle que
) xM () . NM(\)
1.5.1.3. 1 B+1 s T ey
513 im sup @) < B+ 1m sup Y% T ey
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1.5.2. Remarque. On obtient des énoncés & o(¢(x)) prés en appliquant 1.5.1.
4 n’importe quelle fonection ¢;(x) vérifiant ¢:(x) = o(q(x)).
1.5.3. Remarque. Si dm, > 0, ’énoncé 1.5.1. peut étre simplifié considéra-
blement, les hypotheéses abéliennes 1.5.1.1. disparaissant, I’adhérence entrai-
nant la régularité abélienne. Cette situation sera étudiée en détail dans un
cas particulier en 3.1.

On peut se demander si la condition 1.5.1.0. serait suffisante pour conclure.
Il n’en est rien comme le montre 1’énoncé

1.5.4. Soit M ¢ H(dm, , B8), sott A une suite vérifiant 1.4.1. et 1.4.3. Suppo-
sons que U'on puisse extraire de la suite A une suite A’ telle que 1.5.1.0. soit
satrsfast, alors on a

1 + lim sup )\;1[(5\))\) = lim sup xéll[(g) o0 x €Qypr,
q(z) = q(z) log .
q(x)
Inversement étant donné une fonction concave q(x), vérifiant g(x) = o(x), on

peut construire une fonction méromorphe f(2) de type exponentiel telle que les
hypothéses de 1.5.4. sotent satisfaites et que

: log [ f(\) |
lim sup ————" =0
P @(N)
. log | f(x) |
l§ = 1 =1 Qar.
im sup e) T ey

On a le théoréme suivant qui donne une solution compléte du probléme de
Duffin-Schaeffer tel qu’il était posé par R. P. Boas dans [1] et [2]. Pour cette
raison, nous allons énoncer ce théoréme en utilisant les notations classiques

1.5.5. TuroriME. Soit f(2) une fonction holomorphe dans x > 0, vérifiant

1.55.1. lim sup !9-g~|—|§(1l'-y—)—| < mc c > 0.
Soit A une suste de nombres réels, q(t) une fonction concave croissante positive.
Posons

el A+ ag(®) — M)
1.55.2. L(a) = lugian iog (¢ + aq(h)) = log t a>0
1.5.5.3. D,(A) = lim L(a), D¥(A) = lim L(a).

a=0 a=c0

Alors une condition nécessaire et suffisante pour que Uhypothése 1.5.5.1. en-
traine que
1554 tim sup B LT | _ i p 108 1/@) |

q(N) 2, q(x)
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est que
1.5.5.5. Dy(A) = c.
Une condition nécessaire et suffisante pour que

1.55.6. lim supl-o-gﬁ(—)—\-)——l < 4+ « eniraine lim sup log f(z) <4 »

q\) arr - q(x)
est que
1.5.5.7. Dy (A) = c.
Alors il existe une constante B = B(c, A, q) telle que
. log |f(z)| _ .. log | /(N |
lim sup ="~ < lim sup == 4+ B T €Qpn.
P @ P <

Remarque. Silon prend ¢(f) = 1 le théoréme obtenu est pour sa partie
directe le théoréme de Duffin-Schaeffer dont 1.5.5. permet d’établir la réci-
proque. Pour ¢(¢) = t, on vérifie aisément que D,(A) n’est rien d’autre que
la densité minimum de Polya de la suite A. On obtient alors le théoréme
V. Bernstein et sa réciproque. Signalons enfin que pour ¢(¢) = ¢, Rubel a
considéré [7] la densité duale de D (A) & propos d’un théoréme d’unicité sur
les fonetions entiéres de type exponentiel.

1.6. Application

On sait bien que des énoncés du type de Duffin-Schaeffer donnent des
théorémes sur les séries de Taylor lacunaires. Ce qui est peut-étre plus in-
téressant de noter c’est que I’on peut réaliser cette correspondance en sens
inverse et transcrire ainsi des conditions nécessaires et suffisantes en condi-
tions nécessaires et suffisantes. Par exemple une condition nécessaire et
suffisante pour que ’on puisse trouver

1.6.1. f(Z) = ZA ax z)‘
ayant sur le cercle de convergence ses singularités contenues dans
1.6.2. |argz| < am

est que la densité maximum de A = 1 — @ (Théoréme de Pélya et sa réci-
proque).

Si en particulier ¢ = 1 on obtient le théoréme de Fabry et sa réciproque.

I1 est peut-étre moins trivial d’obtenir des inégalités fermées (au lieu des
inégalités ouvertes de 1.6.2.). En particulier remarquons qu’il est indispen-
sable d’obtenir de telles inégalités si on désire étudier les séries 1.6.1. n’ayant
qu’une seule singularité sur leur cercle de convergence. Dans cet ordre
d’idées on a I’énoncé

1.6.3. Une condition nécessaire el suffisante pour que U'on puisse trouver une
série de Taylor 1.6.1. prolongeable & Uinfini o Uextérieur de la coupure (1, 4 =),
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est que
D'(A) = 1.

1.6.3.1. (On rappelle que on note, cf. [6], par D°(A) la densité supé-
rieure de la suite A, c’est & dire D°(A) = lim sup pa(x) ol pa(x) = na(x)/z,
na(x) = nombre d’éléments de A < z.)

Comme on peut trouver deux suites d’entiers complémentaires A et A’
telles que D°(A) = D°(A’) = 1, on peut construire deux séries de Taylor ayant
des suites d’exposants complémentaires et n’ayant qu’une seule singularité
sur leur cercle de convergence, ce qui répond 4 une question posée par S.
Mandelbrojt.

2. Représentation d’'une fonction méromorphe d'ordre < 2

Notons pas g(z, 2) la fonction de Green du demi-plan modifiée par un facteur
de convergence

‘ X T X X
g(x,2) = logll ——}— logl] +I+ 42

2

Soit f(z) une fonction méromorphe dans > 0, d’ordre < 2, A; et A, les
zéros et les pdles de f(2) on a

log [f(x) | = 22 g(x, M) — 2 gla, \)
2.1.1. | e

—5- 1.

g_g (z, iy) log | fGiy) | dy + Cx.

La formule 2.1.1. est classique lorsque ¢ est la fonction de Green non modi-
fiée par un facteur de convergence et que f est d’ordre < 1. Pour 'étendre au
cas de Pordre < 2, remarquons que les deux séries du second membre sont
absolument convergentes.

I’intégrale s’écrit

+oo
x 1 1 .
x - B A e
LT (ke b))
la convergence au voisinage de zéro est assurée si f(0) = 1 et si f(zy) est deux
fois dérivable pour y = 0. Alors

log /@) | = T, + T, + 5 [ = 4@

est une fonction harmonique dans le demi-plan > 0, nulle sur z = 0 et
d’ordre < 2. h(z) est donc de la forme A(z) = Czx d’ou 2.1.1.

La formule 2.1.1. permet d’écrire log | f(x) | comme le potentiel par rapport
au noyau de Green d’une simple couche portée par ses pdles et ses zéros et
d’une double couche portée par la frontiere. Si on effectue le balayage de
ces masses sur l’axe réel positif, on obtient une mesure tdm(t) telle que

tog |70 | = [ " o(e, Otdm() + Co s> 0.
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Nous allons déterminer explicitement dm. Posons
2.1.2. gz, te”) = go (?)

1 o400
Go(u) = 7.271;]0 go(t)t" " dt —3 < u< —1.

On a

1 + i — 6@'8 )u—l
Go(u) = \/“—51_.- Re fo <log P + 2t cos 6 Jt“T dt
2.1.3. ! 1

1 oo u
u\/ﬂ-Refo <t+e_w—t__e¢g-—2cos0>tdt.

Cette intégrale se calcule par résidus et donne

= Zr‘__l_ i — 1 1,
Go(u) 4/2 o cos Tru sin u(@ 21r> 0<6< in.

Considérons Gy(u) correspondant 4 6 = 0. On a

1 1.
2.14. Gou) =SB = O ) 0<6<4%
sin ru

Nl
A

Cette égalité entraine en remarquant que, si ’on pose

2 ¢’ ¢ /‘/ 2 £ sin 29
t == — — — - — —
As(t) /‘/wIm(t— et t+e“’> 2 Tt — 28 cos 20 + 1

1 e u—1
—\/—ﬁ;—r A At dt =

on a
sin u(3r — 6)
sin 37w
d’ou 2.1.4. s’écrit
2.1.5. gs = Ao * go 0<6= im
On a d’autre part

g . 11 0 z 1/0 x
an (&) y [60 9 <y>]o=m y <60 o <y>>

=500 ()

ol B est donné par 1.2.5.
Ecrivons 2.1.1. en tenant compte des notations 1.2.4.

2.1.6.

1™ 9 )
log |f(z) | = 2 go % dny — —f = g(x, wy)ye(y) + Cx
) wJ Oon

ou en tenant compte de 2.1.5. et de 2.1.6.
log | f(x) | = ;go*Ao*dng + Bxgoxc+ Cx
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ce qui s’écrira
2.1.7. log | f(z) | = go* (tdm) 4 Cx
ol ’on a posé formellement

};Ag*dng + Bxc = tdm.

Montrons que cette série converge fortement en norme sur tout intervalle
0,a). Ona

“1 “f L (z\de |dng| [** du
- < rye 120 au
foxlAg*dnol_[o /A<t>x2]dn"<t>|<[ ; fo |Ao(u)]u

<0<%1r— 10|>f(a—£——t)tdno(t).

f0) = 0, f(0) == «, f est dérivable en zéro, il existe donec un demi-cercle
| 2| = 7, tel que f(z) ne posséde ni pdles ni zéros dans |z | = r,z = 0.

Appliquons la formule de Carleman & la couronne r < |z| < R. On
obtient

Y E R2> O, <1

ce qui s’éerit
R
1
S (4 —101) [ Fand) = o)
ce qui, en intégrant par parties 2.1.8., entraine la convergence de

Zf lle*dnel
6 Jo T

et par suite

foaldm(t)|<oo.

Intégrons par parties 2.1.7. On obtient
log [f(x) | _ [ <x>
B = [ 20 (F) am) + €

- [ (G

t—_—T_—x‘-}—2>dm(t) +C

t+ 2
t_

_0—2m(0)+VPf (

28 dt
+ 22 — t2> m(t)T'

Prenons

2.1.9. m(0) = g

La formule est ainsi établie dans le cas ou f(0) = 1, la formule générale
_J@)
f0)

s’obtient en considérant fi(x)
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Nous allons étudier la correspondance m, M d’un point de vue taubérien.
2.2, FORMULE D’INVERSION. 87

2.2.1. M=1xm (! donné en 1.2.3.)
alors
- . - 2 1
2.2.2. m=10+M ou (u) = = l<~>.
U \U
Preuve. Calculons 0 < u < 2
- +o0 et o0 1 +t s
V2r L(u) = (e dt = V.P. log R 1 £ dt.
0 0

Intégrons par parties le second terme, on obtient

— e 1+t
V2% L(uw) =j; log l—i--t

Lw+1) 1 [*
Wt 1 ‘\/ﬂfo log

Cette fonction est égale d’aprés 2.1.3. au prolongement analytique de
—Go(u) 3 1a bande —1 < u < 1 d’o

L) = Vir g

_I..

u—2
¢
— d

At + (u— 1) f log
0

u——-l du

_|_
t

1 —

u
cotg 3T u.
—u

On a
1 2
Lw)
ce qui établit formellement 2.2.

Pour achever la démonstration il suffit de vérifier 2.2. pour les fonctions m
deux fois continGment dérivables et & support compact, en faisant une inté-
gration par parties. On prolongera par continuité la formule au cas général
ol lintégrale figurant dans 2.2. est sommable au voisinage de zéro et de
Iinfini, et a une valeur principale définie en ¢ = z.

La formule d’inversion 2.2. pourrait &tre utilisée pour montrer que les
évaluations que nous allons obtenir pour M en fonction de m sont les meilleures
possibles. Par exemple, on pourrait établir que 2.3.1. vaut encore lorsque
Pon échange m et M. Ces réciproques ne seraient pas toutefois d’un grand
secours pour montrer que les conditions abéliennes proposées sont des condi-
tions nécessaires et suffisantes ce qui exigera de déduire d’un comportement
de m(t) un comportement de M (¢) non pas sur la demi-droite complete, mais
sur une partie de la demi-droite.

L1 — )

2.3. St m(x) = aO(g(x)/z) ou q(x) est une fonction positive croissante telle

que q(x)/x soit une fonction décroissante,

23.1. M(z) = V.P. fljz 1_% m(uzx) du + a0 (“%)
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_ -+ z du _ 2/2 2z 400
M) = fO L<a) m(u) w o j; + fz/z + %
W) = 0(w™), u>2, Wu) =0, 0<u<4i.
x/2 x/2
2.3.2. / = a0 (f wat M @) = a0 (M)
0 0 u u T
00 +-o0 +0
2.3.3. = a0 ( f w e q(u) du) = a0 ( f q(ez) v dv) = a0 (g@)
2z 2z 2 VX X

2z 2 2
_ (=) 1) _ 2 Tdu 2
fm = a0 (7) fm [l <u = u] w T VP /1,2 T ) du

c.q.f.d.

Remarque. On démontrera en 3.3.1. et en 3.4.1. des formules qui sous des
hypothéses supplémentaires préciseront 2.3.

Nous allons montrer & titre d’application de 2.1. le résultat suivant.

Preuve.

On a

2.4. Fonction a croissance réguliére
Soit f(z) une fonction holomorphe dans x > 0, vérifiant
24.1. log | f(iy)| < mc|y | [y >1

ou ¢ designe une constante.
Supposons que

242, lim flog f(%) e (t) q; =0 pour tout e > 0 (cf. 1.1.4.).
Alors la mesure caractéristique m(z) de f vérifie
2.4.3. lim m(z) = 0

et réciproguement.

Prewve. On adm — dme = 0 ol
dt 42  wdu
dm"_"<_7r7_r”/m (u? + 1)2
(-2 h(t)) dt _
“<”‘c+z—‘2+1 = ou b)) = 0(1).

™

On a en vertu de 2.2, i
Mewer = g Mo

d’ott I, étant sommable, 2.4.2. entraine

lim m,,(x) = 0.

Si )
lim sup m(z) = b > 0
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alors en vertu de 2.4.4. on aurait m(x) > b/3 dans une suite d’intervalles de
longueur logarithmique > b/2¢c. En prenant ¢ + & < b/2¢, on aurait

lim sup me..r > b/3

d’ott lim sup m(z) = 0. De méme on montre que lim inf m(z) = 0 d’ol
lim m = 0. La réciproque résulte de 2.3.

2.4.5. CoroLLAIRE. Soit f(2) une fonction & croissance réguliére satisfaisant
a 2.4.1., A une suite de zéros réels de f(z). Alors on a

D,(A) = e
Preuve. 1l existe une mesure positive d\’ telle que
AN+NF+m=m

vérifie im,—.m(z) = 0. —A(x) + 2¢ log z est ainsi une fonction asympto-
tiquement croissante d’ou 2.4.5.

Inversement si D,(A) = c il existe une fonction f(2) & croissance réguliére
vérifiant 2.4.1. et f(0) = A.

3. Une condition abélienne suffisante

Nous allons démontrer dans ce paragraphe les énoncés 1.5.1. et 1.5.2. De
ces énoncés résulteront les autres conditions abéliennes proposées dans ce
travail dont il nous restera ensuite & vérifier la nécessité. IL’énoncé 1.5.1. va
d’abord étre démontré sous la forme particuliere faisant I’objet de la remarque
1.5.3.

3.1. LemMr. Soit f(z) une fonclion holomorphe dans x > 0, vérifiant
| fGy) | = 1, soit M(t) la fonction définie par 1.2.1., soit A une suite telle que
1.4.3. est satisfait et que

lim sup M (A\) = 0.
Alors
[f@) | = 1.
Preuwve. Nous montrerons d’abord que f(z) est de type exponentiel. En
vertu de 1.4.1. il existe dans tout intervalle nh, (n + 1)h au plus un point de

la suite. Notons par A’ la suite constituée des milieux des intervalles
(nh, n + 1)h ne contenant aucun point de la suite A on a

N(r) = Nr) + N(r) = %log r=4+ 0 (;_)
Soit

H(z) = G(z)

2 1
P(ﬁz-]——?-)
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-0
log | G(z) | = fo i90 (;-”) d\"(t) g etant donne par 2.1.1.

Si dm désigne la mesure caractéristique de H(x) on a m(f) = O(1/t), applica-

tion de 2.3.1. donne log | H(z) | = o(x), x ¢ Qx (2a désignant 1’ensemble des
points situés & une distance i de A). Posons
0 fl2)e”" de

- H(z) (z+ ¥

en appliquant la formule de Cauchy

_ o) v ™
3.1.1. lg(u) A;n T T AZ<:n < M,é [w] < 5

g(u) = u = v+ w,

soit

_y SN
= rm e

k(u) est une fonction holomorphe dans v > 0

f ()‘) e—)\u . —n(v—1)
k(u)—émm——O(e =Dy,
3.1.1. g’écrit en posant gi(u) = g(u) — k(u)

g(u) — >, = O(M,e ™).

A<
Les conditions d’adhérence
2 dr
[M(Elogr — N(r) — a’)ﬁ = 4w
étant satisfaites en vertu de 1.2.2.

On peut alors appliquer [5] 10.2 page 231 (’hypothese lim inf {A(r)/log r} >
0 figurant dans [5] pouvant étre omise). On a alors

. o) ™
hmA,sup Im < 4w
) e
000 = 20 7 & D v

Ceci permet de calculer intégrale
f(z) _ +0 u _ fﬂ f+i°o
2 OIS _/_-w g(u)e®™ du = L. + L v > Vo

ce qui montre que f(z) est une fonction de type exponentiel dans le demi-
plan z > 0.
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Ceci étant on a

+o :
IOng(2)|=7—a;/_w %dt%—z:log s

la condition 1.4.3. implique en particulier que A(r) — . On sait alors que
(1] page 200)

+Ax

A = lim sup _log [ F) |
A A

ce qui entraine 3.1. ec.q.f.d.

3.2. LemMme. Soit f(2) une fonction méromorphe dans x > 0 apparienant
o la classe H (dmq , B). Soit A une suite vérifiant 1.4.1. et 1.4.3. Soit A’ une
suite extraite de A. Notons par ha(2) la fonction de la classe H nulle sur A’ et
ayant la plus petite mesure caractéristz'que. Supposons que

)
lim Sup 5 log %0y =0.
Alors on a
3.2.1. /@) | < K(2) | hz) | e®, z=u1x+ vy,
o c(x) = plus petite fonction concave, positive, vérifiant
. V) o
322. c(\) = log WO MeA
1

3.23. K(z [1 EQ\ ( —-):I

@ = i |+ B0 (5 + =

ou k(2) est une fonction holomorphe dans x > 0 et inférieure & 1 quelcongue,
telle que K(z) < .

Preuve. h(z) peut étre calculé par la formule

tog 1 6a) | = [ 00 () ¢ v + [ an (%) ¢ amat)

la premiére intégrale est la restriction de 1’axe réel du logarithme du module
d’une fonction holomorphe dans # > 0 (produit de Blaschke), la seconde
intégrale celle d’une fonction méromorphe dans > 0, en vertu de la con-
struction de dm, . Soit

f(z) o JO) n o~ 1
324. Ry(2) = 76) k(z) — Z o k(') € —-
Ry (2) est une fonction holomorphe dans 2 > 0 bornée sur 2 = 0 par
JO) | o [ OV |

1+ 2

W) N



274 PAUL MALLIAVIN

Posons

f (>‘,) e—b}\’
h'(N)
K(z) < «,3.24. converge si M, < c«, ce qu’on supposera pour écrire ce qui
précede. Appliquons & R, 3.1., on obtient

325, | R2) | < (1 > '—’f%z—‘> Mye.

En portant dans 3.2.4.
[f2) | < |hz) | My e”K(2)
ceci est vrai quel que soit b or on a

inf My e = &@ c.q.f.d.
b

My =1 -+ sup

Nous appliquerons le lemme 3.2. en choisissant convenablement la fonc-
tion k, choix qui dépendra en particulier du point 2. Donnons dés maintenant
un exemple d’un tel choix.

Considérons la fonction

- g S -
k(i‘)—({+r)2+r2 ot r=|z]|.

k(¢) satisfait & | k() | < 1 si Re¢ > 0. Appliquons 3.2. avec k(f) on
obtient si la distance de 2 points de A est n (condition 1.4.1.)

1 (/1 1 rT

Siargz=0>0,7/|z — 7| = 2/sin 6 d’ou

. s 2 c(x)

majoration entierement déterminée par la donnée de A’, de dmy, et de
log |f(A\)|. Cette majoration parait la “meilleure possible’”. Si on prend
en effet f(A\) = 0 on trouve ¢(z) = 0, d’autre part la fonction h peut étre prise
dans ce cas comme fonction f particuliere, et on obtient

06| 5 s s = (44 22) 1) |

le supremum étant pris sur la classe des fonctions f e H(dmo, 8) telles que
f(a) = 0.

La majoration 3.2.6. ne donne pas toutefois des résultats trés précis sur
P’axe réel. On obtiendrait en faisant tendre 6 vers zéro,

| f@@) | < O@)h(x)e”™.
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Evaluons au contraire directement K(z) en remarquant que

re T dr
j; (T+x)2+x2|x_7|—0(10g$), x>2 erA;
d’olt
3.2.7. | f(x) | < B (log ) h(x)e“’" TeQa, z> 2.

Remarque. On peut se demander si 3.2.7. resterait valable si on suppri-
mait le terme en log x.

Preuve de 1.5.1.3. Soit A’ la suite extraite de A, h(z) = ha-(2) la fonction
associée par 3.2 4 A'.

Appliquons 2.3. On a

2
log | h(zx) | = x V.P. fm ~1-»-:2_~—11 k' (uzx) du + O(q(x))

=2 f,z 2 [k'(ux) -k (Z)] du + V.P. fllﬂ(t)/t + O(q(x)).

+ay/e L —u
D’autre part on a en vertu de 1.3.4. et 1.4.1.
k' (ux) — k'(x) = O(u — 1) z e n Dy (A” désigne les poles de h)
d’olt en vertu de 1.5.1.1.
log | A(z) | = O(g(@)).
Appliquons 3.2.7.
log | f(z) | < log:z + O(g(x)) + ¢(@) + O(1).
Remarquons que, d’aprés 1.5.1.2. log, (z) = O(q(x)) et si v désigne une
courbe entourant le point A’ tracée dans Qa- n Qx» on a

1 j h(z) \_ 0la(2)
o= T e

h(\)

d’ou si
log [ f(A) | < bg(N)
e(@) < bg(x) + O(q(x))
ot O est indépendant de b, ce qui entraine 1.5.1.3. c¢.q.f.d.

3.3. Nous allons montrer dans ce paragraphe les énoncés directs de tous les
résultats abéliens proposés de 1.4. 4 1.6. comme conséquence de 3.2. et de 1.5.1.

Soit h(z) une fonction méromorphe, dk sa mesure caractéristique sur Ox,
supposons que dk vérifie 1.3.4., et que

k(@) = O(g(2)/);

alors
3.3.1. log | h(z) | = O (q(x) log qg;_x)> T eQy, N D,

(Ag et Ay désignant I’ensemble des zéros et des poles de h(z)).
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Preuve.

log | ()| =xf

3.3.2. 1+g(z)/z 1—u

2

I:k(ux) — k( )] du + 0(g(x))
= 0(et@) [

1+a@)/z 1

d’ou 3.3.1. Ceci étant, montrons que la condition abélienne de 1.4.8. est
suffisante. Soit

k(z) = Mz) + mo(z)
k.(x) = inf k(z’) =z

Alors ’hypothése lim §(z) = 0 entraine ([5] page 200) que I’on peut extraire
une suite A’ de A telle que

K(z) = N(z) + mo(z) = o(1) = &(z).

Soit g(x) =borne concave ze(x). Appliquons & ¢(x) 3.2.6. et 3.3.1. en remar-
quant que g(z) log {z/q(xz)} = o(x), on obtient 1.4.8.

De méme si lim sup 6(x) < « alors on obtient 1.4.9,

De méme on obtient la partie directe de 1.5.4. en combinant 3.2.7. et 3.3.1.

I1 nous reste & montrer dans le paragraphe qui suit que les conditions pro-
posées pour le probléme de Duffin-Schaeffer sont suffisantes.

34.1. LemMme. Soit h(z) une fonction méromorphe dont la mesure carac-
téristique satisfait & 1.3.4. et @

o) = /1:2 m(uz) du = a’0 (ng—f—)) I<itk?2
(0% a désigne une constante et O est indépendant de a); alors
log | h(z) | = aO(q(z)) z €y, N,
(0w O est indépendant de a).

Preuve. Montrons que ces hypothdses entrainent m(z) = O(q(z)/x). Sinon
si m(z) > A(g(x)/x), alors m(z) > 3Ag(x)/x sur un intervalle de longueur

>q(x)/2h d’on
o(t) > ﬁ(@> avec t =

ce qui entraine que A est borné.
En utilisant 3.3.2. il suffit d’évaluer

1—ag(z) |z 1—ag(z)/x 1—ag(z)/x
[ g, 0] ) 4
1 1

/2 1—u 1 — ¢ iy /2 (1 — )2

() ol [ 2 ()

c.q.f.d.
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3.4.2. LemMe. Supposons
34.2.1. Lya) > « (L, défini en 1.5.5.2.)
3.4.2.2. q(x) = o(x).

Alors on peut trouver un entier N, indépendant de a si lim,_o L,(a) > a,et un
nombre t tel que pour tout t > ty, x vérifiant x* = 1, on puisse construire ¢

t+ aNqgt) <t <t+ a(N + 1Lq)

et une suite Ay extraite sur Vintervalle (t,t') de la suite A telle que

3423. M) — M) = 2a log-f

34.24. Al Q(t) > f (x () — 2alog 5) i >N ‘-’(t‘)

Preuve. Soient 8 et 8’ vérifiant
3.4.2.5. a < B <p < Lga), B8 < 2a

et soit N un entier
2af

N > B =ar

Posons
to=t+ ag(t)

tv = t + aNgq(?).
3.4.2.2. entraine que

q(ty) = q(t + o(®)) = (1 + o(1))a(t)
d’oll en tenant compte de 3.4.2.5.

34286. NG) — Ay > 28’ log -2 - 0<p<N

p—1

pour ¢ assez grand.
Extrayons de la suite A une suite A, telle que

Ae(tp) — Nolbp—r) = 28 log by + O( > 1sp=sr
p—l p

)\g(tN) et )\g(t) = )\2(t7+1) nd )\2(t) = 2« log %V + '::‘ 2<e<3

ol » désigne un entier choisi tel que ces 2 relations aient lieu.
Montrons que

t
Iz = fN(kz(E) — 2a log g) dE > 0.
P’ t
En effet

A(§) — 2a log§> 0 si&> s
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ou I, satisfait

ts+ 1
t

ce qui en tenant compte de 3.4.2.2. est vérifié pour ¢ assez grand si

Blog?> a log

m>a@+n(ms=[ “]+L
B —a

On a alors

tg E tN tIV
I, > -—-f 2a log > df + 2alogEd£.
i

t tryn

Ona N — s > r 4 1, en effet
B log t”T” > alog %”
en vertu de 3.4.2.2. pour ¢ assez grand si

B(N — s8) > aN

ce qui est satisfait d’aprés 3.4.2.5. On a alors
1+sq(2)/t

b>—wf log u du > 0.
1

—sq(2)/t

En introduisant de méme la suite A; extraite de A par les conditions

t
)\3(tp) - }\3(tp_.1) = 28 log{il p = N, N — 1, coe !
P~

)\3(tN) -_ Rs(t) == )\3(tN) —_ >\3(t7'.~1) = 2a log%" + ‘ti:’ 2<e<3

on vérifie que

I = [ Ow(e) — 2alog e/) e < 0.

Soient 7’ et n”, o’ > 0, n” > 0 tels que
3.4.2.7. 2l + 9"l =0 7+ 9" =1;

posons

w(® = [ [ wdtine) + 1) | + w0

ou [I] désigne la partie entiere de I et ol ¥, (¢) désigne une fonction & valeurs
entitres, vérifiant ¢,(tf) = 0, localement constante dans le complémentaire
de A et ayant sur A des sauts de 1.

Six > 0, nous prendrons deux sauts de ¥, aux deux premiers points de la
suite A qui n’ont pas été utilisés pour construire A, et A; que ’on rencontre 4
partir de . Ces deux sauts sont situés d’aprés 3.4.2.6. dans Vintervalle
(t, tl), dOIlC ‘l’x(tl) = 2.
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Soit Ay la suite extraite de A ayant pour fonction de répartition n;(£) on aura

t
M(E) = 1N(8) + 1" N() + ft diii)

ol
—1

IIA

0(u) =2 t<u<t, 6t =0
150w <2 H<u<ty

H
I(8) = £ d"iu), 0(&) + [ O(u) .

En tenant compte de 3.4.2.2., on a £ < t(l + o(1)) et

1o =2+ <s>

et en tenant compte de 3.4.2.7.

J = j;tN ()\1(5) — 2a log §> dt = j;tNl%_fz (1 4+ o(1)) dt > (N — 3) ‘1%9

et de méme

)
Il reste & choisir ¢ pour que 3.4.2.4. soit satisfait. On a
B’ ty N '
xl(tN)=t~-|—2alog—£ ol 1=K <T,
N

soit ¢’ tel que
’ ’
20:log£=’i 0<t'—-tN<é.
v in a
Nous ne prendrons dans Uintervalle ¢, , ¢’ aucun point de la suite A, , 3.4.2.3.
sera, alors satisfait.
On aura enfin

124 E) _ tN t'( §>
[t ()\I(S) — 20 logz dg ——‘/; + /;N M(y) — 2a logt dt.

On remarque que la derniére intégrale est en valeur absolue inférieure &

oy
}L dt < — 281
tN tN a tN
et que d’autre part g(tf) > 1, ce qui permet d’écrire 3.4.2.4. si on a eu soin de
prendre N > 56/c.
Examinons le casoi x = —1. Nous prendrons yx(t) = —1si¢t > polp
est la borne supérieure des £ tels que

3
[ wd(n o) + 1MW) < L.
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Montrons que p < %ty sinon

)\1(tN) == )\1([)) > 2a lOgt—:

Blog(l +%7itt)> > alog(l +Nq—(tQ>
d’olt 48 > « ce qui contredit 3.4.2.5. On a alors
—2<0E) <0  0<E<tys

-2 <08 < -1 w2 < &< iy

ce qui permet d’évaluer I(¢) et de conclure comme dans le cas x > 0 ce qui
achéve la preuve de 3.4.2.

3.4.3. Preuve que 1.5.5.7. est une condition suffisante. Soit by tel que 3.4.2.1.
soit vérifié par ¢ > bo .

Soit by = by le point b’ associé par 3.4.2. & by en prenant xo = +1. Suppo-
sons déterminé b, ; en déterminant x, = =1, comme nous allons I'indiquer
ci-dessous, on construit A, et by = b’ ol b’ désigne le point associé par
3.4.2.3b,. Posons

E®) = M) — 2 loggi.
0

Alors
k®:) =0 t1SP
bp by
[(r@a=2 7 Jo=[ ko
bo r<p bro1
Nous déterminerons x, = =1 en posant x, = —1 si ) ,<pJ, > 0 sinon

x» = —+1; Vinégalité 3.4.24. entraine que x, peut garder le méme signe pour
au plus 7 valeurs consécutives de p ce qui entraine

f,,b k(t) dt = O (q(bb:)>

comme b, < ¢ < bpy1 entraine

[ "B &t < No(@) q%)

¢ 6]
343.1. k@) i =0 (T) .

Ceci étant, considérons soit f(z) une fonction satisfaisant les hypotheses
de 1.5., D¥(A) > c.
Soit o vérifiant D} (A) > a > cet n = (a — ¢)/4 et soit

.2
3432. fao(2) = W) .
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Alors
3.4.3.3. log | fGy) | + log | kay(2) | < @ |y | + o(1).

Remarquons que les mesures caractéristiques m des fonctions satisfaisant
3.4.3.3. vérifient dm > dm, ot d’apres 2.1.6.

dt =20 [T° 2sds
dma(®) = § =22 | T > 1
—2a 1

Supposons d’abord ¢(f) = o(¢). Alors 3.4.3.1. implique que les hypothéses
3.4.1. sont satisfaites.

Nous appliquons alors 3.2. aveec pour fonction % la fonction donnée en
3.4.3.2. Cette application est légitime bien que k,,(2) ne soit plus inférieure
4 1, les conditions d’adhérence sur la suite A pour le produit f(2)ks,(2) restant
vérifiées en vertu de 3.4.3.3.

On a alors K, (2) = O(1) ce qui établit 1.5.5.6.

Si maintenant on suppose D,(A) > ¢ alors on a en appliquant 1.5.5.6.
avee ¢i(t) = ag(?)

log [ fM) |
— L 1+ aB

a()
ol la constante B est indépendante de a. Faisons tendre a vers zéro on
obtient 1.5.5.4.

Remarquons enfin que si g(t) # o(t) alors ¢(¢) = t et le théoréme 1.5.5. est
alors un cas particulier de 1.4.8. et 1.4.9.

Le fait que toutes les conditions abéliennes proposées sont suffisantes est
ainsi établi.

lim sup

lg%__l;()w)l < lim sup

4. Enoncés réciproques

Nous allons chercher dans ce paragraphe & montrer que certaines condi-
tions sont “les meilleures possibles”. Nous allons d’abord établir la réci-
proque de 1.4.9.

4.1. Soit mg et A satisfaisant & 1.4.1., alors st
lim sup 6(z) = +»
3l existe une fonction G, G ¢ H(dmy), telle que

log | GON) | <
A

lim sup lim sup

log | G(z) | _ »
__x_.___+

Preuve. 1l existe une suite d’intervalles I, telle que

lim §(z) =4
zely
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et on a d’aprés 1.4.1. et 1.3.4.

Soit
dm = dmg + d\'

ol la suite A’ est une suite vérifiant 1.4.1., choisie telle que

4.1.2. mx) = 0(1) ze¢UI,
4.1.3. dm > d\ + dmy siz eUl,
4.14. lim sup m(x) = -+ .

Soit G'(z) la fonction e H(dm,) ayant pour mesure caractéristique m. Alors
siz¢UL,, x eQs n Qyr, A” désignant les poles de G, en remarquant qu’alors
m(uzx) = O(1) + O(log u)

1~—-°glG(x)‘ v.e. [uo L( >‘i‘

_ 0([; | (1) |10g1_>+0<f0mll(t)|1 gldt>
rve [ uom(2)%.

Les deux premiéres intégrales sont O(1), la troisieme également si
z e nQyr, en vertu de 3.3.2., d’oll, en remarquant que 4.1.3. implique
que GA\) = 0si X eUT,, on obtient
lim sup log | GV | I)\G W | <+
Si on avait d’autre part
lim sup M(z) < + Z € Qpr

(N

ol
M (z) = log | G(z) |
on aurait d’apres 2.2,
m=1xM.
Régularisons (formule 1.1.4.)
Meser = Lo % Mo

M. =-0Q), I, est sommable, donc m.., = O(1). Or ceci contredit 4.1.4.
puisque les hypotheses 1.3.4. et 1.4.1. sont satisfaites. Done

lim sup M(z) = + = T eQpr.
On a ainsi mis en évidence une fonction G ¢ H(dm,) telle que

Jim sup log l G(x) | log | G()\) |
:ceSlA'r

= 4o et limsup-
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Remarquons enfin que ’on peut réaliser cette construction de telle sorte
que m(z) = o(a(x)) ol o est une fonction croissant vers 'infini arbitrairement
lentement, ce qui entraine que l'on peut ainsi construire G e H(dmo , 3) pour
tout B tel que lim B(¢)/t = + » c.q.f.d.

4.2. Etablissons maintenant la réciproque de 1.4.8. Etant donné une suite
A et une mesure dm, satisfaisant respectivement & 1.4.1. et & 1.3.4. et telle
que 1.4.8. ne soit pas vérifié, nous allons construire une fonction f ¢ H(dm, , 1)
(c’est & dire une fonction de type exponentiel) telle que

lim supl—(ﬁ——;\co\)I < lim sup10—g—|—g‘f—(g-v—)——l T eQpn.
Soit
k() = Nz) + mo(x)
I’hypotheése de 1.4.8. n’étant pas satisfaite on peut trouver une suite d’inter-
valles (s , 8.) telle que
a, < Bn < dnqa, a, — ©, lim (k(an) — k(Bs)) = v > 0.
Nous allons raisonner d’abord dans le cas ol ’'on a

42.1.  liminf (k(Rz) — k(z)) 2 0  pour tout R fixé, R > 1.

&Z=00

Soit A; une suite de nombres réels telle que si ’on pose

422, dm = dk + d\ sur E = U,[an , 84
4.2.3. dm = dmo + d\; sur le complémentaire de E
on ait les propriétés suivantes

4.24. m(z) = o(1) 2¢E, z— «

4.2.5. lim (m(Rz) — m(z)) = 0 R fixé.

4.2.6. Il existe une suite x, ¢ £ telle que
m(x,) = % +o(l), x> .

Il existera une fonction f e H(dm,) ayant m pour mesure caractéristique. On
aura, si z ¢ F, en vertu de 4.2.4. et 4.2.5.

E’%@)l=m*l=[;w (> (t)——i-fm ()m(t)dt+VPf
- L R z dt
o(j; 1] +f H )+V.P.f1/21<t)m(t)t

La valeur principale est o(1) si x € Qx», ceci se démontre comme 3.3.1. d’olt

log | f(z) | < o(x) xe¢E, xeQu

m(z) — m(z,) = o(1) n — o [R ,Rxn]
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d’ol1 en raisonnant comme ci-dessus

g L@ | _ 1) + mean) V. [ 1 (fl‘> @ retuna,
o i)
d’olt

lim sup l_____og | i @)

> 2 lim sup m(z,) = g'y.
On a d’autre part
lim sup l()_g‘\)\L)\)] =0

puisque sur E n A, f est nul. Indiquons comment A; est construite. Soit

Tn = sup {& € (an, Ba); —k(x) + kan) < 37};
alors

k(za) = 3v + o(1)
et d’apres 4.2.5. on a lim (a,/x,) = 0. On construira la suite A; sur E de
telle sorte que
lim (\(Rz) — M(z)) = 0 T— ® z,Rre B
M@n) — M(an) = v + 0(1)
)\1(67.) and )\1(23") = 0.
On aura alors m étant défini par 4.2.2.

Bn
4217. dm = o(1).

an

Sur le complémentaire de E nous construisons A; de telle sorte que dm donné
par 4.2.3. vérifie

t
/‘; dm = 0(1) Bn <t< Olpt]

ce qui acheéve la détermination de A;. Il nous faut envisager le cas ot 4.2.1.
n’est pas satisfait. Le contraire de 4.2.1., & savoir 4.3.1. ci-dessous sera alors
satisfait.

4.3. Supposons qu’il existe R et une suite o, telle que
43.1. lim (k(Ran) — k(o)) =7 <0  ap— R > 1.
Nous allons d’abord montrer le lemme suivant

4.3.2. LemME. Soit f(z) une fonction méromorphe dans x > 0 satisfaisant
aux hypothéses de 1.2. vérifiant log | fGy) | < O(y) dont les péles A, et les zéros
A satisfont & 1.4.1.  Alors si m désigne la mesure caractéristique de f(x) sur ox
on a (M étant défini en 1.2.1.)

M (z) = limite uniforme (I, » m)(x) zeQy, 0Q,

e=0
(. étant défini en 1.1.4.).
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Preuve. Soit n > 0 qui soit inférieur au rayon des cercles constituant le
complémentaire de 2y, oude @4, . Onaalorssiz eQa, N, |2z — 2" | < 1,
si ¢ est défini par 1.2.4.,

x
= O <5, - 1) .

Si|a — 2’| > 75 cette variation peut étre majorée de p termes O(1/x) ou
p = 0((x — 2')/n) ot m(zu) — m(x) = O(u — 1), 3 < u < 1, ceci valant
uniformément en x € @5, n Qu, . Ecrivons 1.2.3. sous la forme

|m(z) — m@) | < l%c « B() —g;l,c « B(z')

+o0
M) = fo D, (t)l(t) b+ om(a)

ou D,(t) = m(z/t) — m(z). Onay > 1

M@ = | " D, 0%+ [ Uy [ +[, fw

v fixé, la premiere et la dernitre intégrale sont uniformément convergentes.
La seconde intégrale I, , en remarquant que D,(t) = O(t — 1) uniformément
z € 2, N Dy, vérifie

L=0 (fy—

de méme pour I, . Enfin

- 17— 1) 4}) = 0(y — 1)

I3=0(_/:Zs|le(t)|‘¥>=O(eloge) = o(1) €—0

ce qui achéve la preuve du lemme.

Remarque. 1l serait intéressant de pouvoir pour une fonction de type ex-
ponentiel quelconque donner des propriétés d’un ensemble @ (densité, épais-
seur, ete.) tel que sur Q, M, converge uniformément vers M.

Nous allons maintenant démontrer la réciproque de 1.4.8., 4.3.1. étant
vérifié. Considérons la suite de fonctions

en(t) = k(ant) — K(an)

définies sur Vintervalle (1, R). Ces fonctions sont & variation uniformément
bornées d’apres-1.4.1. On peut extraire de cette suite une suite convergeant
uniformément vers une fonction ¢(f) a variation bornée, fonction ¢(t) qui sera
de plus absolument continue en vertu de 1.4.1. On aura d’aprés 4.3.1.
¢(R) = r < 0. D’aprés le théoréme de Lebesgue on peut trouver b,
1 < b < R,tel que ¢’(b) = ¢ < 0. Soit n tel que

433. Li<ob+0—o® <$t s |t <n
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Construisons la fonction ¢ telle que

t
¢(t)=fd¢ telb — b+ 1l
b
2 dt . , ”
d¢(¢)=}—17+d¢ sitelb —n',b—glouteld+ b+ 9"]

7', " > 7 étant déterminé par la condition que ¥ (") = ¢(n”) = 0 et qu'ils
sont les plus petits possible tels que cette condition soit satisfaite. Nous pren-
drons enfin y(¢) = Osite¢[b — %', b 4+ 3”]. Remarquons que

434, Y(t) £ 0sit>b, () = 0sit <b.

Nous allons construire la fonction f ¢ H(dm,), qui nous donnera le contre
exemple de 1.4.8. cherché, en déterminant sa mesure caractéristique. Sup-
posons que 'on ait déji extrait une suite des a, considérés en 4.3.1. telle que

. e 4
1° les ¢, convergent vers ¢ 2° lim T =0.
[o 778N §

Soit
E = U,[a.(b — 7'), an(b + 7")].

Soit A; une suite vérifiant 1.4.1. et telle que si ’on pose

dm(z) = d\(x)+ dmo(x) xe¢E
dm(x) = d\i(x) + dk(x) zek
on ait
4.3.5. lim., m(ant) = ¢(t)
4.3.6. m(z) = o(1) ze¢ K

la fonction f associée & cette mesure caractéristique sera nulle sur A n E et
f e H(dmy).
Montrons, ce qui achévera la démonstration

log | f(z) | log | f(z) |
X €T

437. lim sup > lim sup x € Qur

Z¢E

(A’ et A” désignant respectivement les zéros et les pdles de f).

Etudions la fonction
x dt
g(z) = VP f ! (t_> ok

alors ¥ étant absolument continue, ety étant bornée, on obtient, en intégrant
par parties, que g(x) est une fonction continue.
Il est d’autre part facile en se reportant & 1.2.3. de montrer que I(f) est une
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fonction décroissante et que I(f) < 0810 < ¢t < 1,I(t) > 0sit> 1. Ona
ainsisiz; S b — 9,2 >0+ 9"

o0 = [1(P)v0 > [T (m) 0 %4 [ o(2) w0 ®.

g®) > g (@) + g (@)  (¢7(@) = sup (9(x), 0)).

On obtient une borne inférieure de g(b) — g*(x;) — ¢g'(x,) en appliquant
le raisonnement ci-dessus 4 x; = b — 7’ et 2 = b — 4”. ¢ étant continu g,
converge uniformément vers g on a donc si ¢ est assez petit

4.3.8. g:(v) > max g.(u)

olu =b—noublenu=b+4+n"etol|b—v|<e
Notons par m, la mesure m(a,t) sur intervalle 1 < ¢t < R, égale a zéro
ailleurs. 4.3.5. entraine que

g. = ¥ * [, = limite uniforme [ * m,, .
Soit N tel que I’ on ait en vertu de 4.3.8.
(le *m,)(v) — max ({*m,)(u) >8>0 sin >N

ol v et u satisfont les mémes inégalités qu’en 4.3.8. Nous prendrons v, de
telle sorte que vaa, € 2x, N 24, . On peut alors d’aprés 4.3.1. déterminer
&£ > 0 de telle sorte que | I, *m — lxm | < 18 sur @4, n @4, , on aura

e mu(v,) > %6 + 1% m,(x) xé¢E xeQy, .
Pour conclure il suffit de remarquer que 4.3.6. entraine que
Lxmu(x) = l+m(x) + o(1), T eQa, NQy,
ce qui achéve la démonstration.

4.4. Nous allons maintenant démontrer les résultats réciproques des théo-
rémes du type de Duffin-Schaeffer énoncés en 1.5.5. Remarquons d’abord
que la réciproque si ¢(t) = t résulte du paragraphe précédent et qu’il est
loisible par suite de supposer ¢(t) = o(¢).

Nous démontrerons d’abord la réciproque de 1.5.5.4. sous la forme suivante:

4.4.1. Soit une suite A pour laquelle D,(A) < c, alors on peut trouver une
fonction f(2) satisfaisant 1.5.5.1. telle que 1.5.5.4. ne soit pas satisfait.

Preuve. On peut trouver une suite d’intervalles [t, , 1, + aq(t.)] tels que
442, Mt, + ag(t,) — Mt) < va Q(t") v <e¢
et il est évidemment possible, en extrayant une suite de ces intervalles de

se ramener au cas ol
443. tog1/tn — .
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Nous allons démontrer le lemme

Etant donné une suite d’intervalles [tn , tn + q(ta)] vérifiant 4.4.3., un nombre
B" > 0 il existe une fonction K(2), holomorphe dans x > 0 satisfaisant &

. log | K(z) | B’ ) log | K(z) |
444. hrr:‘iup —@ -+ 1 < lim sup —@
ol
445. lim sup I—C—)%y—)—l = g

Preuve. Soient les intervalles
Ty = {z;ta + 19(t) <2 < tu + pug(ts)}
Ty = {@;tn + pugts) <z < ta + $q(ts)}
ol p, va étre déterminé ci-dessous. Soit
A= {mfn}, MA=AnT, Ar=AnT,.

Nous déterminerons p, de telle sorte que

1
et nous désignerons par A, la suite obtenue en déplagant le dernier point de
As situé sur Vintervalle [t, =+ pug(tn), tn + 2q(t.)] de telle sorte que
k@) = M(t) — No(t) vérifie k(t) = Osit¢ B, E' = U, I, ol

I, = [t, + %q(t), ta + 2q(ta)].

Soit G(z) la fonction méromorphe dans £ > 0 ayant pour mesure caractéris-
tique dk. Notons par I, lintervalle situé & la distance la plus petite de x.
On a alors k(ux) = 0, ux ¢ Ln i 1/a, < u < ay 0l a, tend vers zéro en vertu
de 4.4.3. Effectuons la méme évaluation qu’en 2.3.2. et 2.3.3. on obtient

log |G(z) | = = V.P. ; L(u)k(uzx) du +o (g()).

Evaluons cette intégrale. On peut trouver une fonction B(z) telle que
B(x) — 4 « et que

tim 428@) _ |

q(x)
L(u) s’écrit
_ 14+u 1 1
L(u)_<10g1—u 1+u>+1—u

Si

x

log < log B(x)
t'n(:c)




CROISSANCE RADIALE D’UNE FONCTION MEROMORPHE 289

on a
x oz k(ux)
- VP f L(w)k(uz) du = ~V.P. fl - du+ o(q()).
Si au contraire
log > log B(x),
n (z)

alors on a en appliquant 2.3.2. et 2.3.3.

log | G() | = o(g(®)).
Onasiz < tu

446. 0< Zfr V.P. f Muz) gy <2 gvp [ L - k(uty + tug(t,)) du

In(z) 1 —u In(2) 1 -
et on a de méme si & > tz) + ¢(tn)
k(ux)

147 0>2VP. f . > —xVP o Wt + Fa(ta)u) du.

In(z) 1 -

La fonction
K(t) = sin B’z

G(2)
est holomorphe dans x > 0, elle satisfait en vertu de 4.4.7. &
lim sup w < lim sup log K(z) K(z) + iz V.P. f - Ic(ut,.+ 3uq(t.))du
oy q(x) 00 @)

ce qui en remarquant que
1 3 Q(tn) B

établit 4.4.4.

Preuve de 4.4.1. On multipliera la fonction K(2) de 4.4.4. par une fonction
H(2) ayant suffisanment de zéros sur ’ensemble exceptionnel F tout en ayant
une croissance réguliere.

Posons D,(A) = h < ¢. Pour tout ¢ > 0 on peut trouver a(e) et une suite
d’intervalles I,,. = (tx, t» + ag(t,)) vérifiant 4.4.3. telle que

o At + agq(ts)) — N(ta)
44.8. hn 2aq(t)

Posons § = (¢ — h), désignons par E la réunion des intervalles I, et par-
tageons ces intervalles I, . en p parties égales J;.,0 < r < p. Remarquons
que si ’on pose

tn = Dg(A) + &.

g = lim sup M)

S S oa () °‘“(I)=f,dx
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on aura d’apres 4.4.8.
* -1
T+ 2= 1D,0) < D) +e
14 14
ou
449, B8 < h + pe.

Choisissons p de telle sorte 6/¢ > p > §/¢ — 1, on peut construire en vertu
de 4.4.9. une fonction H(z) holomorphe dans > 0, nulle sur la suite A n E
telle que

log | H(z) | = %O(q(x)); lim sup 1@;“#[ <e.

Soit d’autre part K(z) la fonction holomorphe dans x > 0 construite en 4.4.4.
avec 3/ = 4, soit G(2) = H(2)K(z), on a alors

4410 log | G(z) | = %O(q(x)) + ab(x) qi—?

8

ol
lim sup| 8(z) = 1, lim inf 6(x) = 0
ou encore

- 2 Ba)ato) + ab )

Soit B = sup | B(z) |, B est indépendant de a et de p. Prenons ¢ assez petit

de telle sorte que B/p < 8/30 ce qui sera réalisé si B/(8/e — 1) < §/30 ou

sie < 8/(30B + 8). On aura alors

log | G(x) |
q(x)

ce qui acheve la démonstration de 4.4.1.

log G(\) 4 a

lim sup 0N 30

> lim sup

4.4.11. La réciprogue de 1.5.5.7. Soit A une suite telle que 1.5.5.7. ne soit
pas vérifié. On peut alors trouver une suite d’intervalles

In = [trr 5 tn + anq(tn)] (an - °°)
tels que
In = A .
lim ¢ San () D;(A) <e¢
Soit ¢*(t) = borne concave akq(t,). Alors on a
D,(A) < e
On peut d’apres 4.4.1. construire une fonction H(z) vérifiant
: log |HN) | _ . log | H(z) |
44.12. lim sup —=— -~ < lim sup —=———"-.
P e
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Pour conclure, démontrons le lemme

4.4.13. Soit g*(t) une fonction concave, positive, vérifiant q(t) = o(t), alors on
peut construire une fonction G(z) holomorphe dans x > 0, vérifiant

log | G(z) | _
q*(x)
Preuve. Soit n(t) une fonction croissante & valeurs entiéres telles que

*“@@_lwmx+0Qa

R t

lim =1 zeQ, A =GN0).

Cette relation peut étre satisfaite puisque ¢*(R)/R est une fonction décrois-
sante. Posons log | G(z) | = [ go(z/t) dn(t) (go défini en 2.1.2.). On aura
alors

. log | G(x)
h M_J_*_(x)*_‘l X € QA”
en vertu de 2.3.1. c.q.f.d.
4.4.14. Soit v vérifiant d’aprés 4.4.12.
: log | HN) | - log | H(z) |
lim su < v < lim sup ="
Py ST P
et soit G(z) construit par le lemme 5.4.3. avec
. log | G(x) | _ i
llm *(x) X GQAII.
Alors H(z)G(z) = K(z) vérifie
lim sup log K(\) < 0 lim sup bi*———i((x—(f—) >0
ou encore
lim sup log (K)(x) +

ce qui achéve la démonstration.

4.5. 1l reste & établir la réciproque de 1.5.4.

Le contre-exemple f(z) sera déterminé par sa mesure caractéristique dm
que nous prendrons nous la forme particuliere dm = dn(t)/t ol n(t) désigne
la fonction et répartition des zéros et des pdles de g(z) sur ox. Nous pren-
drons

m(x) q(x) (4 + 00(-’13)) 427» + q(42n) <y < 42n+1 . q(42n+1)
4.5.1.
m(x) - q(x_x) (4+01(x))’ 42n+1 _|_ q(42n+]) <z < 42n+2 _ q(42n+l)

ol
0<6ix) <2 i=01.
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Définissons dans les intervalles

4" — q(4™), 4" + ¢(4™)] = I..
des mesures

dmy(x) = va @

oll v, est une constante déterminée de telle sorte que
i dm, = m(4" + q(4") — m(4" — q(4")).

Nous déterminerons m(x) sur I, de telle sorte que | m(z) — mi(z) | £ 2/z.
Soit f(z) la fonction méromorphe ayant pour mesure dm on a en appliquant
la méme méthode d’évaluation donnée en 3.3.1.

log | f(z) | = 0(g(=)) + le( e l:m(ux) —m <%>] du.

Soit r(x) cette intégrale. On a
r(z) = ¢(x) [log e

r(z) = 0(q(z)) ze[2.47,34".

Soit A; la suite des zéros de f. Soit A; la suite composée de tous les entiers
compris dans les intervalles (2.4", 3.4") et soit A = A;u A;. Alors la fonction
f est de type exponentiel, elle satisfait sur A aux hypotheéses de 1.5.4. et 'on a

log | f\) | log | flx) | _
() q(x) log (z/q(x))

ce qui achéve la démonstration.

+ 0(1>] s el4" — (4"), 4" + g(4)]

lim sup < 4w, lim sup

5. Prolongement des séries de Taylor
5.1. 8%l existe une fonction f(z) = Y axd* prolongeable jusquw’a. Uinfini &
Pexception de la demi-droite (1, 4+ «) alors quel que soit a > 0 st I’on pose
k(r) = N(r) — alogr
(A désigne la suite d’entiers complémentaire de A)

S.(r) = k(r) — k.(r)
on a

5.1.1. lim sup 8,(r) = + .

Preuve. Supposons que 5.1.1. ne soit pas vérifié pour une valeur de a,
soit @ = b > 0. Il résulterait alors de 1.4.9. que ’on peut trouver une cons-
tante B > 0 telle que si une fonction F(z) holomorphe dans z > 0, satisfait &

5.1.2. log |[FGiy) | < b|y]| + 0Q)
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alors on a

5.1.3. lim sup L()ilfﬁ—l

’
< lim sup]—(l‘('g——l-)\——ﬁ,,O‘)l + B.

Considérons d’autre part
Te = {2;]|2]| = €7, |argz | >b}

et notons par v, une courbe joignant les deux extrémités de Ty, contenue
dans la région |arg 2| < b, 1 < |z| < €*® et ne coupant pas la demi-droite
1, +»). Soit

h@=£j@ﬁﬂa

m@=—£ﬂﬁ“@

Alors Fo(z) satisfait 5.1.2. D’autre part on a Fo(A') = h(A’) d’odt

log Fo(\) _
N < —2B + 0o(1)

tandis que ’égalité Fo(A\) = h(A\) — a, entraine que

lim sup bg——{—@ >0

ce qui contredit 5.1.3. c.q.f.d.
5.2. La condition 5.1.1. entraine
5.2.1. D'(A) =1 (D°(A) défini en 1.6.3.1.).

Preuve. Si D°(A) < 1 alors on aurait

nar(t) > et e > 0fixé, pourt > & -
Quels que soient 3, > a, on a, en intégrant par parties
522. N(B) — NM(aw) = 2 f ‘i@t_'(i) > —2 + 2¢log gf.

Ecrivons 5.1.1. en prenant ¢ < 2¢. On pourrait trouver une suite d’inter-
valles a8, tels que

N(Bn) — NM(aw) < alog gl‘ gﬁ—» ©

ce qui contredirait I'inégalité précédente.

5.3. Soit A une suite d’entiers telle que D*(A) = 1, alors on peut construire des
intervalles

[NIJ:NIP], Np<N/p<Np+1
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et une suite A” telle que D*(A”) = 0, que A U A” contienne les entiers consécutifs
compris entre N, et N, et que lim (N,/N,) = + .

Preuve. Désignons par A’ la suite d’entiers complementaires de la suite A.
Soit pa(2) défini en 1.6.3.1. Donnons nous deux suites &, | 0, B, T + «.
Supposons que V'intervalle N, N, ait été construit. Puisquelim inf ps-(z) = 0
on peut trouver Ny tel que par(Npi) < ep41/Bps1 , Npp1 > BZH N, , soit
Npi1 = Nyyi/Bpy . On aura alors

p(y) < &ppn Npyy <y < Npy.
Désignons par Ay = A’ N[N, , Npy] et soit
5.3.1. A” = U, A}
on aura a fortiori A était une sous suite de A’
par(y) < & si N, <y < N,

A” ne contenant plus de points & I'extérieur de cet intervalle jusqu’en N,y ,
la suite €, |, on a pa-(y) < g, siy > N,. On obtient ainsi que

5.3.2. D(A") =0 c.q.f.d.
5.4. Etant donné une suite N, N'y telle que
imY2 = 4w, N, < Non
N,

il existe une fonction F(z) holomorphe dans le demi-plan vérifiant

54.1 lim 08 FE | _
y
54.2. lim sup lo_g|xL(x)_| =0
543, nmli’.g.'_gff)_' — —w  weE = U, [N, NI

Preuve. On peut en extrayant au besoin une suite de la suite N, et en
diminuant la longueur des intervalles ramener au cas ol
, . N,
N, =¢€" 1 P = 0.
» = €N, im Noo
Soit enfin ¢(y) une fonction décroissante tendant vers zéro telle que
lim pe(Np) = 4.

Soit dmy = ¢ * B, B étant le noyau défini en 1.2.5. Alors dme < 0 et 'on a

73 Rt
lim dmy = — o et f dm, = o(1) t— .
p YN, ¢
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Nous construirons une suite A;, constituée par tous les entiers consécutifs
compris entre N, et b, , ot b, > N, est choisi tel que 'on ait pour p > po,
Do assez grand,

mo(bp) + M(bp) = o(1).

Il résulte de 5.4.2. que pour p, choisi assez grand b, < N, , et plus précisément
que lim (b,/N%) = 0 et d’aprés 5.4.1. lim (N,/b,) = 0. La fonction

k(&) = mo(t) + M()

vérifiera ainsi
lim k(f) = — t¢E =U[N,, N}

lim sup £(t) = 0.

11 suffit de considérer la fonction ¢(z) ayant k() pour mesure caractéristique
et de lui appliquer les évaluations données en 2.3. et 3.3.1. pour obtenir que
lim sup

d> —o, Iir

log [g(2) | _ — z ¢ E.
X

L log g() _
X

—dz

La fonction F(z) = g(z)e ™ répond aux conditions imposées.

5.5. 8¢ D°(A) = 1 on peut trouver une fonction f(2) holomorphe dans le plan
privé de la demi-droite (1, + ) et telle que

1@ = ¥ ad silz] < 1.

Prewve. Soit N, N’ la suite d’entiers construite en 5.3. et F(u) la fonction
associée par 5.4. i cette suite, et A” désignant la suite introduite en 5.3.1.,
posons

Glu) = II<1 - l)

A7 A2

il résulte de 5.3.2. que G(u) est une fonction entiere de type exponentiel
d’ordre zéro. Soit K(u) = F(u)G(u).
5.5.1. lim sup bg'——%(uﬂ = 0.

D’autre part 5.4.3. entraine que

) li
552. lim Mﬁf&)_‘ -
Posons )
1 f+’°° Kw) . u,
7 Lo i (T8 A= B

Cette intégrale étant prise sur v = 3(u = v + Jw), argument de —z ayant
été uniformisé par coupure (0, + «) 'argument valant 4 sur le bord su-
périeur de cette coupure. fi(z) est ainsi une fonction holomorphe dans le
plan privé de (0, 4 ).
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Si on applique d’autre part la formule de Cauchy on obtient en vertu de
55.1.si|z| <1
5.5.3. fik) = 2" K(n)(—2)"

série convergente si 2| < 1. (En passant on peut remarquer que l’applica-
tion de la formule de Cauchy & des bandes dont l’extrémité est dans une
région ol 5.5.2. vaut, mettrait en évidence des phénomeénes d’ultra conver-
gence.) Posons

f@) = 2 EMN(=2)"  file) = ZEN)(—2)".
Alors f»(z) est une fonction entiére et 5.5.3. s’écrit
) = fi(z) — fa(2)

ce qui achéve la démonstration de 1.6.3. On peut remarquer de plus le dia-
gramme d’implications logiques que I'on vient d’établir

(Hypotheses 5.1.) = (lim 8,(x) = + ) = (D*(A) = 1) = (Hypothdses 5.1)

entraine la réciproque de 5.2., réciproque qui se vérifie d’ailleurs directement
sans difficultés.
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