FONCTIONS ALEATOIRES A CORRELATION LINEAIRE

PAR Paur LEvy

I. INTRODUCTION
1.1

1°. Un systéme laplacien de variables aléatoires est caractérisé par les
deux propriétés suivantes: chaque variable dépend de la loi de Laplace',
et la corrélation entre les différentes variables est linéaire. Les fonctions
aléatoires laplaciennes d’une ou plusieurs variables, ou d’un point d’un espace
quelconque, sont caractérisées par les deux mémes propriétés. Nous nous
proposons d’étudier les fonctions ou les systémes de variables obtenus en
abandonnant la premiére propriété, et en ne conservant que la corrélation
linéaire.

Plusieurs définitions de cette notion sont possibles. Nous dirons d’abord
qu’une variable aléatoire Y dépend linéairement d’un systéme de variables
X, si elle est de la forme U 4 V, U étant une fonctionnelle linéaire certaine,
presque srement bien définie, des X, , et V étant indépendant de ces varia-
bles. Dans ce cas, Y peut aussi étre représenté par U; 4+ Vi, avec

U1=U+C, V1=V'—C,

¢ étant un nombre certain, et il n’y a pas d’autre représentation de la méme
forme. Précisons que U peut étre identiquement nul. IL’indépendance de
Y par rapport aux X, est donc un cas particulier de la dépendance linéaire.

Si les X, sont en nombre infini, la définition de U implique la convergence
presque sOre d’une certaine expression, série ou intégrale, et il peut arriver
que cette condition ne soit pas vérifiée quand les X, sont tous nuls. Clest
seulement dans le cas oll, pour les X, tous nuls, U prend une valeur bien dé-
finie uo, qu’on peut mettre U sous la forme U, 4 o, et ramener son étude
4 celle d’une fonction linéaire et homogene des X,. Dans le cas général, on
peut arriver & un résultat analogue en exprimant U en fonction de variables
auxiliaires X, — a, (les a, étant des nombres certains). Malgré cela, nous
ne pourrons pas toujours nous contenter de considérer les cas ot U est une
fonction linéaire et homogene des variables choisies.

Dans le cas laplacien, on peut supposer toutes les variables semi-réduites,
et prendre pour U la valeur probable conditionnelle de ¥ quand les X, sont

Received November 19, 1956. Footnotes 6 and 10 and a few lines in n°s 11.2.3°, I11.6.3**
and III.8.2° modified in proof.

1 La lo7 de Laplace est la loi souvent appelée loi de Gauss, ou loi normale. Une vari-
able aléatoire X, laplacienne ou non, sera dite semi-réduite si E(X) = 0, et réduite si
de plus E(X?) = 1. Les variables laplaciennes réduites seront désignées par les lettres
£ ou 5, avec ou sans indices, et les différentes variables £, et %, qui interviennent dans
une méme expression analytique seront toujours supposées indépendantes les unes des
autres.
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connus. Mais cela n’est pas possible pour une théorie générale: les premiers
moments des X, et de ¥ n’existent pas toujours.

2°.  Nous dirons qu’un ensemble F de variables aléatoires X, est & corré-
lation linéaire compléte si, quel que soit le sous-ensemble £’ C E de variables
X, que l’on suppose connues, chaque variable inconnue dépend linéairement
des variables connues. Nous verrons que cette définition ne conduit qu’a
une généralisation triviale des systémes laplaciens. D’autres applications
de la notion de dépendance linéaire sont plus intéressantes.

La premiére suppose essentiellement une relation d’ordre entre les variables
considérées. Il peut notamment s’agir d’une suite finie, infinie ou transfinie,
de variables aléatoires, ou d’une fonction aléatoire ®(f) du temps ¢, définie
sur tout ou partie de I’axe des . Pour un tel systéme ordonné, nous dirons
qu’il est a corrélation linéaire, ou encore qu’il appartient & la classe K, si,
quelle que soit la variable X de ce systéme, quand on connait, soit I’ensemble
de toutes les variables qui précédent X, soit cet ensemble complété par X,
toutes les variables inconnues dépendent linéairement de l’ensemble des
variables connues.

Une classe beaucoup plus étendue s’obtient en introduisant la notion de
corrélation lLinéaire indirecte. La fonction étudiée ®(x) peut alors étre une
fonction aléatoire d’une variable x de nature absolument quelconque. Nous
introduirons d’autre part un systéme auxiliaire qui sera, soit un ensemble
absolument quelconque de variables aléatoires V, indépendantes les unes des
autres, soit ’ensemble des accroissements successifs d’une fonction aléatoire
additive Z(u), u étant une variable réelle’. Nous désignerous par K; la
classe des fonctions ®(x) qui peuvent étre définies comme fonctions linéaires
certaines des V, et par K la classe de celles qui sont des fonctions linéaires
certaines des accroissements d’une fonction Z(u). Si une fonction Z(u)
admet des discontinuités mobiles, elle n’appartient pas & K;. Donc K
n’est pas contenu dans K,;. Inversement K, contient des fonctions qui dé-
pendent effectivement d’une infinité non dénombrable de variables aléatoires
indépendantes, et n’est pas contenu dans K.

Une fonction Z(u), si, pour fixer les idées, on la suppose nulle pour v = 0,
peut d’ailleurs toujours étre considérée comme la limite, au sens de Bernoulli,
ou méme en probabilité, de fonctions dépendant linéairement d’un systéme

N

de variables aléatoires indépendantes, & savoir les différences
Zl(n + 1] = Z(n7),

2 Une théorie plus générale n’est pas exclue. Dans le plan euclidien, par exemple,
on peut définir une relation d’ordre en disant que le point z, y précéde le point z’, ¥’ si
I’on a, soit ¢ < z’, soit = 2/, y < y’. Mais il ne semble pas qu’il y ait intérét & dé-
velopper une théorie reposant sur une convention aussi arbitraire. Quand nous parlons
du temps ¢, cela implique non seulement qu’il s’agisse d’un point d’une droite, mais
aussi que cette droite soit orientée.

3 On pourrait introduire ici, au lieu de Z(u), une fonction aléatoire additive d’en-
semble dans un espace quelconque, ou, en d’autres termes, une intégrale multiple &
éléments aléatoires indépendants. Mais la généralisation serait illusoire.
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7 étant infiniment petit. Si donc elles n’appartiennent en général pas & la
classe K, elles appartiennent toujours & sa fermeture K, , et il en est de méme
de toutes les fonctions de la classe Ki. Cette fermeture K, apparait ainsi
comme la classe la plus générale dans cet ordre d’idées. Ce sont les fonctions
de cette classe, c’est-a-dire toutes celles qu’tl est possible de définir par un pas-
sage a la limite en partant de fonctions de K;, que nous appellerons fonctions
corrélation linéaire indirecte.

IEn parlant de passage & la limite, nous admettons naturellement la défini-
tion la moins restrictive, de maniére & obtenir réellement toutes les fonctions
qu’il est possible de définir comme il vient d’étre dit. Mais influence de
la définition de la limite n’est pas ce qu’on pourrait croire & premiére vue.
Ainsi, pour une suite de variables aléatoires X, , s’il y a convergence de leurs
lois vers celle d’'une variable X, la corrélation entre X et X, n’intervient pas,
et rien n’empéche de définir cette corrélation de maniére qu’il y ait conver-
gence en probabilité de X, vers X, et par suite convergence presque slre
pour une suite partielle convenablement choisie. Ces trois modes de con-
vergence donnent donc la méme définition pour la fermeture d’un ensemble de
variables aléatoires. La méme remarque s’applique & celle d’un classe de
fonctions aléatoires.

1.2

1°.  Occupons-nous maintenant de la recherche de représentations ex-
plicites des fonctions considérées, et en particulier des fonctions de la classe
K?¥. Les fonctions Z(u) sont aujourd’hui bien connues, et on peut considérer
comme représentation explicite d’une fonction ®(z) n’importe quelle formule
du type

—+00
(12.1) d(x) = f_ F(x,u) dZ(u),

pourvu que lintégrale soit presque sGrement bien définie.
Mais cette forme est en fait beaucoup trop restrictive. On sait qu’une
fonction Z(u) peut se mettre sous la forme

(1.2.2) Z(u) = fw) + X(u) + Y(u) + S(u),

ol f(u) est une fonction certaine, X (u) une fonction additive, laplacienne, et
semi-réduite, Y (u) une somme ou une somme compensée de discontinuités
mobiles, et S(u) une somme de discontinuités fixes. Nous supposerons
f(u) = 0, ce qui n’est pas une restriction essentielle; en ajoutant f(u), on ne
fait en effet qu’ajouter un terme certain & ®(f). La fonction Z(u) n’a alors
pas d’autre discontinuité que des sauts, définis chacun par les deux nombres
u, et

v = y(u,) = Zlw, + 0) — Z(u, — 0).

Les sauts s’obtiennent ainsi par des opérations linéaires en fonction de Z(u).
Dailleurs les sauts de S(u) correspondent & au plus une infinité dénombrable
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de valeurs de u connues d’avance, et ot Y (u) est presque sirement continu®,
On saura donc de chaque saut si ¢’est un saut de Y(u) ou de S(u). Donc
Y (u), S(u), et par suite X(u) sont des fonctions linéaires certaines de Z(u),
et il en est de méme de toutes les fonctions ®(z) de la forme

(12.3) ®(z) = o(z) + /_. :w [F(z, u) dX (u) + G(zx,u) dY (w) + H(z,w) dS(u)].

Ces fonctions appartiennent donc & la classe K ; mais toutes les fonctions
de cette classe ne sont pas représentables par la formule (1.2.3). C’est seule-
ment la fermeture de ’ensemble des fonctions (1.2.3) qui coincide avee K7°.

Cette formule (I.2.3), réduite au terme laplacien, a déja été considérée par
G. Maruyama [8]. Il considérait seulement une intégrale étendue & l'inter-
valle (0, 1); ce n’est pas une différence essentielle, puisqu’un changement de
variable sur « permet de ramener une forme & l’autre.

Nous ne reviendrons pas sur la formule générale (I1.2.3), mais insisterons
sur le cas particulier que nous allons définir maintenant. Indiquons seule-
ment d’abord que tous les résultats qui ne font pas intervenir les notions de
représentations propres ou impropres, ou canoniques, s'étendent sans peine
au cas général.

2°.  Nous désignerons par C la classe des fonctions ®(¢) du temps ¢, définies
pour ¢ > 0, et représentables par la formule (1.2.3), 'intervalle d’intégration
étant réduit & (0, t). Side plus ¢(¢) = 0, nous obtenons la classe C, des fonc-
tions de la forme

(I24) 2() = fo t [F(t, w) dX(u) + G(t, w) dY(u) + H(E, ) dS(w)] (¢ > 0).

Nous désignerons les trois termes par ®1(t), ®2(t) et $3(¢), et par C; 'ensemble
des fonctions ®;(¢) (z = 1, 2, 3).
Si on précise que 'on integre de —0 & ¢, si H(t, 0) = o(¢) et

8(+0) — 8(=0) = 1,

la différence entre C, et C disparalt. Mais il semble préférable de supposer
essentiellement que les discontinuités de S(u) sont fixes, mais aléatoires, c’est-
a-dire que, pour chaque saut, u, étant connu, ¥, a au moins deux valeurs pos-
sibles [y compris zéro, éventuellement; dés que Pr (y, # 0) > 0, le point
u, ol il en est ainsi est un saut possible, rattaché & S(u) et non & Y(u)]. Si

4 Pour l’étude d’une fonction particulidre, on peut ne pas s’occuper du cas ou S(u)
et Y (u) ont un saut commun; ¢’est un cas dont la probabilité est nulle. Mais on ne peut
pas opérer de méme pour une famille de fonctions telle que Y (M) + S(u);il y aurait des
valeurs du parameétre A, non connues d’avance, pour lesquelles les résultats presque
slrs pour chaque valeur donnée de X seraient en défaut.

5 Ce résultat sera démontré dans un travail séparé.
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y» N’avait qu’une valeur possible, le terme H (¢, w,)y, serait connu, et devrait
étre rattaché & ¢(t). La classe Cp n’est ainsi qu’une partie de C.

On ne restreint par contre rien en supposant, ce que nous ferons toujours,
que Pon a

(I.2.5) X(0) = Y(0) = S0) = 0.

L’intérét de la formule (I.2.4) pour I’étude des processus stochastiques
provient de ce qu’on introduit successivement les différents accroissements
élémentaires dZ(u) dont dépend ®(¢). Il peut alors arriver que l'information
donnée par la variation de Z(u) dans n’importe quel intervalle (¢, t')
(avee 0 = t < t') coincide exactement avec l'information nouvelle obtenue
quand ®(u), déja connu dans (0, ), est donné dans (¢, ¢'). Mais il n’en est
pas toujours ainsi. C’est ce qui nous obligera & distinguer les représentations
propres, semi-propres, ou tmpropres, et 4 considérer spécialement les repré-
sentations canoniques.

Apres une bréve indication donnée incidemment dés 1950 [4, note de la
p. 353], 'auteur a entrepris en 1955 une étude systématique du cas laplacien
[5, Chap. 4; voir aussi 6]. L’objet essentiel du présent travail est ’extension
des principaux résultats aux fonctions de la classe C, et I’étude des relations
entre cette classe et la classe K définie au n° 1.1.2°,

1.3

1°. Le Chapitre II, qui a encore un caractére préliminaire, est un com-
plément aux travaux qui viennent d’étre cités. Bien que plusieurs théorémes
soient simplement rappelés sans démonstration, nous n’avons pas pu éviter
certaines répétitions. Ce retour sur le cas laplacien nous a tout de méme
paru nécessaire, pour plusieurs raisons. D’une part, il y a un assez grand
nombre de résultats nouveaux. D’autre part, dans aucun des travaux cités,
nous ne nous étions placé exactement au point de vue du présent travail.

Dans [5], 1a fonction étudiée était de la forme

(13.1) w0 = [ F,u) aXow) = [ Fw) 6/d,

ot Xo(u) est la fonction de Wiener; les £, ont la signification indiquée note .
Dans le présent travail, au lieu de X,(u), nous introduisons une fonction
aléatoire laplacienne, additive, semi-réduite, & cela prés quelconque. Sans
entrainer de difficulté essentielle, cette généralisation oblige & modifier la
plupart des énoncés.

Dans [5] et [6], nous avons introduit les o-fonctions, qui sont aux fonctions
mesurables et de carrés sommables ce que les distributions de L. Schwartz
sont aux fonctions sommables. Si, pour chaque ¢ fixe, F({, u) est une o-fonc-
tion de u, le troisitme membre de la formule (I.3.1) conserve un sens; mais,
si ce noyau n’est pas une vraie fonction, la fonction aléatoire ainsi obtenue
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n’est pas une fonctionnelle certaine de Xo(u). Elle peut ne pas appartenir a
la classe C;. Pour P'étude de cette classe, nous devons nous borner au cas
o, dans lexpression de &;(t) (n° 1.2.2°), le noyau est une vraie fonction.

Enfin, dans [6], nous nous étions proposé de présenter un exposé purement
analytique, et quelques bréves notes indiquaient seules I'interprétation proba-
biliste des principaux résultats. Ici, au contraire, nous nous plagons au
point de vue probabiliste.

2°.  Dans le Chapitre ITI, aprés quelques remarques simples sur la notion
de corrélation linéaire, et sur les fonctions & corrélation linéaire compléte,
nous étudions surtout les fonctions de la classe C. L’étude de ®,(t) ayant
fait I’objet du Chapitre II, nous aurons & considérer les fonctions ®,(t) et
®4(t), et & étudier les problémes posés par 'addition de ces trois fonctions. La
notion de représentation canonique se généralisant tout naturellement, les
problémes les plus importants sont sans doute ceux relatifs & la caractérisa-
tion et aux conditions d’existence des représentations canoniques, et ceux
relatifs aux conditions pour qu’une fonction de la classe C soit & corrélation
linéaire.

Plusieurs des probléemes posés ne sont que partiellement résolus. Le
présent travail n’est qu’une premiére esquisse d’une théorie qui semble méri-
ter de nouvelles recherches. I’auteur serait heureux de voir d’autres cher-
cheurs s’y intéresser.

II. LE CAS LAPLACIEN
Il.1. Représentations propres, semi-propres, ou impropres

1°. Nous étudierons ici les fonctions de la forme
t
(I1.1.1) a(1) = f F(t, w) dX(w) > 0),
0

ot X(u) est une fonction aléatoire laplacienne, additive, et semi-réduite.
Nous supposerons X (0) = 0, et poserons

E{X*(w)} = w(w),
de sorte que, Xo(u) étant la fonction de Wiener, on a
(IL.1.2) X(u) = Xolo@)],  6Xw) = £V/bw(u) (u, du = 0).

La fonction non décroissante w(u) peut ne pas étre continue, de sorte que
&(t) peut ne pas se réduire au terme ®,(¢) du n° 1.3.2°, mais étre de la forme
&,(t) + P3(¢). Si w(u) est constant dans certains intervalles ¢, , les valeurs
du noyau F(t, u) pour u e, sont absolument indifférentes. Pour la partie
utile du demi-axe u = 0, c’est-d-dire dans I’ensemble fermé complémentaire
de la réunion de ces intervalles 7, , les conditions & imposer au noyau résultent
des formules évidentes
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(IL13) Bl = | " P ) des(u),

(L8 B@@aw)] = M, = [ F,0 Fe, ) de(u)

o

t
(ILL5)  E@WX@)} = [ P, w dow).
Dans ces deux dernieres formules, { = Min (i, &) = 0.

Un systeme de variables aléatoires laplaciennes semi-réduites étant bien
défini par sa covariance, on voit que: pour que chaque ®(¢) considéré isolément
soit bien défini, il faut et il suffit que F*(¢, u) dw(u) soit sommable dans (0, t);
le carré du noyau intervient seul, et son signe est indifférent. Pour qu’on
puisse parler du systéme des deux fonctions aléatoires X (¢) et ®(¢), il faut de
plus que F(t, ), considéré en dehors des 7, comme une fonction de w(u), soit,
pour chaque ¢ fixe, une fonction mesurable de w(u); son signe n’est plus in-
différent.

Mais ce qui nous importe surtout, c’est la définition intrinseque de &®(¢).
Pour que cette fonction aléatoire soit bien définie, il faut et il suffit que la
covariance I'(f;, ¢) soit bien définie par la formule (II.1.4). La conclusion
est alors intermédiaire entre les deux précédentes. On ne change rien en
multipliant F(f, ) par un facteur e(u), mesurable ou non, toujours égal
4 1. Il n’y a d’ailleurs aucun intérét & introduire des facteurs e(u) non
mesurables, et nous supposerons toujours que F(t, u) soit, en dehors des 7, ,
une fonction mesurable de w(u). Cela ne diminue pas la généralité des fonc-
tions ®(t) représentées par la formule (II.1.1). Par contre la variation du
noyau en fonction de ¢ est absolument quelconque. Toute restriction restrein-
drait la classe des fonctions ®(f) considérées.

2°. Les variables £, introduites dans P’expression (I1.1.2) de 6X(u) sont
de deux sortes différentes. Aux points de discontinuité de w(u) correspondent
des £, instantanés qui interviennent avec des multiplicateurs finis dans es-
pression de X (¢), pour t > u. Pour les autres points, un £, isolé n’influe pas sur
X(t), et on ne peut parler que d’'un £, moyen relatif 34 un petit intervalle
(u, v + du) (nous supposerons toujours du > 0). La notation &, reste com-
mode; mais la présence du parametre continu u ne doit pas faire oublier que
la fonction X(-), et par suite ®(-), ne dépendent jamais que d’une infinité
dénombrable de parametres aléatoires indépendants.

L’effet d’un &, instantané sur ®(¢) est nul ou non en méme temps que F(¢, u).
Dans le cas d’un £, moyen, ou d’un £, dont on ignore la nature, on ne peut
considérer £, comme sans effet sur ®(t) jusqu’a Uinstant T > u que 8’1l existe
un intervalle semi-ouvert [u, u’) (v < w’ =< T) qu’on puisse négliger dans le
calcul de ®(¢), jusqu’ & linstant T, c’est-a-dire tel que, pour tout te[u, T),
on ait

Min(f,u’)
(I1.1.6) f F*(t,v) dw(v) = 0.

1 —0
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Si d’ailleurs on convient que, pour v > ¢, F({,v) = 0, on peut prendre simple-
ment [u, ') comme intervalle d’intégration. Tous les &, d’indices v ¢ (u, u')
seront alors ausst sans effet jusqu’ & Pinstant T'.

Désignons par f(u) la borne supérieure des T tels que &, soit sans effet
jusqu’ & Vinstant 7. Si f(u) = u, & a un effet tmmédiat sur ®(f). Si

u < f(u) < e,

£, a un effet différé. Sif(u) = o, &, est sans effef. Nous désignerons respec-
tivement par Fo, E;, E. les ensembles des u = 0 pour lesquels ces trois
conditions sont réalisées. D’aprés la remarque qui vient d’étre faite sur la
condition (I1.1.6), E, et la réunion E; u E, sont des réunions d’intervalles
ouverts & droite.

La représentation de ®(¢) par la formule (I1.1.1) sera dite propre si E; et E,
sont vides, c’est-d-dire si tout &, d’indice w = 0 a un effet immédiat. Elle
sera, smpropre si By n’est pas vide. Enfin, dans le cas ol E; est vide, mais
non E,, elle sera dite semz-propre. Certains des £, ont alors un effet immé-
diat; les autres sont définitivement sans effet [ils ne peuvent pas étre tous sans
effet si ®(t) est effectivement aléatoire].

3°. Les définitions qui préceédent ne font intervenir que le produit

F*(t, w) do(w),

et, si ce produit est identiquement nul quand w varie dans un intervalle
(w', u”), on n’a pas besoin de se demander lequel des facteurs est nul. La
fonction ®(¢) est la méme dans tous les cas, et sa représentation la plus simple,
en ce sens qu’elle n’introduit aucun élément inutile, s’obtient en annulant &
la fois les deux facteurs.

Des conditions un peu différentes, qui obligent & distinguer les roles des
deux facteurs, se présentent si, considérant une fonction X (u) définie par la
donnée de w(u), on étudie I’ensemble des fonctions ®(¢) déduites de cette
fonction X (u). Alors tous les ensembles E, relatifs & ces fonctions ®(f)
ont une partie commune E3, qui est la réunion des intervalles 4, dans chacun
desquels w(u), et par suite X (u), sont constants. Le noyau intervient seule-
ment dans la décomposition de ’ensemble complémentaire en trois sous-
ensembles B, , E; , E;, tels que £, soit & effet immédiat, & effet retardé, ou
definitivement sans effet, suivant que « appartient & I'un ou Pautre de ces sous-
ensembles. Nous dirons alors que le noyau F({, u), et la représentation
(I1.1.1) de ®(¢), sont propres relativement & X () [ou & w(u)], si Fy et E; sont
vides, semi-propres si Ey est vide, mais non Ej, et smpropres si E; n’est pas
vide. Si w(u) est constamment croissant, ces définitions coincident avec
celles données plus haut pour les représentations, et nous supprimerons 1'indi-
cation de la fonction X (u) ou w(u). Dans ces conditions, un noyau propre
est aussi propre relativement 4 n’importe quelle fonction X (u); un noyau
semi-propre peut rester semi-propre, ou devenir propre relativement & cer-
taines fonctions X (u).
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II.2. Classes de représentations équivalentes

1°.  Une fonction de la forme (II.1.1) étant bien définie par sa covariance
T'(i1, ), cela revient au méme de chercher toutes les représentations d’une
fonction ®(¢) par cette formule, ou toutes celles de T'(f;, f) par la formule
(I1.1.4). Ces représentations peuvent étre groupées en classes de représenta-
tions équivalentes, deux représentations étant dites équivalentes si on peut
passer de I’une a ’autre 4 I’aide des quatre opérations a, b, ¢, d que nous allons
définir. Les deux premiéres sont triviales, et il nous arrivera de ne méme
pas considérer comme distinctes deux représentations déduites 'une de 'autre
par ces seules opérations, qui laissent invariant chaque élément des intégrales
(I1.1.3) et (I1.1.4). Les opérations ¢ et d impliquent au contraire un change-
ment dans I’aspect des représentations considérées.

2°. L’opération a. Elle consiste & changer un des facteurs F(f, u) et dw(w)
quand Pautre est nul. Si par exemple w(u) est donné d’abord, on peut, pour
chaque valeur de ¢, choisir un ensemble e; sur lequel I'intégrale de w(u) soit
nulle (ensemble de w-mesure nulle), et changer F(¢, u) quand u ee; .

En principe, nous supposerons que cette opération a été utilisée pour annu-
ler & la fois F (¢, u) et dw(u) dans tout intervalle (u’, »”) ol un des facteurs
est constamment nul. Alors ensemble E7 sera vide. On peut donc, sans
restreindre la classe des fonctions ®(¢) considérées, ne considérer que des
noyaux propres ou impropres par rapport & la fonction X(u) & laquelle ils
sont associés.

On peut aussi utiliser I'opération a pour supprimer certaines discontinuités
du noyau.

L’opération b. C’est le remplacement simultané de F(¢, u) par

Fit, w) = F(¢, u)/elo(w)]
et de dX(u) par dXi(u) = ¢lw(u)] dX(u), donec de dw(u) par
doy(u) = ¢'[w(w)] de(u),

la fonction ¢(w) étant mesurable et de carré sommable dans tout intervalle
fini. Si d’ailleurs p(w) = e(w) = =1, cette opération est sans effet sur w(u),
et on retrouve une remarque déjd faite sur le signe du noyau.

Si la fonction w(u) est toujours croissante et absolument continue, on peut
ainsi remplacer w(u) par wo(u) = u, c¢’est-d-dire ramener la fonction ®(t)
a la forme (I.3.1). Mais dans le cas général, cela n’est possible qu’en intro-
duisant des o-fonctions. Si les noyaux sont des vraies fonctions, la formule
(II.1.1), méme si la fonction w(u) est supposée continue, est plus générale
que la formule (1.3.1).

3°. L’opération ¢. C’est un changement de variable, substituant a w,
dans l'intégrale (II1.1.1), une nouvelle variable » = g(u). Si on veut trans-
former ainsi une représentation propre, il faut que l’on ait toujours v = u.
Mais, dans le cas d’une représentation impropre, cette condition n’est pas
nécessaire. En supposant w(u) donné d’avance, nous pouvons considérer
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n’importe quelle correspondance biunivoque entre un ensemble E’ de valeurs
de u et un ensemble E” de valeurs de v qui vérifie les deux conditions suivantes:
si u est borné, v I’est aussi, et inversement; la partie de E” intérieure 4(0, v)
est, pour tout » > 0, la transformée d’un ensemble ayant une w-mesure w;(v)
bien définie. Il en résulte une opération ¢ applicable & 'intégrale (I1.1.1) si
F (¢, w) est nul sauf si on a a la fois u ¢ B’ et t > Max (u, v). Cette intégrale
prend alors la forme

(112.1) [0 "Rt ) men/ (o) = fo "Rt ) dXa(),

le nouveau noyau n’étant de méme différent de zéro que si on a 3 la fois v € £”
et t > Max (u, v); les 7, sont toujours des variables laplaciennes réduites.

Si, en partant d’une représentation impropre, on peut obtenir ainsi une
représentation propre ou semi-propre, c’est évidemment en prenant pour
E’ la réunion de E et E, , et en prenant pour v la fonction f(u) dune I1.1.2°
[c’est-a-dire I'instant ol &, commence & agir sur ®(f)]. Si w(u) est continu
et que tous les v ainsi obtenus soient distinets, on obtient une représentation
propre ou semi-propre, et, aux opérations a et b prés, ¢’est la seule qu’on puisse
obtenir par un changement de variable v = g(u).

4°. L’opération d. C’est une extension de I’opération ¢, reposant sur la
remarque qu’une variable £ peut étre remplacée par une somme Sk
de termes indépendants, ou méme par une intégrale, et que, & condition que
leurs coefficients soient proportionnels, on peut inversement réunir plusieurs
termes, ou méme une infinité, en un seul. Cette opération peut alors étre
associée 3 une relation non biunivoque entre ’ancienne variable u et la nou-
velle variable v; il peut méme arriver & la fois qu’a certains % correspondent
plusieurs » (ou méme un intervalle), et que l'inverse ait lieu aussi.

Le caractére commun & toutes les opérations effectuées en application de
cette remarque est qu’on ne peut réunir ou séparer que des éléments ayant
des multiplicateurs F(¢, u,) qui cessent en méme temps d’étre nuls, pour ¢ =
f(u,), et ensuite varient proportionnellement. Deux représentations équiva-
lentes correspondent donce 4 un méme ensemble de fonctions de ¢ (du moins
a des facteurs constants prés) obtenues en fixant u (ou v).

Parmi ces représentations, il y a au plus une représentation propre ou semi-
propre, et on 'obtient, 8’il y en a une, en attribuant le nouvel indice v & tous
les éléments &, pour lesquels f(u) = ». La condition nécessaire et suffisante
pour que la classe de représentations considérées comporte une représentation
propre ou semi-propre est donc que, pour chaque v, d’une part les », instan-
tanés qu’il faudrait réunir & cet instant, d’autre part les n, moyens relatifs
a Vintervalle élémentaire (v, v + dv), aient des coefficients proportionnels et
puissent étre réunis. Il n’en est évidemment pas toujours ainsi.

Une autre remarque importante relative  I’opération d est qu’une fonction
®(t) dont I’expression fait apparaitre des £, instantanés relatifs & des instants
u > 0 peut, par la décomposition de ces £, , étre ramenée & une expression
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de la méme forme (II.1.1) dans laquelle figurera une fonction X (u) presque
siirement continue. La condition que w(u) soit continu, sauf peut étre a
Porigine du processus, ne restreint done pas la classe des fonctions représen-
tables par la formule (II.1.1). Naturellement les représentations ainsi
obtenues en étalant un £, instantané sur un intervalle fini ne seront jamais
propres ni semi-propres. Supposer & la fois que w(u) soit continu et que la
représentation soit propre ou semi-propre, restreint essentiellement, la classe
des fonctions ®(t) considérées.

5°. TurorbME I1.2. Sous la seule condition que w(t) soit continu @ Uorigine,
la fonction ®(t) représentée par la formule (I1.1.1) peut aussi éire représentée
par la formule (1.3.1).

Nous venons de voir en effet qu’on peut d’abord, par 'opération d, obtenir
une représentation de la méme forme (I1.1.1) pour laquelle w(u) est continu
pour tout w = 0. Faisons ensuite un nouveau changement de variable
v = hlw(w)], la fonction h(w) étant croissante, absolument continue et s’annu-
lant avec w. L’élément différentiel dX (u) = £,/ dw(uw) prend alors la forme
7 ¢(v)\/dv, ®(t) prend la forme

hrlw ()] -
f Fl(ty U)'Ih'\/dv,
0

et il suffit qu’on choisisse la fonction h(w) de maniére que hlw(t)] < ¢ (pour
tout ¢ > 0), ce qui est toujours possible, pour avoir ainsi une représentation
de la forme (1.3.1).
Ce théoréme ne rend pas inutile I’étude de la forme générale (1I1.1.1).
Il vaut mieux représenter une fonction ®(¢) par une représentation propre
ou semi-propre de cette forme que par une représentation impropre de la
forme (1.3.1). Ses propriétés sont mieux mises en évidence.

I.3. Possibilité de I'existence de plusieurs classes.
Classes généralisées

1°. Pour montrer qu’il peut y avoir plusieurs classes de représentations
d’une méme fonction ®(t), il suffit de montrer qu’il peut y avoir plusieurs
représentations propres. Nous avons déja & plusieurs reprises, dans nos
travaux antérieurs, indiqué I’exemple de la fonction

(I1.3.1) o(f) = [0 t lu + k(t — w)tN/du.

Le calcul de la covariance montre immédiatement que deux valeurs k; et k,

de k liées par la relation &y + ky + 1 = 0 correspondent & deux représenta-
tions différentes de la méme fonction.

Nous allons montrer maintenant qu’une fonction aussi simple que la fonc-
tion &) = Xo(t) admet des représentations propres de la forme (1.3.1.), ¢
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noyau continu, sauf a lorigine, et qui dépendent d’un nombre arbitrairement
grand de paramétres arbitraires. Elles sout de la forme

(I1.3.2) B(f) = fo t [co + i ch (%‘)ah] £V du,

les oy, étant > — % et tous différents les uns des autres, et de zéro.

Sin = 0, ¢c¢c = =1 donne la représentation habituelle de X,(¢). Pour
n = 1, en identifiant la covariance T'(t;, &) de ®(&) A celle de X, (f), qui est
t = Min (4, &), et en écartant la solution ¢; = 0, ¢co = %1, on trouve

c°=ea+1, CI=_€2a+1 (e = £1),
o 23
de sorte que X,(t) peut étre représenté par la formule
t o
(I133) Xolt) = fo ("‘ Tl _Zax 1;{-) tdu (a>— BN

Dans le cas général, en écartant les solutions qui annulent certains c
(déja obtenues pour des valeurs plus petites de n), on trouve un systéme de
n équations linéaires et homogenes,

n

q Co Cr
(11.3.4) ah+1+21:ah+ak+l_0 (h=1,2,---,m)
4 déterminant non nul (sauf pour des systémes exceptionnels de valeurs des
ap), qui définit tous les ¢, en fonction de ¢y, et une équation qui, compte
tenu des autres, définit ¢j. On a donc bien des représentations de Xo(t),
évidemment propres, et qui dépendent des n parametres o .

2°.  Lorsque deux représentations d’une méme fonction ®(f) n’appartien-
nent pas 4 une méme classe, au sens du n° IL.2, on peut se demander s’il
n’est pas possible de les ramener I'une & autre par des opérations autres
que celles définies & cet endroit. Nous allons voir qu’en effet cela est parfois
possible, et que l'introduction d’une nouvelle opération e permet de définir
des classes plus générales de représentations.

Revenons 4 cet effet & ce que nous avons dit & propos de la recherche d’une
représentation propre, qui s’effectue en remplagant chaque indice d’une
variable &, par le nouvel indice f(u). Cette opération peut conduire & attri-
buer le méme indice & plusieurs variables différentes, de sorte qu’on peut,
par exemple, obtenir une expression de la forme

(113.5) w() = | I Wt + Falt, wELIN T

6 Des conséquences de cette formule seront développées dans le travail déja men-
tionné (note ®). Disons seulement qu’elle permet d’obtenir des représentations propres
pour des fonctions qui & premidre vue ne semblaient pas en admettre.
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Nous avons déja observé que, si le rapport des deux noyaux est indépen-
dant de ¢, c’est-a-dire si Fy (¢, u) = F (t, u) o1 (W) et Fo (t,u) = F (t, u) @2 (w),
on peut remplacer ¢; (1) &, -+ @2 (1) £, par un terme unique ¢ (u) 7, , et obtenir
ainsi une représentation propre ou semi-propre de ® (f). C’est le cas le plus
simple de lopération d. Supposons maintenant que Fy(t, u) et Fo(l, u)
soient seulement proportionnels dans un intervalle fini (w, «’), u’ étant une
fonction de u. Comme £, et &, sont des fonctions linéaires certaines des
variables indépendantes 7, et

g = W — e,
‘ o(u)

2

®(t) prend la forme

[ 1 wptuim. + 6w/,

G(t, u) étant nul si ¢ < u’. 1l peut alors arriver que, pour ¢ > u’, F({, w)
et G(t, u) varient proportionnellement, ce qui permettrait de réunir les deux
termes en un seul et d’avoir une représentation propre ou semi-propre de
B(2).

Telle est, dans un cas trés simple, 'opération que nous désignerons par e.
D’une manidre générale, elle peut comprendre la décomposition de chaque
£, en un nombre fini ou infini de termes indépendants, celle du noyau en un
nombre fini ou infini de termes, un changement de variable qui peut ne ‘pas
étre le méme pour les différents termes ainsi distingués, et enfin, s’il est de-
venu possible, le regroupement des termes correspondant & une méme valeur
de la nouvelle variable. Tandis qu’au n° I1.2 chaque élément conservait
son multiplicateur, ici la décomposition du noyau en plusieurs termes peut
faire apparaitre de nouvelles fonctions de ¢.

3°. Naturellement, 4 1’aide des cingq opérations maintenant définies, on
peut définir des classes d’équivalence plus générales que celles du n° I1I1.2.
Indiquons briévement pourquoi nous avons préféré la définition du n° 1I.2.

D’abord, si on entreprend de définir des classes généralisées, il est difficile
de s’arréter dans cette généralisation, et on est conduit & dire que deux re-
présentations sont équivalentes au sens large, ou appartiennent & une méme
classe généralisée, si elles représentent une méme fonction aléatoire, c’est-a-
dire si elles correspondent & une méme covariance. Or il n’est pas facile de
déduire. de cette équivalence au sens large une opération analogue & celles
du n° I1.2 qui puisse dans tous les cas conduire de I'une & P’autre, et qui par
suite permette dans tous les cas d’obtenir toutes les représentations équiva-
lentes & 'une d’elles.

D’une maniére générale, si les notations £, et £, représentent respective-
ment les variables réduites qui figurent dans les deux représentations con-
sidérées, il peut arriver que la donnée des £, soit équivalente & celle des ¢, ,
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ou qu’elle ne le soit pas. Ce dernier cas se produit dans ’exemple indiqué
au début du n° I1.3.1° si on se place dans un intervalle fini (0, T'); le premier
au contraire est réalisé pour T infini. Dans les deux cas, on peut représen-
ter I’ensemble des £, et des £, dans un espace de Hilbert convenable, et dire
qu’il s’agit d’un changement de coordonnées dans cet espace. Mais cette
formule peu précise ne résout rien; il faudrait, étant donnée la représentation
de ®(t) & l’aide des £, , chercher tous les systémes de variables £, tels qu'il
soit possible de les introduire successivement dans l’expression des valeurs

a

successives de ®(f), de maniére 4 obtenir une représentation de la forme
(IL.1.1.).

Ainsi le probléeme qui consiste 4 déduire d’une formule du type (II.1.1),
ou (I.3.1), toutes les représentations possibles de la méme fonction ®(t) par
la méme formule, n’est pas résolu par l'opération e et ne semble pas pres
d’étre résolu. Dans la définition de classes d’équivalence de plus en plus
générales, I'introduction de opération e semble d’autant moins marquer une
étape importante qu’elle repose sur une propriété particuliere de la loi de
Laplace, et ne peut pas s’étendre aux fonctions non laplaciennes de la classe
C. Au contraire, en nous bornant aux quatre opérations du n° I1.2 (ou
méme, si on préfere, aux opérations c et d, les autres ne changeant rien d’es-
sentiel), nous avons défini des classes qui contiennent chacune au plus une
représentation propre, circonstance qui ne subsiste pas pour des classes gé-
néralisées. C’est la dernitre des raisons qui nous ont fait préférer les défini-
tions du n° II.2.

Il.4. Représentations canoniques

1°. Dans la formule
i t’
(I14.1) a(t) = [ P(,u) dX() + [ Fw,waxw © <i<o),
0 t

le premier terme est toujours la valeur probable conditionnelle de ®(t') quand
X (u) est connu dans (0, t). Si, quels que soient t € (0, T') et t' e (¢, T), il est
aussi la valeur probable conditionnelle de ®(t') quand ®(u) est connu dans
(0, T), nous dirons que la représentation (II.1.1) de ®(¢) est canonique dans
(0, T). Nous dirons qu’elle est canonigue si elle est canonique dans (0, «).

Aux opérations a et b prés, la représentation canonique est unique. En
effet, pour une telle représentation, le premier terme de I’expression (I11.4.1)
a une définition intrinséque, indépendante de la représentation considérée,
et est connu quand ®(u) est connu dans (0, ¢'). Il en est donc de méme de
sa variation F(t', t)dX (t) (pour ¢’ fixe et ¢ variable), ce qui définit le noyau et
la fonction X (t), aux opérations a et b pres.

On peut aussi définir le caractére canonique par la condition que la donnée
de ®(u) dans (0, t) soit exactement équivalente & la donnée des £, dans la
partie de cet intervalle qui n’appartient pas & E,. En effet cette derniére
donnée définit toujours la partie utile de la variation de X (u), jusqu’a ins-



N

FONCTIONS ALEATOIRES A CORRELATION LINEAIRE 231

tant ¢, et par suite les valeurs de la fonction ® jusqu’a cet instant. Inverse-
ment, pour une représentation canonique, la donnée de la fonction @ jusqu’a
Iinstant ¢ entraine, comme nous venons de le voir, la connaissance de

F({', ) dX (u)

pour u < t et ' quelconque, donc de tous les &, relatifs 4 Dintervalle (0, ¢)
et ayant un multiplicateur non identiquement nul.

Une condition nécessaire pour que la représentation de ®(1) soit canonique
est que Uensemble E, soit vide. Dans le cas contraire, en effet, on peut déter-
miner u, ¢, ' de maniére que v < t < f(u) =< t’, ®(t') dépendant effectivement
de £, . Le premier terme de I’expression (II1.4.1) en dépend done, et il ne
peut pas étre une fonction linéaire certaine des valeurs de la fonction @ dans
(0, t), qui n’en dépendent pas, puisque ¢ < f(u). La représentation n’est
donc pas canonique.

Il »’y a donc pas de représentation canonique tmpropre: une représentation
canonique est, soil propre, soit semi-propre. Dans ce dernier cas, E; est com-
posé d’intervalles ol il ne se passe rien de nouveau, c’est & dire que les va-
leurs de la fonction ®(t) dans un tel intervalle (w’, «”) sont des fonctions
linéaires certaines de ses valeurs dans (0, «’). On peut supprimer ces in-
tervalles sans rien changer d’essentiel; on risque seulement, sur tout ou
partie de ’axe des t, de remplacer une fonction de ¢ par une fonction d’un
élément d’un ensemble dénombrable.

On démontre aisément qu’une fonction définie par une représentation im-
propre de la forme (II.1.1) n’admet pas toujours de représentation canonique.
Nous verrons au n° 11.4.5° qu’il peut en étre de méme d’une fonction définie
par une représentation propre.

2°. Nous dirons que le noyau F(i, ) est canonique relativement a la fonc-
tion X(u) si la représentation (I1.1.1) de @(¢) est canonique. Nous allons
donner la condition nécessaire et suffisante pour qu’il en soit ainsi. Comme
il n’y a pas de représentation canonique impropre, et qu’une représentation
semi-propre peut, par opération a qui est sans effet sur le caractére canoni-
que, étre rendue propre relativement & une nouvelle fonction X(u), le pro-
bléme est résolu par le théoréme suivant:

Taforkme 11.4. Pour qu'un moyauw F(t, w) propre relativement a X(u)
soit canonique dans (0, T') relativement a cette fonction, il faut et il suffit que
Péquation de Volterra-Stieltjes

i

(I1.4.2) [ #,w datw) = 0 ©<t<T)
0

n’ait aucune solutton non constante dans (0, T') et telle que, pour tout T positif,

on ait

" da* ()

(I1.4.3) b da(w) < o,
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Précisons d’abord la signification de la condition (I1.4.3). Elle implique
avant tout que, dans tout intervalle ol w(u) est constant, z(u) soit aussi
constant. On peut alors considérer x(u) comme une fonction hlw(u)] de
w(u), cette fonction h(w) étant indéterminée dans tout intervalle

[w(u, — 0), w(u + 0)]

qui correspond & un point de discontinuité u, de w(u). On rend l'intégrale
(I1.4.3) minima en supposant, pour chaque point u, , que h(w) varie linéaire-
ment de x(u, — 0) & 2(u, + 0) quand w varie de w(u, — 0) & w(u, + 0). Cela
fait, la condition (I1.4.3) exprime que h(w) est une fonction absolument con-
tinue, dont la dérivée est de carré sommable dans [0, (7).

La démonstration du théoréme énoncé repose sur la représentation des
variables laplaciennes dans ’espace de Hilbert. On sait que chaque variable
laplacienne semi-réduite X, peut étre représentée dans cet espace @ par un
point A , ou par le vecteur 04, issu de Porigine, de manidre que la covariance
E(X), X)) soit égale au produit intérieur O4,-OA4, . Cela revient au méme
de définir un systéme de variables X , ou de définir la forme de la figure
formée par O et les points A .

Désignons par A(t) et B(f) les points de @ qui représentent ainsi les varia-
bles aléatoires X (¢) et ®(t), par Lr x et Lz s les lieux de ces points quand ¢
varie de zéro & T, et par Qr x et Q¢ les plus petites variétés linéaires con-
tenant respectivement ces deux lieux. Les remarques du n° I11.4.1° se tra-
duisent géométriquement dans les termes suivants: Qe est toujours con-
tenu dans Qr x ; la réciproque est vraie si et seulement si le noyau F(¢, u)
est & la fois propre et canonique relativement & X(u). Dans ce cas, Qrx
et Qr,¢ coincident exactement.

Pour démontrer le théoréme I1.4, il suffit donc de démontrer que: pour
que Qr x soit contenu dans Qr,e (et coincide par suite avec Qr,s), ¢ fout et <l
suffit qu’il n’existe aucune fonction x(u), non constante dans (0, T'), et qui
vérifie o la fois les conditions (I1.4.2) et (11.4.3.)

La démonstration résulte immédiatement du lemme suivant.

LemMme I1.4. Pour qu’une fonction x(u), définie dans (0, T), puisse étre
considérée comme le produit scalaire de OA(u) et d’un vecteur unitaire con-
venablement choisi dans (0, T'), il faut et <1 suffit que

T da?(w) _
Ce lemme a été démontré dans [6], dans le cas oll w(u) = u, donc
X(u) = Xo(u).

On peut passer de 13 au cas général en remplagant Xo(u) par Xofw(u)] = X(u).
On peut aussi traiter directement le cas général. Rappelons seulement que
la démonstration repose sur le fait que les rapports da(u)/+/dw(u) sont les
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cosinus des angles que le vecteur unitaire considéré fait avec les directions
deux a deux rectangulaires A (u)A (u + du).

La démonstration du théoréme I1.4 est maintenant immeédiate.

Supposons d’abord que Q7 x ne soit pas contenu dans Qr s, c’est & dire
qu’il y ait dans Q7 x au moins une droite D passant par O et perpendiculaire
A Qpe. Désignons par z(u) Pabscisse, comptée 4 partir de O, de la projec-
tion du point A (u) sur cette droite. Cette fonction, d’apres le lemme I1.4,
vérifie la condition (I1.4.4), donc aussi (I1.4.3). D’autre part, d’aprés la
définition de la droite D, quand ¢ varie de 0 & T, OB(¢) est constamment
perpendiculaire & cette droite, c’est & dire que I’équation (I11.4.2) est aussi
vérifiée.

Inversement, supposons les conditions (I1.4.2) et (I1.4.3) vérifiées par une
fonction z;(u) non constante, donc par la fonction zs(u) = x:(u) — :(0) qui
s’annule & Dorigine, et pour toutes les fonctions z(u) = cxs(u). Si nous
choisissons ¢ de maniére que la condition (I1.4.4) soit vérifiée, il existe, d’apres
le lemme II.4, une droite D contenue dans Qr x et telle que z(u) mesure la
projection de OA(u). La condition (I11.4.2) exprime alors que, pour ¢ € (0, T),
OB(t) est constamment perpendiculaire & D. Donc Q7,6 est aussi, et n’est
qu’une partie de Qrx, ce qui termine la démonstration du théoréme I1.4.

3°.  Cas du noyau régulier et non nul a Uorigine. Nous dirons que le noyau
F(t, u) est régulier s’il est continu ainsi que ses dérivées aF (t, u)/0t = f(t, w)
et aF(t, u)/ou = g(t, u)". Side plus F(0, 0) > 0, il existe alors un intervalle
(0, T), fini ou infini, ol F(¢, t) # 0. IL’équation (I1.4.2), en supposant
z(0) = 0, s’écrit

(I14.5) F@ﬁuo—iﬁumﬂmdu=a

C’est une équation de Volterra sans second membre, qui n’admet aucune

solution non identiquement nulle dans (0, T). Donc: si le noyau F(t, u)

est régulier et st F(t, t) nlest jamais nul pour 0 = ¢t < T, la représentation

(I1.1.1) de ®(t) est canonique, et cela quelle que soit la fonction aléatoire X (u).
Si d’ailleurs F (¢, u) et f(¢, ) sont continus, on a, pour dt > 0,

t
(114.6) 0() = dt [ f(t,w) AX(w) + PG, DX (8),
0
(I1.4.7) F*(t, )ow(t) = E{[6d®)]} + 0df).
Cette dernidre formule donne une définition intrinséque de lintégrale

[memw.

7 Cette définition n’est pas la méme que dans [6], olt nous n’avons considéré le noyau
comme régulier que si de plus F (¢, t) est différent de zéro, au moins pour ¢ = 0, donc dans
un intervalle (0, 7).
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En nous bornant pour simplifier aux représentations du type (1.3.1), pour
lesquelles w(u) = wu, nous voyons que, pour toutes les représentations de
cette forme et & noyaux réguliers d’'une méme fonction aléatoire, F*(t, t) a
la méme valeur, et, si cette valeur ne s’annule pas pour ¢ < T, elles sont
canoniques dans (0, 7). De l'unicité de la représentation canonique résulte
alors que: si, dans Pexpression (1.3.1) de ®(1), le noyau est régulier, et si
F(t, t) = 0pour 0 <t < T, ®() n’a pas d’autre représentation de la méme
forme & noyau continu et ayant par rapport a t une dérivée continue, o cela prés
qu’on peut remplacer F(t, u) par — F(t, u).

Remarquons & ce sujet que, si F(t, t) = 0 (identiquement), ’opération ¢
conduit 4 une infinité d’autres noyaux continus. Mais, pour un noyau
continu, si F(, t) n’est pas nul, elle ne peut que conduire & un nouveau noyau
discontinu.

4°.  Ezemple de noyau continu et nul o Porigine. Considérons, associé &
la fonetion Xo(u), le noyau

(IL.4.8) F(t,u) = S0 an ue"™ 0 < a <p).

La fonction ®(¢) qu’il définit est, au facteur ¢t” preés, de la forme (11.3.2).
La covariance est de la forme

I‘(t] , t2) = Zé’ ch tl)+l+a],t,p~ah
(11.4.9)
[t = Min (&, ), ¢ = Max (s, 1)),

et on déduit aisément des expressions des ¢, en fonction des an qu’a chaque
noyau =+=F(t, u) correspondent un nombre impair d’autres noyaux =+F,(¢, u)
qui représentent la méme fonction aléatoire, donc, en général, au moins un
distinct du noyau donné. On est donc assuré a priori que ce noyau n’est
pas toujours canonique.

Appliquons le théoréeme (11.4). L’équation (I1.4.2) formée avec le noyau
(IT.4.8) s’integre comme I’équation différentielle du type d’Euler auquel elle
se ramene aisément si les o sont entiers. On cherche des solutions de la
forme z(u) = u’, et on obtient ’équation en s

aj,

o an+ s =0

La solution générale de I’équation (11.4.2) est alors une combinaison linéaire
des fonctions »° obtenues en prenant pour s les racines de I’équation (I11.4.10),
ou, 8’'il y a des racines multiples, ces fonctions multipliées par les puissances
de log u. il y a des couples de racines imaginaires s = ¢ = i, les fonc-
tions u’ qui leur correspondent doivent étre remplacées par u’ cos (v log u)
et u’ sin (7 log u). Or la condition (I1.4.3), pour toutes ces fonctions, est
vérifiée si la partie réelle de s est >3, et seulement dans ce cas. Il résulte
alors immédiatement du théoréme I1.4 que: la condition nécessaire et suffi-
sante pour que le noyau (11.4.8) soit canonique relativement o Xo(u) est que
Uéquation (11.4.10) n’ait aucune racine & partie réelle >%.

(I1.4.10)
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5°. De P’exemple précédent résulte une conséquence importante relative
aux noyaux non canoniques. On peut choisir les coefficients a; de maniére
4 identifier I’équation (I1.4.10) & n’importe quelle équation algébrique de
degré n. On peut donc s’arranger pour qu’elle ait un nombre arbitrairement
grand ¢ de racines s, A parties réeles > Il y a alors ¢ fonctions x;(u),
linéairement indépendantes, qui vérifient & la fois les conditions (I1.4.2) et
(I1.4.3).

Qu'il s’agisse ou non de I'exemple considéré, cela signifie qu’on peut, dans
Q7 ,x, , définir une variété linéaire & ¢ dimensions orthogonale & Q7.5 . Cela
veut dire que, ®(t) étant donné dans (0, T'), Xo(¢) n’est pas dans cet intervalle
une fonction linéaire certaine des valeurs de ®(¢), mais seulement de ces
valeurs et de ¢ autres variables laplaciennes, entre lesquelles n’existe aucune
relation certaine, de sorte que, méme si elles ne sont pas indépendantes,
n’importe quel systtme de valeurs numériques est possible. Si done Xo(¢)
est une détermination possible de Xy(t), quand ®(t) est donné dans (0, ¢),
la formule

1
2
N
a

Xo(t) = Xo(t) + D! cean(t)

définit d’autres déterminations possibles. Les variables ¢, ne sont pas
connues, mais forment un systéme laplacien (elles seront naturellement de
mieux en mieux connues quand 7 augmente, et peuvent cesser, pour 7' infini,
d’étre aléatoires).

Revenant 4 l'exemple considéré au 4°, supposons que tous les a; soient
compris entre % et 1, et considérons la fonction

t
¥() = [ ®) dr + Xilt = 1),
0
ot X;(u) représente 0 si u < 0 et Xo(u) si v > 0. On peut aussi écrire
~ty 12 o t .
0 u to

[to = Max (0,¢t — 1)].

La représentation de cette fonction W¥(f) est propre. Nous avons ainsi
lexemple annoncé de fonction définie par une représentation propre, et qui
n’admet aucune représentation canonique. KEn effet, si ®(t) est connu dans
(0, 1), Xo(u) apparailt comme défini dans cet intervalle par une formule de
la forme

Xo(u) = Xo(u) + 2 {eru™,

tous les a; étant compris entre 3 et 1. Les ¢, sont inconnus. Le premier
terme de ¥(¢) étant dérivable, dés que ¢t dépasse la valeur un, Xo(t — 1) est
connu & O(t — 1) pres, et il ne peut y avoir qu’un systéme de valeurs des
¢t compatibles avec les données. Nous avons donc ¢ renseignement nou-
veaux connus deés Pinstant 1 + 0. Or une représentation canonique ne peut
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pas introduire au méme instant plus d’un £, instantané. Si donc ¢ > 1,
la fonction considérée n’admet pas de représentation canonique.

6°. Pour terminer ce chapitre, mentionnons bri¢vement deux problémes
importants, traités dans nos travaux antérieurs. Le premier consiste &
chercher, pour une fonction laplacienne définie par sa covariance, une re-
présentation de la forme (I1.1.1). Il se raméne & la recherche d’une solution
de I’équation intégrale (I1.1.4). Nous ’avons étudié dans [6], en nous bor-
nant au cas ol w(u) = u, et résolu dans le cas oul il existe un noyau régulier
et ne s’annulant pas sur la droite ¢ = wu, ainsi que dans des cas qui se rame-
nent & ce cas, par exemple celui oll ®(¢) est p fois dérivable, et ol le noyau
d"F(t, u)/dt" vérifie la condition précédente. Dans le cas général, le pro-
bleme n’est pas résolu; c’est d’ailleurs un probléme spéecial aux classes de
fonctions aléatoires dans lesquelles une fonction est bien définie par sa co-
variance, ce qui n’est pas le cas de la classe C. Nous n’avons donc pas de
raison d’y revenir ici.

L’autre probleme est I’application des formules (I1.3.1) ou (II.1.1) & P’étude
des propriétés de la fonction aléatoire ®(t).

Une premiere application est relative aux conditions d’existence de ses
dérivées. En supposant, pour fixer les idées, que dw(t) et dt soient toujours
du méme ordre de grandeur, et que le noyau F(¢, u) soit continu ainsi que sa
dérivée f(t, u) = OF(t, u)/at, il résulte de la formule (I1.4.6) que, si F(t, t) = 0,
on a presque sirement

de _ f‘ F(t, u)
dt o

5 dX(u),

tandis que cette dérivée n’existe pas si F(¢, ) # 0. Les conditions d’exis-
tence et les valeurs de toutes les dérivées de ®(¢) en résultent immédiatement.

Ces résultats trés simples s’étendent sans difficulté & ®,(t) et ®;(¢); il faut
seulement tenir compte de ce qu’aux points de discontinuité de Y'(u) [ou de
S(u)], dY(u) [ou dS(u)] est un nombre fini, au lieu d’étre un infiniment petit
de Vordre de grandeur de \/dw(u), en moyenne quadratique.

Une autre application, étudiée dans [5], est relative & la condition que doit
remplir le noyau pour que ®(t) soit ce que nous avons appelé une fonctron
markovienne d’ordre p, au sens large. Ici encore, la généralisation est possi-
ble. Mais il vaut sans doute mieux, pour ce probléme, se placer dans une
classe de fonctions aléatoires qui n’est pas la classe C. Nous pensons re-
venir sur cette question dans un autre travail.

III. LE cAS NON LAPLACIEN

lI.L1. La notion de corrélation linéaire réciproque

La notion générale de dépendance linéaire a été définie au n° 1.1.1°. Nous
avons évité & cet endroit le mot “‘corrélation’, qui éveille I'idée, en ’espece
non conforme & la réalité, d’une relation réciproque.
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Plagons-nous d’abord dans le cas de deux variables aléatoires X et Y. La
dépendance de Y par rapport & X et celle de X par rapport & Y s’expriment
respectivement par les formules

(IIT.1.1) Y =aX + 7V,
(I11.1.2) X =bY + V,

ol V est indépendant de X, V' de Y, et ol @ et b sont des nombres certains.

Ce sont deux conditions distinctes. Si toutes les deux sont réalisées, nous
dirons qu’il y a corrélation linéaire réciproque entre X et Y. Il en est ainsi
manifestement dans les trois cas suivants.

Premier cas: a = 0; alors X et Y sont indépendants, et b est aussi nul.
Ce cas comprend comme cas particulier celui olt une au moins des variables
X et Y se réduit & un nombre certain.

Deuxiéme cas: il y a une relation linéaire certaine entre X et Y, tous les
deux effectivement aléatoires; alors ab = 1.

Troisiéme cas: X et Y forment un systéme laplacien.

TarorEME II1.1. Il n’y a corrélation linéaire réciproque entre X et Y dans
aucun autre casd.

Supposons en effet que les conditions (IT1.1.1) et (II1.1.2) soient vérifiées,
et que X et Y ne soient, ni indépendants, ni liés par une relation certaine.
Il s’agit de montrer qu’ils forment un systéme laplacien.

Remarquons d’abord que, V et V' étant effectivement aléatoires, la fonc-
tion de dispersion de Y est au moins égale, et non identique, & celle de aX.
Elle est de méme au plus égale & celle de X/b. Donc ab < 1.

Désignons maintenant par ¢1(2), ¢2(2), ¢3(2), ¢a(2) et o(u, v) les fonctions
caractéristiques de X, Y, V, V' et la fonction caractérisque jointe de X et
Y, et par ¥1(2), - -+, ¥u(2) et ¥(u, v) leurs logarithmes, supposés nuls pour
z = 0. Ce sont des fonctions continues, bien définies par continuité sur
I’axe réel, tant qu’elles restent finies.

On déduit des formules (IT1.1.1) et (I11.1.2)

¥(u, v) = log Ele"* 7]
(II1.1.3)
= 1(u + a) + ¥3(0) = Yalv + bu) + Ya(u).

En éliminant ¢5(v) et Yu(u) par des dérivations, on a
(111.1.4) al (u 4+ av) = bys (v + bu) (ab # 0).
(Ces dérivées peuvent étre des distributions; on peut aussi éviter d’utiliser la

théorie des distributions en remplagant les dérivées par des différences finies).

8 Cf. G. Darmois [1]. Il faut noter que cet auteur n’a fait que supprimer une hypo-
thése inutile dans un théoréme de M. Fréchet [2], qui lui-méme se réfere & un théoréme
de S. Bernstein qui lui a servi de point de départ.
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Comme le jacobien de u + av et v + bu est 1 — ab > 0, ces deux fonctions
sont indépendantes, et il résulte de (II1.1.4) que ¢7 et 5 sont des constantes,
done que ¥, et ¥, sont des polynémes du second degré, donc que X et ¥ sont
des variables laplaciennes, c.q.f.d.

ll.2. Fonctions a corrélation linéaire compléte

Soit  un élément d’un espace & absolument queleconque, et ®(x) une fonc-
tion aléatoire de z. Nous dirons que cette fonction est a corrélation linéaire
compléle si, quel que soit le sous-ensemble & de &, les valeurs de ®(z) en de-
hors de & dépendent linéairement de ses valeurs dans &’.

Cette propriété devant étre vérifiée si & ne comprend qu’un élément wu,
on voit qu’il y a nécessairement corrélation linéaire réciproque entre deux
valeurs X = ®(x;) et Y = &(x,) de ®(x). On déduit alors du théoreme III.1
le théoréme suivant:

TuakoriME II1.2. La fonction a corrélation linéaire compléte, définie dans
&, la plus générale, s’obtient de la maniére sutvante: on divise & en un ensem-
ble quelconque d’ensembles disjoints &, . Dans chaque 8., ou bien les diffé-
rentes valeurs de ®(x) forment un systéme laplacien, ou bien elles sont des fonc-
tions linéaires certaines d’une seule variable aléatoire, de mature absolument
quelconque. Elles sont en tout cas indépendantes des valeurs de ®(x) en dehors
de cet ensemble &, .

Plusieurs systémes laplaciens indépendants pouvant étre réunis en un
systéme unique, on ne restreint rien en supposant que les ®(x) ne forment
un systeme laplacien que dans un seul (au plus) des &, .

La classe des fonctions & corrélation linéaire complete n’est ainsi qu’une
extension triviale de la classe des fonctions laplaciennes.

lI.3. Fonctions a corrélation linéaire indirecte
1°. Rappelons que nous désignons par K; la classe des fonctions

(I11.3.1) o(z) = fx) + e @)V,

f(x) et les ¢,(x) étant des fonctions certaines, et les V, étant des variables
aléatoires indépendantes les unes des autres; z est un élément d’un ensemble
donné, absolument quelconque. Il peut y avoir une infinité non dénombra-
ble de variables V, ; mais la formule (II1.3.1) n’a de sens que si la somme
qui y figure est presque sirement convergente, ce qui implique que, pour
chaque z, il y ait au plus une infinité dénombrable de termes différents de
zéro.

TarorktMe II1.3.  Une fonction aléatoire Z(w) de la variable réelle u, addi-
tive et s'annulant avec u’, appartient toujours & la fermeture K; de la classe K; .

9 La restriction Z(0) = 0 & ’est pas essentielle. Mais le théoréme ne subsisterait pas
si, Z(u) étant défini d’abord & une constante pres, on définissait cette constante par une
condition non linéaire.
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Pour quelle appartienne a K, , il faut et il suffit qu’elle soit sans discontinuité
mobile.

Observons d’abord que, si Z(u) est de la forme (IT1.3.1), il en est de méme
de Z(u + 0) — Z(u — 0), ce qui permet la séparation des trois termes X (u),
Y(u) et S(u); ils appartiennent séparément 3 cette classe, et il suffit de dé-
montrer le théoréme séparément pour les trois termes. Or il est connu, ou
évident, pour X(u) et S(u). Il reste & montrer que Y (u) appartient & K, ,
mais non 3 K .

Le premier point résulte de ce que, si Y,(u) désigne la fonction continue
égale & Y(u — 0) si u est multiple de 7 et variant linéairement dans chacun
des intervalles séparés par ces multiples, Y (u) est la limite presque stre de
Y (u) quand 7 tend vers zéro, sauf peut-étre aux points de discontinuité, ce
qui n’empéche pas Y(u — 0) et Y (u + 0) d’étre bien définis. D’autre part
Y .(u) est pour chaque w une fonction linéaire certaine des variables aléatoires

V, = Y(nr) — Y[(» — 1)7],

qui sont indépendantes les unes des autres. Donc Y.(u) appartient & K, et
Y(u)aK,.

Inversement, supposons que Y (u) appartienne 3 la classe K;, c’est-a-dire
soit & un terme certain prés de la forme Y _o,(1)V, , les V, étant effectivement
aléatoires, et indépendants les uns des autres. Les fonctions ¢,(u) sont
nécessairement continues, car une discontinuité d’une de ces fonctions serait
avec une probabilité positive une discontinuité de Y (u), qui n’a pas de dis-
continuité fixe. Elles sont alors nulles, car autrement, en changeant un V, ,
on changerait la fonction Y (u) sans changer ses sauts, ce qui est en contra-
diction avec la définition de cette fonction. Done Y (u) = 0, c.q.f.d.

Le résultat annoncé dans I'Introduction au sujet des relations entre les
classes K; et Ki est maintenant évident. Une fonction de la classe Ki R
c’est-a-dire une fonction ®(x) qui est une fonctionnelle linéaire certaine des
accroissements successifs d’une fonction Z(u) peut, comme Z(u), ne pas
appartenir 4 K, , mais appartient toujours & K;. Inversement une fonction
de K;, pouvant dépendre effectivement d’une infinité non dénombrable de
variables aléatoires indépendantes, peut ne pas appartenir 3 K; . Donc
aucune des classes K; et K} ne contient I’autre, et c’est K; qui est la classe
la plus générale qu’on puisse obtenir dans ’ordre d’idées considéré.

2°. 1l serait intéressant de caractériser par des propriétés intrinseéques
les fonctions ®(x) appartenant aux classes K; et K;. Nous nous conten-
terons de quelques remarques simples relatives au cas ol ®(z) se réduit a
un systéme de deux variables aléatoires ®; et @, .

Si elles sont indépendantes, le systéme appartient & K,. Dans le cas
contraire, il ne peut appartenir & cette classe que si on peut mettre & la fois
P, et &, sous les formes

(11132) q)l = V "I" ‘I’] , CI)z = (IV + \1’2 )
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a étant un nombre certain, et ¥; et ¥, étant indépendants de V. Il faut
donc qu’il y ait une méme loi qui divise & la fois celle de ®; et celle de ®,/a .
Il y a de nombreux cas ol cette condition nécessaire n’est manifestement pas
vérifiée. Ainsi, si ®; dépend d’une loi indécomposable, elle ne l'est que si
®, dépend linéairement de ®, . Si ®; dépend de la loi de Laplace, X ne peut
étre qu’une variable laplacienne; il faut donc que la loi de ®, admette un
diviseur laplacien. On a un énoncé analogue pour la loi de Poisson.

Lorsqu’on peut mettre ®; et &, sous la forme (II1.3.2), on obtient aisé-
ment la loi & deux variables ¥; et ¥,. En désignant en effet respectivement
par ¢(x, y), e1(x, y) et ¢o(x) les fonctions caractéristiques du systeme (®y , $,),
de (¥;, ¥,), et de V, on a

o(x, y) = Bl 7NN o o (2, neu(z + ay),

formule qui définit ¢i(x, y). On est alors ramené au probléme analogue
concernant ¥; et ¥, et il peut arriver qu’aprés un nombre fini d’opérations
analogues on obtienne un nouveau systéme de variables qui soit & corrélation
linéaire compléte. Alors le systéme des variables ®; et ®, appartient & la
classe K; .

11 faut par contre remarquer qu’une conclusion négative ne peut étre
définitive que si on a étudié systématiquement toutes les représentations de
&, et ®, par les formules (IT1.3.2)".

lll.4. Les suites de variables aléatoires a corrélation linéaire

Dans [5], comme préliminaire & 1’étude du cas laplacien, nous avons étu-
dié les suites définies respectivement par les formules

(I11.4.1) Ui= 2 1 bup Xy,
(III4:2) Un = I‘—l Qp v Uv + bn X” )

ou les X, sont des variables laplaciennes indépendantes. Les principaux
résultats subsistent si ce sont des variables aléatoires indépendantes, dépen-
dant de lois quelconques. Sous la condition b,,, ¥ 0, si on part de la pre-
miere formule, et b, = 0, si on part de la seconde, toute suite représentable
par une de ces formules l'est aussi par 1’autre, et b, s’identifie avec by, . Ces
représentations ont d’ailleurs un caractére canonique, en ce sens qu’a I’opéra-
tion b prés (qui consiste ici & remplacer b, et X, par ¢, b, et X,/c,), une
suite {U,} n’a qu’une représentation de chacune des deux formes considérées.

Si certains des b,(ou des b,,,) sont nuls, les circonstances ne sont plus les
mémes. Le caractére canonique disparait, mais peut étre rétabli par des
conventions convenables. La représentation (III.4.1) sera considérée
comme canonique si tout indice » qui annule b,, annule toute la suite des
b.,. La suite des U, est alors indépendante de la variable X, qui a un tel

10 Pour ces problémes de factorialisation linéaire, voir les travaux de Spearman,
de G. Darmois [1], et de P. Lévy [7].
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indice; c¢’est un X, inutile, et la variable U, qui a le méme indice est une fonc-
tion certaine des U d’indices i < »; elle est aussi une variable inutile, qu’on
peut éliminer au second membre de la formule (I11.4.2). On en déduit que,
dans le cas canonique, la donnée des X, utiles d’indices » = n est exactement

équivalente & celle des U, de méme indice, et que par suite, dans la formule
(I11.4.3) Ui = 2 0 bws Xy + 2 nti b p X,

le premier groupe de termes représente la valeur probable conditionnelle de
U., quand U;, U, ---, U, sont connus. Cette propriété est caractéris-
tique et peut étre prise comme définition du caractére canonique de la re-
présentation (II11.4.1).

Pour la formule (I11.4.2), ¢’est I’élimination des U, inutiles qui caractérise
les représentations qu’on peut considérer comme canoniques.

Remarquons encore que la formule (II1.4.2) implique que la suite {U,}
soit & corrélation linéaire directe. La seconde ne définit qu’une corrélation
linéaire indirecte. Une suite représentable par la formule (II1.4.2) est tou-
jours représentable par la formule (III.4.1). La réciproque, vraie aussi
bien dans le cas canonique que dans le cas laplacien, n’est pas toujours vraie.
Si par exemple, pour une valeur de n,on a b,y = 0,0, = ¢ # 0, byny =
¢’ # 0, Pexpression de U, introduit la combinaison ¢X, + ¢'X,_1, qui est
indépendante des U, d’indices » < n. En dehors du cas laplacien, il est
impossible qu’une autre combinaison de X, ; et X, dépende linéairement
deU,, U, -+, U,. A moins que b, et b, -1 ne soient, pour tous les
n’ > n, proportionnels & ¢ et ¢/, la suite ainsi obtenue n’admet, ni représen-
tation de la forme (I11.4.2), ni représentation canonique de la forme (111.4.1).

LS. Passage a la limite. La classe C

En partant des suites qui viennent d’étre étudiées, le passage du discon-
tinu au continu conduit tout naturellement & considérer des fonctions aléa-
toires du type

(IT15.1) o(f) = ]o "R, w) dZ (),

ol Z(u) est une fonction aléatoire additive. Mais, comme nous l’avons vu
aun° 1.2, 1a classe des fonctions ®(¢) qui, pour chaque ¢ > 0, dépendent liné-
airement des accroissements successifsde Z(u) dans (0, ¢) est bien plus éten-
due, et nous nous proposons surtout d’étudier la classe C des fonctions

(1152) 80) = o) + [ 170, 0) dX() + Gl ) AV ) + HG, w) dS(w,

les notations étant celles du n° 1.2, la classe Cy obtenue en annulant ¢(t), et
les classes C; (z = 1, 2, 3) obtenues en réduisant (i) au i*™ terme de l'in-
tégrale. Nous supposerons toujours que X(u), Y(u) et S(u) s’annulent
avec u.
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On peut remarquer qu’on ne restreint pas la classe C' en supposant G(¢, u)
et H(t, u) égaux. En effet S(u) ne varie qu’en des points u, donnés d’avance
et qui forment au plus une suite infinie dénombrable. On ne change pas le
dernier terme ®;(¢) de I'intégrale en changeant H(¢, u) en dehors des points
u, , et on ne change presque sirement pas ®,(t) en changeant H(¢, w) en ces
points. On peut done, sans changer la loi de probabilité qui définit la fone-
tion &(t), supposer G(¢, w) et H(t, u) égaux. Mais en raison des roles treés
différents des fonctions ®,(t) et ®4(t), il est préférable de les étudier séparé-
ment.

Le terme laplacien ayant été étudié au Chapitre II, nous avons & étudier
®,(t) et ®3(¢). Nous nous occuperons ensuite de 1’étude générale de la classe

lll.6. Les fonctions &,(t)

1°. Rappelons d’abord la définition de Y (u) comme somme, ou somme
compensée, de discontinuités mobiles. Un point %, ¥ du plan des uy repré-
sente un saut de Y (u) si

Yu+0) — Y(u —0) = y(u) = 0.

Ces sauts u, , y, forment au plus un ensemble infini dénombrable. Le nom-
bre N(S) de ceux qui sont dans une aire S est une variable de Poisson, dont
la valeur probable u(S) est une fonction d’aire additive, non négative, finie
dans toute aire ol w et | 1/y | sont bornés, et nulle pour une aire réduite &
une droite v = const. (condition sans laquelle il y aurait des discontinuités
fixes). Il y a en outre une condition de convergence, que nous exprimerons
en introduisant la fonction n(¢, y), nulle pour y = 4=, et dont la variation
n(t, y) — n(, y1) représente, si y; < ys et y1y2 > 0, la valeur de u(S) pour
Paire 0 < u < t, 1 = y < y». La condition de convergence est alors que,
pour tout ¢ > 0, on ait

W61 wlt) = [ " Min (1, 47) dy 0, ) < ( | " [ :’ " [o °°>.

Dans ces conditions, le nombre des sauts w, , y, pour lesquels 0 < u, < u,
|y, | > h > 0 est presque slirement fini. Désignons par YVi(u — 0) la som-
me Yy, relative & ces sauts. Elle peut n’avoir pas de limite quand A tend
vers zéro. Mais la condition (II1.6.1) est nécessaire et suffisante pour qu’il
y ait au moins une somme compensée des sauts

(111.6.2) Y(u) = ’11\1]3 [Ya(w) — ¢(u, b)],

Y(u, h) étant le terme compensateur qu’on peut définir par exemple par la
formule

(I163)  wlu,h) = B{Vi(w) — i(w)] = [ _ vdn(ug).

h<lyl <
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D’autres déterminations de y(u, h) peuvent étre préférées. Sous des con-
ditions un peu plus restrictives que (I11.6.1), on peut prendre, soit zéro, soit
E{Yi(u)}. En changeant la détermination choisie, on ne fait qu’ajouter &
Y (u), et par suite & ®,(¢), des termes certains. L’essentiel pour la suite est
seulement qu’on suppose qu’une définition précise ait été choisie, de maniére
4 pouvoir considérer Y (u) et ®(f) comme bien déterminés en fonction des
sauts u, , ¥, ; ce sont des fonctions linéaires des ¥, .

La fonction ws(t) est une fonction non décroissante, continue (puisque les
discontinuités fixes sont écartées), nulle pour u = 0, 4 cela prés quelconque.
Elle joue ici un rdle analogue & celui de w(u) dans ’étude de X (u). Si elle
est nulle dans un intervalle, Y,(u) y est constant pour tout A > 0; on peut
alors supposer que ¢(u, h) y soit constant aussi, de sorte que Y (u) est con-
stant. Si au contraire ws(%) y varie, il y a au moins une probabilité positive
que Y(u) y varie aussi.

2°.  Considérons maintenant la formule

(I11.6.4) V(t) = fo t g(u) dY(u),

et demandons-nous quelles conditions doit vérifier g(u) pour que cette for-
mule définisse une fonction aléatoire, évidemment additive.

Remarquons d’abord que, quand les u, sont déterminés, les valeurs de
g(u) pour ces points u, importent seules, de sorte qu’aucune condition de
mesurabilité relative a g(u) n’est nécessaire pour que ¥(f) ait un sens. Mais,
si g(u) n’est pas mesurable, ¥(t) n’est pas une fonction aléatoire, sauf si Y(u)
dépend d’une loi symétrique et que | g(u)] soit seul mesurable. Méme dans
ce cas il n’y a pas d’intérét & introduire de fonction non mesurable, et nous
supposerons que g(u) soit constant dans tout intervalle ol ws(u) est constant,
et soit une fonction mesurable de wa(u).

Les sauts de ¥(¢) se déduisent de ceux de Y (u) en remplagant y, par

g(w)ys .

La condition de convergence, analogue & la condition (III.6.1), relative &
¥(t) s’écrit alors

(II1.6.5) f / Minl[1, ¢*(w)y’] dudynu, y) < o
0<u<t,0<lyl <y

(les | y, | > 1 étant presque sGrement en nombre fini, il est inutile d’intro-
duire les valeursde y < — 1 ou > 1).

Cette conditipn, nécessaire et suffisante pour lexistence d’une somme
compensée des sauts g(u,)y, relatifs & Pintervalle (0, t), n’est bien entendu
suffisante, ni pour ’existence de la somme non compensée, ni pour celle de
Pintégrale (I11.6.4) o0, si ¢¥(u, h) a la valeur (I11.6.3), le terme compensa-
teur a la valeur bien déterminée

(I11.6.6) f f yg(w) d dynlu, y).
Jue(0,t),lu)e(h,1)
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Or, en appliquant & la fonetion additive ¥(t) les résultats rappelés & propos
de Y(u), on voit qu’un terme compensateur sirement acceptable si les con-
ditions (II1.6.1) et (IIL1.6.5) sont vérifiées s’obtient en intégrant la méme
expression dans le champ

(I111.6.7) 0<u<t h<lyl<1l, |guy|=L1

La condition nécessaire et suffisante qu’il faut ajouter aux précédentes pour
que Y(¢) et ¥(¢) soient en méme temps bien définis est donc que I'intégrale
de la méme expression, étendue au champ

(111.6.8) 0<u<t O0<]|y|l<1l, |gwyl|>1,

qui est la limite, pour A tendant vers zéro, de la différence des deux intégrales
précédentes, soit convergente. Les grandes valeurs de | g(w)y |, qui n’in-
tervenaient pas dans la condition (III1.6.1), peuvent empécher qu’il en soit
ainsi.

Remarquons que, sans faire intervenir cette condition supplémentaire,
on peut modifier la définition de Y (u) en prenant pour y(¢, h) I'intégrale de
y d dy n(u, y) étendue 3 la région (II1.6.7). On obtient ainsi deux fonctions
additives Y (u) et ¥(¢), liées par la relation (II1.6.4), et qui ont les mémes
sauts que celles d’abord considérées. L’ensemble des deux conditions (111.6.1)
et (I11.6.4) est ainst nécessaire et suffisant pour Pexistence de ces deux fonctions
associées, ayant les sauts aléatoires dont la lot est définie par la fonction n(u, y)
et le multiplicateur g(u).

3°. Considérons maintenant la fonction aléatoire

(I11.6.9) By1) = [0 "G w)d Y ().

Pour qu’elle ait un sens, la condition (IIL.6.1) étant toujours supposée
vérifiée, il faut bien entendu que, pour chaque ¢ fixe, la fonction G(¢, u) soit
une fonction g(u) acceptable, c’est-d-dire vérifiant la condition (II1.6.5).
Cette condition suffit, non pour que ®,(¢) ait un sens, mais pour qu’il existe
une fonction

#(0) = tim [ 60, dl¥ () ~ ylo, 0,1
B0 Y0

ot le terme compensateur, non aléatoire, peut dépendre de t. On ne peut
évidemment le supprimer que moyennant une condition plus restrictive que
la condition (I11.6.4). Il y a lieu alors de se demander si on peut du moins
rendre (¢, u, h) indépendant de ¢, et obtenir par suite pour ®; (f) une repré-
sentation de la forme (IT1.6.9), o Y (u) serait simplement remplacé par
Y(u) — ¢(u, h). Cela n’est pas toujours possible. On le montre aisément
en prenant pour Y (u) une fonction dépendant de la loi quasi-stable souvent
considérée par l’auteur et par A. Khintchine". Nous pensons développer

11V, par exemple P. L&vy, Théorie de Paddition des variables aléatoires, n° §9.
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cet exemple dans un autre travail. Indiquons seulement ici qu’il entraine
le résultat suivant: il peut arriver que Pensemble Cy des fonctions ®(1) formées
avec une fonction Z(u) préalablement définie ne soit pas fermée. Cela conduit
4 poser le probléeme suivant, que nous n’avons pas résolu: la classe C est-elle
fermée?

4°. Les notions de représentations propres, semi-propres ou impropres,
et celles de classes de représentations équivalentes, exposées pour le cas
laplacien aux n°s II.1 et II.2, se généralisent sans difficulté. Plutdt que de
recommencer ’exposé, nous allons signaler les différences.

La premieére est que, dans I’étude de X (u), les discontinuités fixes étant
maintenant exclues [puisqu’elles sont rattachées 4 S(u)], les accroissements
successifs de X (u), done les valeurs de ®,(1), ne dépendent que de ce que nous
avons appelé les £, moyens. Les accroissements successifs y, de Y(u) sont
au contraire des accroissements instantanés, et leurs effets, immédiats, dif-
férés, ou définitivement nuls, ne dépendent que de G(t, u.), sans qu’on ait
4 faire intervenir les u voisins de u, . Mais les u, sont aléatoires, la proba-
bilité d’un saut en un point u donné est nulle, et c’est tout de méme un inter-
valle élémentaire 4 droite de ce point qui joue le role essentiel. Nous devons
donc considérer les sauts pour lesquels u, € (o, &) comme sans effet sur ®»(t)
avant un instant 7' > {; si

151
(111.6.10) Max | G(t, u) | dws(u) = 0.

to te(uw,T)
Sans savoir si { est un %, , nous voyons que, ce qui importe pour la définition
des représentations propres, semi-propres ou impropres, ¢’est de savoir si la
condition (II1.6.10) est vérifiée pour cette valeur de & , et pour & — & suffi-
samment petit. C’est done la condition (I11.6.10) qui remplace ici la condi-
tion (I1.1.6) relative au cas laplacien. ILes définitions de la fonction f(u), des
ensembles E,, E;, E:, et des représentations propres, semi-propres ou im-
propres, s’en déduisent comme dans le cas laplacien.

11 faut remarquer que la condition

Min(t,t1)
(IT1.6.11) [ |Gt w) | den(u) = O lte(t,, T)]

ne suffit pas & entrainer (II1.6.10). Supposons par exemple G(t, u) = 1
sit—2u =0,et Gt w) = 0sit — 2u #= 0, de sorte que $,(t) est égal au
saut de Y(u) éventuellement réalisé & l'instant /2. Alors chaque valeur de
dy(t), considérée isolément, est presque slrement nulle. Mais, si wq(u) est
constamment croissant, la probabilité que ®,(¢) soit constamment nul dans un
intervalle donné n’est jamais égale & un. Des circonstances analogues se
produisent toujours quand la condition (III.6.11) est vérifiée, sans que la
condition (II1.6.10) le soit [dans I’exemple cité, elle ne lest que si T' < 2¢
si on suppose G(¢, ) égal & 1 ou 0 suivant que ¢ — u est rationnel ou non, la
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condition (II1.6.11) est toujours vérifiée et la condition (111.6.10) ne l’est
jamais].

Une remarque analogue s’applique & Dextension de l’opération a. Si,
sans changer la définition de Y (u), on remplace G(¢, 4) par un autre noyau
Gi(t, u), la condition pour que la fonction ®.(¢) ne soit pas changée s’obtient
en remplagant G(¢, u) par Gi(t, u) — G(t, w) dans la formule (I11.6.10), et
non dans la formule (I11.6.11); cette formule doit naturellement étre toujours
vérifiée, ce qui revient & dire que

(1116.12) [ Max [G:(t, w) = 60, u) | donta) = 0.
0 t>u

5°. Les opérations a & d du n° I1.2 subsistent sans autre changement.
Il n’en est pas de méme de 'opération e du n° I1.3 puisqu’elle utilise une pro-
priété spéciale des variables laplaciennes, qui, d’aprés le théoréme cité de
G. Darmois, n’est réalisée dans aucun autre cas. Il en résulte que, quand
un élément y de la fonction Y (u) intervient dans ®,(t) avec un multiplicateur
g(t), yg(t) apparait comme un élément essentiel de la fonction ®,(¢). Sans
doute, puisque y dépend d’une loi indéfiniment divisible, peut-il étre rem-
placé par une somme de termes analogues, ou inversement réuni & d’autres
termes. Mais on ne peut réunir ainsi que des termes ayant des multiplica-
teurs égaux ou proportionnels, et la somme des termes pouvant étre réunis
4 un terme de multiplicateur g(u) défini & un facteur constant prés est la méme
pour toutes les représentations de ®,(¢). Il en résulte que: pour une fonction
®y(t), 1l 'y a qu'une classe de représentations équivalentes.

Si cette classe contient une représentation propre, on 'obtient en rattachant
chaque élément yg(t) de ®.(¢) & la valeur de u égale 3 la borne inférieure des ¢
pour lesquels g(¢) == 0. Si, pour tout > 0, les termes rattachés  la valeur
u peuvent étre réunis en un terme unique G(f, ) dY (u), on obtient une repré-
sentation propre du type (II1.6.9). Dans le cas contraire, on ne peut obtenir
qu’une représentation propre & plusieurs termes; une telle représentation,
qui n’introduit que des éléments dY,(u) (b = 1,2, -- ) ayant un effet immé-
diat sur ®,(t), peut étre préférable 3 la représentation impropre considérée
d’abord. Elle montre plus naturellement les propriétés de ®,(t), et, sans
étre canonique au sens qui sera défini plus loin, elle a un caracteére canonique
(c’est-a-dire un caractére d’unicité) qui la rend intéressante.

Considérons par exemple la fonction

(I116.13) w0 = | 't dYa(u) + Bu dVaw)l,

ou Yi(u) et Yy(u) sont deux déterminations indépendantes de la fonction
de Poisson. Elle n’a pas de représentation propre a un terme. Il est facile
au contraire d’en obtenir une représentation ¢mpropre 4 un terme, en intro-
duisant par exemple une fonction Y(u) qui, dans tout intervalle (2°7, 2°**")
(p entier) aurait les mémes sauts que ¥, (12u-8.47) et dans tout intervalle
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(2°7*, 2**) varierait comme V5 (6u—8.47). Sa donnée dans intervalle (47, 471
détermine 3 la fois les sauts de Y3(u) et ceux de Ya(u) dans (47, 4**%); donc,
quel que soit ¢, sa donnée dans (0, ) y détermine & la fois Yi(u) et Ya(uw),
donc ®(¢), qui est bien de la forme (I11.6.9).
Observons enfin que la recherche d’une représentation propre montre qu’une
fonction ®,(t) & représentation impropre peut se transformer en une fonction
®,(t). Si par exemple, n étant la partie entiere de ¢, on a

(u < m)

Glly ) = 0 (w > n).

Alors ®,(t) = Y(n). C’est une fonction du type ®;({). Inversement, toute
fonction ®;(f) dépendant d’une loi indéfiniment divisible peut se transformer
en une fonction ®,(¢) + $(¢).

Cela n’est pas en contradiction avec le fait qu’une fonction additive n’a
qu’une représentation de la forme (1.2.2), & cela prés qu’on peut ajouter i
Y (u) et S(u) des termes non aléatoires qu’on retrancherait de f(u). Donc,
avec la méme restriction pour les parties non aléatoires de ®,(t) et ®;(¢), une
fonction de la classe C' déduite d’une fonction Z(u) préalablement définie n’a
qu’une représentation de la forme (1I1.5.2).

lIl.7. Les fonctions &,(t) et les fonctions &(¢) les plus générales

1°. L’étude de ®3(t) est & certains points de vue plus simple que celle de
®,(t); cela provient de ce que S(u) est une somme de discontinuités fixes,
c’est-a-dire réalisées & des instants u, donnés d’avance, et qui forment au plus
un ensemble dénombrable. On n’a done & définir le multiplicateur

H(t, w,) = H)()

que pour les valeurs u, de u, et aucune condition de continuité n’intervient.

Il y a naturellement une condition de convergence, qu’on peut exprimer en
introduisant les fonctions caractéristiques ¢,(2) des sauts Y, réalisés aux in-
stants w, . La condition pour que S(u) soit bien défini dans (0, ¢) est que le
produit [] ¢,(2), étendu aux » pour lesquels u, < ¢, soit convergent pour
toutes les valeurs réelles de z. Pour que

(I1L.7.1) But) = 2, < H)Y,
soit bien défini, il est alors nécessaire et suffisant que le produit
(I11.7.2) 11 <: 0lH.(1)2]

soit convergent.

On peut aussi introduire les conditions de Kolmogorov. Il faut d’abord
que le nombre des sauts pour lesquels -u, € (0, ), | Y, | > 1, soit presque
slirement fini, c’est-a-dire que

(I11.7.3) D PI[| Y, | > 1] < o,
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8’1l en est ainsi, les termes correspondant & ces sauts n’interviennent plus dans
les conditions de convergence, et, qu’il s’agisse de S(£) ou de ®;(¢), pour former
ces conditions, on peut remplacer chaque Y, par une variable tronquée Y.,
égale 3 Y, si |Y,| £ 1, et nulle dans le cas contraire. La condition pré-
liminaire indiquée étant remplie, la condition nécessaire et suffisante pour
que la somme Y Y, [étendue aux » pour lesquels u, € (0, t)] soit presque sfre-
ment convergente est que la somme Y. Y, soit convergente en moyenne
quadratique.

Il faut ensuite étudier de la méme maniére la somme ®;(¢), en introduisant
la nouvelle variable tronquée Y, égale & Y, si on a |H(t, u,)Y,| < 1, et
nulle dans le cas contraire. Pour que la série (II1.7.1) soit presque s(re-
ment convergente, il est alors nécessaire et suffisant que

(I11.7.4) Dy <t PriMax | H(t,u,)Y, | > 1] < «©

[c’est-a-dire que les Y, # Y, soient presque sirement en nombre fini, pour
Vintervalle (0, t)], et que la série > H(t, u,)Y, soit convergente en moyenne
quadratique.

Pour la définition de S(u), il est inutile d’introduire des sommes compensées,
comme nous P’avions fait pour Y(u). Si en effet la série D Y, est divergente,
mais qu’une somme compensée Y (¥, — a,) soit presque sfirement conver-
gente, nous pouvons remplacer Y, par ¥, = Y, — a, et poser

Si(u) = Zuye(l),t) Y:-

En ajoutant ensuite une fonction non aléatoire, on peut retrouver la fonction
initiale ayant les sauts ¥, .

A cette différence pres, les remarques faites & propos de ®.(t) sur les termes
compensateurs subsistent. Si la série (IT1.7.1) n’est pas presque sGrement
convergente, il peut arriver qu’une série auxiliaire

(I111.7.5) (1) = < Ht, w) [V, — b,(1)]

le soit, et qu’on ne puisse pas rendre le terme compensateur b,(t) indépendant
de t. On obtient alors des fonctions aléatoires qui, sans étre de la forme
o(t) + ®3(t), sont limites de fonctions de cette forme.

2°. Il y a plusieurs maniéres d’étendre 4 ®;(y), puis aux fonctions les plus
générales de la classe C, les notions de représentations propres ou impropres.
Contentons-nous d’indiquer celle qui nous parait préférable. En ce qui
concerne la fonction t

(1) = [ HwdSw) = T A0,
uy <

nous ne nous occuperons pas des valeurs du noyau quand v n’est pas un w, .
11 peut étre commode de le supposer nul, ou au contraire de conserver I’ex-
pression analytique qui le définit si w est un u,. Seuls les H(t, u,) = H,(t)
jouent un role, et nous supposerons qu’aucun terme n’est identiquement nul.
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Alors il n’y a pas de représentation semi-propre; nous dirons que la représen-
tation est propre si, quels que soient l'indice » et le nombre positif ¢, il existe
un 7 € (0, ) tel que H,(u, + 7) 5 0; elle est impropre dans le cas contraire.

Pour une fonction quelconque de la classe C, nous dirons qu’elle est propre
si ceux des ®;(f) qui ne sont pas identiquement nuls y sont définis par des
représentations propres, qu’elle est impropre si un au moins de ces trois termes
est défini par une représentation impropre; enfin qu’elle est semi-propre dans
les autres cas.

Ces définitions ne s’imposent pas; on pourrait convenir que la représenta-
tion de ®;(t) ne serait dite propre que si ’ensemble des u, est partout dense.
L’une ou Pautre définition semble préférable suivant qu’on considere ®;(t)
comme une intégrale de Stieltjes ou comme une série.

lI.8. La classe K et les représentations canoniques des
fonctions de la classe C

1°. Désignons toujours par K la classe des fonctions & corrélation linéaire.
Dans le cas d’une fonction ®(¢) du temps ¢, K est done la classe des fonctions
telles que, si ®(u) est connu pour u < ¢ (ou u = ¢), ®(t') prend pour ¢’ = ¢
(ou ¢ > t) la forme U(t, ') + V&, ¢'), U, t') étant une fonction linéaire
certaine des valeurs connues, et V (¢, t’) étant indépendant de ces valeurs.
On peut ajouter & U et retrancher de V n’importe quelle fonction certaine
f(t, t'); cela nous permet, quand c’est commode, de supposer que U(, t) =
&), V(i t) = 0.

Lemme II1.8. Pour chaque valeur fixe de t”, U(t, t”) est une fonction aléa-
toire additive de ¢.

Soit en effet ¢ < ¢’ < t”. Dans D’expression de U(¢, ") en fonction des
®(u) d’arguments u =< ¢/, on peut remplacer ceux relatifs & intervalle (¢, ¢')
par U@, u) + V(i, w), et U, t”) prend la forme U’ + V', U’ contenant
tous les termes qui finalement dépendent des valeurs de ®(u) dans (0, ¢) (et
ils en dépendent linéairement), et V’ étant indépendant de ces valeurs.
Par suite

v’ + V(t,, t”) — ‘I’(t") - U

n’en dépend pas non plus. L’expression
vty —U =V +V{E, ") — V(QE,t")

est alors fonction linéaire certaine de ces valeurs, tout en n’en dépendant pas.
C’est donc un nombre certain f(t, t', t”), et

U, ) = U, ) =V, ) = VE, 1) = V' = ft, ¢, ")

est indépendant des données relatives aux v < ¢, c.q.f.d.
La fonction ®(¢) = U(t, {) apparalt ainsi, pour chaque ¢ fixe, comme une
somme d’éléments indépendants, dont chacun est l’effet de 'information sur
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®(¢) résultant de la donnée de cette fonction dans un intervalle élémentaire
(u, u + du) (u < t).

2°. L’extension naturelle des résultats du n° III.4 relatifs aux suites
pourrait faire croire que les fonctions de la classe K sont de la forme (111.5.1),
ou du moins de la forme plus générale (II1.5.2). Mais il n’en n’est pas tou-
jours ainsi: une fonction ®(¢) 4 valeurs toutes indépendantes les unes des
autres n’appartient pas 3 la classe C, ni méme A sa fermeture C.

Il n’est pas toujours facile de reconnaltre si une fonction donnée de la classe
K appartient & C et admet une représentation propre. Ainsi la fonction

(IT18.1) MD=£®&+&M%¢%

étant laplacienne, appartient & la classe K. Par analogie avec la fonction
®,(t) définie par la formule (II1.6.13), on pourrait croire qu’elle n’admet pas
de représentation propre i un terme. Or si s, X et u vérifient les formules

(I11.8.2) = +8, NH+r=2" N+tpu=s,
qui les définissent au signe pres, la fonction considérée s’identifie avec la
fonction

(I11.8.3) P,(t) = fo t (M + pw) AN du.

Les deux fonctions ont en effet la méme covariance

g Ap o, u
2.2, 3 _ (42 4 AMY 2y A BN
(I111.8.4) att+§t~(>\+2>tt+<2+3)t.
Dans un autre travail (déjd annoncé note ), nous montrerons que, pour
qu’une fonction laplacienne de la forme

(111.8.5) fu t [Fi(t, w) &0 + Fo(t, w) 2] Vdu

admette une représentation propre & un terme, il suffit qu’une telle repré-
sentation existe pour un des termes.

Nous n’insisterons pas ici sur cette question, et nous occuperons du probléme
inverse. Considérant une fonction définie par une représentation de la forme
(I11.5.2), il s’agit de reconnaitre si elle appartient & la classe K. Ce probléeme
est 1ié & la notion de représentation canonique.

3°. Nous avons déja défini cette notion dans le cas laplacien. Pour la
définir dans le cas général, en introduisant des vecteurs F et Z et en posant

F(t, u) dZ(u) = F(t, u) dX (u) + G(t, w) dY (w) + H(t, u) dS(u),

nous dirons que la représentation

(I11.8.6) B(t) = fo 300 w) dZ(w) t> 0)



FONCTIONS ALKATOIRES A CORRELATION LINKAIRE 251

d’une fonction de la classe Cy est canonique, si, dans la formule
t t’

s e) = [ W a2 + [ FewdZe) 0 <t<d),
0 t

le premier terme est une fonction linéaire certaine des valeurs de Z(u), done
aussi de celles de Z(u), dans (0, t). La représentation correspondante de
(1) + ®(t) sera dite canonique dans les mémes conditions. Si Z(u) est une
fonction laplacienne semi-réduite, cette définition coincide bien avec celle
du ne I1.4.1°. Dans le cas plus général ou Z(u) et ®(t) ont des premiers mo-
ments finis, la premiere intégrale de la formule (II1.8.7) est, & un terme cer-
tain pres, la valeur probable conditionnelle de ®(¢') quand ®(u) est connu
dans (0, t).

Pour la méme raison qu’au n° I11.4.1°, une représentation canonique n’est
jamais impropre.

La seconde intégrale de la formule (I11.8.7) étant indépendante de ces
valeurs connues, il est évident que: pour qu’une fonction de la classe C admette
une représentation canonique, il faut qu’elle appartienne a la classe K.

La réciproque n’est évidemment pas exacte. Cela est aisément prouvé
par quelques exemples simples. Le premier est celui indiqué au n° 11.4.5°%;
il s’agit d’une fonction laplacienne admettant une représentation propre,
done appartenant & la fois aux classes K et C, et qui n’a pas de représentation
canonique. Indiquons aussi celui de la fonction ®;(¢), s’il arrive qu’en un
point u, isolé & droite s’introduisent deux sauts indépendants Y et Y’, avec
des multiplicateurs h(t) et hi(f), nuls pour ¢ < u, et différents de zéro mais
non proportionnels si ¢ > u. C’est bien une fonction ®,(¢) puisqu’on peut
rattacher le saut Y’ & un instant u, < u, et différent de tous les u,. Elle
appartient & la classe K puisque, pour tout ¢ > u, , Y, et ¥, sont des fonctions
linéaires certaines des valeurs de ®;(¢) dans (0, t). Pourtant elle n’admet pas
de représentation canonique; une telle représentation, nécessairement propre,
devrait introduire au méme instant les deux variables aléatoires Y et Y/,
et ne serait pas du type (I11.5.2).

Un autre exemple, dans le méme ordre d’idées, est celui d’une fonction
&,(t) qui, & un instant w, isolé & droite, s’accroit brusquement d’une fonection
analytique dépendant linéairement d’au moins deux parameétres indépendants.
Cela n’empéche pas en principe son appartenance aux classes C' et K. Mais
cela empéche l’existence d’une représentation propre 4 un terme, donc celle
d’une représentation canonique.

4°,  Etude de $:(t). Supposons d’abord que les sauts de Y (u) soient pres-
que sGrement tous isolés & droite. La condition nécessaire et suffisante
pour qu’il en soit ainsi est d’ailleurs qu’a tout ¢ = 0 corresponde un t’ > ¢
tel que Pexpression

ﬁmu\o [n@t, w) — n(t, —u) — n{, u) + n(t, —w)],
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qui est le nombre probable des sauts dans Vintervalle (¢, t'), soit fini"”. 8¢
alors la représentation (111.6.9) de ®q(t) est propre, elle est aussi canonique.

Il s’agit de montrer que, si la fonction ®,(f) est connue, on peut en déduire
Y (u), et par suite 'intégrale

(I11.8.8) fo t G(t, w) dY (u),

par des formules linéaires. Les u, qui correspondent aux sauts formant une
suite finie ou transfinie dénombrable, il suffit d’observer que, Y (u) étant
connu jusqu’a un instant ¢ &= 0, le premier u, suivant ¢ &= 0 est 'instant ol
Pintégrale (II1.8.8) cesse de représenter ®,(t'), et, qu’il soit = ¢t ou > ¢, le y,
correspondant est bien défini parce que dans Uintervalle (u, , %,41), on a

t+0
Bull') = f G, w) dY(w) + G(f, w) v,

G(t', u,) n’étant pas identiquement nul. On applique cette formule, succes-
sivement, & tous les u, et & leurs points d’accumulation (qui ne sont d’ailleurs
presque sGrement pas des sauts, car ils sont connus d’avance et il n’y a pas de
discontinuités fixes). On a ainsi tous les accroissements successifs de Y (u),
et cela pour tout l'intervalle ol ®.(¢) est défini; si en effet on était arrété a
un instant T, il n’y aurait qu’a repartir de cet instant comme nous venons de
Pindiquer pour linstant ¢.

5°. D’autre part, sans aucune restriction sur Y (u) montrons que: si le
noyau G(t, u) est continu (pour 0 = u = t), et G(t, t) = 0, la représentation
(I11.6.9) de ®o(t) est canonique.

Cela résulte des formules évidentes

(I11.8.9) Do(t + 0) — Bt — 0) = G(¢, ¢) [YE 4+ 0) — Y(t — 0)].

t t !
’ _ G(t 5 u)
(I11.8.10) [ et,war = | G ().
Voici, dans le méme ordre d’idées, un théoréme impliquant des conditions
beaucoup moins restrictives en ce qui concerne le noyau:

TuforiME II1.8.1. Sz Y(u) est une somme non compensée de discontinuités
mobtles, st, en posant

(t — w*

(I11.8.11) G, u) = NCES))

9(t, w) (2 0),

12 Attirons & ce sujet ’attention sur le fait que pour une fonction Y (u), donc aussi
pour une fonction Z(u) quelconque, ’ensemble des points de discontinuité a presque
sQrement pour ensemble dérivé un ensemble certain.
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g(t, u) est continu (pour 0 < u = t) et admet par rapport a t des dérivées con-
tinues jusqu’a Uordre p (p étant la partie entiére de a), st g(t, t) > 0, st enfin
_d"G(t,w)

dr
est, pour t — u assez petit, une fonction convexe de t, la formule (111.6.9) donne
une représentation canonique de la fonction ®.(t) qu’elle définit.

- Gp(ty u) =

Il s’agit de démontrer que Y (u) est dans (0, t) une fonction linéaire certaine
des valeurs de ®.(u) dans cet intervalle. Cela résultera de la formule

y@® =Yt +0) — Yt —0)

(I11.8.12) o fTa—p+ 1) }
= !rl\l;l(} {W—' (-iﬁ [@2(t + T) - @2(0] .

Comme on a

(111.8.13)

P t
d 5;(0 = £ Gy(t, w) dY (w),
il suffit d’établir la formule (111.8.12) dans I’hypothese p = 0; en effet la
formule ainsi établie, appliquée & cette dérivée, équivaut 3 la formule générale
qu’il s’agit de démontrer. Si d’ailleurs & = 0, cette formule se réduit & la
formule (I11.8.9). Nous pouvons donc supposer p = 0, 0 < a < 1.

Dans ces conditions G(¢, w) est nul pour ¢ = wu, et, pour { — u positif et
assez petit, c’est une fonction croissante et non convexe de {. En convenant
que G(t, u) = 0sit < u, on a, pour 7 positif assez petit,

Td
T'(a + 1)

D’autre part, quel que soit ¢ > 0, il existe presque slirement un nombre
n > 0 tel que 'on ait, uniformément dans tout intervalle fini,

Gt + 7,u) — Gt,uw) = Glu+ 7,u) ~ g(u,w) (r\0).

t+n
0s [ lar@ |- |y0| <«

t—y

et par suite, si 7 est € (0, 7) et tend vers zéro,

[7160 4+ 7w — 6w a¥@) — G+ 7, w0

t—n

e Max G+ 7,u) = 0.

t—<ut+y

On a d’ailleurs, pour chaque 7 fixe

| TG+ ) — G, W] AY () = 0() = o(s).
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I1 résulte alors de la formule (II1.8.11), et de ce que ¢ est arbitrairement petit,
que

T(l
T'(e + 1)
ce qui est bien la formule & démontrer (pour p = 0,0 < a < 1).

Le théoréme & démontrer n’est d’ailleurs pas le plus général dans cet ordre
d’idées; on peut par exemple remplacer (¢t — u)® par (¢ — w)*\({t — u), A(7)
vérifiant la condition

Pyt + 1) — Bo(t) = y(©) + o(+%),

log AM(7) = o <log %) (r—0)

6°. Tout ce que nous venons de dire au sujet de ®.(t) s’applique, sans
changement essentiel & ®;(¢), et méme, dans des cas étendus, & ®.(t) + ®s(¢).
Si en effet G(t, w) et H(t, w) sont, pour { — u trés petit, du méme ordre de
grandeur, on peut appliquer directement le théoréme II1.8.1 & cette somme;
dans la formule (II1.8.12), le facteur dépendant de G(¢, u) serait simplement
remplacé par le facteur analogue relatif & H (¢, u) si ¢ est un point de disconti-
nuité fixe de Z(u). Si H(t, u) = o[G(¢, u)] (toujours pour ¢ — u trés petit),
on applique ce théoréme d’abord pour déterminer Y (u) et ®,(t); ®3(t) en ré-
sulte, et une nouvelle application du méme théoréme donne S(uw). Si

G(t, u) = O[H(t’ u)])

on détermine au contraire d’abord S(u) et ®s(t), ensuite ®y(t) et ¥ (u)".
Pour les fonctions ®(f) les plus générales, on a le théoréme suivant, qui est
presque évident.

TurorimMe I11.8.2. Pour que la représentation (111.5.2) de ®(t) soit cano-
nique, il faut et il suffit que la donnée de cette fonction dans n’importe quel inter-
valle (0, T) permette d’y déterminer ®,(t), Bo(t), D3(t) par des opérations linéaires,
et que les représentations de ces trovs fonctions sovent séparément canoniques
(donc propres ou semi-propres).

Il est bien évident que I’ensemble de ces conditions est suffisant.
Réciproquement, si la représentation de ®(¢) est canonique, cela signifie que

(I118.14) fo CF@ ) dX () + G w) dY () + HE, u) dS@)]

13 Remarquons qu’on peut déterminer y(u) par la formule (II1.8.12) en ne considérant
qu’une suite particuliere de valeurs der = ¢ — u. Or, pour chaque valeur de %, on peut
toujours déterminer cette suite de maniére & réaliser un des trois cas considérés. De
méme, si une formule du type (I11.8.12) s’applique séparément & ®:(f) et ®:(¢), avec
une méme suite de valeurs de r, on pourra utiliser une suite partielle extraite de la pré-
cédente pour appliquer la méme méthode & la détermination directe d’une des fonctions
Y (u) et S(u) en fonction des valeurs de la somme ®:(f) + ®3(¢), et il en résulte que la
représentation de cette somme, déduite des représentations données des deux termes,
est canonique.
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est, pour 0 < ¢ < ¢/, une fonction linéaire certaine des valeurs de ®(u) dans
(0, t). Or c’est une fonction additive de ¢, dans laquelle on peut séparer les
trois termes par des opérations linéaires. On peut donc séparer (), ®s(f),
et ®;(t), et, en raison de l'indépendance de ces trois fonctions, les formules
qui ont servi & déterminer les trois termes de la formule (IT1.8.14) ne font
intervenir chacune qu’une de ces trois fonctions. Les conditions indiquées
sont ainsi toutes vérifiées.

l.9. Exemples, et remarques finales

1°.  La recherche des conditions pour que ®(t) admette une représentation
canonique, et celle des caractéres qui permettent de reconnalitre cette repré-
sentation, quand elle existe (problémes qui sont d’ailleurs confondus dans le
cas des fonctions sans terme laplacien, qui ne peuvent avoir qu’une repré-
sentation propre ou semi-propre facile & obtenir) se trouve décomposée par
le théoréme II1.8.2 en quatre problémes, dont trois ont déja été étudiés et
plus ou moins résolus. Il reste & étudier celui de ’addition de deux ou trois
fonctions ®,(¢) (2 = 1, 2, 3) ayant chacune une représentation canonique.
Il y a a priori deux cas possibles: la représentation obtenue pour la somme est
canonique, ou ne ’est pas. Nous allons montrer par des exemples que les
deux cas sont effectivement possibles.

2°. Considérons d’abord la fonetion

(L9.1) &) = 3:() + &) = Xald) + j (t — w) dS(w),

Xo(t) étant toujours la fonction de Wiener, et les points de discontinuité
u, de S(u) pouvant étre rangés en une suite de nombres qui croissent avec v.
On sait que, si U;(t) est la fonction continue égale & Xo(t) pour les points u, ,
et variant linéairement dans tous les intervalles (u,, u,11), les deux termes
Ui(t) et Us(t) = Xo(t) — Ui(t) dont Xo(t) est la somme sont indépendants.
La somme Ua(t) + ®3(t) est égale & ®(¢) si ¢ = w,, et varie linéairement dans
chacun des intervalles (u, , u,41). Il en résulte évidemment que, si la fonction
®(t) est connue, sa variation dans un tel intervalle ne renseigne que sur U,(t).
La suite des ®(u,) donne seule des renseignements sur Us(t) et ®5(¢).
Si nous posons

Xo(u,+1) _ Xo(u,,) = S,\/upﬂ — Uy, S(uv+0) e S(uv - 0) = YV;

la donnée de ®(u1), ®(us), - -+ , ®(Unt1) ne donne que n + 1 équations dans
lesquelles £, et Y, n’interviennent que par la combinaison

(III.9.2) En\/un+1 — Un + Yn(un-{-l - un)-

Or &, est une variable laplacienne, pour laquelle tous les nombres réels sont
des valeurs possibles. Quelle que soit la loi de Y, , les valeurs a priori pos-
sibles pour cette variable restent donc possibles quand on connait la somme
(I11.9.2). La donnée de ®(¢) dans l'intervalle (0, ¢,11) ne peut donc pas suf-
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fire & déterminer séparément £, et Y, ; on ne peut donc pas déterminer séparé-
ment Xo(u) et S(u), et la représentation (I11.9.1) de ®(f) n’est pas canonique.
Observons, au sujet de cette fonction, qu’elle appartient & la classe K si
les Y, sont des variables laplaciennes, et seulement dans ce cas.
3°. Un exemple analogue est celui de la fonction

(I98) &) = 2 + &) = X0 + [ (¢ — 0 a¥(),

pourvu que le nombre probable des sauts soit fini dans tout intervalle fini.
On peut en effet déterminer les u, en déterminant d’abord les sauts uj
d’une fonction Y*(u) définie comme Y (u), mais en remplacant n(f, u) par
2 n(t, v). On pourra alors déterminer Y (u) en se donnant d’abord Y*(u),
puis en déterminant par un tirage au sort ceux des sauts de Y*(u) qui doivent
8tre conservés. Avant cette deuxidéme opération chaque y(ur) a deux valeurs
possibles, 0, et y*(uy), et on retombe sur le cas étudié au 2°. Donc, si Y*(u)
est connu, et a fortiori si Y*(u) est inconnu, la donnée de ®(¢) ne suffit pas &
déterminer Y (u).

4°, Le théoréme II1.8.1 donne le moyen d’obtenir au contraire des repré-
sentations canoniques du type ®;(f) + ®.(t). Il n’y a qu’d associer & une
fonetion ®.(t) vérifiant les conditions de ce théoréme une fonction ®,(¢) presque
slirement p fois dérivable et telle que

p

(IT19.4) ’3'25 it + 1) — BD] = o).
Alors la formule (II1.8.12) subsiste si on remplace ®.(t) par ®:(f) + ®u(t).
Il en résulte que, si cette somme ®(¢) est connue dans (0, T'), Y (u) y est connu;
on en déduit ®.(¢), puis ®:(¢), et, si la représentation de ®,(¢) est canonique,
celle de ®(t) 'est aussi.

Comme exemple de fonction ®,(¢) vérifiant la condition (I11.9.4), indiquons
tout de suite la fonetion

(I11.9.5) i) = fot (t — wWeNdu B> a—13).

Mais nous allons voir qu’on peut généraliser beaucoup ce résultat.

5°. Considérons d’abord une fonction ®(¢) admettant presque slrement
et partout [au moins dans un intervalle (0, T')] des dérivées continues jusqu’a
P’ordre p, mais non jusqu’a Vordre p + 1. Si elle est connue jusqu’a I'instant
to, ces dérivées sont connues aussi & linstant #, et, pour 7 = t — ¢, positif
et trés petit, une série de Taylor réduite aux termes de degrés < p en donne
une valeur approchée. Le reste R(ty, 7) est o(s7), mais n’est pas o(s**")
(ou du moins il y a une probabilité positive qu’il ne le soit pas). C’est ce
reste, ou un infiniment petit équivalent et plus simple, que nous appellerons
la partie singuliére de ®(t) & droite du point &, . Les restes relatifs aux fone-
tions ®,(t) seront désignés par R.(t, 7).
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L’introduction de cette notion de partie singuliere rend assez intuitifs les
résultats du n° II1.8.5° et 6°. Si ®,(t) est défini par sa représentation propre
ou semi-propre, des conditions assez peu restrictives suffisent pour que

(I11.9.6) Ro(t,7) = Gt 4+ 7, ) [Y(E 4+ 7) — Y(t) + o(1)] (r N 0),

et un énoncé analogue s’applique & R;(f, 7). On peut ainsi, dans des cas
trés étendus, non seulement déduire Y (u) de ®,(t) et S(u) de ®;(f), mais
déduire 4 la fois Y (u) et S(u) de la somme ®,(t) + P5(¢).

La formule qui définit R,(¢, 7) est trés différente de la précédente. Sup-
posons, pour fixer les idées, le noyau F(f, u) continu et admettant par rapport
4 ¢ des dérivées continues jusqu’a ordre p, ce noyau et ses p — 1 dérivées
s’annulant avec t — u et la dérivée d’ordre p ne s’annulant pas et pouvant
méme étre infinie. On peut alors, si w(u) n’est pas constant dans un petit
intervalle & droite du point considéré, définir R,(¢, 7), ou du moins son ordre
de grandeur, par la formule

t+7r

Ri(t, 7) ~ t F(t 4+ 7, w) dX(u),

c’est-d-dire que cette partie singulieére a le méme ordre de grandeur que la
partie de ®;(t + 7) qui reste aléatoire quand X(u) est connu dans (0, t).
Son ordre de grandeur probable est celui de I’écart type o(¢, ), défini par

t+7
f@ﬁ:ﬁ P+ 7, 0) do).

Sans faire intervenir une borne supérieure presque slre de Ry(¢, 7), rap-
pelons que cet ordre de grandeur est presque srement réalisé, pour une suite
de nombres 7, tendant assez rapidement vers zéro, avec une fréquence tendant
vers l'unité. Il suffit done que o(¢, 7) soit & la fois o[G(t + 7, ?)] et

o[H(t + 7, 1)]

pour que ’addition du terme &,(t) n’empéche pas de déduire Y (u) et S(u)
de ®(t), done aussi ®(t), et X (u), si la représentation de ®,(t) est canonique.
Il faudra seulement remplacer les formules du type (II1.8.12) par des for-
mules comportant des limites généralisées convenablement définies. Par
exemple, dans le cas de la fonction (II1.9.5), on pourra former un moyenne
de Cesaro sur ’échelle logarithmique.

On peut méme déduire de ’emploi de ces moyennes que les conditions

ot, ) = OlG(t + 7, 1)),  o(t, 7) = OlH(t + 7, 7)]

(pour ¢ fixe et + \v 0) sont suffisantes pour que I’addition de ®;(f) n’empéche
pas la détermination de Y (u) et S(u) par des formules linéaires quand ®(¢t)
est connu. Ainsi la formule

Mﬁ=[&wﬁ+[u—wwwm
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est une représentation canonique, non seulementsi « < %, maisaussi si @ = 1.
Nous avons vu au n° 111.9.3° que le résultat ne subsiste pas pour @ = 1, et
on peut déduire du théoreme II1.4 qu’il ne subsiste pas pour o > 3. Par
suite, certaines conditions de régularité étant admises™, ’emploi de moyennes
généralisées ne semble pas loin de donner les meilleurs résultats possibles
relatifs & Dextension du théoreme III.8.1 aux fonctions ®(¢) contenant un
terme $,(2).
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14 Des remarques analogues i celles de la note!® montrent que les conditions de régu-
larité ne sont pas aussi essentielles qu’on pourrait le penser, du moins pour une des par-
ties de I’énoncé: le caractére canonique peut s’établir en ne considérant qu’une suite
partielles de valeurs de 7 = ¢ — wu, et la régularité de G(u 4 7, u) n’est pas nécessaire.



