
Sur le volume arithmétique sur les schémas
torique lisses

Mounir Hajli

Résumé Soit X un schéma torique projective lisse sur Spec(Z). Si D̄ est un fibré en

droites équivariant sur X, muni d’une métrique continue et invariante par l’action du

tore compact deX(C), nous montrons que son volume arithmétique s’exprime en fonc-

tion de la transformée deFenchel–Legendre associée à samétrique. Lorsque D̄ est en plus

admissible, nous montrons que le fait que D̄ soit arithmétiquement ample, nef, ou gros

est caractérisé par des objets issus de la géométrie convexe.

Abstract Let X be a smooth projective toric scheme over Spec(Z). Let D̄ be an equi-

variant line bundle onX, endowedwith a continuousHermitianmetricwhich is invariant

by the action of the compact torus ofX(C). We show that its arithmetic volume is given

in terms of the Legendre–Fenchel transform associated to the metric. When D̄ is sup-

posed admissible, we characterize when it is arithmetically ample, nef, or big in terms of

combinatorial date.

0. Introduction

Soit X une variété arithmétique de dimension relative d sur Spec(Z), c’est à

dire un schéma projectif, intègre, plat sur Z et de fibre générique lisse. Soit L̄

un fibré en droites muni d’une métrique hermitienne continue. On dit que L̄ est

admissible, si L est relativement nef et sa métrique est limite uniforme d’une

suite de métriques de classe C∞ et semi-positives. On considère les différentes

notions de positivité arithmétique suivantes.

1. L̄ est ample si le courant de Chern c1(L̄) est semi-positif sur X(C), et

pour tout l assez grand, l’espace des sections globales H0(X,L⊗l) est engendré

comme un Z-module par l’ensemble :{
s ∈H0(X,L⊗l)

∣∣ ‖s‖sup < 1
}
.

2. L̄ est nef si L est relativement nef, le courant de Chern c1(L̄) est semi-

positif sur X(C) et pour tout P ∈X(Q̄) la hauteur de P par rapport à L̄ est

positive :
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hL̄(P )≥ 0†.

3. L̄ est gros si L restreint à la fibre générique de X est gros et qu’il existe

l un entier positif non nul et s une section globale non nulle de L⊗l tels que

‖s‖L̄⊗l(x)< 1 pour tout x ∈X(C).

En plus, le volume arithmétique de L̄ est défini comme suit :

v̂ol(L̄) = limsup
l �→∞

ĥ0(X, L̄⊗l)

ld+1/(d+ 1)!

où ĥ0(X, L̄⊗l) := log#Ĥ0(X,L⊗l) et Ĥ0(X,L⊗l) := {s ∈ H0(X,L⊗l) | ‖s‖sup ≤
1}. C’est un analogue arithmétique du volume géométrique pour les fibrés en

droites sur une variété projective définie sur un corps.

Dans cet article nous étudions les propriétés ci-dessus dans le cadre de la

géométrie torique. La géométrie arithmétique des variétés toriques a été étudié

de manière intense par Burgos, Moriwaki, Phillipon et Sombra dans [2], [3] et [13].

Comme dans le cas géométrique, il s’avère qu’il est possible de décrire certaines

propriétés arithmétiques de ces variétés en termes d’objets issus de la géométrie

convexe.

Commençons tout d’abord par faire un bref rappel sur la construction des

schémas toriques. Soit Q un Z-module libre de rang fini et P son dual. On

considère un éventail Σ sur QR = Q ⊗Z R et on note par X = XΣ le schéma

torique sur Spec(Z) associé. On suppose en plus que X est projectif et lisse.

Le tore T= Spec(Z[P ]) (où Z[P ] est la Z-algèbre associée au group abelien P )

s’identifie naturellement à un ouvert de X et son action s’étend à une action sur

X entier.

Soit D un diviseur de Cartier équivariant sur X , c’est à dire, un diviseur de

Cartier invariant par l’action du tore T. Le diviseur D correspond une � fonction

support virtuelle � ψD sur l’éventail Σ qui permet de définir le polytope convexe :

ΔD =
{
x ∈ PR

∣∣ 〈x,u〉 ≥ ψD(u),∀u ∈QR

}
,

où PR := P ⊗Z R.

Supposons que le fibré en droites O(D) est muni d’une métrique continue

‖ · ‖D̄ invariante par l’action de SQ le tore compact de T(C). On note par D̄ =

(D,‖ · ‖D̄) le fibré hermitien obtenu. Si sD désigne la section rationnelle du fibré

en droites O(D) associée àD, on considère la fonction gD̄ :QR →R définie comme

† La hauteur d’un point P ∈X(Q̄) par rapport à L̄ est définie comme suit : Soit K un corps

de nombres dans lequel P est défini et OK son anneau des entiers. Le point P correspond à un
unique morphisme de schémas εP : Spec(OK)→X . Soit s un élément non nul du OK -module

ε∗PL. La hauteur de P est le réel suivant :

hL̄(P ) :=
1

[K :Q]

(
log#

(
ε∗PL/(OK · s)

)
−

∑
σ:K→C

log ‖s‖L,σ(P )
)
.
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suit :

gD(u) := log
∥∥sD(

exp(−u)
)∥∥

D̄
,

où exp(−(·)) :QR −→X(C) est l’application exponentielle associée.

On note par ǧD̄ : PR → [−∞,+∞[ la transformée de Legendre–Fenchel de

gD̄, c’est à dire la fonction définie pour tout x ∈ PR par

ǧD̄(x) := inf
x∈QR

(
〈x,u〉 − gD̄(u)

)
.

On montre que ǧD̄(x) est finie si et seulement si x ∈ΔD et que ǧD̄ est concave

sur ΔD.

Principaux résultats
Comme premier résultat, nous établissons que la géométrie torique nous fournit

des exemples de fibrés hermitiens nef mais qui ne sont pas gros.

PROPOSITION 0.1 (CF. PROPOSITION 1.5)

Soit X une variété torique lisse de dimension relative d sur Spec(Z). Soit D̄∞
un fibré en droites équivariant engendré par ses sections globales et muni de sa

métrique canonique. On a pour tout l ∈N∗

Ĥ0(X, lD̄∞) = {±χm |m ∈ lΔD ∩ P} ∪ {0}.

En particulier, lD̄∞ est nef mais il n’est pas gros.

En s’inspirant de [11], nous étendons certaines de ses résultats aux variétés to-

riques lisses. Cet article contient donc deux résultats majeurs : Théorèmes 0.2

et 0.3. Nous établissons une formule intègrale pour le volume arithmétique de D̄,

un fibré en droites hermitien muni d’une métrique continue et invariante par l’ac-

tion du tore compact, c’est l’objet du théorème 0.2. Le théorème 0.3 donne une

interprétation de la positivité arithmétique en termes de la géométrie convexe

lorsqu’on suppose en plus que D̄ est admissible.

THÉORÈME 0.2 (CF. THÉORÈME 2.6)

Soit X une variété torique lisse. Soit D̄ = (D,‖ · ‖D̄) un fibré en droites

équivariant muni d’une métrique ‖ · ‖D̄, continue et invariante par l’action du

tore compact de X(C). On a,

v̂ol(D̄) = (d+ 1)!

∫
ΘD̄

ǧD̄(x)dx

où ΘD̄ := {x ∈ΔD | ǧD̄(x)≥ 0}.

Si l’on suppose en plus que D̄ est admissible, alors nous décrivons les différents

notions de la positivité arithmétique en termes de la combinatoire associée.

THÉORÈME 0.3 (CF. THÉORÈME 2.1)

Soit X une variété torique lisse sur Spec(Z) et D̄ = (D,‖·‖D̄) un fibré équivariant
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et admissible sur X tel que h est invariante par l’action du tore compact de X(C).

On a

1. D̄ est ample si et seulement si ǧD̄(e)> 0, ∀e ∈ΔD ∩P et ψD est stricte-

ment concave.

2. D̄ est nef si et seulement si ǧD̄(e)≥ 0, ∀e ∈ΔD ∩ P et ψD est concave.

3. D̄ est gros si et seulement si gD̄(0)< 0.

Notre approche suit de près celle de Moriwaki dans [11]. En effet, étant donné

un fibré en droites équivariant D̄ muni d’une métrique continue et invariante

par l’action du tore compact de X(C), notre stratégie repose sur la comparaison

de la norme-sup avec la norme L2 en utilisant une variante faible de l’inégalité

Gromov (voir proposition 1.6) et sur le lemme 2.3. Notons que Moriwaki utilise

un cas particulier de l’inégalité de Gromov (voir [11, Lemma 1.4]) afin d’établir

une formule intégrale pour le volume arithmétique (voir [11, Theorem 2.3(1)]).

Remarquons que notre lemme 2.3 peut être vu comme une version faible du [11,

Lemma 2.1], étape aussi cruciale dans la preuve du [11, Theorem 2.3].

Dans [11], Moriwaki considère le diviseur arithmétique D̄a sur Pn
Z
=

Proj(Z[T0, . . . , Tn]) et étudie ses propriétés arithmétiques. Ce fibré hermitien est

défini comme suit D̄a = (H0, ga) où H0 = {T0 = 0} et ga(z) = log(a0 + a1|z1|2 +
· · ·+ an|zn|2) pour tout z ∈ Cn avec a0, a1, . . . , an sont des réels strictement po-

sitifs, aussi il introduit la fonction réelle ϕa sur Rn+1
≥0 donnée par ϕa(x0, x1, . . . ,

xn) =−
∑n

i=0 xi logxi+
∑n

i=0 xi logai pour tout x ∈Rn+1
≥0 . Avec les notations de

[11, Theorem 2.3], on a D̄a est ample (resp. nef) si et seulement si ai > 1 (resp.

ai ≥ 1) pour tout i= 0, . . . , n. Avec les notations de notre article, nous vérifions

que gD̄a
(u) =−ga(exp(−u)) pour tout u ∈Rn et que ǧD̄a

(x1, x2, . . . , xn) = ϕa(1−∑n
i=1 xi, x1, . . . , xn) pour tout (x1, x2, . . . , xn) ∈Δn (le polytope standard de Rn).

Ainsi, nous retrouvons le résultat de Moriwaki.

Dans un travail récent de Burgos, Moriwaki, Philippon et Sombra (voir [2]).

Ils établissent, sous des hypothèses plus générales, deux résultats analogues aux

théorèmes 0.2 et 0.3, voir [2, Theorems 5.6, 6.1]. Dans leur article, le schéma

torique peut être singulier. Mais nous pensons que ce cas peut se déduire du cas

lisse à l’aide d’une résolution de singularités équivariante et en utilisant le fait

que le volume arithmétique est un invariant birationel.

Signalons au passage que les auteurs dans [2] procédent différemment (voir [2,

Remark 5.7]). Notre approche fournit une nouvelle preuve pour certains résultats

du [2] en particulier pour [2, Theorems 5.6, 6.1]. Observons que la propriété de

concavité de la fonction ψD̄,v dans [2, Theorem 6.1] est automatique puisque le

fibré hermitien est supposé admissible. Notons que dans [2] un fibré admissible

est dit semi-positif (voir [2, Definition 3.2]).

Organisation de l’article
La section (1) est formée de deux parties. La première partie contient un survol

de la géométrie des schémas toriques, suivi d’un résultat décrivant l’image d’une
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variété torique par un morphisme équivariant dans un espace projectif (voir pro-

position 1.3). Ce résultat sera utile pour la suite. La deuxème partie regroupe les

définitions des différents objets et notions qui seront étudiés dans ce texte. Dans

cette deuxième partie, nous décrivons l’ensemble des sections petites d’un fibré

en droites équivariant muni d’une métrique continue et invariante par l’action

du tore compact. Pour cela, nous commençons par déterminer l’ensemble des

sections petites pour la métrique L2 pour les différentes puissances du fibré en

droites hermitien en question, et à l’aide d’une variante faible de l’inégalité de

Gromov nous déduisons celles de normes sup inférieure à 1. C’est l’objet de la

proposition 1.7.

Dans la section 2 nous établissons les théorèmes 0.2 et 0.3. Notre

démonstration s’inspire de l’article [11] et utilise de manière cruciale la variante

faible de l’inégalité de Gromov (voir (8)).

1. Sur la géométrie des schémas toriques

Dans ce paragraphe, nous ferons un bref rappel sur la construction des schémas

toriques. On peut consulter les références suivantes [4], [5] et [12] pour une in-

troduction détaillée.

Soit Q un Z-module libre de rang d et P son Z-module dual. On pose QR =

Q⊗Z R et PR = P ⊗Z R. On appelle cône strict dans Q tout ensemble σ ⊆ QR

de la forme σ =Σi∈IR
+ni qui ne contient aucune droite réelle où {ni, i ∈ I} est

une famille finie d’éléments de Q. On définit le dual σ∗ en posant σ∗ = {v ∈ PR |
〈v,x〉 ≥ 0,∀x ∈ σ}. On dit que τ ⊂ σ est une face de σ si l’on peut trouver v ∈ σ∗

tel que τ = σ ∩ {v}⊥. Un éventail de QR est une famille finie Σ de cônes stricts

de Q tels que :

• Si σ ∈Σ alors toute face τ de σ appartient à Σ.

• Si σ, σ′ ∈Σ, alors σ ∩ σ′ est une face à la fois de σ et de σ′.

La réunion |Σ|=
⋃

σ∈Σ σ est appelée le support de Σ.

Grâce à Demazure [4], on peut associer à tout éventail Σ sur Q un schéma π :

X → Spec(Z). Ce schéma est obtenu comme recollement d’une famille d’ouverts

indexée par Σ où chaque ouvert est le spectre de Z[P ∩ σ∗] pour σ ∈ Σ (où

Z[P ∩σ∗] est la Z-algèbre associée au semi-groupe P ∩σ∗). Le tore T= Spec(Z[P ])

s’identifie naturellement à un ouvert de X dont son action s’étend à X entier.

On montre que X est plat sur Z, normal, séparé, de dimension absolue d+ 1, à

fibres géométriquement inègres, voir [4, paragraphe 4 Lemme 1]. Dans la suite,

toutes les variétés toriques provenant d’un éventail seront supposées propres.

Soient (Q,Σ) et (Q′,Σ′) deux éventails. Un morphisme d’éventails ϕ : (Q′,

Σ′)→ (Q,Σ) est un morphisme de Z-modules ϕ :Q′ →Q telle que l’application

induite ϕR :Q′
R
→QR définie par extension des scalaires vérifie pour tout σ′ ∈Σ′,

il existe σ ∈Σ tel que ϕ(σ′)⊆ σ. On note tϕ : P → P ′ la transposée de ϕ et tϕR

l’application définie par extension des scalaires. La proposition suivante affirme

qu’on peut recoller ces constructions locales pour obtenir un morphisme globale

équivariant ϕ∗ et donne une condition nécessaire et suffisante sur ϕ pour que ϕ∗
soit propre.
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PROPOSITION 1.1

Soit un morphisme d’éventails ϕ : (Q′,Σ′) → (Q,Σ). Le morphisme de tores

algébriques ϕ∗ : T
′ = Spec(Z[P ′])→ T= Spec(Z[P ]), induit par l’application duale

tϕR : PR → P ′
R
, se prolonge en un morphisme :

ϕ∗ :X
′ →X.

Le morphisme ϕ∗ est équivariant sous l’action de T′ et T. De plus, ϕ∗ est propre

si et seulement si ϕ−1
R

(|Σ|) = |Σ′|).

Démonstration

On peut consulter [12, Propositions 1.13 et 1.15]. �

Un diviseur de Cartier équivariant D sur X , est un diviseur de Cartier invariant

par l’action du tore T. À D on lui associe une fonction support virtuelle ψD :

QR →R continue et linéaire par morceaux sur Σ, voir [12, Proposition 2.1] et [5,

p. 66]. Cette fonction permet de définir le polytope convexe suivant

ΔD =
{
x ∈ PR

∣∣ 〈x,u〉 ≥ ψD(u),∀u ∈QR

}
,

où PR := P ⊗Z R.

La fonction ψD et le polytope ΔD codent plusieurs informations sur la posi-

tivité de D. Par exemple, le diviseur D est généré par ses sections globales (resp.

ample) si et seulement si ψD est concave (resp. strictement concave).

PROPOSITION 1.2

Soit D un diviseur de Cartier horizontal T-invariant et O(D) le faisceau inver-

sible associé à D. Le Z-module des sections globales de O(D) est donné par :

H0
(
X,O(D)

)
=

⊕
m∈ΔD∩P

Zχm,

où χm est le caractère associé à m.

Démonstration

On peut consulter [12, Lemma 2.3] et [5, p. 66], les arguments donnés sur C

s’étendent immédiatement à la situation sur Spec(Z). �

Soit D un diviseur de Cartier équivariant sur X et O(D) le fibré en droites associé

qu’on suppose engendré par ses sections globales. Il définit alors un morphisme

équivariant de X vers l’espace projectif de dimension #(ΔD∩P )−1. Nous allons

décrire l’image de X par ce morphisme, c’est l’objet de la proposition 1.3. Ce

résultat nous servira dans la suite pour étudier le volume arithmétique associée

à un fibré en droites équivariant muni d’une métrique continue et invariante par

l’action de SQ.

On note par k, un corps algébriquement clos. Soit T d = (k×)d le tore

algébrique et Pn(k) l’espace projectif de dimension d et n respectivement. Soit

A= {a0, . . . , an} une suite de n+ 1 vecteurs de Zd.
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L’ensemble A définit une action de T d sur Pn(k) :

∗A : T d × Pn(k)−→ Pn(k), (s,x)→ (sa0x0 : · · · : sanxn).

On note par XA,1 l’adhérence de Zariski de l’image de l’application monomiale :

(1) ∗A,1 := ∗A|1 : Td −→ Pn(k), s→ (sa0 : · · · : san).

C’est une variété torique projective au sens de Gelfand, Kapranov et Zele-

vinsky (cf. [6]), c’est à dire une sous-variété de Pn(k) stable par rapport à l’action

de T d, avec une orbite dense X◦
A,1 := T d ∗A 1.

PROPOSITION 1.3

Soit X une variété torique de dimension d provenant d’un éventail et D un divi-

seur de Cartier équivariant. Soit O(D) le fibré en droites associé qu’on suppose

engendré par ses sections globales. On définit un morphisme équivariant associé

à D, qu’on le note φD, de la façon suivante :

φD :X −→ P
kD

Z
,

x �−→
(
χm(x)

)
m∈ΔD∩P

où on a choisit un ordre sur les éléments ΔD ∩ P , kD =#(ΔD ∩ P )− 1.

Alors il existe B un sous ensemble fini de vecteurs de Zd, tel que l’image de

X(k) par φD cöıncide avec XB,1.

Démonstration

D’après la proposition 1.1, φD provient d’un morphisme d’éventails

φ : (Zd,ΣX)−→ (Zn,ΣPn)

où ΣX est l’éventail de X et ΣPn celui de Pn
Z
.

On pose ck = ϕ(e
(d)
k ) pour k = 1, . . . , d (où e

(d)
k désigne le k-ème vecteur de

la base usuelle de Zd) et on note par B la matrice d’ordre n × d qui a pour

colonnes c1, c2, . . . , cd. Si l’on note par bj avec j = 1, . . . , n les lignes de B alors
tϕ (le morphisme dual de ϕ) s’écrit

tφ : Zn −→ Zd,

m �−→ tB ·m,

où tB est la matrice transposée de B. Le morphisme tϕ induit l’homomorphisme

de Z-algèbres suivant :

Z[Zn] −→ Z[Zd],
(2)

χm �−→ χ
tφ(m).

Comme

tφ(e
(n)
j ) = tB · e(n)j =

d∑
j=1

bk,je
(d)
j ,
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alors (2) devient

Z[Zn] −→ Z[Zd],
(3)

χe
(n)
j �−→ χ

∑d
j=1 bk,je

(d)
j .

Soit s ∈ Spec(Z[Zd])(k) = (k×)d, on a

s= (s1, . . . , sd) =
(
Xe

(d)
1 (s), . . . ,Xe

(d)
d (s)

)
.

Ce point s’envoie par φD sur(
1,X

∑d
j=1 b1,je

(d)
j (s), . . . ,X

∑d
j=1 bn,je

(d)
j (s)

)
=

(
1,

d∏
j=1

Xb1,je
(d)
j (s), . . . ,

d∏
j=1

Xbn,je
(d)
j (s)

)

= (1, sb1 , . . . , sbn)

(puisque Xbk,je
(d)
j (s) = s

bk,j

j pour j = 1, . . . , d).

On conclut que le morphisme φD cöıncide sur (k×)d avec :

(k×)d −→ Pn(k)

s −→ (1, sb1 , . . . , sbn).

On termine la démonstration en rappelant que χ
tφ(e

(n)
j ) sont les sections

globales de O(D) qui correspondent à l’ensemble ΔD∩P (cf. proposition 1.2). �

On suppose que X est projective et lisse dans la suite. Soit D un diviseur de

Cartier équivariant sur X et on suppose que O(D) est engendré par ses sections

globales sur X . Soient ψD la fonction support et ΔD le polytope associés à D.

On munit O(D)(C) d’une métrique hermitienne continue ‖ · ‖D̄, qu’on sup-

pose invariante par l’action du sous-tore compact SQ := {t ∈ T(C) | |t|= 1}. Dans

la suite, on notera le fibré hermitien (D,‖ · ‖D̄) par D̄.

Le quotient de X(C) par le sous-tore compact SQ est la variété à coins

associée, notée XR≥0
. On montre que Hom(P,R≥0) (l’ensemble des morphismes

de semi-groupe avec élément neutre de P vers (R≥0,×)) s’identifie un ouvert

dense de XR≥0
notée X◦

R≥0
(voir [5, paragraphe 4] pour la construction). Comme

QR �Hom(P,R) alors on a la paramétrisation suivante donnée par l’exponentielle

usuelle :

QR −→X◦
R≥0

,

u �−→ exp(−u).

Soit sD la section rationnelle équivariante de O(D) associée à D. On pose

gD̄(u) := log
∥∥sD(

exp(−u)
)∥∥

D̄
∀u ∈QR,
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et on note par ǧD̄, la transformée de Legendre–Fenchel de gD̄, qui est par

définition :

ǧD̄(x) := inf
u∈QR

(
〈x,u〉 − gD̄(u)

)
, ∀x ∈ PR.

On montre que ǧD̄ est finie si et seulement si x ∈ΔD et qu’elle est concave sur

cet ensemble. On pose

(4) ΘD̄ :=
{
x ∈ΔD

∣∣ ǧD̄(x)≥ 0
}
.

On munit X(C) d’une forme volume Ω, de classe C∞, invariante par l’action

de SQ et telle que
∫
X
Ω = 1.† Soit hD̄ une métrique hermitienne continue sur

O(D)(C). On pose D̄ := (D,‖ · ‖D̄). Pour s, t ∈H0(X,O(D)), on pose

〈s, t〉D̄,Ω =

∫
X(C)

hD̄(s, t)Ω et ‖s‖L2,D̄,Ω :=
√
〈s, s〉D̄,Ω.

On peut aussi munir H0(X,O(D)) de la norme-sup :

‖s‖D̄,sup := sup
x∈X(C)

‖s‖D̄(x), pour s ∈H0
(
X,O(D)

)
.

On pose

Ĥ0
L2(X,D̄) :=

{
s ∈H0

(
X,O(D)

) ∣∣ ‖s‖L2,D̄,Ω ≤ 1
}
,

et

Ĥ0(X,D̄) :=
{
s ∈H0

(
X,O(D)

) ∣∣ ‖s‖D̄,sup ≤ 1
}
,

Ĥ0(X,D̄) est appelé l’ensemble des sections petites de D̄. Notons que Ĥ0(X,D̄)⊆
Ĥ0

L2(X,D̄). On note par 〈Ĥ0(X, lD̄)〉Z le Z-module engendré par Ĥ0(X, lD̄)

et par 〈{s ∈ H0(X,O(lD)) | ‖s‖lD̄,sup < 1}〉Z le Z-module engendré par {s ∈
H0(X,O(lD)) | ‖s‖lD̄,sup < 1}.

D’après [15], [9], on dit que D̄ est admissible si O(D) est relativement nef

et sa métrique ‖ · ‖ est limite uniforme d’une suite de métriques (‖ · ‖k)k∈N de

classe C∞ et semi-positives sur O(D)(C).

REMARQUE 1.4

Notons que la notion de métrique admissible correspond à la notion de métrique

semi-positive considérée par Burgos, Moriwaki, Philippon et Sombra, voir [3,

Definition 1.4.1] et [2, p. 15].

Dans [10] Moriwaki introduit trois notions de positivité arithmétique. La

géométrie d’Arakelov développée dans [9] permet d’étendre ces trois notions de

positivité aux fibrés en droites admissibles. Plus précisément, soit X une variété

† On peut construire Ω de la manière suivante : Soit A un fibré en droites équivariant et très

ample sur X(C). On considère h0 l’image réciproque de la métrique de Fubini–Study par le mor-

phisme équivariant défini par A, c’est à dire X(C)−→ PdimH0(X,A), x �−→ (χm(x))m∈ΔA∩M ,
alors on vérifie que h0 est une métrique hermitienne sur A, de classe C∞, définie positive et

invariante par l’action du tore compact de X(C). On pose alors Ω := c1(A,h0)d/
∫
X c1(A,h0)d.
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arithmétique projective et D̄ un fibré en droites hermitien muni d’une métrique

continue sur X . On considère les différentes notions de positivité arithmétique

suivantes :

1. D̄ est ample si le courant de Chern c1(D̄) est semi-positif sur X(C), et

pour tout l assez grand, l’espace des sections globales H0(X,O(lD)) est engendré

comme un Z-module par l’ensemble :{
s ∈H0(X, lD̄)

∣∣ ‖s‖sup < 1
}
.

2. D̄ est nef si O(D) est relativement nef, le courant de Chern c1(D̄) est

semi-positif sur X(C) et pour tout P ∈X(Q̄) la hauteur de P par rapport à D̄

est positive :

hD̄(P )≥ 0.

3. D̄ est gros si O(D) restreint à la fibre générique de X est gros et qu’il

existe l un entier positif non nul et s une section globale non nulle de O(lD) tels

que ‖s‖lD̄(x)< 1 pour tout x ∈X(C).

Un exemple intéressant de métrique admissible est celui de métrique cano-

nique sur un fibré en droites équivariant O(D) au-dessus d’une variété torique

projective non-singulière X . On établit qu’on peut associer à D, de maniére

canonique, une métrique continue notée par ‖ · ‖D,∞, décrite uniquement par la

combinatoire de la variétéX . En plus, on peut montrer que ‖·‖D,∞ est admissible

lorsque O(D) est engendré par ses sections globales. Il existe trois constructions

équivalentes : La construction due à Batyrev et Tschinkel [1, Section 2.1], celle de

Zhang [15, Theorem 2.2] et la construction par image inverse, voir par exemple

[9, paragraphe 3.3]. On va décrire ici la troisème construction qui nous sera utile

pour la suite : Soit D un diviseur de Cartier équivariant et O(D) le fibré en

droites associé qu’on suppose engendré par ses sections globales. On définit un

morphisme équivariant φD associé de la façon suivante :

φD :X −→ PkD ,

x �−→
(
χm(x)

)
m∈ΔD∩P

où kD =#(ΔD ∩ P )− 1. On note par ¯O(1)∞ le fibré de Serre sur PkD muni de

la métrique définie pour toute section méromorphe de O(1) par :

∥∥s(x)∥∥∞ =
|s(x)|

sup0≤i≤kD
|xi|

.

Cette métrique est la métrique de Batyrev et Tschinkel ou de Zhang pour le

faisceau O(1) sur PkD considérée comme variété torique. En posant ‖ · ‖D,∞ =

φ∗
D‖·‖∞, alors on établit que cette métrique est la métrique de Batyrev et Tschin-

kel ou de Zhang pour le faisceau O(D) sur X , voir [9, théorème 3.3.10].

Ces fibrés hermitiens fournissent des exemples de fibrés hermitiens nef qui

ne sont pas gros sur tout schéma torique lisse, comme le montre la proposition

suivante.
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PROPOSITION 1.5

Soit X une variété torique lisse de dimension relative d sur Spec(Z). Soit D̄∞
un fibré en droites équivariant engendré par ses sections globales et muni de sa

métrique canonique. On a pour tout l ∈N∗

(5) Ĥ0(X, lD̄∞) = {±χm
∣∣ m ∈ lΔD ∩Zd} ∪ {0}.

En particulier, lD̄∞ est nef mais il n’est pas gros.

Démonstration

On note par SQ le tore compact de X(C). On fixe un entier positif non nul l et

soit s ∈ Ĥ0(X,D̄∞) \ {0}. En particulier, on a ‖s‖D,∞(x) = |s(x)| ≤ 1 pour tout

x ∈ SQ
† et s n’est pas identiquement nul sur SQ (Cela résulte du fait que le tore

compact SQ est Zariski-dense dans X(C)). Par conséquent l’intégrale suivante

est finie et elle est négative :

M(s) :=

∫
SQ

log
∣∣s(x)∣∣dμ≤ 0

(dμ désigne la mesure de Haar normalisée sur SQ). D’après [9, paragraphe 7.3.]

la hauteur canonique hD̄∞(div(s)) du cycle div(s) est donnée par la formule

suivante :

hD̄∞

(
div(s)

)
= deg(D)M(s).

Or, cette quantité est positive d’après [9, Proposition 5.5.7]. On déduit que

M(s) = 0.

Par l’inégalité de Jensen et comme |s(x)| ≤ 1 pour tout x ∈ SQ on a

0 =

∫
SQ

log
∣∣s(x)∣∣dμ≤ log

(∫
SQ

∣∣s(x)∣∣dμ)
≤ 0.

Par continuité de |s|, on obtient que |s| = 1 sur SQ. Si l’on écrit

s =
∑

m∈lΔD∩P amχm, avec am sont des entiers pour tout m ∈ lΔD ∩ P , alors

1 = |s(x)|2 =
∑

m,m′∈lΔD∩P amam′χm−m′
(x) pour tout x ∈ SQ. En intégrant sur

SQ on obtient ∑
m∈lΔD∩P

a2m = 1.

Comme tous les aν sont des entiers, on en déduit qu’il existe m0 ∈ lΔD ∩ P , tel

que am = 0 si m �=m0 et |am0 |= 1. Par suite,

s=±χm0 et ‖s‖∞,sup = 1.

† Si l’on considère le morphsime φD défini par D :

φD :X −→ PkD ,

x �−→
(
χm(x)

)
m∈ΔD∩P

.

Soit s ∈ Ĥ0(X, lD̄∞). Comme ‖ · ‖D,∞ = φ∗‖ · ‖∞ et que φD envoie le tore compact X sur celui

de PkD , alors ‖s(x)‖D,∞ = |s(x)| pour tout x ∈ SQ et s ∈H0(X, lD̄∞).
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Donc D̄∞ n’est pas gros, et on a :

Ĥ0(X,D̄∞) = {±χm |m ∈ lΔD ∩ P} ∪ {0}.

De cette égalité et puisque D̄∞ est admissible on conclut à l’aide de [9,

Proposition 5.5.7] que D̄∞ est nef. �

Dans la suite, nous allons établir un résultat qui généralise la proposition 1.5. Plus

précisément, nous allons décrire l’ensemble des sections petites d’un fibré en

droites hermitien muni d’une métrique hermitienne continue et invariante par

le tore compact de la variété torique, en fonction de la transformée de Fenchel–

Legendre associée. C’est l’objet de la proposition 1.7. La preuve suivra le raison-

nement fait dans [11, Proposition 1.5] et nous utiliserons de manière cruciale une

variante faible de l’inégalité de Gromov (voir proposition 1.6).

L’ensemble des sections petites
Lorsqu’on est dans la situation où la métrique est de classe C∞ alors un moyen

pratique pour le calcul du volume arithmétique consiste à comparer la norm-sup

avec la norme L2 moyennant l’inégalité de Gromov, et d’utiliser le fait que la

norme L2 est hermitienne, voir par exemple [7]. Malheureusement cette inégalité

n’est plus valable lorsqu’on suppose que la métrique est uniquement continue.

Dans [2], les auteurs évitent le recours à cette technique, ils montrent que la

base des sections toriques est orthogonale pour la norme-sup, voir [2, Proposi-

tion 5.2] et [2, Remark 5.7].

Notre approche ici repose sur une variante faible de l’inégalité de Gromov

(voir proposition 1.6). Nous utilisons cette inégalité pour comparer la norm-sup

avec la norme L2, et nous verrons que cela est suffisant pour établir une formule

intégrale pour le volume arithmétique.

PROPOSITION 1.6

Soit Y une variété différentielle compacte complexe munie de Ω, une forme vo-

lume de classe C∞. Soit L̄ un fibré en droites holomorphe muni d’une métrique

hermitienne continue. On a, pour tout ε > 0 il existe une constante C > 0 telle

que pour tout k > 0 et pour toute section holomorphe s de kL, on ait

(6) ‖s‖kL̄,sup ≤Ceεk‖s‖L2,kL̄,Ω.

Démonstration

Voir par exemple [7, lemme 3.2]. �

Comme première application de cette inégalité, nous allons décrire l’ensemble

des sections petites de D̄.

PROPOSITION 1.7

Soit D̄ un fibré en droites muni d’une métrique continue et invariante par l’action

de SQ. On fixe l, un entier positif non nul. On a :
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1. Ĥ0(X, lD̄) �= {0} si et seulement si lΘD̄ ∩ P �= ∅.
2. Si lΘD̄ ∩ P �= ∅, alors 〈Ĥ0(X, lD̄)〉Z =

⊕
e∈lΘD̄∩P Zχe.

LEMME 1.8

Soit φ ∈ Ĥ0
L2(X, lD̄), si l’on écrit

φ=
∑

e∈lΔD∩P

ceχ
e,

alors {e | ce �= 0} ⊂ lΘD̄.

Démonstration

On peut supposer φ �= 0, Posons {e | ce �= 0}= {e1, . . . ,em}, avec ei �= ej , si i �= j.

Soit ei un point extrémal de Conv{e1, . . . ,em}. Montrons que ei ∈ lΘD̄. On peut

supposer que i= 1.

On a, pour tout k ∈N≥1,

φk = cke1
χke1 +

∑
k1,...,km∈Z≥0

k1+···+km=k,k1 �=k

k!

k1! · · ·km!
ck1
e1

· · · ckm
em

χk1e1 · · ·χkmem .

On vérifie que ke1 �= k1e1 + · · ·+ kmem, pour tout k1, . . . , km ∈ Z≥0 tels que

k1+ · · ·+km = k et k1 �= k. Sinon, e1 = ( k2

k−k1
)e2+ · · ·+( km

k−k1
)em. Cela contredit

le fait que e1 est un point extrémal de Conv(e1, . . . ,em), par suite on peut écrire

φk = cke1
χke1 +

∑
e′∈Zd

≥0,e
′ �=ke1

c′e′χe′
,

cela implique que

〈φk, φk〉klD̄,Ω = c2ke1
〈χke1 , χke1〉klD̄,Ω + (réel positif)

(l’invariance de Ω et de h par l’action du tore compact de X(C), implique que

〈χe1 · · ·χer , χe′
1 · · ·χe′

r〉klD̄,Ω = 0, dès que (e1, . . . ,er) �= (e′1, . . . ,e
′
r)).

On en déduit que

〈χke1 , χke1〉klD̄,Ω ≤ 1 (rappelons quec2ke1
∈ Z).

Notons par s0, . . . , sn les sommets du polytope ΔD, où n=#(ΔD ∩ P )− 1.

D’après proposition 1.3, il existe B = {b0, . . . , bn} un sous-ensemble de Zd tel

que (Quitte à réordonner les indices) on a :

χsi(t) = tbi ∀t ∈ TP ∀i= 0, . . . , n.

On peut supposer que e0 = 0 et s0 = 0.

Par hypothèse e1 ∈ (lΔD)∩P . Il existe donc des rationnels positifs λ1, . . . , λn

avec
∑n

i=1 λi ≤ 1, tels que

e1
l
=

n∑
i=1

λisi.
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Posons βi := λil pour i= 1, . . . , n et β := (β1, . . . , βn)). Alors

χke1 =

n∏
i=1

χβiksi =

n∏
i=1

tkβibi ∀t ∈ T(C),∀k ∈N.

Comme ‖·‖D̄ est invariante par l’action de SQ, soit t ∈ T(C) et u est l’élément

de QR vérifiant exp(−u) = |t|, alors

log ‖χke1‖klD̄(t) = log ‖χke1‖klD̄
(
exp(−u)

)
= −

(∑
i

kβi〈bi, u〉 − klgD̄(u)
)

= −kl
(〈∑

i

βibi
l

, u
〉
− gD̄(u)

)

= −kl
(〈 tB · β

l
, u

〉
− gD̄(u)

)
,

où on a noté par tB la transposée de la matrice B, dont ses lignes sont b1, b2,

. . . , bn. B définie alors un homomorphisme de Z-modules de Q vers Zd associée

au morphisme ΦD, voir proposition 1.3.

On a donc,

(7) ‖χke1‖klD̄,sup = exp
(
−klǧD̄

( tB · β
l

))
.

On fixe ε > 0. D’après la proposition 1.6, il existe une constante C > 0, telle

que

(8) ‖χke1‖klD̄,sup ≤Ceεk‖χke1‖L2,klD̄,Ω ∀k� 1.

Comme on a montré que

‖χke1‖L2,klD̄,Ω ≤ 1, ∀k ∈N,

alors,

exp
(
−lǧD̄

( tB · β
l

))
= ‖χke1‖

1
k

klD̄,sup
≤C

1
k e

ε
2 ∀k ∈N≥1.

En faisant tendre k vers l’infini, on obtient :

ǧD̄

( tB · β
l

)
≥− ε

2l
,

et puisque ε est arbitraire, alors on déduit

(9) ǧD̄

( tB · β
l

)
≥ 0.

Comme si = (tϕ)(e
(n)
i ) pour i= 0, . . . , n (où {e(n)1 , . . . , e

(n)
n } désigne la base stan-

dard de Rn) alors e1 = l
∑n

i=1 λisi = (tϕ)(
∑n

i=1 lλe
(n)
i ) = tB · β ), c’est à dire

e1 =
tB · β. Donc (9) devient

ǧD̄

(e1
l

)
≥ 0,
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c’est à dire

e1 ∈ (lΘD̄)∩ P. �

Soit ei1 , . . . ,eiq les points extrémaux de Conv(e1, . . . ,em), alors

Conv(e1, . . . ,em) = Conv(ei1 , . . . ,eiq )⊆ lΘD̄.

Ce qui termine la preuve de la proposition 1.7.

2. Preuve des théorèmes 0.2 et 0.3

La positivié arithmétique
Nous décrivons les différentes notions de positivité arithmétique en termes de la

combinatoire.

THÉORÈME 2.1

Soit X une variété torique lisse sur Spec(Z) et D̄ = (D,‖ ·‖D̄) un fibré admissible

sur X telle que ‖ · ‖D̄ est invariante par l’action du tore compact de X(C). On a

1. D̄ est ample si et seulement si ǧD̄(e)> 0, ∀e ∈ΔD ∩P et ψD est stricte-

ment concave.

2. D̄ est nef si et seulement si ǧD̄(e)≥ 0, ∀e ∈ΔD ∩ P et ψD est concave.

3. D̄ est gros si et seulement si gD̄(0)< 0.

Démonstration

1. Si ǧD̄(e)> 0 pour tout ∀e ∈ΔD∩P , alors ‖χe‖sup < 1, ∀e ∈ΔD ∩P . Cela

implique que (lΔD)∩ P ⊆ (lΘD̄)∩ P pour tout l ∈N≥1. Par suite〈{
s ∈H0

(
X,O(lD)

) ∣∣ ‖s‖lD̄,sup < 1
}〉

Z
=H0

(
X,O(lD)

)
∀l ∈N≥1,

et puisque ψD ests strictement concave alors D est ample. On conclut que D̄ est

ample.

Réciproquement, supposons que D̄ est ample. Alors ψD est strictement

concave puisque par hypothèseD est ample et il existe l� 1, tel queH0(X,O(lD))

est engendré comme Z-module, par l’ensemble :{
φ ∈H0

(
X,O(lD)

) ∣∣ ‖φ‖sup < 1
}
.

Soit φ un élément non nul de cet ensemble. Il existe des entiers ce, où e ∈ lΔD∩P ,

tels que :

φ=
∑

e∈lΔD∩P

ceχ
e.

Soit Ω une forme de volume de classe C∞ et invariante par l’action du tore

compact de X(C) avec
∫
X(C)

Ω= 1. Comme dans la preuve du lemme 1.8, on pose

{e | ce �= 0}= {e1, . . . ,em} et on choisit un point extrémal de Conv{e1, . . . ,em},
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qu’on peut supposer égal à e1. On a, pour tout k ∈N≥1,

φk = cke1
χke1 +

∑
k1,...,km∈Z≥0

k1+···+km=k,k1 �=k

k!

k1! · · ·km!
ck1
e1

· · · ckm
em

χk1e1 · · ·χkmem .

On vérifie que ke1 �= k1e1 + · · ·+ kmem, pour tout k1, . . . , km ∈ Z≥0 tels que

k1+ · · ·+km = k et k1 �= k. Sinon, e1 = ( k2

k−k1
)e2+ · · ·+( km

k−k1
)em. Cela contredit

le fait que e1 est un point extrémal de Conv(e1, . . . ,em), par suite on peut écrire

φk = cke1
χke1 +

∑
e′∈Zd

≥0,e
′ �=ke1

c′e′χe′
,

cela implique que

〈φk, φk〉klD̄,Ω = c2ke1
〈χke1 , χke1〉klD̄,Ω + (réel positif)

(on a vérifié que 〈χe1 · · ·χer , χe′
1 · · ·χe′

r 〉klD̄,Ω = 0, si (e1, . . . ,er) �= (e′1,

. . . ,e′r)).

On en déduit que

〈χke1 , χke1〉klD̄,Ω ≤ 〈φk, φk〉klD̄,Ω (rappelons que c2ke1
∈ Z)

et donc (on a supposé
∫
X(C)

Ω= 1)

〈χke1 , χke1〉klD̄,Ω ≤ 〈φk, φk〉klD̄,Ω ≤ ‖φk‖2klD̄,sup ≤ ‖φ‖2kklD̄,sup ∀k ∈N≥1.

D’après (7) et (8), on déduit

exp
(
−lǧD̄

(e1
l

))
≤C

1
k eε‖φ‖D̄,sup ∀k ∈N≥1.

En prenant k �→∞, on obtient

lǧD̄

(e1
l

)
≥− log ‖φ‖D̄,sup − ε.

Cette inégalité est valable pour tout ε > 0. Donc,

ǧD̄

(e1
l

)
≥−1

l
log ‖φ‖D̄,sup > 0.

On conclut que, pour tout ce �= 0, on a

ǧD̄

(e

l

)
> 0.

Par hypothèse {φ ∈H0(X,O(lD)) | ‖φ‖D̄,sup < 1} engendre H0(X,O(lD)).

Donc pour tout e ∈ lΔD ∩ P , on peut trouver φ ∈ {φ′ ∈ H0(X,O(lD)) |
‖φ′‖D̄,sup < 1} tel que ce �= 0. Cela permet de conclure que

ǧD̄(e)> 0 ∀e ∈ΔD ∩ P.

2. On suppose que ǧD̄(e)≥ 0 pour tout e ∈ΔD ∩P . Donc, par concavité de

ǧD̄, on a ǧD̄(m)≥ 0 ∀m ∈ lΔD∩P et ∀l ∈N≥1. Par conséquent, pour tout l ∈N≥1

l’espace H0(X,O(lD)) est engendré par des sections globales de normes sup

inférieure ou égale à 1. D’aprés [9, Proposition 5.5.7], on déduit que hD̄(P )≥ 0

pour tout P ∈X(Q̄). On conclut que D̄ est nef.
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Réciproquement si D̄ est nef. Donc hD̄(P )≥ 0 pour tout P ∈X(Q̄), en par-

ticulier pour tout P ∈ (X \ div(χe))(Q̄) avec e ∈ΔD ∩ P . Or, si l’on considère

P ∈ (Q∗)d alors on a hD̄(P ) = − log ‖χe‖D̄(P ). Par conséquent, on aura

‖χe‖D̄(P )≤ 1. Par invariance de la métrique par l’action de SQ et par densité,

on déduit que ‖χe‖D̄(x)≤ 1 pour tout x ∈X(C). Par suite,

ǧD̄(e)≥ 0 ∀e ∈ΔD ∩ P.

3. Si D̄ est gros. Par définition, il existe une section φ ∈H0(X,O(lD)) pour

un certain l � 1, avec ‖φ‖sup < 1. Alors comme dans le cas ample, on montre

qu’il existe e ∈ lΔD ∩ P tel que :

lǧD̄

(e

l

)
≥−2 log ‖φ‖sup > 0,

et comme −gD̄(0)≥minu∈Rd(〈el , u〉 − gD̄(u)) = ǧD̄(el ) donc,

gD̄(0)< 0.

Réciproquement, on suppose que gD̄(0) < 0. Comme gD̄ est concave alors

d’après [14, p. 218] il existe x ∈Rd tel que

gD̄(u)− gD̄(0)≤ 〈x,u〉 ∀u ∈Rd.

On a par suite

0<−gD̄(0)≤ ǧD̄(x).

On peut supposer que x ∈ Int(ΔD). En effet, si l’on considère p ∈ Int(ΔD) alors

tx + (1 − t)p ∈ Int(ΔD) dès que t ∈ [0,1[ (rappelons que ΔD est défini par un

nombre fini d’inégalités, voir la proposition 1.2) et par concavité de ǧ, on peut

trouver t ∈ [0,1[ tel que ǧD̄(tx+ (1− t)p)< 0.

Comme ǧD̄ est concave, alors on montre que ǧD̄ est continue sur Int(ΔD),

voir par exemple [8, Theorem 2.2]. On peut donc supposer que x ∈ ΘD̄ ∩ Qd.

Il existe alors l, un entier positif non nul tel que lx ∈ lΔD ∩ P . Si l’on pose

e := lx, alors d’après ce qui précède la section globale χe vérifie :

‖χe‖D̄,sup = exp
(
−lǧD̄

(e

l

))
= exp

(
−lǧD̄(x)

)
< 1,

donc, D̄ est gros. �

Le volume arithmétique
Soit D̄ un fibré en droites hermitien muni d’une métrique continue sur X . Le

volume v̂ol(D̄) de D̄ est défini comme suit :

v̂ol(D̄) = limsup
l→∞

log#Ĥ0(X, lD̄))

ld+1/(d+ 1)!
.

C’est l’analogue arithmétique du volume d’un fibré en droites sur une variété

projective sur un corps.

EXEMPLE 2.2

Si X est une variété torique lisse sur Spec(Z) et D̄∞ est un fibré en droites
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équivriant sur X muni de sa métrique canonique, alors

v̂ol(D̄∞) = 0.

En effet, d’après (5) il suffit de noter qu’on a pour tout l� 1, #Ĥ0(X, lD̄∞) =

2#(lΔD ∩ P ) + 1� 2vol(ΔD)ld.

La suite de cette section est consacrée à la preuve du théorème 0.2 (voir le

théorème 2.6). Nous adopterons la preuve du [11, Theorem 2.3] dans le cas to-

rique.

Nous commençons par établir un résultat qui permet d’approximer le volume

arithmétique par une quantité plus flexible, définie en terme de la norme L2, c’est

l’objet du lemme 2.3. Notons que ce lemme peut être vue comme une version

faible du [11, Lemma 2.1].

LEMME 2.3

Pour tout ε > 0, on a

v̂ol(D̄)≤ lim inf
l �→∞

log#Ĥ0
L2(X, lD̄)

ld+1/(d+ 1)!
≤ limsup

l �→∞

log#Ĥ0
L2(X, lD̄)

ld+1/(d+ 1)!
≤ v̂ol(D̄ε),

avec D̄ε := (D,e−ε‖ · ‖D̄).

Démonstration

Puisque Ĥ0(X, lD̄)⊂ Ĥ0
L2(X, lD̄), alors

v̂ol(D̄)≤ lim inf
l �→∞

log#Ĥ0
L2(X, lD̄)

ld+1/(d+ 1)!
.

Soit ε > 0, d’après (1.6), il existe une constante C tel que ‖ · ‖sup ≤ Ceεl‖ · ‖L2

sur H0(X,O(lD)). On peut supposer que ‖ · ‖sup ≤ e2εl‖ · ‖L2 pour l � 1. Cela

donne

Ĥ0
L2(X, lD̄)⊂ Ĥ0(X, lD̄4ε) ∀l� 1.

Donc,

limsup
l �→∞

log#Ĥ0
L2(X, lD̄)

ld+1/(d+ 1)!
≤ v̂ol(D̄4ε). �

REMARQUE 2.4

Dans [11, Lemma 2.1], Moriwaki a montré une inégalité semblable à celle du

lemme précédent, et par contuité de v̂ol, il a pu conclure que v̂ol(D̄) =

liml �→∞
log#Ĥ0

L2 (X,lD̄)

ld+1/(d+1)!
. Malheureusement, la continuité de v̂ol est établie uni-

quement dans le cas des métriques de classe C∞ (voir [10, Theorem B]).

LEMME 2.5

Soit Θ un sous-ensemble convexe compact de Rd tel que Vol(Θ)> 0 (Vol désigne

le volume induit par la mesure de Lebesgue dx standard de Rd). Pour tour l un
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entier positif non nul, soit Al = (ae,e′)e,e′∈lΘ∩P une matrice réelle symétrique

définie positive indexée par lΘ ∩ P , et soit Kl le sous-ensemble de RlΘ∩P �
R#(lΘ∩P ) donné par

Kl =
{
(xe) ∈RlΘ∩P

∣∣∣ ∑
e,e′∈lΘ∩P

ae,e′xexe′ ≤ 1
}
.

On suppose qu’il existe une fonction continue ϕ : Θ−→R tel que pour tout ε > 0,

il existe une constante D vérifiant∣∣∣log( 1

ae,e

)
− lϕ

(e

l

)∣∣∣ ≤D+ εl,

pour tout l un entier positif assez grand et e ∈ lΘ∩ P . Alors on a

lim
l �→∞

inf
log#(Kl ∩ZlΘ∩P )

ld+1
≥ 1

2

∫
Θ

ϕ(x)dx.

En plus, si Al est diagonal et ae,e′ ≤ 1 ∀e,e′ ∈ lΘ∩ P pour tout l, on a

lim
l �→∞

log#(Kl ∩ZlΘ∩P )

ld+1
=

1

2

∫
Θ

ϕ(x)dx.

Démonstration

La preuve de ce lemme est une légère modification de la preuve du [11, Lemma 2.2].

Soit ε > 0, par hypothèse il existe une constante D telle que∣∣∣log( 1

ae,e

)
− lϕ

(e

l

)∣∣∣ ≤D+ εl ∀l� 1 e ∈ lΘ∩ P.

D’après [11, p. 514], on a

(10) log#(Kl ∩ZlΘ∩P )≥ 1

2

∑
e∈lΘ∩P

log
( 1

ae,e

)
+ logVml

−ml log 2,

où ml =#(lΘ∩ P ), et Vml
est le volume de la boule unité dans Rml muni de la

métrique standard.

Par hypothèse,

ϕ
(e

l

)
− 1

l
D− ε≤ 1

l
log

( 1

ae,e

)
≤ ϕ

(e

l

)
+

1

l
D+ ε ∀l� 1 ∀e ∈ lΘ∩ P.

Donc,

1

ld

∑
e∈lΘ∩P

ϕ
(e

l

)
− ml

ld+1
D− ml

ld
ε ≤ 1

ld+1

∑
e∈lΘ∩P

log
( 1

ae,e

)

≤ 1

ld

∑
e∈lΘ∩P

ϕ
(e

l

)
+

ml

ld+1
D+

ml

ld
ε ∀l� 1.

Notons que

lim
l �→∞

1

ld

∑
e∈lΘ∩P

ϕ
(e

l

)
= lim

l �→∞

∑
x∈Θ∩(1/l)P

ϕ(x) =

∫
Θ

ϕ(x)dx.
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Alors, on peut trouver l0 � 1 tel que∣∣∣ 1

ld+1

∑
e∈lΘ∩P

log
( 1

ae,e

)
−

∫
Θ

ϕ(x)dx
∣∣∣ ≤ ε+

ml

ld+1
D+

ml

ld
ε ∀l≥ l0.

Comme il existe une constante c telle que ml ≤ ld. Alors, on peut supposer que,∣∣∣ 1

ld+1

∑
e∈lΘ∩P

log
( 1

ae,e

)
−

∫
Θ

ϕ(x)dx
∣∣∣ ≤ (2 + c1)ε ∀l≥ l0.

Par suite,

lim
l �→∞

1

ld+1

∑
e∈lΘ∩P

log
( 1

ae,e

)
=

∫
Θ

ϕ(x)dx.

En utilisant (10), on déduit de ce qui précède

lim inf
l �→∞

1

ld+1
log#(Kl ∩ZlΘD̄∩P )≥ 1

2

∫
Θ

ϕ(x)dx.

La preuve de la deuxième assertion est identique à celle de la deuxième partie du

[11, Lemma 2.2]. �

THÉORÈME 2.6

SoitX une variété torique lisse. Soit D̄ = (D,‖ · ‖D̄) un fibré en droites équivariant

muni d’une métrique ‖ · ‖D̄, continue et invariante par l’action de tore compact

de X(C). On a,

v̂ol(D̄) = (d+ 1)!

∫
ΘD̄

ǧD̄(x)dx.

Démonstration

On considère Ω une forme volume de classe C∞ sur X(C), invariante par l’action

du tore compact de X(C) et telle que
∫
X(C)

Ω= 1. Soit l un entier positif non nul.

Posons Al = (ae,e′)e,e′∈lΘ∩P avec ae,e′ = 〈χe, χe′〉lD̄,Ω. On a, ΘD̄ est un ensemble

compact et convexe. On considére la fonction ǧD̄ : ΘD̄ −→ R et Kl l’ensemble

donné par

Kl =
{
(xe) ∈RlΘ∩P

∣∣∣ ∑
e,e′∈lΘ∩P

ae,e′xexe′ ≤ 1
}
.

Soit e ∈ lΘD̄ ∩ P et χe la section globale de O(lD) associée. D’après la

proposition 1.6, on a pour tout ε > 0, il existe une constante C telle que

‖χe‖lD̄,sup ≤Ceεl‖χe‖L2,lD̄ ∀l� 1.

On a aussi,

‖χe‖L2,lD̄ ≤ ‖χe‖lD̄,sup

∫
X

Ω= ‖χe‖lD̄,sup.

Avec les notations introduites et la formule (7), les deux inégalités précédentes

deviennent :

exp
(
−lǧD̄

(e

l

))
≤Ceεl

√
ae,e,
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et

√
ae,e ≤ exp

(
−lǧD̄

(e

l

))
.

On en déduit

0≤ log
( 1

ae,e

)
− 2lǧD̄

(e

l

)
≤ 2 logC + εl ∀l� 1.

Puisque e ∈ lΘD̄ ∩ P , et
√
ae,e ≤ exp(−lǧ(el )) alors

ae,e ≤ 1.

Comme ‖ · ‖D̄ est invariante par l’action du tore compact, alors la matrice Al est

diagonale. Maintenant on peut appliquer le lemme 2.5 et nous obtenons

lim
l �→∞

log#(Kl ∩ZlΘD̄∩P )

ld+1
=

∫
ΘD̄

ǧD̄(x)dx.

En remarquant que

Ĥ0
L2(X, lD̄) =Kl ∩ZlΘD̄∩P ,

alors

lim inf
l �→∞

log#Ĥ0
L2(X, lD̄)

ld+1/(d+ 1)!
= limsup

l �→∞

log#Ĥ0
L2(X, lD̄)

ld+1/(d+ 1)!
=

∫
ΘD̄

ǧD̄(x)dx.

Et d’après le lemme 2.3, on a pour tout ε > 0

v̂ol(D̄)≤ (d+ 1)!

∫
ΘD̄

ǧD̄(x)dx≤ v̂ol(D̄ε).

Si l’on remplace D̄ par D̄−ε, on obtient que

(d+ 1)!

∫
ΘD̄−ε

ǧD̄−ε
(x)dx≤ v̂ol(D̄).

Or, ǧD̄−ε
(x) = ǧD̄(x) − 2ε et ΘD̄−ε

= {x ∈ ΔD | ǧD̄(x) ≥ 2ε}. Par conséquent,∫
ΘD̄−ε

ǧD̄−ε
(x)dx =

∫
ΘD̄

ǧD̄(x)dx +
∫
ΘD̄\ΘD̄−ε

ǧD̄(x)dx − 2εΘD̄−ε
=∫

ΘD̄
ǧD̄(x)dx+O(ε). En faisant tendre ε vers 0, on obtient

(d+ 1)!

∫
ΘD̄

ǧD̄(x)dx≤ v̂ol(D̄).

On conclut que,

v̂ol(D̄) = (d+ 1)!

∫
ΘD̄

ǧD̄(x)dx. �
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arXiv:1210.7692 [math.AG].

[3] J. I. Burgos Gil, P. Philippon, et M. Sombra, Arithmetic geometry of toric

varieties. Metrics, measures and heights, Astérisque 360, Soc. Math. France,
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