Sur le volume arithmétique sur les schémas
torique lisses

Mounir Hajli

Résumé Soit X un schéma torique projective lisse sur Spec(Z). Si D est un fibré en
droites équivariant sur X, muni d’une métrique continue et invariante par I'action du
tore compact de X (C), nous montrons que son volume arithmétique s’exprime en fonc-
tion de la transformée de Fenchel-Legendre associée 4 sa métrique. Lorsque D est en plus
admissible, nous montrons que le fait que D soit arithmétiquement ample, nef, ou gros
est caractérisé par des objets issus de la géométrie convexe.

Abstract Let X be a smooth projective toric scheme over Spec(Z). Let D be an equi-
variant line bundle on X, endowed with a continuous Hermitian metric which is invariant
by the action of the compact torus of X (C). We show that its arithmetic volume is given
in terms of the Legendre-Fenchel transform associated to the metric. When D is sup-
posed admissible, we characterize when it is arithmetically ample, nef, or big in terms of
combinatorial date.

0. Introduction

Soit X une variété arithmétique de dimension relative d sur Spec(Z), c’est a
dire un schéma projectif, integre, plat sur Z et de fibre générique lisse. Soit L
un fibré en droites muni d’une métrique hermitienne continue. On dit que L est
admissible, si L est relativement nef et sa métrique est limite uniforme d’une
suite de métriques de classe C* et semi-positives. On considere les différentes
notions de positivité arithmétique suivantes.

1. L est ample si le courant de Chern ¢;(L) est semi-positif sur X (C), et
pour tout [ assez grand, I’espace des sections globales H(X,L®!) est engendré
comme un Z-module par ’ensemble :

{s€ HO(X,L®) | [|s]lsup <1}

2. L est nef si L est relativement nef, le courant de Chern c¢;(L) est semi-
positif sur X(C) et pour tout P € X(Q) la hauteur de P par rapport & L est
positive :
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hi(P)> 0'.

3. L est gros si L restreint & la fibre générique de X est gros et qu'il existe
[ un entier positif non nul et s une section globale non nulle de L®! tels que
IIs]| z@: () < 1 pour tout x € X(C).

En plus, le volume arithmétique de L est défini comme suit :

. o ﬁ()(X7E®l)

vol(L) = h?i:)lolp AT )]
ot hO(X, L% :=log #H(X, L¥) et HO(X,L®) := {s € HO(X,L®) | ||s]|sup <
1}. Cest un analogue arithmétique du volume géométrique pour les fibrés en
droites sur une variété projective définie sur un corps.

Dans cet article nous étudions les propriétés ci-dessus dans le cadre de la
géométrie torique. La géométrie arithmétique des variétés toriques a été étudié
de maniere intense par Burgos, Moriwaki, Phillipon et Sombra dans [2], [3] et [13].
Comme dans le cas géométrique, il s’avere qu’il est possible de décrire certaines
propriétés arithmétiques de ces variétés en termes d’objets issus de la géométrie
convexe.

Commencgons tout d’abord par faire un bref rappel sur la construction des
schémas toriques. Soit ) un Z-module libre de rang fini et P son dual. On
considere un éventail ¥ sur Qr = Q ®z R et on note par X = Xy, le schéma
torique sur Spec(Z) associé. On suppose en plus que X est projectif et lisse.
Le tore T = Spec(Z[P]) (ou Z[P] est la Z-algebre associée au group abelien P)
s’identifie naturellement a un ouvert de X et son action s’étend a une action sur
X entier.

Soit D un diviseur de Cartier équivariant sur X, c’est a dire, un diviseur de
Cartier invariant par I’action du tore T. Le diviseur D correspond une < fonction
support virtuelle » 1 p sur I’éventail ¥ qui permet de définir le polytope convexe :

Ap = {x € e | <x7u> > ¢D(u)7vu € QR}7

ou Pr:=P®zR.

Supposons que le fibré en droites O(D) est muni d’une métrique continue
| - || 5 invariante par I'action de Sg le tore compact de T(C). On note par D =
(D, || -]l p) le fibré hermitien obtenu. Si sp désigne la section rationnelle du fibré
en droites O(D) associée & D, on consideére la fonction g5 : Qr — R définie comme

T La hauteur d’un point P € X(@) par rapport & L est définie comme suit : Soit K un corps
de nombres dans lequel P est défini et Ok son anneau des entiers. Le point P correspond a un
unique morphisme de schémas ep : Spec(Og) — X. Soit s un élément non nul du Ok -module
ep L. La hauteur de P est le réel suivant :

h(P) = e (108 # (R L/ (O - 9) = 3 loglsllo(P).
! o:K—C
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suit :

gp(u) :=1log||sp (exp(—u))| 5,

ot exp(—(+)) : Qr — X (C) est 'application exponentielle associée.
On note par §p : Pr — [—00,400[ la transformée de Legendre—Fenchel de
gp, c’est a dire la fonction définie pour tout x € Pr par

({z,u) — gp(u)).

On montre que §p(z) est finie si et seulement si © € Ap et que gp est concave
sur Ap.

ir(x) = iInf
gD( ) 2€Qs

Principaux résultats
Comme premier résultat, nous établissons que la géométrie torique nous fournit
des exemples de fibrés hermitiens nef mais qui ne sont pas gros.

PROPOSITION 0.1 (CF. PROPOSITION 1.5)

Soit X une variété torique lisse de dimension relative d sur Spec(Z). Soit D,
un fibré en droites équivariant engendré par ses sections globales et muni de sa
métrique canonique. On a pour tout | € N*

H°(X,IDy) = {£x" |m e lAp N P} U{0}.

En particulier, |Do est nef mais il n'est pas gros.

En s’inspirant de [11], nous étendons certaines de ses résultats aux variétés to-
riques lisses. Cet article contient donc deux résultats majeurs : Théoremes 0.2
et 0.3. Nous établissons une formule integrale pour le volume arithmétique de D,
un fibré en droites hermitien muni d’une métrique continue et invariante par ’ac-
tion du tore compact, c’est I'objet du théoreme 0.2. Le théoreme 0.3 donne une
interprétation de la positivité arithmétique en termes de la géométrie convexe
lorsqu’on suppose en plus que D est admissible.

THEOREME 0.2 (CF. THEOREME 2.6)
Soit X wune wvariété torique lisse. Soit D = (D,|| - ||p) un fibré en droites

équivariant muni d’une métrique || - ||, continue et invariante par Uaction du
tore compact de X(C). On a,

vAol(D):(dH)!/(} ip () dz

ot Op:={zx€Ap|gp(x)>0}.

Si ’on suppose en plus que D est admissible, alors nous décrivons les différents
notions de la positivité arithmétique en termes de la combinatoire associée.

THEOREME 0.3 (CF. THEOREME 2.1)
Soit X une variété torique lisse sur Spec(Z) et D = (D, ||- || p) un fibré équivariant
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et admissible sur X tel que h est invariante par Uaction du tore compact de X (C).
On a

1. D est ample si et seulement si gp(e) >0, Ve € ApN P et ¢p est stricte-
ment concave.

2. D est nef si et seulement si gp(e) >0, Ve € Ap NP et yp est concave.

3. D est gros si et seulement si gp(0) <O0.

Notre approche suit de pres celle de Moriwaki dans [11]. En effet, étant donné
un fibré en droites équivariant D muni d’une métrique continue et invariante
par laction du tore compact de X (C), notre stratégie repose sur la comparaison
de la norme-sup avec la norme L? en utilisant une variante faible de 'inégalité
Gromov (voir proposition 1.6) et sur le lemme 2.3. Notons que Moriwaki utilise
un cas particulier de I'inégalité de Gromov (voir [11, Lemma 1.4]) afin d’établir
une formule intégrale pour le volume arithmétique (voir [11, Theorem 2.3(1)]).
Remarquons que notre lemme 2.3 peut étre vu comme une version faible du [11,
Lemma 2.1], étape aussi cruciale dans la preuve du [11, Theorem 2.3].

Dans [11], Moriwaki considere le diviseur arithmétique D, sur PJ =
Proj(Z[Ty,...,T,]) et étudie ses propriétés arithmétiques. Ce fibré hermitien est
défini comme suit Dy = (Hy,ga) ott Hyg = {Typ =0} et ga(z) =log(ag + a1|z1|* +
“+ 4 ap|2z,|?) pour tout z € C" avec ag,as,...,a, sont des réels strictement po-
sitifs, aussi il introduit la fonction réelle ¢, sur R;”gl donnée par a(zo,1,. ..,
Tp)=— Z?:o x;logx; + Z?:o x;loga; pour tout x € Rﬁgl. Avec les notations de
[11, Theorem 2.3], on a Dy est ample (resp. nef) si et seulement si a; > 1 (resp.
a; > 1) pour tout i =0,...,n. Avec les notations de notre article, nous vérifions
que gp, (u) = —ga(exp(—u)) pour tout u € R™ et que gp_(r1,%2,...,2n) = @a(l—
> iy X1,...,Ty) pour tout (z1,x2,...,2,) € A, (le polytope standard de R™).
Ainsi, nous retrouvons le résultat de Moriwaki.

Dans un travail récent de Burgos, Moriwaki, Philippon et Sombra (voir [2]).
Ils établissent, sous des hypotheses plus générales, deux résultats analogues aux
théorémes 0.2 et 0.3, voir [2, Theorems 5.6, 6.1]. Dans leur article, le schéma
torique peut étre singulier. Mais nous pensons que ce cas peut se déduire du cas
lisse a l'aide d’une résolution de singularités équivariante et en utilisant le fait
que le volume arithmétique est un invariant birationel.

Signalons au passage que les auteurs dans [2] procédent différemment (voir [2,
Remark 5.7]). Notre approche fournit une nouvelle preuve pour certains résultats
du [2] en particulier pour [2, Theorems 5.6, 6.1]. Observons que la propriété de
concavité de la fonction 9p , dans [2, Theorem 6.1] est automatique puisque le
fibré hermitien est supposé admissible. Notons que dans [2] un fibré admissible
est dit semi-positif (voir [2, Definition 3.2]).

Organisation de l'article
La section (1) est formée de deux parties. La premiere partie contient un survol
de la géométrie des schémas toriques, suivi d’un résultat décrivant 'image d’une
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variété torique par un morphisme équivariant dans un espace projectif (voir pro-
position 1.3). Ce résultat sera utile pour la suite. La deuxéme partie regroupe les
définitions des différents objets et notions qui seront étudiés dans ce texte. Dans
cette deuxieme partie, nous décrivons I’ensemble des sections petites d’un fibré
en droites équivariant muni d’une métrique continue et invariante par l'action
du tore compact. Pour cela, nous commengons par déterminer ’ensemble des
sections petites pour la métrique L? pour les différentes puissances du fibré en
droites hermitien en question, et & ’aide d’une variante faible de I'inégalité de
Gromov nous déduisons celles de normes sup inférieure a 1. C’est I'objet de la
proposition 1.7.

Dans la section 2 nous établissons les théoremes 0.2 et 0.3. Notre
démonstration s’inspire de I’article [11] et utilise de maniére cruciale la variante
faible de I'inégalité de Gromov (voir (8)).

1. Sur la géométrie des schémas toriques

Dans ce paragraphe, nous ferons un bref rappel sur la construction des schémas
toriques. On peut consulter les références suivantes [4], [5] et [12] pour une in-
troduction détaillée.

Soit @ un Z-module libre de rang d et P son Z-module dual. On pose Qg =
Q ®zR et PR =P ®zR. On appelle cone strict dans @ tout ensemble o C Qr
de la forme o = X;c;R™n; qui ne contient aucune droite réelle ot {n;,i € I'} est
une famille finie d’éléments de @. On définit le dual ¢* en posant o* = {v € Py |
(v,2) > 0,Vz € 0}. On dit que 7 C o est une face de o si 'on peut trouver v € o*
tel que 7 =0 N {v}*. Un éventail de Qg est une famille finie > de cones stricts
de @ tels que :

- Si g € ¥ alors toute face 7 de o appartient a X.

« Sio, o’ €X, alors 0 No’ est une face & la fois de o et de o”.
La réunion |¥| = J, 5, o est appelée le support de X.

Grace & Demazure [4], on peut associer a tout éventail ¥ sur @ un schéma 7 :
X — Spec(Z). Ce schéma est obtenu comme recollement d’une famille d’ouverts
indexée par ¥ ou chaque ouvert est le spectre de Z[P N o*] pour 0 € ¥ (ou
Z[PNo*| est la Z-algebre associée au semi-groupe PNo*). Le tore T = Spec(Z[P))
s’'identifie naturellement a un ouvert de X dont son action s’étend a X entier.
On montre que X est plat sur Z, normal, séparé, de dimension absolue d + 1, &
fibres géométriquement inegres, voir [4, paragraphe 4 Lemme 1]. Dans la suite,
toutes les variétés toriques provenant d’un éventail seront supposées propres.

Soient (Q,X) et (Q',%') deux éventails. Un morphisme d’éventails ¢ : (@',
¥) = (Q,X) est un morphisme de Z-modules ¢ : Q" — Q telle que lapplication
induite ¢g : Qg — Qr définie par extension des scalaires vérifie pour tout o’ € ¥,
il existe o € X tel que p(0’) Co. On note ‘@ : P — P’ la transposée de ¢ et g
I'application définie par extension des scalaires. La proposition suivante affirme
qu’on peut recoller ces constructions locales pour obtenir un morphisme globale
équivariant ¢, et donne une condition nécessaire et suffisante sur ¢ pour que @,
soit propre.
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PROPOSITION 1.1

Soit un morphisme d’éventails ¢ : (Q',X) — (Q,X). Le morphisme de tores
algébriques ¢, : T' = Spec(Z[P']) — T = Spec(Z[P)), induit par lapplication duale
tor: Pr — Ph, se prolonge en un morphisme :

<p*:X’—>X.

Le morphisme @, est équivariant sous 'action de T’ et T. De plus, . est propre
si et seulement si oz (|5]) =[2']).

Démonstration
On peut consulter [12, Propositions 1.13 et 1.15]. O

Un diviseur de Cartier équivariant D sur X, est un diviseur de Cartier invariant
par Paction du tore T. A D on lui associe une fonction support virtuelle Up :
Qr — R continue et linéaire par morceaux sur X, voir [12, Proposition 2.1] et [5,
p. 66]. Cette fonction permet de définir le polytope convexe suivant

Ap = {«T € e | <x7u> > ¢D(U)7VU € QR}7

ou Pr:=P®zR.

La fonction 9 p et le polytope Ap codent plusieurs informations sur la posi-
tivité de D. Par exemple, le diviseur D est généré par ses sections globales (resp.
ample) si et seulement si 1p est concave (resp. strictement concave).

PROPOSITION 1.2
Soit D un diviseur de Cartier horizontal T-invariant et O(D) le faisceau inver-
sible associé a D. Le Z-module des sections globales de O(D) est donné par :

H(X,0D)= P zx™,

meApNP
ou X est le caractere associé a m.
Démonstration
On peut consulter [12, Lemma 2.3] et [5, p. 66], les arguments donnés sur C
s’étendent immédiatement a la situation sur Spec(Z). O

Soit D un diviseur de Cartier équivariant sur X et O(D) le fibré en droites associé
qu’on suppose engendré par ses sections globales. Il définit alors un morphisme
équivariant de X vers I’espace projectif de dimension #(ApNP)—1. Nous allons
décrire 'image de X par ce morphisme, c’est ’objet de la proposition 1.3. Ce
résultat nous servira dans la suite pour étudier le volume arithmétique associée
a un fibré en droites équivariant muni d’une métrique continue et invariante par
l’action de Sq.

On note par k, un corps algébriquement clos. Soit 7% = (k*)? le tore
algébrique et P"(k) lespace projectif de dimension d et n respectivement. Soit
A={ao,...,a,} une suite de n + 1 vecteurs de Z9.
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L’ensemble A définit une action de T sur P"(k) :
w4 T x P (k) — P (), (s,2) = (s™xg -1 8" xy).
On note par X 41 I'adhérence de Zariski de I'image de I’application monomiale :
(1) w41 = 44]1: T — P (k), s> (8% 5.

C’est une variété torique projective au sens de Gelfand, Kapranov et Zele-
vinsky (cf. [6]), ¢’est & dire une sous-variété de P™ (k) stable par rapport a l'action
de T4, avec une orbite dense Xqq1:= T 5 4 1.

PROPOSITION 1.3

Soit X une variété torique de dimension d provenant d’un éventail et D un divi-
seur de Cartier équivariant. Soit O(D) le fibré en droites associé qu’on suppose
engendré par ses sections globales. On définit un morphisme équivariant associé
a D, qu’on le note ¢p, de la facon suivante :

¢p: X — PEP,

z— (X" (@) eapnp

ot on a choisit un ordre sur les éléments Ap NP, kp =#(ApNP)—1.
Alors il existe B un sous ensemble fini de vecteurs de Z¢, tel que image de
X (k) par ¢p coincide avec Xp 1.

Démonstration

D’apres la proposition 1.1, ¢p provient d’'un morphisme d’éventails
d) : (Zda EX) — (Zn7 E]P’")

ou Xx est I’éventail de X et YXpn celui de P7.

On pose ¢ = @(e,&d)) pour k=1,...,d (ou e,(cd) désigne le k-eme vecteur de

la base usuelle de Z?) et on note par B la matrice d’ordre n x d qui a pour
colonnes cy,ca,...,¢cq. Si I'on note par b; avec j=1,...,n les lignes de B alors
v (le morphisme dual de ) s’écrit

o 2" — 7%,
m— ‘B-m,

oll ' B est la matrice transposée de B. Le morphisme *¢ induit I’homomorphisme
de Z-algebres suivant :

Z[Z") — Z[Z7),
(2)

X" — Xt¢(m).

Comme

d
t¢(€§n)) — tB . egn) — Z bk:’jeg_d)7
j=1
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alors (2) devient

Z[Z™] — Z[Z4,
(3) -

XJ' — X ;’i=1

Soit s € Spec(Z[Z4])(k) = (k*)%, on a

bk,j ej(d)

s=(51...,50) = (X9 (5),..., X (s)).

Ce point s’envoie par ¢p sur

(17 ngzl bl,je;'d) (5), . ,AXZ?:1 bn’je;d) (S))

d d
(@) RO
= (LT x5 () JT X7 ()
j=1

j=1
=(1,s%,... s")
( .
(puisque Xb’“'jejd) (5)= s?’” pour j=1,...,d).
On conclut que le morphisme ¢p coincide sur (£*)¢ avec :
() — P"(k)
s — (1,8%,...,8%).

. . . tp(el™) .
On termine la démonstration en rappelant que x ?'% ) sont les sections
globales de O(D) qui correspondent & ’ensemble Ap N P (cf. proposition 1.2). O

On suppose que X est projective et lisse dans la suite. Soit D un diviseur de
Cartier équivariant sur X et on suppose que O(D) est engendré par ses sections
globales sur X. Soient ¥ p la fonction support et Ap le polytope associés a D.

On munit O(D)(C) d’une métrique hermitienne continue || - || 5, qu’on sup-
pose invariante par I'action du sous-tore compact Sg := {t € T(C) | |¢t| =1}. Dans
la suite, on notera le fibré hermitien (D, || - | p) par D.

Le quotient de X (C) par le sous-tore compact Sg est la variété a coins
associée, notée Xg.,. On montre que Hom(P,R>¢) (I'ensemble des morphismes
de semi-groupe avec élément neutre de P vers (R>o, X)) s’identifie un ouvert
dense de Xg., notée Xg_ (voir [5, paragraphe 4] pour la construction). Comme
Qr ~Hom/(P,R) alors on a la paramétrisation suivante donnée par ’exponentielle
usuelle :

QR — X]]OQZ(N
u— exp(—u).

Soit sp la section rationnelle équivariante de O(D) associée & D. On pose

gp(u):= log”sD (exp(fu)) HD Yu € Qr,
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et on note par §p, la transformée de Legendre—Fenchel de gp, qui est par
définition :

gp(z):= inf ((x,u> _QD(U))a Y € Pg.

On montre que §p est finie si et seulement si x € Ap et qu’elle est concave sur
cet ensemble. On pose

(4) Op:= {l‘EAD’gD(.I)ZO}.

On munit X (C) d’une forme volume €2, de classe C*°, invariante par 'action
de Sg et telle que [ = 1.7 Soit hp une métrique hermitienne continue sur
O(D)(C). On pose D := (D, |- || p). Pour s,t € H(X,0O(D)), on pose

(58050 = / o092 et slena =V S pa
X(C)

On peut aussi munir H°(X,O(D)) de la norme-sup :

Isllpsup = sup_[sllp(x), pourse H®(X,0(D)).
z€X(C)

On pose
H%(X,D):={s€ H*(X,0(D)) | |Is]|12.0.0 <1}
et
H(X,D) = {s€ H*(X,0(D)) | [l psup <1},

HY (X, D) est appelé I'ensemble des sections petites de D. Notons que HY (X,D) C
Ef%z (X,D). On note par <ETO(X7ZD)>Z le Z-module engendré par ﬁO(X, D)
et par ({s € H*(X,0(D)) | |Isll;psup < 1})z le Z-module engendré par {s €
HOX.0UD) | Islhpowy <1}

D’apres [15], [9], on dit que D est admissible si O(D) est relativement nef
et sa métrique | - || est limite uniforme d’une suite de métriques (| - ||x)ren de
classe C™ et semi-positives sur O(D)(C).

REMARQUE 1.4
Notons que la notion de métrique admissible correspond a la notion de métrique

semi-positive considérée par Burgos, Moriwaki, Philippon et Sombra, voir [3,
Definition 1.4.1] et [2, p. 15].

Dans [10] Moriwaki introduit trois notions de positivité arithmétique. La
géométrie d’Arakelov développée dans [9] permet d’étendre ces trois notions de
positivité aux fibrés en droites admissibles. Plus précisément, soit X une variété

f On peut construire Q de la manieére suivante : Soit A un fibré en droites équivariant et trés
ample sur X (C). On considere hg 'image réciproque de la métrique de Fubini—Study par le mor-
phisme équivariant défini par A, c’est & dire X (C) — Pdim HO(X’A),x — (X" (%)) meanM,
alors on vérifie que hg est une métrique hermitienne sur A, de classe C*°, définie positive et
invariante par I'action du tore compact de X (C). On pose alors Q :=c1(4, ho)?/ [ c1(A, ho).
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arithmétique projective et D un fibré en droites hermitien muni d’une métrique
continue sur X. On considere les différentes notions de positivité arithmétique
suivantes :

1. D est ample si le courant de Chern ¢;(D) est semi-positif sur X (C), et
pour tout [ assez grand, I'espace des sections globales H%(X,O(ID)) est engendré
comme un Z-module par ’ensemble :

{s € HY(X,ID) | |s/lsup < 1}

2. D est nef si O(D) est relativement nef, le courant de Chern c;(D) est

semi-positif sur X (C) et pour tout P € X(Q) la hauteur de P par rapport & D
est positive :

hp(P) > 0.

3. D est gros si O(D) restreint & la fibre générique de X est gros et qu’il
existe [ un entier positif non nul et s une section globale non nulle de O(ID) tels
que ||s||;5(x) <1 pour tout z € X(C).

Un exemple intéressant de métrique admissible est celui de métrique cano-
nique sur un fibré en droites équivariant O(D) au-dessus d’une variété torique
projective non-singuliere X. On établit qu'on peut associer a D, de maniére
canonique, une métrique continue notée par || - || p,00, décrite uniquement par la
combinatoire de la variété X . En plus, on peut montrer que ||-|| p,co est admissible
lorsque O(D) est engendré par ses sections globales. Il existe trois constructions
équivalentes : La construction due a Batyrev et Tschinkel [1, Section 2.1], celle de
Zhang [15, Theorem 2.2] et la construction par image inverse, voir par exemple
[9, paragraphe 3.3]. On va décrire ici la troiséme construction qui nous sera utile
pour la suite : Soit D un diviseur de Cartier équivariant et O(D) le fibré en
droites associé qu’on suppose engendré par ses sections globales. On définit un
morphisme équivariant ¢p associé de la fagon suivante :

¢p: X — PP,

2 — (X" (@) eapnp

ot kp =#(Ap N P)—1. On note par O(1)__ le fibré de Serre sur P> muni de
la métrique définie pour toute section méromorphe de O(1) par :

o0
Cette métrique est la métrique de Batyrev et Tschinkel ou de Zhang pour le
faisceau O(1) sur P*P considérée comme variété torique. En posant || - || p.oo =
&5l l|o, alors on établit que cette métrique est la métrique de Batyrev et Tschin-

- SUPo<i<kp |3 .

kel ou de Zhang pour le faisceau O(D) sur X, voir [9, théoreme 3.3.10].

Ces fibrés hermitiens fournissent des exemples de fibrés hermitiens nef qui
ne sont pas gros sur tout schéma torique lisse, comme le montre la proposition
suivante.
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PROPOSITION 1.5

Soit X une variété torique lisse de dimension relative d sur Spec(Z). Soit D
un fibré en droites équivariant engendré par ses sections globales et muni de sa
métrique canonique. On a pour tout | € N*

(5) HY(X,1D) = {£x™ | melAp N Z4} U {0}.

En particulier, [Do est nef mais il n'est pas gros.

Démonstration

On note par Sg le tore compact de X (C). On fixe un entier positif non nul ! et
soit s € ﬁO(X, D) \ {0}. En particulier, on a ||s||p oo (z) = |s(x)] < 1 pour tout
x €Sg et s n’est pas identiquement nul sur S¢q (Cela résulte du fait que le tore
compact Sq est Zariski-dense dans X (C)). Par conséquent I'intégrale suivante
est finie et elle est négative :

M(s) ::/S log|s(z)| du <0

(dp désigne la mesure de Haar normalisée sur Sq). D’apres [9, paragraphe 7.3.]
la hauteur canonique hp_ (div(s)) du cycle div(s) est donnée par la formule
suivante :

hp. (div(s)) = deg(D)M(s).
Or, cette quantité est positive d’apres [9, Proposition 5.5.7]. On déduit que
M(s)=0.

Par I'inégalité de Jensen et comme |s(x)| <1 pour tout z € Sg on a

OZ/SQ log|s(a:)‘dpﬁlog(/SQ’s(x)’d,u) <0.

Par continuité de |s|, on obtient que |s] =1 sur Sg. Si lon écrit
s= ZmelADﬁP amX™, avec a,, sont des entiers pour tout m € [Ap N P, alors

1=|s(x)]?*= Y ' lA AP Ay X™ ™ () pour tout z € Sg. En intégrant sur

Sq on obtient
Z a?, =1.
melApNP

Comme tous les a, sont des entiers, on en déduit qu’il existe mqg € [Ap N P, tel
que a,, =0 si m#mg et |an,| = 1. Par suite,

s=Ex™ et slleosup =1

t Si I'on considere le morphsime ¢p défini par D :
ép: X — PFD,
T (Xm(m))meADmP'

Soit s € IAJO(X,lDOQ). Comme || || p,o0 = ¢*|| |l €t que ¢p envoie le tore compact X sur celui
de PkD, alors ||s(z)||p,co = |8(x)| pour tout z € Sg et s € H(X,1Ds).
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Donc Dy n'est pas gros, et on a :
H(X,Ds) = {£x™ | melApnP}uU{0}.

De cette égalité et puisque D, est admissible on conclut & l'aide de [9,
Proposition 5.5.7] que Dq est nef. O

Dans la suite, nous allons établir un résultat qui généralise la proposition 1.5. Plus
précisément, nous allons décrire I’ensemble des sections petites d'un fibré en
droites hermitien muni d’une métrique hermitienne continue et invariante par
le tore compact de la variété torique, en fonction de la transformée de Fenchel—
Legendre associée. C’est I'objet de la proposition 1.7. La preuve suivra le raison-
nement fait dans [11, Proposition 1.5] et nous utiliserons de maniere cruciale une
variante faible de I'inégalité de Gromov (voir proposition 1.6).

Lensemble des sections petites

Lorsqu’on est dans la situation ou la métrique est de classe C* alors un moyen
pratique pour le calcul du volume arithmétique consiste a comparer la norm-sup
avec la norme L? moyennant 'inégalité de Gromov, et d’utiliser le fait que la
norme L? est hermitienne, voir par exemple [7]. Malheureusement cette inégalité
n’est plus valable lorsqu’on suppose que la métrique est uniquement continue.

Dans [2], les auteurs évitent le recours & cette technique, ils montrent que la
base des sections toriques est orthogonale pour la norme-sup, voir [2, Proposi-
tion 5.2] et [2, Remark 5.7].

Notre approche ici repose sur une variante faible de I’inégalité de Gromov
(voir proposition 1.6). Nous utilisons cette inégalité pour comparer la norm-sup
avec la norme L2, et nous verrons que cela est suffisant pour établir une formule
intégrale pour le volume arithmétique.

PROPOSITION 1.6

Soit Y une variété différentielle compacte complexe munie de ), une forme vo-
lume de classe C*. Soit L un fibré en droites holomorphe muni d’une métrique
hermitienne continue. On a, pour tout € > 0 il existe une constante C > 0 telle
que pour tout k > 0 et pour toute section holomorphe s de kL, on ait

(6) Islliz sup < Ce sl L2 k1.0
Démonstration
Voir par exemple [7, lemme 3.2]. O

Comme premiere application de cette inégalité, nous allons décrire ’ensemble
des sections petites de D.

PROPOSITION 1.7
Soit D un fibré en droites muni d’une métrique continue et invariante par l’action
de Sqg. On fize l, un entier positif non nul. On a :
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1. H(X,ID) # {0} si et seulement si 1©5 NP #10.
2. Sil®pNP#0, alors (H°(X,1D))z = @ecio,np ZX°-

LEMME 1.8
Soit ¢ € HY,(X,1D), si l'on écrit

o= Z ceX®,

eclApNP
alors {e|ce #0} ClOp.
Démonstration
On peut supposer ¢ # 0, Posons {e | ce #0} = {e1,...,en,}, avec e; #e;, si i # j.
Soit e; un point extrémal de Conv{ey,...,e,,}. Montrons que e; € (© 5. On peut
supposer que ¢ = 1.
On a, pour tout k€ N>,
k!
k_ k .k k Ko K Emem
it LD DI iy i R

kl,...,kMEZZO
Kyt ko =k, k1 2k
On vérifie que kej # kie1 + - - + ke, pour tout ki, ...,k € Z>( tels que
ki+---+k,, =ket ky #k. Sinon, e; = (kakl Jea+ - +(k’i”,;1 )ep,. Cela contredit
le fait que e; est un point extrémal de Conv(ey,...,e,,), par suite on peut écrire

k_ k ke § : r e
¢ - ce1X t+ Cer X
e’EZ‘éO,e’;ékel

cela implique que

(8*, ") kb, = 2 (X" X" )b o + (réel positif)
(Pinvariance de 2 et de h par l'action du tore compact de X (C), implique que

<Xe1 EED G AR "Xe7'>le,Q =0, des que (elv . '797’) # (e/la . ‘7e/r))'
On en déduit que

ke kei

(X" X" upa <1 (rappelons quecZt € 7).

Notons par sg,..., S, les sommets du polytope Ap, ot n=#(ApNP)—1.
D’aprés proposition 1.3, il existe B = {by,...,b,} un sous-ensemble de Z< tel
que (Quitte & réordonner les indices) on a :

X*i(t)=t" VteTpVi=0,...,n.

On peut supposer que eg =0 et so =0.
Par hypothese e; € (IAp) N P. Il existe donc des rationnels positifs A1, ..., A,
avec Yo A <1, tels que
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Posons B;:=Nl pouri=1,...,net B:=(B1,...,8)). Alors

yrer = Hxﬁi’”i = Htkﬁibi vt € T(C),Vk €N.

i=1 i=1
Comme || - || 5 est invariante par I’action de Sq, soit ¢t € T(C) et u est I’élément
de Qg vérifiant exp(—u) = |t], alors

log [[x** |15 (£) = log [|X"** [l (exp(—u))

= (32 k81w — Mg (w)
- —kl(<§i: Blbu> ~gp(w))

= (52 ) - ),

oll on a noté par !B la transposée de la matrice B, dont ses lignes sont by, by,
...,by. B définie alors un homomorphisme de Z-modules de @Q vers Z¢ associée
au morphisme ®p, voir proposition 1.3.

On a donc,
tB . ,8
(7) I k1 s = ex0 (1 () ).
On fixe £ > 0. D’apres la proposition 1.6, il existe une constante C' > 0, telle
que
(8) X" k1D sup < Ce*IX* 2 mpa VE> 1.

Comme on a montré que
[[x*er lr2 pipo <1, VEEN,

alors,

tB. 1 e
exp(~1gp( Zﬁ))ZHX'““||£lD,sup§C%€§ Wk € Nx..

En faisant tendre & vers l'infini, on obtient :

tB.3 €
s (BB, €
gD( I ) =T
et puisque ¢ est arbitraire, alors on déduit
. ('B-B
(9) in(—7) = 0.
Comme s; = (t<p)(e§n)) pour i =0,...,n (ou {e§“), e e;n)} désigne la base stan-

dard de R") alors e; =1> . Nisi = (") (>0, lAeEn)) ='B-B ), cest a dire
e; ='B- (. Donc (9) devient
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c’est a dire

e1€(lOp)NP. a
Soit €;,,...,e;, les points extrémaux de Conv(ey,...,ey,), alors
Conv(ey,...,ey,) = Conv(e;,...,e;,) ClOp.

Ce qui termine la preuve de la proposition 1.7.

2. Preuve des théorémes 0.2 et 0.3

La positivié arithmétique
Nous décrivons les différentes notions de positivité arithmétique en termes de la
combinatoire.

THEOREME 2.1
Soit X une variété torique lisse sur Spec(Z) et D = (D, |- || p) un fibré admissible
sur X telle que || - || p est invariante par Uaction du tore compact de X (C). On a

1. D est ample si et seulement si gp(e) >0, Ve € ApN P et p est stricte-
ment concave.

2. D est nef si et seulement si gp(e) >0, Ve € Ap NP et ¢hp est concave.

3. D est gros si et seulement si g5(0) <0.

Démonstration
1. Sigp(e) > 0 pour tout Ve € Ap NP, alors || x®||lsup < 1, Ve € ApNP. Cela
implique que ({Ap) NP C (1©p) N P pour tout [ € N>;. Par suite

({s e H(X,00D)) | |slipsup <1}), =H"(X,0(D)) VIeN>,

et puisque v¥p ests strictement concave alors D est ample. On conclut que D est
ample.

Réciproquement, supposons que D est ample. Alors 1p est strictement
concave puisque par hypothese D est ample et il existe [ > 1, tel que H(X, O(ID))
est engendré comme Z-module, par I’ensemble :

{¢ € H*(X,0(D)) | ||]lsup <1}

Soit ¢ un élément non nul de cet ensemble. Il existe des entiers ce, ot e € [IAp NP,

tels que :
o= D cox”

eclApNP
Soit € une forme de volume de classe C*° et invariante par ’action du tore
compact de X (C) avec fX(C) Q = 1. Comme dans la preuve du lemme 1.8, on pose
{e|ce #0} ={e1,...,en} et on choisit un point extrémal de Conv{ey,..., e},
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qu’on peut supposer égal a e;. On a, pour tout k € N>,

k!
k_ k k k Ko o K kmem
¢ = o X Z chi”'cemx e
kl,...,kmEZZO
K+t o =k o1 £k

On vérifie que ke # kiey + - - + kpmep,, pour tout ki,..., Kk, € Z>¢ tels que
ki+---+kn=Fket ki #k. Sinon, e; = (1:21@ Jea+- -+ (kk_—’;‘ﬁ)em. Cela contredit
le fait que e; est un point extrémal de Conv(ey,...,e,,), par suite on peut écrire

k_ k ke § N4
d) =Cey X 4+ Cer X
e/GZiO,e’;ﬁkel

cela implique que
k ik ko k k . -
(0", ") up.a = c2F (X", X" )i .o + (réel positif)
/

(01’1 a vérifié que <Xe1"'Xe”.aXEII"'XEIT>le,Q = 07 si (ela"'aer) # (e17
/
o€l

On en déduit que

ke ke
17X 1

(x kD0 < <¢kv¢k>le,Q (rappelons que Ci’f €Z)

et donc (on a supposé fX(C) Q=1)
kei .k k ok k k
(X X" b < (0" 0" up.e <1016 sup < NO1ED aup VR € N>t
D’apres (7) et (8), on déduit
€1

exp(—lgD( : )) <CH el pap VE € N>i.

En prenant k — oo, on obtient

. e
195 (%) > —log ||¢||D,sup —&

Cette inégalité est valable pour tout € > 0. Donc,

~ e 1
gD(*l) > — - log 9] 5 sup > 0.

l l
On conclut que, pour tout ce # 0, on a
e
gD (7) > 0

Par hypothese {¢ € H*(X,0(ID)) | |¢|| p sup < 1} engendre H°(X,O(ID)).
Donc pour tout e € [Ap N P, on peut trouver ¢ € {¢' € H°(X,0(ID)) |
19"[| 5 sup < 1} tel que ce # 0. Cela permet de conclure que

dp(e)>0 VeeApNnP.

2. On suppose que gp(e) > 0 pour tout e € Ap N P. Done, par concavité de
dp,onagp(m)>0VmelApNP etV eNsq. Par conséquent, pour tout [ € N>,
I'espace H°(X,0O(ID)) est engendré par des sections globales de normes sup
inférieure ou égale & 1. D’aprés [9, Proposition 5.5.7], on déduit que hp(P) >0
pour tout P € X(Q). On conclut que D est nef.
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Réciproquement si D est nef. Donc hp(P) > 0 pour tout P € X(Q), en par-
ticulier pour tout P € (X \ div(x®))(Q) avec e € Ap N P. Or, si 'on considére
Pc(Q*)4 alors on a hp(P) = —log||x®||p(P). Par conséquent, on aura
Ix®llp(P) < 1. Par invariance de la métrique par Paction de Sg et par densité,
on déduit que ||x®||p(z) <1 pour tout z € X(C). Par suite,

gD(e) >0 YeeApnP.

3. Si D est gros. Par définition, il existe une section ¢ € H(X,O(ID)) pour
un certain ! > 1, avec ||¢||sup < 1. Alors comme dans le cas ample, on montre
qu’il existe e € [Ap N P tel que :

e
in(=) > — .
lgD(l> > —2log H¢”sup >0,
et comme —gp(0) > min,ega((7,u) —gp(u)) = gp(7) don,

gD(O) <0.

Réciproquement, on suppose que gj(0) < 0. Comme gp est concave alors
d’apres [14, p. 218] il existe z € R? tel que

9p(u) — gp(0) < (z,u) VueR™
On a par suite

0<—=9p(0) <gp(x).
On peut supposer que z € Int(Ap). En effet, si Pon consideére p € Int(Ap) alors
tr+ (1 —t)p € Int(Ap) des que t € [0,1] (rappelons que Ap est défini par un
nombre fini d’inégalités, voir la proposition 1.2) et par concavité de g, on peut
trouver t € [0, 1] tel que gp(tx + (1 —t)p) <O0.

Comme §p est concave, alors on montre que 5 est continue sur Int(Ap),
voir par exemple [8, Theorem 2.2]. On peut donc supposer que = € O N Q<.
Il existe alors [, un entier positif non nul tel que lxz € [Ap N P. Si 'on pose
e:=lz, alors d’apres ce qui précede la section globale x© vérifie :

1,05 = exp(—135 ($ ) ) = exp(~1p () < 1,

donc, D est gros. O

Le volume arithmétique
Soit D un fibré en droites hermitien muni d’une métrique continue sur X. Le
volume vol(D) de D est défini comme suit :

—~ . log#H"(X,ID))
(D) =1
VO ( ) l?/_lfogp ld+1/(d+ 1)'

C’est I’analogue arithmétique du volume d’un fibré en droites sur une variété
projective sur un corps.

EXEMPLE 2.2
Si X est une variété torique lisse sur Spec(Z) et D, est un fibré en droites



836 Mounir Hajli

équivriant sur X muni de sa métrique canonique, alors
vol(Dso) =0.

En effet, d’apres (5) il suffit de noter qu’on a pour tout > 1, #ﬁO(X,lDOO) =
24 (IAp N P)+1~2vol(Ap)l.

La suite de cette section est consacrée a la preuve du théoreme 0.2 (voir le
théoreme 2.6). Nous adopterons la preuve du [11, Theorem 2.3] dans le cas to-
rique.

Nous commencons par établir un résultat qui permet d’approximer le volume
arithmétique par une quantité plus flexible, définie en terme de la norme L2, c’est
l'objet du lemme 2.3. Notons que ce lemme peut étre vue comme une version
faible du [11, Lemma 2.1].

LEMME 2.3

Pour tout € >0, on a
—~ . log#HY,(X,ID) _ log #H% (X,1D) _ —~ _
vollD) < Bt =g @ MRS @ < vl

avec D. == (D,e ¢ - || p)-

Démonstration
Puisque H°(X, (D) C H?,(X,D), alors

—~ _ log#H%(X,ID)
1(D) <1 f
vol(D) = liminf = 0

Soit £ > 0, d’apres (1.6), il existe une constante C' tel que | - [|sup < Ce®l| - || 2
sur H%(X,O(ID)). On peut supposer que || - [|sup < €2 - ||z pour I > 1. Cela
donne

HY,(X,1D) c H°(X,1Dy.) Vi>1.

Donc,

log #H9, (X,1D
lim sup og #Hp. (X, 1D)

PP vy < VOl O

REMARQUE 2.4
Dans [11, Lemma 2.1}, Moriwaki a montré une inégalité semblable & celle du

lemme précédent, et par contuité de \751, il a pu conclure que \751([)) =

. log #H, (X,1D e — , . .
limy o0 %. Malheureusement, la continuité de vol est établie uni-

quement dans le cas des métriques de classe C* (voir [10, Theorem B]).

LEMME 2.5

Soit © un sous-ensemble conveze compact de R? tel que Vol(©) >0 (Vol désigne
le volume induit par la mesure de Lebesgue dx standard de R?). Pour tour [ un
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entier positif non nul, soit Aj = (dee’)ee’cionp une matrice réelle symétrique
définie positive indexée par 10 N P, et soit K; le sous-ensemble de RO ~
R#UONP) donné par

K= {(’I’e) c Rl@ﬂP ’ Z Ge,e'Tele! < 1}
e,e’clONP

On suppose qu’il existe une fonction continue p: © — R tel que pour tout € >0,
il existe une constante D vérifiant

oe(L2) ()] <042

Ge,e

pour tout | un entier positif assez grand et e € 1O N P. Alors on a

. Jog#(K NZIOP) 1
> .
ll.inolo inf TEs] S /@(p(x) dx

En plus, si A; est diagonal et ae e <1 Ve, e €1© NP pour tout I, on a

. log#(K;in Z'ent ) 1
liny = — ) dx.
l»—>l ) d+1 2 /; (l') .

Démonstration
La preuve de ce lemme est une 1légere modification de la preuve du [11, Lemma 2.2].
Soit € > 0, par hypothese il existe une constante D telle que

‘log< L )—l@(?)‘SD—i—sl Vi>1eclONP.

Ge,e

D’apres [11, p. 514], on a

1 1
(10) log # (K, NZ°"F) > 5 Z log(a
eclonP ©:©

) +log Vi, —mylog2,

ou m; =#(IONP), et V,,, est le volume de la boule unité dans R™ muni de la
métrique standard.
Par hypothese,

o(5)-bo-e< (.

)§¢(9)+1D+e Vi>1VYeelOnP.

Gee l l
Donc,
1 e my my 1 1
1d Z (p<7)_ld+1D_l_d€§ dT1 Z IOg(ae()
eclONP eclONP ?
1 e my my

Notons que

b > A s [ s

eclONP Ooace@m(l/l)P
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Alors, on peut trouver Iy > 1 tel que

1
2 los(

eclONP

— x)dx <6+—D+—€ Vi > 1.
) /@ ’ Jd+1 1d 0

Ge,e

Comme il existe une constante ¢ telle que my; < 1¢. Alors, on peut supposer que,

1 1
‘ldT > log(%e)—/@@(x)d:ﬂ‘<(2+c1)e Vi > 1.

eclONP

Par suite,

ke 3 () - [

eclONP

En utilisant (10), on déduit de ce qui précede

1
hmmf ld+1 log #(K, N 7"y > — 5 /@(p(at)dx.

La preuve de la deuxiéme assertion est identique & celle de la deuxieme partie du

[11, Lemma 2.2]. ]
THEOREME 2.6

Soit X une variété torique lisse. Soit D = (D, || - || p) un fibré en droites équivariant
muni d’une métrique || - || p, continue et invariante par l'action de tore compact
de X(C). On q,

vol(D) = (d + )/@ gp(x)dz.

D

Démonstration
On consideére 2 une forme volume de classe C*° sur X (C), invariante par 'action
du tore compact de X (C) et telle que fX(C) Q = 1. Soit [ un entier positif non nul.

’
Posons A; = (Ge,e)e,e’clonp avee te s = (X%, X )15.q- On a, © 5 est un ensemble
compact et convexe. On considére la fonction §p: Op — R et K; ’ensemble
donné par

K= {(JCe) S R!ONP ’ Z Ge,e'Tele! < 1}

e,e’€loONP

Soit e €@ NP et x° la section globale de O(ID) associée. D’apres la
proposition 1.6, on a pour tout € > 0, il existe une constante C telle que

||Xe||l[_),sup < CeslHXeHL{lD Vi>1.

On a aussi,

Xl 2205 < X500 /X Q= x5

Avec les notations introduites et la formule (7), les deux inégalités précédentes
deviennent :

exp(—lgD (?)) < Ce\ [,
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et

s <on(-110(5)).

On en déduit

oglog( L )—21§D<§)§210g0+5l Vi 1.

e,e
Puisque e €105 N P, et |/ae e < exp(—1g(F)) alors
Gee < 1.

Comme || - || 5 est invariante par ’action du tore compact, alors la matrice A; est
diagonale. Maintenant on peut appliquer le lemme 2.5 et nous obtenons
. 1o K,Nnz7'®p"P
lim g #(Ki ) = Jgp(x)de.
=00 ld+1 Op

En remarquant que

HY,(X,1D) = K; N Z!®p"P

alors

Hon g 08 # AL (X D)
el (A1) a1 1)

Et d’apres le lemme 2.3, on a pour tout € >0

log #H9,(X,1D .
& L2 ):/ Jp(z)dz.
©p

wl(D) < (d+1)! /@ (@) dz < 0(D.).

Si 'on remplace D par D_., on obtient que

(d+ 1)!/ ip__(x)dz <vol(D).
O5__
Or, gp__(z) =gp(x) —2c et Op _={r € Ap | gp(x) > 2¢}. Par conséquent,
«[(-—)137E gD,E("L’) dr = f(—)D gD(x) dx + f@f)\ef)75 QD(Z‘) dr — 25@D7€ =

f@D dp(z)dx + O(e). En faisant tendre € vers 0, on obtient

(d+1)!/®7 ip(2) dz < vol(D).

On conclut que,

@(D):(dﬂ)!/@ gp(z)dz. .
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