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SUR UNE CONJECTURE DE D. G. KENDALL CONCERNANT
LA CELLULE DE CROFTON DU PLAN ET SUR SA

CONTREPARTIE BROWNIENNE

PAR ANDRE GOLDMAN´
Universite Claude Bernard Lyon 1´

In connection with a conjecture stated by D. G. Kendall in the forties,
we describe the asymptotic behavior of the distribution function of the

Žarea of the planar Crofton cell. We deduce from this in support of his
.conjecture that expressed in terms of eigenvalues, the large Crofton cells

are nearly circular. We obtain also the asymptotic behavior of the Laplace
transform of the law of the perimeter of the convex hull of planar
Brownian motion run until time 1. This last result implies that the small
convex hulls of Brownian motion are nearly circular.

� 4Introduction. Soit PP � x , n � 1 une mesure de Poisson aleatoire´n
dans le plan R2, de mesure d’intensité

��1 2� 2� A � E card A � PP � 1 � , r d� dr , A � BB RŽ . Ž . Ž . Ž .H H A2 �� 0

� Ž . 4 Žet soit HH � H x , x � PP l’ensemble des droites polaires associees, commune-´ ´
.ment connu sous le nom de Processus poissonien de droites . L’ensemble HH

2 Ž .partitionne l’espace R en domaines polygonaux convexes aleatoires consti-´
� �tuant la mosaıque poissonienne du plan 10 . En 1945, le physicien Goudsmit¨

� �8 a ete amene a etudier les proprietes de leurs structures geometriques en´ ´ ´ ` ´ ´ ´ ´ ´
calculant notamment, par une ingenieuse approche heuristique, les deux´
premiers moments empiriques de la mesure d’aire de ces domaines.
Independamment de ce travail, le statisticien anglais Kendall a exploite, dans´ ´
les annees 1940	1945, le processus poissonien de droites comme modele´ `
statistique des fibres du papier�les polygones aleatoires modelisant les´ ´
interstices entre les fibres.

ŽEn 1964, Miles a debute toute une serie de travaux s’etalant jusqu’en´ ´ ´ ´
.1995 s’appuyant sur la nature ergodique du processus de droites HH et plus

particulierement sur le fait que l’ensemble HH est invariant, en loi, par`
Ž .rotation et par translation c’est-a-dire la mosaıque est homogene et isotrope .` ¨ `

� � � �Ces resultats sont exposes dans 16 � 19 . Signalons encore les travaux de´ ´
� � � � � � � � � �Cowan 2 , 3 , Matheron 15 et Tanner 24 , 25 , les simulations effectuees´

� � � � � �par Solomon 22 et George 5 et le recent travail de Paroux 20 obtenant,´
dans ce contexte, des theoremes centraux limites.´ `
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En depit de ces recherches, la connaissance des lois des caracteristiques´ ´
geometriques fondamentales que sont l’aire V, le perimetre L ou le nombre´ ´ ´ `
de sommets S, de ces domaines, a peu progresse. On ne connait les valeurs´

Žexactes que des deux et parfois des trois premiers moments empiriques on
˜ ˜ ˜ .sait par exemple que EV � 1	� , EL � 2 et ES � 4 mais on manque d’infor-

mations sur les lois de ces caracteristiques. Plus particulierement, la conjec-´ `
Ž � �.ture enoncee par Kendall voir le mot d’introduction a l’ouvrage 23 dans les´ ´ `

annees quarante, selon laquelle la ‘‘forme’’ du domaine D contenant l’origine´ 0
Ž . Ž .la cellule de Crofton ne serait pas tres eloignee dans un sens a preciser ,` ´ ´ ` ´
lorsque son aire V est ‘‘grande,’’ de celle d’un disque, n’a pas ete resolue. En´ ´ ´0

� �1995, Miles 19 a propose plusieurs formulations possibles de cette conjec-´
ture en les etayant par des arguments de nature heuristique.´

Dans le present travail, nous decrivons precisement, le comportement´ ´ ´ ´
asymptotique, lorsque t � ��, de:

Ž .1. La probabilite P V � t relative a la cellule de Crofton;´ `0
�̃ 42. La probabilite empirique P V � t´

en demontrant que´
� �1	2 �1	2 ˜ '� 4 � 4lim t log P V � t � lim t log P V � t � �2 � .Ž . 0

t��� t���

Ces resultats nous permettent de montrer que la transformee de Laplace´ ´
Žde la loi de la premiere valeur propre du Laplacien pour le probleme de` `

.Dirichlet du domaine D a le meme comportement asymptotique, a l’infini,ˆ `0
que la transformee de Laplace de la loi de la premiere valeur propre du´ `
Laplacien de la boule inscrite dans D , et que ce resultat reste valable en´0

˜remplaçant la cellule de Crofton D par le ‘‘polygone convexe empirique’’ D.0
La premiere valeur propre du Laplacien d’un domaine etant d’autant plus` ´
petite que le domaine est ‘‘grand,’’ ce resultat fournit un element de reponse´ ´ ´ ´

Ž .positif et rigoureux a la conjecture de Kendall. Nous faisons ensuite appel a` `
Ž � �.la relation voir 6

�� 2 '� t � 1	4� t E exp � 2 t Y , t � 0,Ž . Ž . Ž . Ž .0

Ž .reliant la fonction spectrale empirique � t , t � 0, de la mosaıque poissoni-¨
enne a la transformee de Laplace de la loi du perimetre Y de l’enveloppe` ´ ´ ` 0

Žconvexe de la trajectoire du pont brownien plan relatif a l’intervalle de temps`
� �.0, 1 pour etablir que´

1	3��� �1	3 2 2'lim t log E exp � 2 t Y � � 27� j ,Ž . Ž .Ž .0 0
t���

ou j est la premiere racine positive nonnulle de la fonction de Bessel J . Ce` `0 0
dernier resultat est a rapprocher du comportement asymptotique du volume´ `

Ž � �.de la saucisse de Wiener voir par exemple 4 .
Nous montrons que ce dernier resultat reste inchange en remplaçant Y´ ´ 0

par le perimetre Y de l’enveloppe convexe du mouvement brownien plan puis´ `
nous en deduisons que la forme de l’enveloppe convexe du mouvement´

� �brownien plan, relatif a l’intervalle de temps 0, 1 et s’ecartant peu, dans ce` ´
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Žlaps de temps, de son point de depart, et ‘‘proche’’ dans un sens que nous´
.precisons de celle d’un disque. Cette propriete geometrique constitue la´ ´ ´ ´ ´

contrepartie brownienne de la conjecture de Kendall. Signalons encore que
ces resultats peuvent probablement s’etendre au cas des mosaıques poissoni-´ ´ ¨
ennes de l’espace euclidien Rd, d � 3, le role du perimetre, pour ce qui estˆ ´ `

Ždes fonctionnelles Y et Y, etant tenu par le diametre moyen ou, si l’on´ `0
.prefere, par le volume intrinseque d’ordre un des enveloppes convexes des´ ` `

trajectoires; nous y reviendrons dans un prochain travail.
� �Les resultats principaux de ce travail ont ete annonces dans la note 7 .´ ´ ´ ´

1. Preliminaires. Dans ce paragraphe, nous rappelons quelques´
resultats connus des mosaıques poissoniennes de l’espace euclidien Rd, d � 2,´ ¨
qui vont nous etre utiles par la suite. Pour une information plus exhaustiveˆ

� � � � � � � �on pourra se reporter a 6 , 10 , 18 et 22 .`

� 4A. La mosaıque poissonienne. Soit PP � x , n � 1 une mesure de Pois-¨ n
Ž Ž ..son aleatoire definie sur un espace de probabilite �, 	, P dans l’espace´ ´ ´

euclidien Rd, d � 2, de mesure d’intensité
� A � E card A � PPŽ . Ž .

� 
 	2 1 � , r d� dr , A � BB Rd ,Ž . Ž . Ž .H Hd A½ 5Ž .R s d

1Ž .

Ž . dou on a designe par s d la sphere unite de l’espace euclidien R , par 
 d� ,` ´ ´ ` ´ d
d 	2 Ž . Ž . Ž .
 � d� 	� d	2 � 1 , sa mesure d’aire non-normalisee et par 1 � , r la´d A

fonction indicatrice de l’ensemble borelien A. Pour tout point x � Rd, soit´
Ž . � d ² : 4 ŽH x � y � R ; y � x, x � 0 l’hyperplan polaire associe en notant par´

² : d . � Ž .� ,� le produit scalaire de l’espace euclidien R . L’ensemble HH � H x ,
4x � PP est connu sous le nom de processus poissonien d’hyperplans de l’espace

Rd. Il est invariant, en loi, par les isometries de l’espace Rd et partitionne ce´
Ž .dernier en polyedres convexes aleatoires .` ´

B. La cellule de Crofton D . Fixons x � Rd et pour tout 
 � �, desig-´0
Ž . dnons par D x, 
 le polyedre contenant le point x. En fait, x � R et 
 � �`

Ž .etant fixes, l’ensemble D x, 
 n’est bien defini que si x n’appartient pas a la´ ´ ´ `
Ž .reunion des hyperplans de l’ensemble HH 
 . Cela etant, le point x etant fixe,´ ´ ´ ´

la probabilite pour qu’il appartienne a l’un des hyperplans de HH est evidem-´ ` ´
Ž .ment nulle et, de ce fait, D x, 
 est bien defini pour tout 
 � � 
 N ,´ x

Ž . Ž .P N � 0. Dans ce qui suit on designera par D 
 le polyedre convexe´ `x 0
� �contenant l’origine, c’est-a-dire, suivant la terminologie de Kendall 23 , la`

d ˆŽ .cellule ce Crofton. Pour tout ensemble borelien A � BB R , notons par A son´
enveloppe convexe puis par

² :2 b A � 2
 sup � , x d� ,Ž . Ž . Hd
Ž .s d x�A

Ž . Ž .le diametre moyen de A. Rappelons qu’en dimension d � 2, 1	2 b A`
ˆcoıncide, en vertu d’un resultat classique de Cauchy, avec le perimetre de A¨ ´ ´ `

Ž � �.Voir 1 .
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Dans ce qui suit nous ferons appel a la propriete fondamentale suivante` ´ ´
Ž � � � �.voir 6 et 15 .

d ˆŽ .LEMME 1. Soit A � BB R un ensemble borelien contenant l ’origine et A´
son enveloppe convexe. On a alors

ˆ� 43 P D � A � P D � A � exp � 1	2 b A .Ž . Ž . Ž .� 40 0

C. Les distributions empiriques. Considerons maintenant la boule ou-´
Ž . � d � � 4verte B R � x � R ; x � R centree a l’origine et de rayon R � 0 puis les´ `

Ž .polyedres convexes D , i � 1, . . . , N , inclus dans B R . Soit X une fonction-` i R
nelle operant sur les polyedres convexes de l’espace Rd et invariante par´ `

Ž . NR Ž .translation et soit 1	N Ý X D , R � 0, la moyenne associee. On montre´R i�1 i
Ž � �.alors, grace a la structure ergodique du processus HH et avec 26 , que sousˆ `

des conditions raisonnables de mesurabilite, la moyenne empirique de X,´
c’est-a-dire la limite presque-sure,` ˆ

NR

˜4 EX � lim 1	N X DŽ . Ž . Ž .ÝR i
R��� i�1

existe et que l’on a
�1˜5 EX � E 1	V E X D 	V ,� 4 � 4Ž . Ž . Ž .0 0 0

ou V � H dx est le volume de la cellule de Crofton. En particulier,` 0 D 0

NR

�̃ 46 P X � t � lim 1	N 1 X DŽ . Ž . Ž .Ž .ÝR �0, t � i
R��� i�1

est, par definition, la fonction de repartition empirique de la fonctionnelle X.´ ´
Ž � � � �.Plus precisement, on dispose du resultat suivant voir 2 et 6 .´ ´ ´

Ž . � Ž .4 Ž Ž ..LEMME 2. i Supposons que l ’application 
 � 1	V 
 X D 
 soit0 0
une variable aleatoire. On a alors, presque-surement, pour tout t � 0 fixe,´ ˆ ´

NR

�̃ 4P X � t � lim 1	N 1 X DŽ . Ž .Ž .ÝR �0, t � i
R��� i�17Ž .

�1� E 1 X D 	V E 1	V .� 4Ž . Ž .Ž .� 4Ž .�0 , t � 0 0 0

Ž . Ž � Ž . �.ii Supposons de plus que l ’on ait E X D 	V � ��. On a alors pour0 0
presque-tout 
 � �,

NR

ẼX � lim 1	N X DŽ . Ž .ÝR i
R��� i�1

� lim 1	N X D x , 
 	V x , 
 dx� 4Ž . Ž . Ž .Ž .HR
R��� Ž .B R

8Ž .

�1 �1� E X D 	V E 1	V dt � E X D 	V E 1	V .� 4 � 4� 4 � 4Ž . Ž . Ž . Ž .Ž Ž .0 0 0 0 0 0
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En prenant pour X la mesure d’aire du polyedre convexe, on obtient`
�1n n�1˜9 EV � EV E 1	V � ��, n � 1,� 4Ž . Ž .� 40 0

et en particulier, pour n � 1, on a le lemme suivant.

LEMMA 3. On a presque-surementˆ
�1NR v R 1Ž .

ẼV � lim 1	N V D � lim � EŽ . Ž .ÝR i ½ 5ž /ž /N VR��� R��� R 0i�1
10Ž .

dd � 1 d � 1 d
1	2� � � d � 1 	� � 2� 2� �Ž .½ 5 ½ 5ž / ž / ž /2 2 2

soit en dimension d � 2,

˜11 EV � 1	� .Ž .

ŽGeneralement, les lois empiriques ne sont pas connues on ignore notam-´ ´
.ment les lois des caracteristiques geometriques elementaires V, L, S . Cela´ ´ ´ ´ ´

etant, on doit a Miles, l’expression explicite de la loi du rayon empirique des´ `
disque inscrits dans les domaines de la mosaıque, soit le lemme suivant.¨

LEMME 4. Le rayon empirique R du disque inscrit a pour loi

�̃ 4 � 412 P R � t � P D � B t � exp �2� t , t � 0.� 4Ž . Ž .0

˜ � �D. Le polyedre convexe empirique D. Dans 18 , Miles a indique plusieurs` ´
˜ 2constructions possibles d’un polygone convexe aleatoire D 
 R dont les lois´

des caracteristiques geometriques associees coıncident avec les lois em-´ ´ ´ ´ ¨
piriques definies au point C. Ainsi, en particulier, on peut construire un´

˜polygone aleatoire convexe D en partant de la loi empirique du rayon du´
disque inscrit dans les domaines de la mosaıque.¨

˜LEMME 5. On obtient le polygone empirique D de la maniere suivante:`
Ž .i On considere un cercle de rayon aleatoire R � 0 de loi` ´

� 413 P R � t � exp �2� t , t � 0.Ž . Ž .
Ž . Ž .ii On construit un triangle T admettant le disque B R pour cercle

inscrit. Les points de contact des trois cotes du triangle avec le bord du disqueˆ ´
Ž . � � 3etant reperes par des angles aleatoires � , � , � � 0, 2� admettant une´ ´ ´ ´ 1 2 3

loi absolument continue de densité

2 � � � � � � � � �1 2 2 3 3 1
14 sin sin sinŽ . 2 2 2 23�

Ž .le vecteur � , � , � etant independant du rayon aleatoire R.´ ´ ´1 2 3
Ž . Ž . Ž .iii Conditionnellement a R � r et a � , � , � � � , � , � , on con-` ` 1 2 3 1 2 3

˜struit le polygone empirique D en prenant un processus poissonien de droites
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HH associes a une mesure de Poisson aleatoire PP de mesure d’intensite´ ` ´ ´r r

��2� 215 � A � 1 � , � d� d� , A � BB R ,Ž . Ž . Ž . Ž .H Hr A
0 r

puis en considerant le polygone convexe, contenant le disque de rayon r � 0 et´
obtenu en prenant l ’intersection des droites de HH avec les cotes du triangleˆ ´r

Ž .defini en ii .´

2. Comportement asymptotique des lois du volume empirique V et
du volume V du polygone D . Nous allons etablir le resultat fondamen-´ ´0 0
tal suivant.

THEOREME 1. La relation asymptotique suivante est satisfaite,´ `

�1	2 �1	2 ˜ '� 4 � 416 lim t log P V � t � lim t log P V � t � �2 � .Ž . 0
t��� t���

PREUVE. Nous allons exploiter la construction explicite, fournie par le
Lemme 5, du polygone empirique a partir du disque inscrit dans celui-ci.`
Commençons par remarquer le lemme.

LEMME 6. Designons par T , T et T les trois composantes connexes´ 1, r 2, r 3, r

˜Ž .de T 
 B r puis par D � T � D, i � 1, 2, 3, les trois composantes con-i, r i, r
˜ Ž . Ž .nexes de D 
 B r associees. Alors, conditionnellement a � , � , � �´ ` 1 2 3

Ž .� , � , � et R � r, les domaines D , i � 1, 2, 3, sont independants.´1 2 3 i, r

PREUVE. Il est clair que, compte-tenu de la definition de la mesure � ,´ r
aucune droite de HH ne coupe le disque centre a l’origine et de rayon r. De´ `r
plus aucune des droites de HH ne peut couper a la fois deux de ces com-`r
posantes connexes. Ainsi, si HH , HH et HH designent les droites coupant´r , 1 r , 2 r , 3
respectivement T , T et T alors les points de la mesure aleatoire PP´1, r 2, r 3, r r
correspondant a ces trois ensembles de droites appartiennent a des sous-` `
ensembles du plan disjoints. Il en resulte en particulier que les trois´
composantes connexes D , i � 1, 2, 3, sont independantes.´i, r

Fixons � , � , � puis, pour tout r � 0, designons par V l’aire de la´1 2 3 i, r
composante connexe D , i � 1, 2, 3. On a alors le theoreme.´ `i, r

Ž .THEOREME 2. Pour tout � � 0, il existe une constante 0 � A � � �� telle´ `
que l ’on ait

1 � � VŽ . i , r 2	317 E exp � exp A � r , i � 1, 2, 3Ž . Ž .Ž .ž /r

pour tout r � 0.
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PREUVE. Pour cela, nous allons majorer les esperances,´
n � 4E V � P x � D , . . . , x � D dx ��� dx ,� 4 Hi , r 1 i , r n i , r 1 n18Ž . � 4x , . . . , x �T1 n i , r

i � 1, 2, 3.
Il suffit de se limiter, bien evidemment, au cas i � 1.´

Ž .Reperons un point x � T 
 B r par´ 1, r

Ž . �i L’angle � que fait le segment reliant l’origine c’est-a-dire, le centre`
Ž . � Ž .du disque B r inscrit a l’un des deux points de contact du bord � B r avec`

les cotes du triangle commun a T , avec le segment Ox reliant l’origine auˆ ´ ` 1, r
point x;

Ž . � �ii L’angle � � 0, �	2 que fait le segment reliant le centre du disque au
Ž . Ž .point de contact t � � B r de la tangente a �B r issue du point x avec le`

segment Ox reliant l’origine au point x.

� �Ainsi, en notant par � � x la distance du point x a l’origine, on a`
� �r x � t

19 cos � � et tan � � .Ž .
� r

Ž . Ž .Pour tout choix de points x � � , � , . . . , x � � , � � T , notons1 1 1 n n n 1, r

p � , � , . . . , � , �Ž . Ž .Ž .1 1 n n20Ž .
� P � , � � D , . . . , � , � � D , d� � d� ��� d� .� 4Ž . Ž .1 1 1, r n n 1, r 1 n

Designons par � l’angle au sommet de T . On obtient alors´ i i, r

n � � � � 2� sin �Ž .i i in 2 nE V � r n!� 4 Ž . ŁH1, r 3� Ž . 40�� � ����� � ��� 	2 cos �i�1 Ž .21Ž . 1 n 1 i

�p � , � , . . . , � , � d�Ž . Ž .Ž .1 1 n n

ŽŽ . Ž ..Les probabilites p � , � , . . . , � , � sont difficiles a evaluer. Commençons´ ` ´1 1 n n
par remarquer, dans un premier temps, le lemme.

LEMME 7. On a la majoration

22 p � , � , . . . , � , � � exp �2r tan � � � .� 4Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .1 1 n n n n

Ž .PREUVE. En effet, considerons un point fixe x � B r . En vertu de la´ ´
construction du processus poissonien de droites HH , on ar

˜ � 4� 423 P x � D � exp � p c B r � x � 2� r ,Ž . Ž .� 4Ž .Ž .
2 Ž .ou, pour tout ensemble A 
 R , c A designe l’enveloppe convexe de A et` ´

Ž Ž .. Ž .p c A le perimetre de celle-ci. Il en resulte trivialement, avec 19 , que pour´ ` ´
Ž .tout point x � �, � , on a

� 424 p c B r � x � 2� r � 2r tan � � � .Ž . Ž . Ž .Ž .Ž .
ŽŽ . Ž .. �Ž . 4Finalement, comme p � , � , . . . , � , � � P � , � � D , on en de-´1 1 n n n n 1, r

duit le Lemme 7.
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Fixons � verifiant 0 � � � �	2 et notons´

n � � 2� sin �Ž .i inI r , � � r n!Ž . Ž . ŁHn 3� 40�� � ����� ��	2, ��� cos �i�1 Ž .25Ž . 1 n n i

�p � , � , . . . , � , � d� .Ž . Ž .Ž .1 1 n n

Le Lemme 7 nous permet alors d’obtenir le resultat intermediaire suivant.´ ´

Ž .LEMME 8. Fixons 0 � � � 1. Il existe 0 � � � � �	2 verifiant´
n�� 1 � � I r , � �Ž . Ž .Ž .n

26 lim � 0.Ž . Ý n!r��� n�1

Ž .PREUVE. La majoration 22 nous permet d’ecrire´

n � � 2� sin �Ž .i inI r , � � r n!Ž . Ž . ŁHn 3� 40�� � ��� �� ��	2, ��� cos �i�1 Ž .1 n n i

�exp �2r tan � � � d�� 4Ž .n n

n�1
� � � 2 x sin x � � 2� sin �Ž . Ž .�	2n� n r dxŽ .H H 3 3½ 5

� 0 cos x cos �Ž . Ž .
�exp �2r tan � � � d�� 4Ž .

27Ž . n
� � � 2 x sin x 1Ž .�	2n�1� 2 r dx � 1Ž .H H 3 2ž /½ 5 cos �� 0 cos xŽ .

�exp �2r tan � � � d�� 4Ž .
n

� � 2� � 1Ž .�	2n�1� 2 r � � tan � � 1Ž .H 2 2ž /2 cos �� 2 cos �Ž .
�exp �2r tan � � � d� .� 4Ž .

On en deduit la majoration´
n�� 1 � � I r , �Ž . Ž .nÝ n!n�1

1 1 � � � � 2�Ž . Ž .�	2
�2r � 1 �exp �r 2 tan ��� �Ž .H 2 2ž / ½cos �� 2 cos �Ž .

28Ž .

1 � � �Ž .
� � 1 � � tan � d� .Ž . 52
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Ž .Le Lemme 8 en decoule car, comme il est facile de voir, il existe � � � �	2´
tel que l’on ait

1 � � � � 2� 1 � � �Ž . Ž . Ž .
29 2 tan � � � � � � 1 � � tan � � 0Ž . Ž . Ž .2 22 cos �Ž .

Ž .pour tout � , verifiant � � � � � �	2.´
Le Lemme 7 nous fournit une estimation ‘‘suffisamment’’ precise lorsque´

Ž .l’un des points x , . . . , x intervenant dans la probabilite 20 est situe a une´ ´ `1 n
Ž .distance du centre du disque inscrit superieure a r	cos � � . Il reste a´ ` `

evaluer cette probabilite de maniere plus fine lorsque tous les points x , . . . , x´ ´ ` 1 n
sont pris dans le domaine

r
� �30 C � � x � � r ; r � x � ,Ž . Ž . Ž .r ½ 5cos � �Ž .

où

� � � 231 � r � �r , r � R 
 B r 
 RŽ . Ž . Ž .Ž .

� � �est la partie de la bande �r, r � R du plan situee ‘‘au dessus’’ du disque´
Ž .inscrit B r . C’est la partie delicate de la demonstration.´ ´

Commençons par etablir un resultat de nature isoperimetrique. Pour toute´ ´ ´ ´
Ž .courbe rectifiable C on designera par p C sa longueur.´

Ž .THEOREME 3. Soit C une courbe convexe situee dans � 1 et admettant´ ` ´
Ž . Ž . �pour extremites les points a � �1, 0 et b � 0, 1 c’est-a-dire, les points deˆ ´ `

Ž . � Ž .contact du cercle C � � B 1 avec les bords de la bande . Designons par A C´0
Ž . Ž .le domaine de � 1 compris entre C et le cercle C par �A C sa frontiere, et`0

Ž . Ž .par � A C � � A C � C la partie de C situee sur le cercle C . Soit finale-´0 0 0
Ž .ment V l ’aire du domaine A C . La majoration suivante est alors satisfaite,c

32 p C 
 � A C � p � A C � V � 0,Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .0 0 c

l ’egalite n’ayant lieu que pour les courbes C , h � 0, obtenues en prenant la´ ´ h
� 4 � � � 4 � �reunion des segments �1 � 0, h et 1 � 0, h et du demi-cercle de rayon´

Ž . Ž .un et d’extremites �1, h et 1, h .ˆ ´

PREUVE. On verifie, tout d’abord, trivialement, par un calcul direct, que´
pour les courbes C , h � 0, on ah

33 p C 
 � A C � p � A C � V � 0.Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .0 h 0 h c

Ž .Par ailleurs, considerons le domaine U C admettant pour frontiere la reun-´ ` ´
� � � 4ion de la courbe C et du segment �1, 1 � 0 et soit l � � un nombre fixe. Il´

est facile de voir que le probleme pose consiste a trouver la courbe convexe C,` ´ `
Ž .de longueur l, pour laquelle l’aire du domaine U C est maximale. En

Ž � � .appliquant le procede de symetrisation de Steiner voir 21 , par exemple par´ ´ ´
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� 4 �rapport a l’axe 0 � R , on se ramene au cas ou la courbe C est symetrique` ` ` ´
par rapport a cet axe. On peut alors partitionner la courbe C sous la forme`
34 C � C � C � CŽ . 1 2 3

de sorte que:

Ž .i Les courbes C et C soient issues respectivement des points a et b;1 2
Ž . � 4 �ii Les courbes C et C soient symetriques par rapport a l’axe 0 � R ;´ `1 2
Ž . Ž . Ž . Ž .iii On a p C � p C � l � � 	2.1 2

Ž .Le domaine U C se partitionne, a son tour, sous la forme`
35 U C � U � UŽ . Ž . 1 2

où
Ž .a La frontiere du domaine convexe U est constituee des courbes C et` ´1 1

C , du segment ab et du segment de droite a� b� reliant les deux extremitesˆ ´2
respectives a� et b� de C et C differentes des points a et b;´1 2

Ž .b La frontiere du domaine convexe U est constituee de la courbe C et` ´2 3
du segment a� b�.

Ž .En vertu du theoreme isoperimetrique classique, l’aire V U du domaine U´ ` ´ ´ 2 2
verifie la majoration´
36 V U � �	2,Ž . Ž .2

Ž .l’egalite n’etant obtenue que si V U est un demicercle de rayon egal a un.´ ´ ´ ´ `2
Considerons, par ailleurs, le domaine rectangulaire R inscrit dans la´

Ž .bande � 1 , admettant le segment ab pour base et pour hauteur
l � �

37 h � .Ž .
2

Les courbes C et C etant convexes le domaine R contient le domaine U et´1 2 1
Ž .donc son aire V R verifie trivialement la majoration´

38 V R � V U .Ž . Ž . Ž .1

Considerons finalement le domaine convexe U admettant pour frontiere la´ `m
courbe obtenue en prenant la reunion du segment ab, des deux segments´

� 4 � � � 4 � �de droites �1 � 0, h et 1 � 0, h et du demicercle de rayon un et
Ž . Ž .d’extremites �1, h et 1, h . Il resulte, de ce qui precede, que l’on aˆ ´ ´ ´ `

39 p �U � p �U CŽ . Ž . Ž .Ž .m

et
40 V U � V U C ,Ž . Ž . Ž .Ž .m

l’egalite n’ayant lieu que si la courbe C est un demi-cercle de rayon egal a´ ´ ´ `3
un.

Ainsi le domaine U est la solution du probleme considere et tout resulte` ´ ´ ´m
Ž .alors de 33 .

Le Theoreme 3 va nous permettre d’obtenir une estimation de la proba-´ `
� 4bilite P x � D � C , i � 1, . . . , n plus precise que celle fournie par le´ ´i 1, r r Ž� .

Lemme 7.
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Notons

� 4J r , � � P x � D , . . . , x � DŽ . Hn 1 1, r n 1, r
� Ž . 4x �T , x �C � , i�1, . . . , n41Ž . i 1, r i r

�dx ��� dx .1 n

�Ž .LEMME 9. Il existe une constante 0 � c � � ��, verifiant´
�� J r , �Ž .n � 2	342 � exp c � r pour tout r � 0.Ž . Ž .Ž .Ý nr n!n�1

PREUVE. Pour tout n � 1, designons par H l’ensemble des points´ n
Ž . � Ž .� n Ž .x , . . . , x � C � verifiant la propriete P1 suivante.´ ´ ´1 n 1

Ž .P1 Pour tout i � 1, . . . , n, le point x n’appartient pas a l’enveloppe`i
Ž� 4 Ž ..convexe fermee c x , j � 1, . . . , n, j � i � B 1 des points x , j � 1, . . . , n,´ j j

Ž .j � i, et du disque B 1 .

Ž .Lorsque le vecteur x , . . . , x appartient a H , la frontiere de l’enveloppe` `1 n n
Ž� 4 Ž ..convexe c x , j � 1, . . . , n � B 1 est de la formej

43 � c x , j � 1, . . . , n � B 1 � L � L ,� 4Ž . Ž .Ž .j 1 2

où

Ž . Ž .i L est une ligne polygonale tangente au cercle C � � B 1 et admettant1
les points x , j � 1, . . . , n, comme points extremaux;ˆj

Ž .ii L et un arc du cercle C.2

Designons par´
44 A x , . . . , x � c x , j � 1, . . . , n � B 1 
 B 1� 4Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .1 n j

Ž .le domaine borne de � 1 admettant la courbe polygonale L pour frontiere et´ `1
notons

� 445 p x , . . . , x � p c B 1 � x , i � 1, . . . , n � 2� .Ž . Ž . Ž .Ž .Ž .0 1 n i

Notons l’inegalite suivante:´ ´

� 4P x � D , . . . , x � D dx ��� dxH 1 1, 1 n 1, 1 1 n
� Ž . 4x �D �C � , i�1, . . . , ni 1, 1 1

� exp �p x , . . . , x dx ��� dx� 4Ž .H 0 1 n 1 n
� Ž . 4x �C � , i�1, . . . , ni 1

n�1 n!
� dx ��� dxÝ H H p�1 nn � p !p!Ž . �Ž . 4 � Ž .4x , . . . , x �H x , . . . , x �A x , . . . , x1 p p p�1 n 1 pp�1

�exp �p x , . . . , x dx ��� dxŽ .� 40 1 p 1 p
46Ž .

� exp �p x , . . . , x dx ��� dx� 4Ž .H 0 1 n 1 n
�Ž . 4x , . . . , x �H1 n n
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n�pn�1 n!
� dxÝ H Hn � p !p!Ž . �Ž . 4 Ž .x , . . . , x �H A x , . . . , x1 p p 1 pp�1

�exp �p x , . . . , x dx ��� dxŽ .� 40 1 p 1 p

� exp �p x , . . . , x dx ��� dx ,� 4Ž .H 0 1 n 1 n
�Ž . 4x , . . . , x �H1 n n

Ž .puis appliquons l’inegalite isoperimetrique 32 . On obtient´ ´ ´ ´

� 4P x � D , . . . , x � D dx ��� dxH 1 1, 1 n 1, 1 1 n
� Ž . 4x �C � , i�1, . . . , ni 1

n�1 n! n�p
� p x , . . . , xŽÝ H 0 1 pn � p !p!Ž . �Ž . 4x , . . . , x �H1 p pp�147Ž .

�exp �p x , . . . , x dx ��� dxŽ .� 40 1 p 1 p

� exp �p x , . . . , x dx ��� dx .� 4Ž .H 0 1 n 1 n
�Ž . 4x , . . . , x �H1 n n

On en deduit la majoration´
�� J 1, �Ž .nÝ n!n�1

�� �� 1
� Ý Ý½ n � p !p!Ž .n�pp�1

n�p
� p x , . . . , xŽ .H 0 1 p

�Ž . 4x , . . . , x �H1 p p

48Ž .

�exp �p x , . . . , x dx ��� dxŽ .� 40 1 p 1 p 5
�� 1

� dx ��� dx .Ý H 1 pp! �Ž . 4x , . . . , x �H1 p pp�1

Ž .Fixons x , . . . , x � H . Les points x , . . . , x appartiennent tous a la meme` ˆ1 p p 1 p
� Ž .�courbe polygonale L voir 43 de perimetre´ `1

� �Ž .
49 p L � tan � � � � l � .Ž . Ž . Ž . Ž .1 cos � �Ž .

Il en resulte que pour tout A � 0 on a´

l �Ž .
� �50 card i � 1, . . . , p � 1 ; x � x � � ent nAŽ . Ž . Ž .i i�1½ 5nA
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Ž .ou ent x designe la partie entiere de x. On en deduit facilement qu’il existe` ´ ` ´
Ž .une constante c � � 0 verifiant´

p	2c �Ž .
51 dx ��� dx � , p � 1,Ž . H 1 p p�Ž . 4x , . . . , x �H1 p p

d’ou la majoration`
p	2�� ��J 1, � 1 c �Ž . Ž .n

52 � .Ž . Ý Ý ž /n! p! pn�1 p�1

Par un argument immediat d’homogeneite on en deduit que´ ´ ´ ´ ´
p	2p�� ��J r , � r c �Ž . Ž .n � 2	353 � � exp c � r , r � 0,Ž . Ž .Ž .Ý Ýnr n! p! pn�1 p�1

�Ž .ou c � � 0 est une constante, ce qui termine la preuve du Lemme 9.`

FIN DE LA PREUVE DU THEOREME 2. Elle decoule des Lemmes 8 et 9. En´ ` ´
effet on a

54 E V n � r nI r , � � � J r , �� 4Ž . Ž . Ž .Ž .1, r n n

Ž . Ž .et donc d’apres 26 et 41 on a`
1 � � VŽ . i , r 	 2	355 E exp � exp c � r pour tout r � 0,Ž . Ž .Ž .½ 5ž /r

	Ž .ou c � est une constante. C’est le resultat souhaite.` ´ ´

FIN DE LA PREUVE DU THEOREME 1. Nous sommes maintenant en mesure´ `
Ž .d’etablir le Theoreme 1. Nous deduisons, tout d’abord, de 17 et du Lemme 6´ ´ ` ´

que pour tout t � 0 on a

1 � � t � � r 2Ž . Ž .
	2 2	3P V � t � � r � exp � � c � rŽ .� 4r ½ 5r

56Ž . 21 � � t � � rŽ . Ž .
� A � exp � � �� r , r � 0,Ž . ½ 5r

Ž .ou A � � 0 est une constante.`
Par ailleurs t � 0 etant fixe, on a´ ´

1, si � r 2 � t ,�̃ 457 P V � t � R � r �Ž . 2 2½ P V � t � � r , si � r � t .� 4r

� Ž .�Il en resulte que avec 12´
��

�̃ 4 � 458 P V � t � exp �2� r 2� dr � K tŽ . Ž .H
t	�'
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où

Ž .1	2t	� ˜� 4 � 4K t � exp �2� r P V � t � R � r 2� drŽ . H
0

Ž .1	2t	� 2� 4� exp �2� r P V � t � � r 2� dr� 4H r
0

1 � � t � � r 2
1	2 Ž . Ž .Ž .t	�� 2� A � exp �2� r � � �� r drŽ .H ½ 5r0

59Ž .

��
21 � � t � � rŽ . Ž .

� 2� A � exp �2� r � � �� r drŽ .H ½ 5r0

t 1 � �Ž . '� 4� A � K 2 t 1 � � � ,Ž . Ž .( ž /1�

Ž .ou K x et la fonction de Bessel modifiee de troisieme espece.` ´ ` `1
Ž � �.Par ailleurs on sait que voir 14

�
� 460 K x 
 exp �x .Ž . Ž . (1 2 xx���

Ž .Avec 58 on en deduit que´
�1	2 ˜ '� 461 lim t log P V � t � �2 � ,Ž .

t���

c’est-a-dire, l’equivalent, du Theoreme 1, relatif a la distribution empirique` ´ ´ ` `
de l’aire des polygones convexes.

Pour obtenir l’equivalent annonce, dans le Theoreme 1, pour l’aire de la´ ´ ´ `
� Ž .cellule de Crofton, nous allons faire appel a l’identite suivante voir 7 du` ´

�Lemme 2 :
NR

�̃ 4P V � t � lim 1	N 1 X DŽ . Ž .Ž .ÝR � t , ��� i
R���62Ž . i�1

� 1	� E 1 V 	V ,Ž . Ž .� 4Ž .� t , ��� 0 0

reliant la distribution du volume empirique V a la distribution du volume V` 0
Ž . Ž .de la cellule de Crofton D . On voit donc, avec 61 et 62 , que pour tout0

�Ž .� � 0, fixe, il existe une constante A � verifiant´ ´
dP

� '63 � A � exp �2 1 � � � t pour tout t � 0.Ž . Ž . Ž .Ž .H V� 4V �t 00

Ž � �.Rappelons encore la formule voir 6

n� n� 2nŽ .
n64 EV � , n � 1,Ž . 0 2 n�12

donnant un majorant des moments d’ordre n � 1 du volume V . Il en resulte´0
qu’il existe une constante 0 � c � 2, verifiant´

'� 465 P V � t � exp �c t , t � 0.Ž . Ž .0
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Nous en deduisons la majoration´

2 22 2
� 4P V � t � P V � � t � P t � V � � t0 0 0½ 5 ½ 5ž / ž /c c

22'� exp �2 � t � P t � V � � tŽ . 0½ 5ž /c
66Ž .

22 dP'� exp �2 � t � � t ,Ž . Hž /c V� 4t�V 00

Ž . Ž .ce qui, avec 62 et 63 , fournit l’equivalent souhaite.´ ´

3. Comportement asymptotique de la premiere valeur propre du`
Laplacien pour la cellule de Crofton ainsi que pour le polygone

Ž .empirique. L’estimation fine de la fonction de repartition du volume´
empirique, fournie par le Theoreme 1, va nous permettre de preciser le´ ` ´
comportement asymptotique de la premiere valeur propre du Laplacien pour`
les grands domaines. Dans l’enonce qui suit on designe:´ ´ ´

Ž1. Par � la premiere valeur propre du Laplacien pour le probleme de` `1, 0
.Dirichlet du disque inscrit dans le domaine D0

Ž2. Par � la premiere valeur propre du Laplacien pour le probleme de` `1, 0
.Dirichlet du domaine D0

˜ NR� Ž .� Ž . Ž .3. Par E exp �t� � lim 1	N Ý exp �t� la transformee de´1 R ��� R i�1 1, i
Laplace empirique de la premiere valeur propre des domaines de la`

Ž � �.mosaıque voir 6¨
˜ NR� Ž .� Ž . Ž .4. Par E exp �t� � lim 1	N Ý exp �t� la transformee de´1 R ��� R i�1 1, i

Laplace empirique de la premiere valeur propre des disques inscrits dans`
les domaines de la mosaıque.¨

THEOREME 4. On a´ `

�1	3 �1	3˜ ˜lim t log E exp �t� � lim t log E exp �t�Ž . Ž .1 1
R��� R���

�1	3� lim t log E exp �t�Ž .1, 0
R���

�1	3� lim t log E exp �t�Ž .1, 0
R���

67Ž .

1	32 2� � 27� j ,Ž .0

ou j 
 2,405 designe la plus petite racine positive non-nulle de la fonction de` ´0
Bessel J .0
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Ž . 2 2PREUVE. La premiere valeur propre d’une boule B r est egale a j 	r .` ´ ` 0
Ž .On en deduit, avec 12 , que´

��
2tj0

Ẽ exp �t� � exp �2� x � 2� dxŽ . H1 2ž /x0

2�� tj01	3 1	3� 2� t exp �t 2� x � dx .H 2ž /x0

68Ž .

La methode classique de Laplace fournit, alors, l’equivalent, lorsque t � ��,´ ´
suivant:

1	3�� a 6� 27at
1	369 exp �t x � dx 
 exp � .Ž . H 2 1	3ž / ( ½ 5ž /4x0 2 atŽ .

Il en resulte immediatement que´ ´
1	3�1	3 2 2˜70 lim t log E exp �t� � � 27� j .Ž . Ž . Ž .1 0

t���

Par ailleurs, comme la premiere valeur propre du Laplacien d’un domaine`
minore la premiere valeur du Laplacien de tout sous-domaine on a`

�1	3 �t� �1	31˜ ˜� �71 lim inf t log E e � lim t log E exp �t� .Ž . Ž .1
t��� t���

Pour etablir la majoration inverse, nous allons faire appel a l’inegalite de´ ` ´ ´
Ž � �.Faber�Krahn voir 12 ,

72 � � � j2	V DŽ . Ž .1 0

satisfaite par la premiere valeur propre d’un domaine D quelconque.`
Ž . Ž .Fixons � � 0. Il resulte de 72 et du Theoreme 1 qu’il existe A � � 0 telle´ ´ `

que

2˜ ˜E exp �t� � E exp �t� j 	VŽ . � 41 0

2 2�� t� j t� j0 0 �̃ 4� exp � P V � x dxH 2 ž /xx0

2 2�� t� j t� j0 0'� A � exp �2 1 � � � x � dxŽ . Ž .H 2 ½ 5xx0

73Ž .

2	3 2 2�� t � j � j0 01	3 '� A � exp �t 2 1 � � � x � dx .Ž . Ž .H 2 ½ 5xx0

En faisant appel, a nouveau, a la methode de Laplace nous en deduisons` ` ´ ´
1	32�1	3 2 2˜74 lim sup t log E exp �t� � � 1 � � 27� j .Ž . Ž . Ž .� 41 0

t���
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Ž . Ž . Ž .Les inegalites 70 , 71 et 74 fournissent alors la relation asymptotique´ ´
1	3�1	3 2 2˜75 lim t log E exp �t� � � 27� jŽ . Ž . Ž .1 0

t���

souhaitee.´
On demontre de la meme maniere les deux autres relations asymptotiques´ ˆ `

Ž .du Theoreme 4. Pour cela on fera appel a l’estimation 16 satisfaite pour´ ` `
Ž .l’aire du domaine D ainsi qu’a la formule 12 fournissant la loi du rayon de`0

la boule B centree a l’origine et inscrite dans D .´ `0 0

4. Comportement asymptotique du perimetre Y de l’enveloppe´ ` 0
convexe de la trajectoire du pont brownien plan. Soient D , i �i
1, . . . , N , les domaines polygonaux convexes, associes a la mesure de Poisson´ `R

� 4 2aleatoire PP � x , n � 1 definie dans l’espace euclidien R , inclus dans le´ ´n
Ž .disque ouvert B R . Designons par´

��

76 � t � exp �t� , t � 0Ž . Ž . Ž .Ýi n , i
n�1

� �la fonction spectrale 6 , associee aux valeurs propres � , n � 1, du lapla-´ n, i
cien � � � 2	� x 2 � � 2	� y2, pour le probleme de Dirichlet sur le domaine D ,` i
puis posons

NR

77 � t � 1	N � t .Ž . Ž . Ž . Ž .ÝR R i
i�1

Considerons, par ailleurs, les ponts browniens,´
78 W s , W 0 � W t � 0, t � 0Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .0, t 0, t 0, t0�s�t

du plan, demarrant de l’origine; c’est-a-dire, le mouvement brownien plan,´ `
demarrant de l’origine et conditionne pour y repasser a l’instant t � 0. Soient´ ´ `
79 W � W s , 0 � s � t , t � 0� 4Ž . Ž .0, t 0, t

les trajectoires associees puis Y le perimetre de l’enveloppe convexe de W .´ ´ `0 0, 1
� �Dans 6 nous avons demontre que, presque surement pour tout t � 0, on a´ ´ ˆ

2 '80 � t � lim � t � 1	4� t E exp � 2 t Y , t � 0.Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .R 0
R���

Ž .Nous allons faire appel a la relation 80 reliant le pont brownien a la fonction` `
spectrale empirique pour etablir le resultat suivant.´ ´

THEOREME 5. On a´ `
1	3�1	3 2 2'81 lim t log E exp � 2 t Y � � 27� j .Ž . Ž .Ž .0 0

t���

Ž .PREUVE. Tout d’abord, en vertu de 80 on a

2 ˜'82 1	4� t E exp � 2 t Y � � t � E exp �t�Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .0 1
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Ž .d’ou, avec 67 ,`
�1	3 �1	3 ˜'lim inf t log E exp � 2 t Y � lim t log E exp �t�Ž .Ž .0 1

t��� t���83Ž .
1	32 2� � 27� j .Ž .0

Pour etablir la majoration inverse, rappelons que, d’une maniere generale, si´ ` ´ ´
Ž .� , n � 1, designent les valeurs propres ordonnees en croissant d’un do-´ ´n

maine U, borne, quelconque, alors on a´
84 0 � � � � � ��� � � � ��� ;Ž . 1 2 n

� �et, en vertu d’un resultat de Li et Yau 13 ,´
85 � � 2n�	V U , n � 2.Ž . Ž .n

Ž . Ž .On deduit de 84 et 85 que la fonction spectrale empirique se majore selon´
N�1

˜ ˜� t � E exp �t� � E exp �t�Ž . Ž . Ž .Ý1 n
n�2

86Ž .
exp �2 Nt�	VŽ .˜�E pour tout N � 3.½ 51 � exp �2 t�	VŽ .

Ž .On voit donc, avec 84 , que pour conclure il suffit d’etablir qu’il existe N � 3,´
verifiant´

exp �2 Nt�	VŽ . 1	3�1	3 2 2˜87 lim sup t log E � � 27� j .Ž . Ž .0½ 51 � exp �2 t�	VŽ .t���

Notons, a cet effet, que`
exp �2 Nt�	VŽ .

Ẽ ½ 51 � exp �2 t�	VŽ .
1 2 Nt�

2˜� E V � 2� t exp �Ž .½ 5ž / ž /� t V

��
2 21 4N� t 2 Nt�

�̃ 4� 2 x � 2 Nt� � exp � P V � x dxH 2ž / ž /ž /� t xx0

88Ž .

��
2 2A � 4N� t 2 Nt�Ž . '� 2 x�2 Nt�� exp � 2 1�� � x � dx .Ž .H 2 ž /ž /� t xx0

La derniere majoration resultat, a nouveau, du Theoreme 1. On termine` ´ ` ´ `
facilement, en faisant appel, une nouvelle fois, a la methode de Laplace.` ´

5. Comportement asymptotique du perimetre de l’enveloppe con-´ `
vexe de la trajectoire du mouvement brownien plan. Nous allons

Ž .montrer que 81 reste valable en remplaçant le perimetre Y de la trajectoire´ ` 0
du pont brownien par celui de la trajectoire du mouvement brownien.
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Considerons donc un mouvement brownien plan,´

89 W s , 0 � s � t , W 0 � 0, t � 0 demarrant de l’origine.Ž . Ž . Ž . ´

Soient

90 W � W s , 0 � s � t , t � 0,� 4Ž . Ž .t

les trajectoires associees puis Y le perimetre de l’enveloppe convexe de W .´ ´ ` 1
Nous allons etablir le theoreme suivant.´ ´ `

THEOREME 6. On a´ `

1	3�1	3 2 2'91 lim t log E exp � 2 t Y � � 27� j .Ž . Ž . Ž .0
t���

PREUVE. Soient D , i � 1 . . . N , les domaines polygonaux convexes, asso-i R
� 4cies a la mesure de Poisson aleatoire PP � x , n � 1 et inclus dans le disque´ ` ´ n

Ž .ouvert B R . Comme au chapitre precedent, designons par � , n � 1, les´ ´ ´ n, i
valeurs propres du laplacien � � � 2	� x 2 � � 2	� y2, pour le probleme de`
Dirichlet sur le domaine D , et par � les fonctions propres associees´i n, i
Ž 2 .normalisees en norme L . Notons´

2��

92 � t � exp �t� � dx , t � 0,Ž . Ž . Ž .Ý Hi n , i n , i
Din�1

et soit alors

NR

93 � t � 1	N � t .Ž . Ž . Ž . Ž .ÝR R i
i�1

� �En reprenant la demonstration du Theoreme 1 de 6 , on demontre facilement´ ´ ` ´
� � Ž .avec 11 par la meme methode le theoreme.ˆ ´ ´ `

Ž .THEOREME 7. Presque-surement, pour tout t � 0, la suite � t admet,´ ` ˆ R
Ž .lorsque R � ��, une limite deterministe finie � t s’exprimant sous la forme´

'� t � 1	� E exp � 2 t YŽ . Ž . Ž .
94Ž .

� 4� 1	� P W 
 D .Ž . 2 t 0

Notons maintenant, les majorations triviales,

2
2

� dx � � dx V DŽ . Ž .H Hn , i n , i iž /95Ž . D Di i

� V D , 1 � i � N et n � 1.Ž .i R
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Nous en deduisons, par une demarche identique a celle de la preuve du´ ´ `
Ž .Theoreme 5 et faisant appel a 85 que´ ` `

N�1
˜ ˜'1	� E exp � 2 t Y � E exp �t� � E exp �t�Ž . Ž . Ž .Ž . Ý1 n

n�2
96Ž .

exp �2 Nt�	VŽ .˜�E , N � 3.½ 51 � exp �2 t�	VŽ .
Ž .En faisant appel a 16 , on en deduit comme precedemment que` ´ ´ ´

exp �2 Nt�	VŽ . 1	3�1	3 2 2˜97 lim sup t log E � � 27� j ,Ž . Ž .0½ 51 � exp �2 t�	VŽ .t���

Ž . Ž .d’ou il resulte, avec 67 et 84 , que` ´
�1	3 �1	3 ˜'lim sup t log E exp � 2 t Y � lim t log E exp �t�Ž .Ž . 1

t���t���98Ž .
1	32 2� � 27� j .Ž .0

Il nous reste a voir que l’on a`
�1	3 �1	3 ˜'lim inf t log E exp � 2 t Y � lim t log E exp �t�Ž .Ž . 1

t��� t���99Ž .
1	32 2� � 27� j .Ž .0

Pour cela, nous allons utiliser la majoration suivante, due a Payne et Rayner`
Ž � � .voir 12 , par exemple :

2 4� 2100 � dx � � dxŽ . Ž .H H1 1ž / �U U1

satisfaite pour tout domaine borne U du plan, � et � designant respective-´ ´1 1
ment la premiere valeur propre et la premiere fonction propre du Laplacien` `
Ž .pour le probleme de Dirichlet du domaine U.`

Ž . Ž . Ž .Il resulte de 92 � 94 et 100 , que´
NR1 4�'1	� E exp � 2 t Y � lim exp �t�Ž . Ž .Ž . Ý 1, iN �R��� R 1, ii�1

exp �t�Ž .1˜� 4� E
�1

exp �t�Ž .1˜� 4� E
�1

101Ž .

��
2 2x tj0� 4� exp �2� x � dx .H 2 2½ 5j x0 0

Ž .La derniere majoration se deduisant de 12 . On en tire facilement la propriete` ´ ´ ´
Ž . Ž .99 souhaitee via, a nouveau, la methode de Laplace .´ ` ´
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REMARQUE. Le Theoreme 6 presente une certaine parente avec le resultat´ ` ´ ´ ´
� �classique de Donsker�Varadhan 4 precisant le comportement asymptotique´

du volume de la saucisse de Wiener. Rappelons, en effet, qu’en prenant un
Ž . Ž � �.modele booleen MM � voir 10 admettant pour forme generique une boule` ´ ´ ´

de rayon � � 0 fixe, les centres des boules constituant une mesure de Poisson´
aleatoire admettant pour mesure d’intensite la mesure de Lebesque de l’espace´ ´

2 Ž .R , puis en designant par D � la composante connexe de l’origine du´ 0
� Ž .modele booleen avec la convention D � � � lorsque l’origine est recou-` ´ 0

�verte par les boules on a

102 P W 
 D � � exp � dx� 4Ž . Ž . Ht 0 ž /Ž .W t , �

où

103 W t , � � W � B � , t � 0,Ž . Ž . Ž .t

Ž � �.est la saucisse de Wiener. Donsker et Varadhan ont demontre voir 4 , par´ ´
une technique des grandes deviations, que´

1	2�1	2 2104 lim t log E � dx � � 2� j , � � 0 etant fixe.Ž . ´ ´Ž .H 0½ 5t��� Ž .W t , �

� �On sait d’ailleurs, en vertu d’un resultat de Hall 9 , que le processus´
Ž .poissonien de droites peut s’obtenir a partir des modeles booleens MM � ,` ` ´

Ž .� � 0, par un passage a la limite. Plus precisement, le domaine aleatoire` ´ ´ ´
Ž . Ž�D � converge en loi conditionnellement au fait que l’origine n’est pas0

.recouverte par les boules lorsque � � ��, vers la cellule de Crofton D .0
Ž . Ž .Cela etant, le resultat asymptotique 19 ne se deduit pas de 104 et la´ ´ ´

� �technique de 4 ne nous semble pas pouvoir permettre d’y acceder.´

6. La contrepartie brownienne a la conjecture de D. G. Kendall.`
Rappelons, tout d’abord, le resultat classique suivant de grandes deviations´ ´
Ž � � .voir 4 , par exemple .

THEOREME 8. Designons par´ ` ´
105 M t � sup W sŽ . Ž . Ž .

0�s�t

le maximum de la composante radiale du mouvement brownien plan.
On a alors

1	3�1	3 2 2'106 lim t log E exp �2� 2 t M 1 � � 27� j .Ž . Ž .Ž . Ž .0
t���

Fixons 0 � � � 1, puis considerons les probabilites conditionnelles´ ´
107 P Y � 1 � � 2� a � M 1 � a� 4Ž . Ž . Ž .

et

108 P W � B 1 � � a � M 1 � a .� 4Ž . Ž . Ž .Ž .1
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On voit facilement, par un argument geometrique evident, que´ ´ ´
lim sup P Y � 1 � � 2� a � M 1 � a � 1� 4Ž . Ž .

a�0

� lim sup P W � B 1 � � a � M 1 � a � 1.� 4Ž . Ž .Ž .1
a�0

109Ž .

Nous allons etablir le theoreme suivant.´ ´ `

THEOREME 9. Pour tout 0 � � � 1, fixe, on a´ ` ´
110 lim sup P W � B 1 � � a � M 1 � a � 1.� 4Ž . Ž . Ž .Ž .1

a�0

PREUVE DU THEOREME 9. En effet, dans le cas contraire, il existerait´ `
a � 0 et � � 0 verifiant´0

111 P Y � 1 � � 2� a � M 1 � a � 1 � � pour tout 0 � a � a ,� 4Ž . Ž . Ž . 0

soit encore

112 P Y � 1 � � 2� a � M 1 � a � � pour tout 0 � a � a .� 4Ž . Ž . Ž . 0

Ž . Ž .Designons par M P la loi de la variable aleatoire M 1 . On a alors´ ´

' 'exp � 2 t Y dP � exp � 2 t Y dPŽ . Ž .H H
� Ž . Ž . Ž . 4Y� 1�� 2� M 1 , M 1 �a0

'� exp � 2 t 1 � � 2� M 1 dPŽ . Ž .� 4H
� Ž . Ž . Ž . 4Y� 1�� 2� M 1 , M 1 �a0

a0
� P Y � 1 � � 2� a � M 1 � a� 4Ž . Ž .H

0

113Ž .

� 'exp � 2 t 1 � � 2� a dM P aŽ . Ž . Ž .� 4
'� � exp � 2 t 1 � � 2� M 1 dPŽ . Ž .� 4H

� Ž . 4M 1 �a0

Il en resulte que´
�1	3 'lim t log E exp � 2 t YŽ .

t���

�1	3 '� lim sup t log exp � 2 t 1 � � 2� M 1 dP .Ž . Ž .� 4H
� Ž . 4M 1 �at��� 0

114Ž .

Par ailleurs, on a trivialement

�1	3 '115 lim t log exp � 2 t 1 � � 2� M 1 dP � ��Ž . Ž . Ž .� 4H
t��� � Ž . 4M 1 �a0

Ž .et donc d’apres 106 ,`

�1	3 'lim sup t log exp � 2 t 1 � � 2� M 1 dPŽ . Ž .� 4H
� Ž . 4M 1 �at��� 0116Ž .

1	322 2� � 27� j 1 � � .Ž .� 40
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Ž . Ž . Ž .Les relations 114 , 116 et 91 apportent, alors, la contradiction souhaitee.´

REMARQUE. Il est possible de montrer que

117 lim P W � B 1 � � a � M 1 � a � 1.� 4Ž . Ž . Ž .Ž .1
a�0

Cette propriete qui necessite une etude fine des probabilites conditionnelles,´ ´ ´ ´ ´
118 P Y � b � M 1 � a , b � 0, a � 0,� 4Ž . Ž .

fera l’objet d’une publication ulterieure.´
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