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LA CELLULE DE CROFTON DU PLAN ET SUR SA
CONTREPARTIE BROWNIENNE
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Université Claude Bernard Lyon 1

In connection with a conjecture stated by D. G. Kendall in the forties,
we describe the asymptotic behavior of the distribution function of the
area of the planar Crofton cell. We deduce from this (in support of his
conjecture) that expressed in terms of eigenvalues, the large Crofton cells
are nearly circular. We obtain also the asymptotic behavior of the Laplace
transform of the law of the perimeter of the convex hull of planar
Brownian motion run until time 1. This last result implies that the small
convex hulls of Brownian motion are nearly circular.

Introduction. Soit P ={x,, n > 1} une mesure de Poisson aléatoire
dans le plan R?, de mesure d'intensité

1 +e 2
M(A)=Ecard(AmP)=§f [T1a(e.r)ydodr,  AcB(R?)
R 0

et soit H = {H(x), x € P} I'ensemble des droites polaires associées, (communé-
ment connu sous le nom de Processus poissonien de droites). L'ensemble H
partitionne I'espace R? en domaines polygonaux convexes (aléatoires) consti-
tuant la mosaique poissonienne du plan [10]. En 1945, le physicien Goudsmit
[8] a été amené a étudier les propriétés de leurs structures géométriques en
calculant notamment, par une ingénieuse approche heuristique, les deux
premiers moments empiriques de la mesure daire de ces domaines.
Indépendamment de ce travail, le statisticien anglais Kendall a exploité, dans
les années 1940,/1945, le processus poissonien de droites comme modéle
statistique des fibres du papier—les polygones aléatoires modeélisant les
interstices entre les fibres.

En 1964, Miles a débuté toute une série de travaux (s'étalant jusqu'en
1995) s'appuyant sur la nature ergodique du processus de droites H et plus
particulierement sur le fait que I'ensemble H est invariant, en loi, par
rotation et par translation (c’est-a-dire la mosdique est homogéne et isotrope).
Ces résultats sont exposés dans [16]-[19]. Signalons encore les travaux de
Cowan [2], [3], Matheron [15] et Tanner [24], [25], les simulations effectuées
par Solomon [22] et George [5] et le récent travail de Paroux [20] obtenant,
dans ce contexte, des théorémes centraux limites.
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En dépit de ces recherches, la connaissance des lois des caractéristiques
géométriques fondamentales que sont l'aire V, le périmétre L ou le nombre
de sommets S, de ces domaines, a peu progressé. On ne connait les valeurs
exactes que des deux et parfois des trois premiers moments empiriques (on
sait par exemple que EV = 1/, EL = 2 et ES = 4) mais on manque d'infor-
mations sur les lois de ces caractéristiques. Plus particulierement, la conjec-
ture énoncée par Kendall (voir le mot d’introduction a I'ouvrage [23]) dans les
années quarante, selon laquelle la “forme” du domaine D, contenant l'origine
(la cellule de Crofton) ne serait pas trés éloignée (dans un sens a préciser),
lorsque son aire V, est “grande,” de celle d'un disque, n'a pas été résolue. En
1995, Miles [19] a proposé plusieurs formulations possibles de cette conjec-
ture en les étayant par des arguments de nature heuristique.

Dans le présent travail, nous décrivons précisement, le comportement
asymptotique, lorsque t — +oo, de:

1. La probabilite P(V, > t) relative a la cellule de Crofton;
2. La probabilité empirique P{V > t}

en démontrant que
(*) lim t~/2log P{V, >t} = lim t"/2log P{V >t} = —2V7.
t—> +x

t— +o

Ces résultats nous permettent de montrer que la transformée de Laplace
de la loi de la premiére valeur propre du Laplacien (pour le probléme de
Dirichlet) du domaine D, a le méme comportement asymptotique, a l'infini,
qgue la transformée de Laplace de la loi de la premiére valeur propre du
Laplacien de la boule inscrite dans D, et que ce résultat reste valable en
remplagant la cellule de Crofton D, par le “polygone convexe empirique” D.
La premiére valeur propre du Laplacien d'un domaine étant d'autant plus
petite que le domaine est “grand,” ce résultat fournit un élément de réponse
positif (et rigoureux) a la conjecture de Kendall. Nous faisons ensuite appel a
la relation (voir [6])

(**) d(t) = (1/47%t)Eexp(—V2tY,), t>0,

reliant la fonction spectrale empirique ®(t), t > 0, de la mosdique poissoni-
enne a la transformée de Laplace de la loi du périmétre Y, de I'enveloppe
convexe de la trajectoire du pont brownien plan (relatif a I'intervalle de temps
[0, 1]) pour établir que

(%) tLith—l/s log Eexp(—v2tY,) = —(2777215)1/3.

ou j, est la premiére racine positive nonnulle de la fonction de Bessel J,. Ce
dernier résultat est a rapprocher du comportement asymptotique du volume
de la saucisse de Wiener (voir par exemple [4]).

Nous montrons que ce dernier résultat reste inchangé en remplagant Y,
par le périmétre Y de I'enveloppe convexe du mouvement brownien plan puis
nous en déduisons que la forme de I'enveloppe convexe du mouvement
brownien plan, relatif a I'intervalle de temps [0, 1] et s’écartant peu, dans ce
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laps de temps, de son point de départ, et “proche” (dans un sens que nous
précisons) de celle d'un disque. Cette propriété géomeétrique constitue la
contrepartie brownienne de la conjecture de Kendall. Signalons encore que
ces résultats peuvent probablement s'e@tendre au cas des mosaiques poissoni-
ennes de l'espace euclidien RY d > 3, le role du périmétre, pour ce qui est
des fonctionnelles Y, et Y, étant tenu par le diamétre moyen (ou, si l'on
préféere, par le volume intrinséque d'ordre un) des enveloppes convexes des
trajectoires; nous y reviendrons dans un prochain travail.
Les résultats principaux de ce travail ont été annoncés dans la note [7].

1. Préliminaires. Dans ce paragraphe, nous rappelons quelques
résultats connus des mosaiques poissoniennes de I'espace euclidien RY, d > 2,
qui vont nous €tre utiles par la suite. Pour une information plus exhaustive
on pourra se reporter a [6], [10], [18] et [22].

A. La mosaique poissonienne. Soit P = {x,,, n > 1} une mesure de Pois-
son aléatoire (définie sur un espace de probabilitée (Q, 3, P)) dans I'espace
euclidien RY, d > 2, de mesure d'intensité

u(A) =Ecard(ANnP)
- (Kd/Z)/R {/S(d)lA(a, r) da} dr, AeB(RY),

oU on a désigné par s(d) la sphére unité de I'espace euclidien RY, par 4 do,
ky = dmw9/2/I'(d/2 + 1), sa mesure d’aire (non-normalisée) et par 1,(o, r) la
fonction indicatrice de I'ensemble borélien A. Pour tout point x € RY, soit
H(x) ={y € RY, {y — x, x) = 0} I'hyperplan polaire associé (en notant par
(-, le produit scalaire de I'espace euclidien RY). L'ensemble H = {H(x),
x € P} est connu sous le nom de processus poissonien d’hyperplans de I'espace
RY. 1l est invariant, en loi, par les isométries de I'espace R et partitionne ce
dernier en polyédres convexes (aléatoires).

(1)

B. La cellule de Crofton D,. Fixons x € R? et pour tout o € (), désig-
nons par D(x, ») le polyé&dre contenant le point x. En fait, x € R% et w € Q
gtant fixés, I'ensemble D(x, w) n'est bien défini que si x n'appartient pas a la
réunion des hyperplans de I'’ensemble H (w). Cela étant, le point x étant fixe,
la probabilité pour qu'il appartienne a I'un des hyperplans de H est évidem-
ment nulle et, de ce fait, D(X, w) est bien défini pour tout w € Q\ N,,
P(N,) = 0. Dans ce qui suit on désignera par D,(w) le polyédre convexe
contenant l'origine, c'est-a-dire, suivant la terminologie de Kendall [2§], la
cellule ce Crofton. Pour tout ensemble borélien A € B(RY), notons par A son
enveloppe convexe puis par

(2) b(A)=2Kd/ sup{o, x) do,

s(d) xeA
le diamétre moyen de A. Rappelons gquen dimension d =2, (1/2)b(A)
cdincide, en vertu d'un résultat classique de Cauchy, avec le périmétre de A
(Voir [1)]).
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Dans ce qui suit nous ferons appel a la propriété fondamentale suivante
(voir [6] et [15)).

Lemve 1. Soit A € B(RY) un ensemble borélien contenant I'origine et A
son enveloppe convexe. On a alors

(3) P{D, > A} = P{D, DA} = exp[—(1/2)b( A)].

C. Les distributions empiriques. Considérons maintenant la boule ou-
verte B(R) = {x € RY; ||x|| < R} centrée a l'origine et de rayon R > 0 puis les
polyédres convexes D;, i = 1,..., Ng, inclus dans B(R). Soit X une fonction-
nelle opérant sur les polyédres convexes de I'espace RY et invariante par
translation et soit (1/Ng)ZNr, X(D;), R > 0, la moyenne associée. On montre
alors, grace a la structure ergodique du processus H (et avec [26]), que sous
des conditions raisonnables de mesurabilité, la moyenne empirique de X,
c'est-a-dire la limite presque-sUre,

NR
(4) EX = lim (1/Ng) ¥ X(Dy)
ot i=1

existe et que lI'on a
d -1
(5) EX = {E(l/Vo)} E{X(Do)/vo}v
ol V, = [p dx est le volume de la cellule de Crofton. En particulier,

(6) P{X <t} = Rl_i)Tm(l/NR) i 1[0,t](x( D))

est, par définition, la fonction de répartition empirique de la fonctionnelle X.
Plus précisément, on dispose du résultat suivant (voir [2] et [6]).

LemmE 2. (i) Supposons que l'application o — {1/V,(0)}X(Dy(w)) soit
une variable aléatoire. On a alors, presque-sGirement, pour toutt > O fixé,

P{X <t}

lim (1/NR) ZR 1o,t(x(Di))
(7) R S

= {E(10,0)(X(Do)) /Vo{E(1/Vo)} .

(ii) Supposons de plus que I'on ait E(|X(D,)/V,l) < +«. On a alors pour
presque-tout w € (1,

Ng
Ex = lim (1/Ng) ¥ X(Dy)
- e i=1

(8)

Jim (/N [ {X(D(x, ) /V(x, @) dx

{E(X(Do) /Vo{E(1/V,)} " dt = {E(X(Dy)/Vo)HE(1/Vo)} .
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En prenant pour X la mesure d'aire du polyédre convexe, on obtient
(9) EV® = (EVQ HE(L/Vo)} "< +=,  n=z1,

et en particulier, pour n = 1, on a le lemme suivant.

LEmMA 3. On a presque-sUrement

EV = Rlirgw(l/NR)_% V(D)) = RIiTw(V( R)) = {E(i)}_

NR 0

- fra oyr{ 53] a2 ()

soit en dimension d = 2,

(11) EV=1/m.

(10)

Généralement, les lois empiriques ne sont pas connues (on ignore notam-
ment les lois des caractéristiques géométriques élémentaires V, L, S). Cela
gtant, on doit a Miles, I'expression explicite de la loi du rayon empirique des
disque inscrits dans les domaines de la mosaique, soit le lemme suivant.

LeEmMME 4. Le rayon empirique R du disque inscrit a pour loi

(12) P(R >t} = P{D, D B(t)) = exp{ —27t}, t>0.

D. Le polyédre convexe empirique D. Dans [18], Miles a indiqué plusieurs
constructions possibles d’'un polygone convexe aléatoire D c R? dont les lois
des caractéristiqgues géométrigues associées coincident avec les lois em-
piriques définies au point C. Ainsi, en particulier, on peut construire un
polygone aléatoire convexe D en partant de la loi empirique du rayon du
disque inscrit dans les domaines de la mosaique.

LEmME 5. On obtient le polygone empirique D de la maniére suivante:
(i) On considére un cercle de rayon aléatoire R > 0 de loi
(13) P{R >t} = exp(—27t), t>0.

(ii) On construit un triangle T admettant le disque B(R) pour cercle
inscrit. Les points de contact des trois cotés du triangle avec le bord du disque
étant repérés par des angles aléatoires (0,,0,,0,) € [0, 27[* admettant une
loi absolument continue de densité

2 0,— 60,  0,—0,  0;— 0,
14 sin sin sin
(14) 37 2 2 2
le vecteur (0, 0,, 0©,) étant indépendant du rayon aléatoire R.
(iii) Conditionnellement & R =r et a (0,,0,,0,) = (6,, 6,, 63), on con-
struit le polygone empirique D en prenant un processus poissonien de droites
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H, associés & une mesure de Poisson aléatoire P, de mesure d’intensité

(15) M,(A):[(JZ”fr+°°1A(a,p)dadp, A € B(R?),

puis en considérant le polygone convexe, contenant le disque de rayon r > 0 et
obtenu en prenant I'intersection des droites de H, avec les cGtés du triangle
défini en (ii).

2. Comportement asymptotique des lois du volume empirique V et
du volume V, du polygone D,. Nous allons &tablir le résultat fondamen-
tal suivant.

THEOREME 1. La relation asymptotique suivante est satisfaite,

(16)  lim t/2log P{V, >t} = lim t"2log P{V >t} = —2V7.
t—> +x

t—> +x

Preuve. Nous allons exploiter la construction explicite, fournie par le
Lemme 5, du polygone empirique a partir du disque inscrit dans celui-ci.
Commencgons par remarquer le lemme.

Lemve 6. Désignons par T, , T, . et T; . les trois composantes connexes
de T\ B(r) puis par D; , =T; ., N D, i=1,2,3, les trois composantes con-

nexes de D\ B(r) associées. Alors, conditionnellement a (0,,0,,0,) =
(64, 05, 65) et R =r, les domaines D; ,, i = 1,2, 3, sont indépendants.
Preuve. Il est clair que, compte-tenu de la définition de la mesure u,,
aucune droite de H, ne coupe le disque centré a l'origine et de rayon r. De
plus aucune des droites de H, ne peut couper a la fois deux de ces com-
posantes connexes. Ainsi, si H ;, H , et H ; désignent les droites coupant
respectivement T, ., T, , et T, . alors les points de la mesure aléatoire P,
correspondant a ces trois ensembles de droites appartiennent a des sous-

ensembles du plan disjoints. Il en résulte en particulier que les trois
composantes connexes D; ., i = 1,2, 3, sont indépendantes.

Fixons 64, 6,, 6; puis, pour tout r > 0, désignons par V; laire de la
composante connexe D; ., i = 1,2,3. On a alors le théoréme.

THEOREME 2. Pour tout £ > 0, il existe une constante 0 < A(eg) < += telle
que I'on ait

(17) Eexp((l_—f)vi’r) <exp(A(e)r?®), i=1,2,3

pour tout r > O.
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Preuve. Pour cela, nous allons majorer les espérances,
(18) E(V,",} =f{ P{X, €D; ,,..., X, € D; ,} dx, -+ dx,,

i=1,2,3.
Il suffit de se limiter, bien évidemment, au cas i = 1.
Repérons un point x € T, .\ B(r) par

(i) L'angle ¢ que fait le segment reliant l'origine [c'est-a-dire, le centre
du disque B(r) inscrit] a I'un des deux points de contact du bord dB(r) avec
les cotés du triangle commun a T, , avec le segment Ox reliant l'origine au
point x;

(ii) L'angle o € [0, w/2[ que fait le segment reliant le centre du disque au
point de contact t € dB(r) de la tangente a #B(r) issue du point x avec le
segment Ox reliant 'origine au point x.

Ainsi, en notant par p = || x|l la distance du point x a l'origine, on a
r lIx — tll
(19) cosa=— et tana= :
p r
Pour tout choix de points x; = (¢;, ay),..., X, = (¢, a,) € T, ,, notons
P((b1, 1), s (dys )
=P{(¢1. 1) €Dy o (dnyay) €Dy}, da=day - da,.

(20)
Désignons par B; I'angle au sommet de T; ,. On obtient alors

N (m— B — 2¢q;)sin ¢
E(v,} =(r2Mntf AL
’ {0<a;< - <ap<(mr—B1)/2} i=1 (COS ai)

xp((¢l' al)""!(¢n' an))da

Les probabilites p((¢,, a;), ..., ($,, a,)) sont difficiles a évaluer. Commengons
par remarquer, dans un premier temps, le lemme.

(21)

LEMME 7. On a la majoration
(22) p((d)l’ al)’ Tt (d)n! an)) < exp{_zr(tan an — an)}'

PrReuvE. En effet, considérons un point fixé x & B(r). En vertu de la
construction du processus poissonien de droites H,, on a

(23) P{x € D} = exp{~[p(c(B(r) U {x})) — 2r]},

ol, pour tout ensemble A c R?, c(A) désigne I'enveloppe convexe de A et
p(c(A)) le perimétre de celle-ci. Il en résulte trivialement, avec (19), que pour
tout point x = (¢, a), on a

(24) p(c(B(r) U {x})) —27r =2r(tan a — a).

Finalement, comme p((¢,, ay),...,(¢,, o)) < P{(¢,, o)) € D, .}, on en dé-
duit le Lemme 7.
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Fixons B vérifiant 0 < 8 < 7/2 et notons
(7 — 2a;)sin o;

[l

1L(r, 8) =(r")n!f _ 3
0<a;< - <ap,<m/2, B<apy} i=1 (cos «;)

(25)
xp(((bl' al)""’(d)n' an))da'

Le Lemme 7 nous permet alors d’obtenir le résultat intermédiaire suivant.

Fixons 0 < £ < 1. Il existe 0 < B(&) < w/2 vérifiant

LEMME 8.
= (L —¢g)"I(r,B(e
(26) im 3 (=2 W(rB)
r-+o 4 n!
PREUVE. La majoration (22) nous permet d'écrire

(7 — 2¢a;)sin g;

n

In(r,B)s(r”)n!f ]_[ 3
{0<a;< - <a,<m/2,B<a,}i=1 (COS ai)

xexp{—2r(tan e, — a,)} da

« (m— 2x)sin x g }nl (7 - 2a)sin a
— X —_—_—

_ n /2
e )/B {/0 (cos x)°
xexp{ —2r(tan @ — )} da
. ni1s (/2| @ (7 — 2x)sin x ! 1 -
A )'[B {fo (cos x)° dx} (cosza 1)
xexp{ —2r(tan @ — @)} da

R

w/2
=2(rn*t ———— — — +tan
( )'/B [Z(COS a)? 2 “| cos? a

xexp{ —2r(tan @ — a)} da.

(cos a)®

(27)

On en déduit la majoration

L1 -2)"1(r, B)
E n!

- 1—¢)(m— 2«
(28) serB/Z(Cosza—l xexp{—r[Z(tana—a)—( 2((:)0(5a)2 )

1-&)m

> - (1 - &)tan al}da.
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Le Lemme 8 en découle car, comme il est facile de voir, il existe B(e) < 7/2
tel que l'on ait

1-&)(m—2a) (A-¢&)7
2(cos a)’ 2

(29) 2(tan o — ) — —-(1-¢&g)tana>0

pour tout «, vérifiant B(e) < a < 7/2.
Le Lemme 7 nous fournit une estimation “suffisamment” précise lorsque

I'un des points X, ..., X,, intervenant dans la probabilité (20) est situé a une
distance du centre du disque inscrit supérieure a r/cos B(e). Il reste a
évaluer cette probabilité de maniére plus fine lorsque tous les points x,, ..., X,

sont pris dans le domaine

(30) Cr(a)={xeA(r);rsllelsm},
ou
(31) A(r)y =([-r,r] X R*)\B(r) c R?

est la partie de la bande [—r, r] X R* du plan située “au dessus” du disque
inscrit B(r). C'est la partie délicate de la démonstration.

Commengons par établir un résultat de nature isopérimétrique. Pour toute
courbe rectifiable C on désignera par p(C) sa longueur.

THEOREME 3. Soit C une courbe convexe située dans A(1) et admettant
pour extrémités les points a = (—1,0) et b = (0, 1) [c’est-a-dire, les points de
contact du cercle C, = dB(1) avec les bords de la bande]. Désignons par A(C)
le domaine de A(1) compris entre C et le cercle C, par JA(C) sa frontiére, et
par 4, A(C) = dA(C) N C, la partie de C située sur le cercle C,. Soit finale-
ment V, I'aire du domaine A(C). La majoration suivante est alors satisfaite,

(32) P(C\ o A(C)) = P(d,A(C)) =V, >0,

I’égalité n'ayant lieu que pour les courbes C,, h > 0, obtenues en prenant la
réunion des segments {—1} X [0, h] et {1} X [0, h] et du demi-cercle de rayon
un et d’extrémités (—1, h) et (1, h).

PrReuve. On vérifie, tout d'abord, trivialement, par un calcul direct, que
pour les courbes C,, h > 0, on a

(33) 5(C\ do A(Ch)) - 5(50 A(Ch)) -V, =0.

Par ailleurs, considérons le domaine U(C) admettant pour frontiére la réun-
ion de la courbe C et du segment[—1, 1] X {0} et soit | > 7 un nombre fixe. Il
est facile de voir que le probléme posé consiste a trouver la courbe convexe C,
de longueur I, pour laguelle l'aire du domaine U(C) est maximale. En
appliguant le procédé de symétrisation de Steiner (voir [21], par exemple) par
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rapport a l'axe {0} X R*, on se raméne au cas ou la courbe C est symétrique
par rapport a cet axe. On peut alors partitionner la courbe C sous la forme

(34) C=C,UC,UC,
de sorte que:

(i) Les courbes C, et C, soient issues respectivement des points a et b;
(ii) Les courbes C,; et C, soient symétriques par rapport a I'axe {0} X R™;
(iii) On a p(C,) = p(C,) = (I — 7)/2.
Le domaine U(C) se partitionne, a son tour, sous la forme
(35) uc)=u,uuy,
ou
(a) La frontiére du domaine convexe U, est constituée des courbes C, et
C,, du segment ab et du segment de droite a'b’ reliant les deux extrémités
respectives a' et b’ de C, et C, difféerentes des points a et b;
(b) La frontiére du domaine convexe U, est constituée de la courbe C, et
du segment a'b’.

En vertu du théoréme isopériméetrique classique, I'aire V(U,) du domaine U,
verifie la majoration
(36) V(U,) = m/2,
I'egalité n'eétant obtenue que si V(U,) est un demicercle de rayon égal a un.

Considérons, par ailleurs, le domaine rectangulaire R inscrit dans la
bande A(1), admettant le segment ab pour base et pour hauteur

| — 7

(37) h = —
Les courbes C; et C, étant convexes le domaine R contient le domaine U, et
donc son aire V(R) vérifie trivialement la majoration

(38) V(R) = V(U,).
Considérons finalement le domaine convexe U,, admettant pour frontiére la
courbe obtenue en prenant la réunion du segment ab, des deux segments

de droites {—1} X [0, h] et {1} X [0, h] et du demicercle de rayon un et
d'extrémités (—1, h) et (1, h). 1l résulte, de ce qui précéde, que lI'on a

(39) P(9U,) = p(aU(C))
et
(40) V(Uy) = V(U(C)),

I'egalité n'ayant lieu que si la courbe C; est un demi-cercle de rayon égal a
un.

Ainsi le domaine U,, est la solution du probléme considéré et tout résulte
alors de (33).

Le Théoréme 3 va nous permettre d'obtenir une estimation de la proba-
bilitt P{x; € D, , N C,(,,, i =1,...,n} plus précise que celle fournie par le
Lemme 7.
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Notons
Jn(r,s)=f P{x,€D; ..., X, €Dy ,}
(41) {x;€Ty ,, x;€Cle), i=1,..., n} ’ '
Xdx, -+ dx,.
LemME 9. Il existe une constante 0 < ¢'(g) < +, vérifiant
> J (r, e
(42) b % < exp(c'(&)r??) pourtoutr > 0.

n=1

PrReUVE. Pour tout n > 1, désignons par H, Il'ensemble des points

(X4,..., X,) € [Cy(&)]" verifiant la propriété (P1) suivante.

(P1) Pour tout i=1,...,n, le point x; n'appartient pas a l'enveloppe
convexe fermée cdx;, i=1,....,n, j*i}u B(1)) des points Xj j=1,...,n,
j # i, et du disque B(1).

Lorsque le vecteur (x,,..., X,) appartient &3 H,, la frontiére de I'enveloppe
convexe c({x;, j =1,..., n} U B(1)) est de la forme

(43) gc({x;, j=1,...,nfUB(1)) =L, ULy,

ou

(i) L, est une ligne polygonale tangente au cercle C = dB(1) et admettant
les points x;, j = 1,..., n, comme points extrémaux;
(i) L, et un arc du cercle C.

Désignons par
(44) A(Xq, - %) = [e({x;, j=1.....,n} UB(1))| \ B(1)

le domaine borné de A(1) admettant la courbe polygonale L, pour frontiére et
notons

(45) Po(Xq,...n X)) =P(c(B(1) U{x;,i=1,...,n})) - 2m7.
Notons I'inégalité suivante:

P{x, €Dy 1,..., X, € D; ;} dx; --- dx
{x;€D; 1NCy(e),i=1,...,n} ' ’

n

< _ exp{—Po( Xq,-..» Xu)} dx; -+ dXx,,
{xjeCye),i=1,..., n}
n-1 n!

- ¥

om1 (D= P)IP G xpeHp [ Mpan o xae AL )

n
Xexp{_ﬁo(xla---, Xp)} dx, -+ dx

+f exp{—Po( Xy, ..., Xy)} dx; == dx,

{(xq,..., X EH)
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nt n! -
B (n—p)lp! dx
pgl (n - p)'p' '/;(Xl ,,,,, xp)e Hp} [fA(Xl ’’’’’ Xp) }
XeXp{_r’o( Xiyones Xp)} dx, -+ dx

P{x, €Dy 4,..., X, € Dy ;} dx; - dx,
(Xiecj_(é‘),i=1 ,,,,, n}
ot n! .
= (n—p)ip! Po( Xqy.vvy X
(47) pgl (I’] - p)!p! '/;(xl ..... Xp)EHp)[ 0( 1 p]
X exp{—Po( Xy,..., X,)} dx; - dx,
+ exp{—DPo( Xq,-.., Xy)} dx; - dX,,.

SEACE)
n=1 n!
+ o + oo 1
< X

(48) X [Bo(Xprooe x| "

{(Xq,..., xp)e Hp)

X exp{ —Po( Xy, ..., Xp)} dXg -+ dX

P
+= 1
=X - dx, -+ dx,.
p=1 P J(xy, ..., Xp)EHp}
Fixons (x,,..., xp) € H,. Les points xy,..., X, appartiennent tous a la méme
courbe polygonale L, [voir (43)] de périmétre
(49) B(Ly) < tan B(e) + —) 1)
= & — ., = E).
Pt cos B( &)

Il en résulte que pour tout A > 0on a

(50) card{i €(1,...,p— 1) lIx; — X440l = %} < ent(nA)
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ou ent(x) désigne la partie entiére de x. On en déduit facilement qu'il existe
une constante c(e) > 0 verifiant

p=1,

c p/2
Xm A pr S |: (8)} )

(51) f{ >

(Xq,..., Xp)EHy}

d’ol la majoration

23,1e) = 1\[c(e)]™?
<2 s L]

Par un argument immédiat d’homogéngéité on en déduit que

2 J3.(r,g)  trrP c(.»s)r/2
53 — < — < exp(c'(g)r?/?), r>o,
9 ¥ LDy O (¢ (o))

ol ¢’(&) > 0 est une constante, ce qui termine la preuve du Lemme 9.

FIN DE LA PREUVE DU THEOREME 2. Elle découle des Lemmes 8 et 9. En
effet on a
(54) E{Vi'} =r"1,(r, B(&)) + I,(r, &)
et donc d’'aprés (26) et (41) on a
(1 - 8)Vi r
(55) E{exp| ———

ot ¢’(¢&) est une constante. C'est le résultat souhaite.

, )} < exp(c’(&)r?/?) pourtout r > 0,

FIN DE LA PREUVE DU THEOREME 1. Nous sommes maintenant en mesure
d'etablir le Théoréme 1. Nous déduisons, tout d’'abord, de (17) et du Lemme 6
que pour tout t > 0 on a

(L—&)(t—mr?)
r

PV, >t—7r?} < exp{— + c”(s)r2/3}

(56) )
(1—-¢&)(t—mr°)
< A(e)exps — C + emry, r>o0,
ot A(g) > 0 est une constante.
Par ailleurs t > 0 étant fixé, on a
1, simr? >t,

(57) P{V2t|R=r}={P{Vr2t—7TI’2}, si mr2 <t.

Il en résulte que [avec (12)]

(58) P(V>t) = /‘/;T exp{ —2mr}2mxdr + K(t)
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~

K(t) = f(t/ﬂl/zeXp{—ZWr}P{v >t|R=r)2mdr
0

= [V exp(—2mr}P{VY, = t - wr)2m dr
0

(L—&)(t—mr?)
r

(59) < 277A(g)f(t/”)1/2 exp{—Zwr - + awr} dr
0
(L—&)(t—mr?)
r

= 47TA(8)V @ K1(2 t(1 - 8)7T),

ol K (x) et la fonction de Bessel modifiée de troisiéme espéce.
Par ailleurs on sait que (voir [14])

(60) k() ~ 5 expl=x).

Avec (58) on en déduit que
(61) lim t1/2log P{V >t} = —2V/7,
t—o +

c'est-a-dire, I'equivalent, du Théoréme 1, relatif a la distribution empirigue
de l'aire des polygones convexes.

Pour obtenir I'equivalent annoncg, dans le Théoréme 1, pour l'aire de la
cellule de Crofton, nous allons faire appel a l'identité suivante [voir (7) du
Lemme 2]:

-+ oo
SZTrA(a)f exp{—27rr— + 877!‘} dr
0

Rl_if]:x(l/NR) _ZR Lit, +=(X(Dy))

(62) P{V > t}

(1/77){E(1[t, +w](Vo))/Vo}’
reliant la distribution du volume empirique V a la distribution du volume V,,

de la cellule de Crofton D,. On voit donc, avec (61) et (62), que pour tout
g > 0, fixe, il existe une constante A'(e¢) veérifiant

dP
(63) /{V — < A(e)exp(—2(1 — &)Vymt) pourtoutt> 0.
0=

t} Vo
Rappelons encore la formule (voir [6])
. nhm"I(2n)
(64) EV, < T, n>1,

donnant un majorant des moments d'ordre n > 1 du volume V,. Il en résulte
gu'il existe une constante 0 < ¢ < 2, vérifiant

(65) P{V, =t} <exp(—cvt), t>0.



CONJECTURE DE KENDALL CONCERNANT LA CELLULE 1741

Nous en déduisons la majoration

P{VO > (E) Wt} + P{t <V, < (E) Wt}
2 2

exp(—2ywt) + P{t <V, < (E) 7Tt}

2)2 dpP
—| 7wt —_—,
c {t<vgr Vo

P{V, >t}

(66)

IA

IA

exp(—2Vmt) +

ce qui, avec (62) et (63), fournit I'équivalent souhaité.

3. Comportement asymptotique de la premiére valeur propre du
Laplacien pour la cellule de Crofton ainsi que pour le polygone
empirique. L'estimation (fine) de la fonction de répartition du volume
empirique, fournie par le Théoréme 1, va nous permettre de préciser le
comportement asymptotique de la premiére valeur propre du Laplacien pour
les grands domaines. Dans I'@noncé qui suit on désigne:

1. Par u, , la premiére valeur propre du Laplacien (pour le probléme de
Dirichlet) du disque inscrit dans le domaine D,

2. Par A, , la premiére valeur propre du Laplacien (pour le probléme de
Dirichlet) du domaine D,

3. Par E[exp(—tA))] = limg_, , (1/Ng)L¥r exp(—tA, ;) la transformée de
Laplace empirique de la premiére valeur propre des domaines de la
mosdigue (voir [6])

4. Par E[exp(—tuy)] = limg_, ,.(1/Ng)LNr exp(—tu, ;) la transformée de
Laplace empirique de la premiére valeur propre des disques inscrits dans
les domaines de la mosaique.

THEOREME 4. On a

lim t7/3 log E[exp(—tA,)] lim t71/3 log E[exp(—tu,)]

R— +x R— +x

= lim t7*/%log E[exp(—tu, o)]

R— +x

(67)
= lim t'/%log E[exp(—tA, ()]

R— 4+

= —(2772j2)"%,

ou j, ~ 2,405 désigne la plus petite racine positive non-nulle de la fonction de
Bessel J,,.
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Preuve. La premiére valeur propre d'une boule B(r) est égale a jZ/r?.
On en déduit, avec (12), que

~ + o0 t
E[exp(—tu,)] =f exp(—wa - J—Z)Zw dx

0 X
(68)

o ti
= 27-rt1/3f exp| -t} 27 x + =
0 X

|

La méthode classique de Laplace fournit, alors, I'équivalent, lorsque t —» +x,
suivant:

(69) fc)+wexp[—t1/3(x + %)] dx ~ ‘/ ﬁ exp{—(?)lw}.

Il en résulte immédiatement que
(70) lim t~1/3 log E[exp( —tu,)] = —(27772j§)1/3.

t—> +x

Par ailleurs, comme la premiére valeur propre du Laplacien d’'un domaine
minore la premiére valeur du Laplacien de tout sous-domaine on a

(71) liminft=/3log E[e"*™] > lim t /3 log E[exp(—tu,)].
t—o 4+ t— 4+
Pour établir la majoration inverse, nous allons faire appel a l'inégalité de
Faber—Krahn (voir [12]),
(72) Ay = mig/V (D)

satisfaite par la premiére valeur propre d'un domaine D quelconque.
Fixons ¢ > 0. Il résulte de (72) et du Théoréme 1 qu'il existe A(g) > 0 telle
que

Elexp(—tA;)] < E[exp{—tmj2/V}]

+o | tarjd t
2 exp| —

< A(s)fOJroo [tﬂjo lexp{—Z(l — e)Wmx — tt(jo } dx

X2

2
_ 7)o
X

)5{V > x} dx

o

(73)

o | 12/37i2 i2
< A(g)/o+ [ X72'rJ0 lexp{—tl/s[z(l —e)Wmx + WTJOl} adx.

En faisant appel, a nouveau, a la méthode de Laplace nous en déduisons

(74)  limsupt~"/2 log E[exp(~th,)] < —{(1 - £)?27m2i8)".

t— + >
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Les inégalités (70), (71) et (74) fournissent alors la relation asymptotique
(75) lim t~%/2 log E[exp(—tA,)] = —(277r2j§)1/3
t—> +x

souhaitée.

On démontre de la méme maniére les deux autres relations asymptotiques
du Théoréme 4. Pour cela on fera appel a I'estimation (16) satisfaite pour
l'aire du domaine D, ainsi qu'a la formule (12) fournissant la loi du rayon de
la boule B, centrée a l'origine et inscrite dans D,,.

4. Comportement asymptotique du périmétre Y, de I'enveloppe
convexe de la trajectoire du pont brownien plan. Soient D;, i=
1,..., Ng, les domaines polygonaux convexes, associés a la mesure de Poisson
aléatoire P = {x,, n > 1} définie dans I'espace euclidien R?, inclus dans le
disque ouvert B(R). Désignons par

(76) b(1) = ¥ exp(—thy ), >0

la fonction spectrale [6], associée aux valeurs propres A, ;, n > 1, du lapla-
cien A = 92/9x? + 9%/dy?, pour le probléme de Dirichlet sur le domaine D;,
puis posons

NR
(77) q)R(t) = (1/NR) Z d’i(t)-
i=1
Considérons, par ailleurs, les ponts browniens,

(78) (Wo,(8))o<s<tr Wo +(0) = W, (1) =0, t>0

du plan, démarrant de l'origine; c'est-a-dire, le mouvement brownien plan,
demarrant de l'origine et conditionné pour y repasser a l'instant t > 0. Soient

(79) W, ={Wy(s),0<s<t}, t>0

les trajectoires associees puis Y, le périmetre de I'enveloppe convexe de W, ;.
Dans [6] nous avons déemontré que, presque stirement pour tout t > 0, on a

(80) (1) = lim dp(t) = (1/4m2t)Eexp(—V2tY,), t>0.

Nous allons faire appel a la relation (80) reliant le pont brownien a la fonction
spectrale empirique pour établir le résultat suivant.

THEOREME 5. On a

(81) lim t=*% log E exp(—v2tY,) = —(27772j§)1/3'
t— +x

Preuve. Tout d’abord, en vertu de (80) on a

(82) (1/4m2t)Eexp(—v2tY,) = ®(t) > Eexp(—tA,)
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d’ou, avec (67),

liminf t~1/% log Eexp(—V2tY,) > lim t"%/% log Eexp(—tA,)
(83) t—> +x t—> +x

= —(2722j2)"".

Pour établir la majoration inverse, rappelons que, d’'une maniére générale, si
An, N > 1, désignent les valeurs propres (ordonnées en croissant) d'un do-
maine U, borng, quelconque, alors on a

(84) O<A <Ay o SAy < 00y
et, en vertu d’'un résultat de Li et Yau [13],
(85) Ay = 2nm/V(U), n=2.

On déduit de (84) et (85) que la fonction spectrale empirique se majore selon

N-1
d(t) < Eexp(—tA,) + Y Eexp(—tA,)
n=2

(86)

~{ exp(—2Ntm/V)

pour tout N > 3.
1—exp(—2tw/V)

On voit donc, avec (84), que pour conclure il suffit d'établir qu'il existe N > 3,
vérifiant

1/3

~{ exp(—2Ntw/V) }< _(e7ni2)
= T Jo

@ man e BT
Notons, a cet effet, que
€{ exp(—2Ntm/V) }

1 —exp(—2tm/V)

s(i)g{(vz+2wt)exp(—2Ntﬂ)}
mt \%
(88) 1 +oo 4N72t? 2Ntm)\ ~
=(;)/o 2x + 2Ntw + 2 )exp(— )P{sz}dx
242
< Ale) fw 2x+2Ntrr+4NL2t)exp(—2(1—8)\/77_—2Nt77)dx.
Tt Jo X X

La derniére majoration résultat, a nouveau, du Théoréme 1. On termine
facilement, en faisant appel, une nouvelle fois, a la méthode de Laplace.

5. Comportement asymptotique du périmétre de I'enveloppe con-
vexe de la trajectoire du mouvement brownien plan. Nous allons
montrer que (81) reste valable en remplagant le périmétre Y, de la trajectoire
du pont brownien par celui de la trajectoire du mouvement brownien.
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Considérons donc un mouvement brownien plan,
(89) Wo(s), 0<s<t, W(0) =0, t> 0 démarrantde l'origine.
Soient
(90) W, ={W(s),0<s<t}, t>0,

les trajectoires associées puis Y le perimétre de I'enveloppe convexe de W,.
Nous allons établir le théoréme suivant.

THEOREME 6. On a

(91) lim t~ %/ log Eexp(—v2tY) = —(27w2j§)1/3.
t— + >
PrReuve. Soient D;, i = 1... N, les domaines polygonaux convexes, asso-

ciés a la mesure de Poisson aléatoire P = {x,,, n > 1} et inclus dans le disque
ouvert B(R). Comme au chapitre précédent, désignons par A, ;, n > 1, les
valeurs propres du laplacien A = 9%2/9x? + d2/dy?, pour le probléme de
Dirichlet sur le domaine D;, et par ¢, ; les fonctions propres associées
(normalisées en norme L?). Notons

(92) ei(t) = Jrzm exp(_tAn,i)[f bn,i dx} , >0,
n=1 D;

et soit alors

(93) ea(t) = (1/Ng) T 0,(1).

En reprenant la démonstration du Théoréme 1 de [6], on démontre facilement
avec [11] (par la méme méthode) le théoréme.

THEOREME 7. Presque-siirement, pour tout t > 0, la suite ¢g(t) admet,
lorsque R — +, une limite déterministe finie o(t) s'exprimant sous la forme

¢(t) = (1/m)Eexp(—vV2tY)

(%4 = (1/7)P{W,, € Dy}.

Notons maintenant, les majorations triviales,

(95) [ o] = |1, (o7 0x vy
=V(Dj)., 1l<is<Ngetn=x1l.
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Nous en déduisons, par une démarche identique a celle de la preuve du
Théoréme 5 et faisant appel a (85) que
N-1

(1/m)Eexp(—vV2tY) < Eexp(—tA) + Y, Eexp(—tA,)

n=2
~[ exp(—2Ntw/V
p( /V) N> 3.

1 —exp(—2tm/V)

En faisant appel a (16), on en déduit comme précédemment que
exp(—2Ntw/V

p( /V) ~(2rmj2)”,
1 - exp(—2tw/V)
d'ou il résulte, avec (67) et (84), que

limsup t=*/% log Eexp(—v2tY) < I|m t=1/3 log E exp( —tA,)
(98) t—> +o

(96)

(97) limsup t~'/3 log ﬁ{

t—> +x

= —(21m2j3)""°.

Il nous reste a voir que I'on a
liminf t=/% log Eexp(—v2tY) > lim t~%/% log E exp( —tA,)
(99) t—> +x t—» +x
2:2\1/3

= —(2777' Jo) .
Pour cela, nous allons utiliser la majoration suivante, due a Payne et Rayner
(voir [12], par exemple):

(100) (fu b, olx)2 > i—?[[u (¢,)° dx]

satisfaite pour tout domaine borné U du plan, A; et ¢, désignant respective-
ment la premiére valeur propre et la premiére fonction propre du Laplacien
(pour le probléme de Dirichlet) du domaine U.
Il résulte de (92)-(94) et (100), que
1 Neoaq
(1/m)Eexp(—v2tY) > lim Y T exp(—thy)

**”’NR. 1 1|

47@[ exp(—th,) }

1

101
oy s ord] 2P

My

+o X tj2
>47Tf —exp{ 27X — %}dx.

La derniére majoration se déduisant de (12). On en tire facilement la propriété
(99) souhaitée (via, a nouveau, la méthode de Laplace).
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REMARQUE. Le Théoréme 6 présente une certaine parenté avec le résultat
classique de Donsker—Varadhan [4] précisant le comportement asymptotique
du volume de la saucisse de Wiener. Rappelons, en effet, qu’en prenant un
modeéle booléen M(a) (voir [10]) admettant pour forme générique une boule
de rayon o« > O fixe, les centres des boules constituant une mesure de Poisson
aléatoire admettant pour mesure d'intensité la mesure de Lebesque de I'espace
R?, puis en désignant par D,(a) la composante connexe de l'origine du
modéle booléen [avec la convention Dy(«a) = & lorsque l'origine est recou-
verte par les boules] on a

(102) P{W, C Dy(a)} = exp(—fw(t )dx)
ou
(103) W(t,a) =W, + B(a), t>0,

est la saucisse de Wiener. Donsker et Varadhan ont démontré (voir [4]), par
une technique des grandes déviations, que

(104)  lim t /2 log E{—/ dx} = —(27j3)"?, > 0étant fix.
W(t, @)

t—o +

On sait dailleurs, en vertu d'un résultat de Hall [9], que le processus
poissonien de droites peut s'obtenir a partir des modéles booleens M(a),
a > 0, par un passage a la limite. Plus précisement, le domaine (aléatoire)
aDy(a) converge en loi (conditionnellement au fait que l'origine n'est pas
recouverte par les boules) lorsque a — +«, vers la cellule de Crofton D,.
Cela étant, le résultat asymptotique (19) ne se déduit pas de (104) et la

technique de [4] ne nous semble pas pouvoir permettre d'y accéder.

6. La contrepartie brownienne a la conjecture de D. G. Kendall.
Rappelons, tout d’'abord, le résultat classique suivant de grandes déviations
(voir [4], par exemple).

THEOREME 8. Désignons par
(105) M(t) = sup [W(s)]
O<s<t

le maximum de la composante radiale du mouvement brownien plan.
On a alors

(106) lim t1/% log E exp(—2m/2tM(1)) = — (27m2j2)""°.
t— +»

Fixons 0 < & < 1, puis considérons les probabilités conditionnelles

(107) P{Y > (1 - ¢)2ma|M(1) = a}

et

(108) P{W, 5 B((1 — &)a) | M(1) = a).



1748 A. GOLDMAN

On voit facilement, par un argument géomeétrique évident, que
limsupP{Y > (1 - ¢)2mra|M(1) =a} =1

(109) e
e limsupP{wW, > B((1 — ¢)a) IM(1) = a} = 1.

a—-0
Nous allons établir le théoréme suivant.

THEOREME 9. Pour tout 0 < ¢ < 1, fixg, on a

(110) limsupP{W, D B((1 - ¢)a) | M(1) = a} = 1.
a—0

PrReuve pu THEoOREME 9. En effet, dans le cas contraire, il existerait
a, > 0 et &> 0 verifiant
(111) P{Y> (1 - ¢)2malM(1) =a} <1 - ¢ pourtoutO < a < a,
soit encore
(112) P{Y<(1—-¢)2malM(1) =a} > ¢ pourtout0 < a < a,.
Désignons par M(P) la loi de la variable aléatoire M(1). On a alors

fexp(—\/ﬁY)szf exp(—v2tY)dP

{Y<(@-e)27M@Q), MV <ag}

> exp{—V2t (1 — £)2aM(1)} dP
{Y<@-eRaM@D), ML <ae}
(113) = [“P{Y = (1~ e)27aIM(1) = a)
0

xexp{—v2t(1 — ¢)2ma} dM(P)(a)

v

8f{M(1)sa )exp{—\/ﬁ(l — £)27M(1)} dP

Il en résulte que
lim t=/log E exp(—v2tY)

t— +x

> limsup t™*/3 Iog[f exp{—V2t (1 — &)27M(1)} dP}.
{M()<ay}

t—> +x

Par ailleurs, on a trivialement

(115) lim t7%/3 Iog[f
t—> +x (

et donc d’apreés (106),

eXp{—\/ﬁ(l — 8)2’7TM(1)} dP} = —w

M(1) > ap}

limsup t~1/3 Iog[f exp{— V2t (1 — £)27M(1)} dP}
(116) t—o 4+ {M(D)<ag)

= —{ermjza - &)%)
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Les relations (114), (116) et (91) apportent, alors, la contradiction souhaitée.

REMARQUE. Il est possible de montrer que
(117) limP{W, 2B((1 - ¢)a) IM(1) =a} =1.
a—0

Cette propriété qui nécessite une étude fine des probabilités conditionnelles,
(118) P{Y<b|M(1)=a}, b>0,a>0,
fera I'objet d’'une publication ultérieure.
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