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PRINCIPES D’INVARIANCE PAR MOYENNISATION
LOGARITHMIQUE POUR LES PROCESSUS DE MARKOV

Par Faı̈za Maaouia

Equipe d’Analyse Stochastique et de Modélisation Statistique

On généralise le théorème de la limite centrale presque-sûre aux mar-
tingales fonctionnelles additives d’un processus de Markov récurrent. Et
dans le cas de la récurrence positive, on dégage deux principes d’invariance
analogues au théorème de la limite centrale et à la loi du logarithme itéré.

We extend the almost-sure central limit theorem to martingale additive
functionals of a recurrent Markov process. In the particular case of positive
recurrence, we also derive two invariance principles similar to the central
limit theorem and the law of the iterated logarithm.

1. Introduction.

1.1. But de l’article. Ce travail s’articule autour de deux thèmes, dont
le premier est relatif à la généralisation du théorème de la limite centrale
presque-sûre aux martingales fonctionnelles additives d’un processus de
Markov (à temps discret ou continu) récurrent. Et dont le second, sous ja-
cent au premier, vise l’obtention des vitesses de convergence en loi et au sens
presque-sûr d’une loi forte de grands nombres associée de manière naturelle à
ce théorème de la limite centrale presque-sûre pour les martingales fonction-
nelles additives.
S’agissant du premier thème, les résultats obtenus constituent un prolonge-

ment naturel aux travaux de Brosamler [6], Schatte [33], Lacey et Philipp
[23], Berkes et Dehling [3], Berkes [2], Rodzik et Rychlik [32] et Touati [37],
qui donnent des versions fortes du théorème de la limite centrale presque-
sûre pour des marches aléatoires de variables aléatoires (v. a.) réelles. Ils
ont également un lien avec ceux obtenus par Peligard et Shao [31] et Hurel-
baatar [22] pour des v.a. satisfaisant à des propriétés de mélange. Quant aux
résultats relatifs au second thème, ils généralisent en particulier ceux obtenus
par Csörgő et Horváth [14] et Berkes, Horváth et Khoshnevian [4] pour des
marches aléatoires de variables aléatoires réelles indépendantes et identique-
ment distribuées.
Dans [8] Chaâbane propose des résultats semblables aux nôtres pour des

martingales unidimensionnelles discrètes. On reviendra plus loin sur la com-
paraison de nos approches fondées toutes deux sur une approximation forte
d’une martingale discrète par une trajectoire brownienne.
Les applications aux modèles statistiques markoviens des principaux résul-

tats sont examinées dans [12].
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L’utilisation des chaı̂nes atomiques et la technique de fission des chaı̂nes
de Markov ayant un petit ensemble présentent l’avantage ici de bâtir une
approche incluant le cas où le processus de Markov est à temps continu.
Les principaux résultats sont énoncés au paragraphe 2 et démontrés aux

paragraphes 4 et 5. Pour alléger leurs preuves, les outils techniques ont été
rassemblés au paragraphe 3. Les preuves de ces outils sont reportées au
paragraphe 6.

1.2. Données et notations. On donne X = ���� � ��x�x∈E, � = ��t�t∈�,
�Xt�t∈�� une version canonique d’un processus de Markov homogène, indexé
par � = � (cas discret) ou � = �+ (cas continu), à valeurs dans un espace
mesurable (E, � ); � étant sa filtration naturelle, �x sa loi partant de x.
Dans le cas continu, on ajoute les hypothèses suivantes:

1. (E, � ) est un espace localement compact à base dénombrable muni de sa
tribu borélienne;

2. � est convenablement complétée et rendue continue à droite;
3. X est fortement markovien et continu à droite.

On désigne par � ou ��t�t≥0 la transition de X ou son semi-groupe et par
�Rλ�λ>0 sa résolvante:

Rλ�x�A� =


Ɛx

( ∞∑
k=1

e−λk1�Xk∈A�

)
=

∞∑
k=1

e−λk�k�x�A� (cas discret),

Ɛx

(∫ ∞
0
e−λt1�Xt∈A� dt

)
=
∫ ∞
0
e−λt�t�x�A�dt (cas continu).

1.3. Notions de récurrence pour X.
1.3.1. Récurrence au sens de Harris. Cette notion est familière en théorie

des processus de Markov. Elle signifie l’existence d’une mesure µ, σ-finie, non
nulle, invariante par � ou ��t�t≥0 et telle que:

�i� ∀x ∈ E�∀A ∈ � chargé par µ� �x

(
lim sup

t∈�
�Xt ∈ A�

)
= 1�

On montre alors l’unicité d’une telle mesure µ à la multiplication par une
constante positive près.
Le processus X est dit récurrent nul ou récurrent positif selon que µ�E� =

+∞ ou µ�E� <∞. Dans le second cas, on peut choisir µ telle que µ�E� = 1.
1.3.2. Petit ensemble récurrent de la résolvante de X et lien avec la récurrence

au sens de Harris. Une condition suffisante pour la récurrence au sens de
Harris de X est que sa résolvante possède un petit ensemble C, fermé dans le
cas continu, vérifiant la propriété suivante:

�ii�
�x�limsup�Xn∈C�� = �x

( ∞∑
k=0

1�Xk∈C�=+∞
)
=1 ∀x∈E �cas discret��

�x�limsup�Xt∈C�� = �x

(∫ ∞
0
1�Xt∈C�dt=+∞

)
=1 ∀x∈E �cas continu��



P. I. PAR MOYENNISATION LOGARITHMIQUE 1861

Suivant Duflo [18], Meyn et Tweedie [27, 28] et Nummelin [30], C ∈ � est un
petit ensemble pour la résolvante de la chaı̂ne ou du processus de Markov X,
s’il existe une loi de probabilité ν sur � , concentrée sur C, et deux constantes
λ0 > 0, b ∈0�1�, pour lesquelles on a

∀ �x�A� ∈ E× � � λ0Rλ0�x�A� ≥ b1C�x�ν�A��
Cette condition est automatiquement réalisée dans le cas discret dès que C

est un petit ensemble de la transition � de X, c’est-à-dire

∀ �x�A� ∈ E× � � ��x�A� ≥ b1C�x�ν�A��
Un petit ensemble C de � tel que la fonction x �−→ ��x� ·� soit constante sur C
s’appelle atome. L’exemple le plus courant d’atome récurrent [i.e., satisfaisant
(ii)] est celui de point récurrent.
Notons que la condition (ii) est aussi nécessaire pour la récurrence au sens

de Harris de X, à condition de supposer que dans le cas discret la tribu � est
dénombrablement engendrée (cf. [18, 29]), ce qui est fréquemment le cas.
Sous la condition (ii), la récurrence de X est positive dès que:

(iii)

sup
x∈C

Ɛx�TC� <∞

où

TC =
{
inf�k ≥ 1�Xk ∈ C� (cas discret),
TC�δ� = inf�t ≥ δ�Xt ∈ C�� pour un δ > 0 (cas continu).

La condition (iii) est également nécessaire, pourvu que dans le cas discret la
tribu � soit dénombrablement engendrée (cf. [18, 27]).
Désormais, la phrase “le processus X est récurrent” signifie pour nous que

la condition (ii) est réalisée.

1.4. Fonctionnelles additives et martingales fonctionnelles additives de X.
Soient �θt�t∈� les opérateurs de translation sur ���� �. Une fonctionnelle ad-
ditive (FA), A = �At�t∈�, de X est un processus �-adapté (càd-làg dans le cas
continu), nul en 0 et tel que

At+s = At + As ◦ θt� �ν−p.s. ∀ �t� s� ∈ �2�

pour toute mesure initiale ν.
Une martingale fonctionnelle additive (MFA), M = �Mt�t∈�, de X est une FA

qui est, en outre, une ����ν� martingale pour toute loi initiale ν, c’est-à-dire:
Ɛx�Mt� = 0 ∀ t ∈ ��∀x ∈ E�

Si la MFA M est localement de carré intégrable, sa variation quadratique et
sa variation quadratique prévisible sont des FA notées respectivement �M =
��Mt�t∈� et �M� = ��M�t�t∈�.
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2. Enoncés des principaux résultats.

2.1. Hypothèses et notations complémentaires.
2.1.1. Hypothèses. Nos résultats portent sur des MFA, M = �Mt�t∈�, du

processus de Markov X récurrent et de mesure invariante µ, qui selon le cas
vérifient ou bien les hypothèses (H1) et (H′) ou bien les hypothèses (H1) et
(H′′) ou bien (Hα) et (R-R) explicitées ci-dessous:

(Hα)

{
−Ɛx

(
M2

t

)
<∞ ∀ t ∈ ��∀x ∈ E� Ɛµ

(
M2

1

) = σ2
M ∈0�∞��

−Ɛµ
(�M1�2α

)
<∞� α ∈ �1�2.

(H′) Il existe un processus positif V = �Vt�t∈�, continu à droite dans le cas
continu, croissant vers l’infini et tel que

∀x ∈ E� V−2t �M�t → 1� �x-p.s. t→∞�

Dans le cas de la récurrence nulle (resp. positive) V2
t = �M�t (resp. V2

t = σ2
Mt)

convient.

(H′′) C’est l’hypothèse (H′) avec un processus V �-prévisible dans le cas
discret et continu dans le cas continu.

Dans le cas de la récurrence positive, V2
t = σ2

Mt convient. Et dans le cas de
la récurrence nulle V2

t = Ɛµ��Mc�1�−1Ɛµ��M�1��Mc�t convient, pourvu que la
partie martingale continue Mc de M ne soit pas nulle.
Dans le cas où le processus X est récurrent positif, pour affiner l’approxim-

ation des MFA par des sommes aléatoires de variables aléatoires indépendan-
tes, on ajoute l’hypothèse suivante sur la résolvante de X:

(R-R) Il existe une fonction positive f0 µ-intégrable,
∫
f0 dµ > 0, telle que

pour tout x ∈ C, la fonction λ �→ 1
λ
�λRλf0�x� −

∫
f0 dµ� admette une limite

finie lorsque λ tend vers 0.

Cette hypothèse signifie que pour tout x ∈ C, la fonction

λ �→
{
λRλf0�x�� si λ > 0,

lim
λ→0

λRλf0�x� =
∫
f0 dµ� si λ = 0,(2.1)

est dérivable à droite en 0. Elle implique que la récurrence de X est positive
et que Ɛµ�TC� <∞ (cf. le théorème F du sous paragraphe 3.4). En outre, elle
permet de dégager un résultat précieux sur le comportement asymptotique
des fonctionnelles additives et intégrables sur X [cf. remarque (b) du sous
paragraphe 2.3].
Le sigle (R-R) est justifié par le fait que si C est un atome pour la chaı̂ne X,

alors la condition (R-R) signifie que la récurrence de X est riemanienne d’ordre
2 c’est-à-dire Ɛx�T2C� <∞, ∀x ∈ C [cf. la partie (i) du théorème F].
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2.1.2. Notations complémentaires. A toute MFA M, on associe:

1. ��n�n la suite de processus à valeurs dans 	 ([0,1]) (espace des fonctions
continues de [0,1] dans �) définis par

�n�t�=
1
Vn

n−1∑
k=0

{
Mk+

tV2
n−V2

k

V2
k+1−V2

k

�Mk+1−Mk�
}
1�V2

k/V
2
n�V

2
k+1/V

2
n��t��

�n�1�=
1
Vn

Mn�
(2.2)

2. �Wn�n la suite des mesures moyennes empiriques logarithmiques associées
aux processus ��n�n et à l’échelle V définies par

Wn�·� =
1

lnV2
n

n∑
k=1

V2
k+1 − V2

k

V2
k+1

δ��k∈ ·��(2.3)

3. �µt�t∈� la suite des mesures moyennes empiriques logarithmiques associées
aux v.a. �V−1t Mt� et à l’échelle V définies par

µn�·� =
1

lnV2
n

n∑
k=1

V2
k+1 − V2

k

V2
k+1

δ�V−1k Mk∈ ·� �cas discret��(2.4)

µT�·� =
1

lnV2
T

∫ T

1
δ�V−1t Mt∈ ·�

dV2
t

V2
t

�cas continu��(2.5)

Gσ ou 
 �0� σ2� désignera la loi gaussienne centrée et de variance σ2 et

G = G1. La convergence en loi sera abrégée par “
�→” et la convergence étroite

par “�⇒”.

2.2. Un théorème de la limite centrale presque-sûre fonctionnel et une loi
forte logarithmique des grands nombres pour les martingales fonctionnelles
additives.

Théorème 2.1. Soit X = ���� � ��x�x∈E, � = ��t�t∈�� �Xt�t∈�� un processus
de Markov récurrent indexé par � = � ou � = �+. Et soit M une MFA de X.

(i) Sous les hypothèses �H1� et �H′�, du sous paragraphe 2�1�1, M vérifie un
théorème de la limite centrale presque-sûre fonctionnel �TLCPSF� par rapport à
l’échelle V = �Vt�t∈� sous �x pour tout état initial x, à savoir: presque-sûrement,
�Wn�n converge étroitement vers la mesure de Wiener W sur 	 ��0�1�.

(ii) Sous les hypothèses �H1� et �H′′� et en ajoutant la condition

∀x ∈ E� V−2t � M�2t → 0� �x-p.s.� t→∞
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dans le cas continu, M vérifie une loi forte quadratique des grands nombres
�LFQ� par rapport à l’échelle V = �Vt�t∈�, à savoir pour tout état initial x:

1

lnV2
n

n∑
k=1

(
V2
k+1 − V2

k

V2
k+1

)
M2

k

V2
k

→ 1� n→∞�

ou
1

lnV2
T

∫ T

1

M2
t

V2
t

dV2
t

V2
t

→ 1� �x-p.s.�T→∞�

Dans ces conditions, M vérifie aussi une loi forte logarithmique des grands
nombres �LFL�, à savoir: presque-sûrement,∫

fdµR →
∫
f dG pour toute f ∈ ��R→∞

où � désigne la classe des fonctions f� � → �, presque partout continues
et vérifiant supx∈� x−2�f�x�� < ∞ et G dénote la loi normale centrée réduite

 �0�1�.

Si le processus X est récurrent positif, il convient plutôt de considérer les
mesures empiriques

W̃n�·� =
1
lnn

n∑
k=1

1
k+ 1

δ��̃k∈·�(2.6)

associées aux processus ��̃n�n,

�̃n�t� =
1√
n
�M�nt + �nt− �nt��M�nt+1 −M�nt���(2.7)

ou les mesures empiriques

W′
T�·� =

1
lnT

∫ T

1

dr

r
δ��′

r∈·�� T ≥ 2�(2.8)

associées aux processus ��′
r�r,

�′
r�t� =

1√
r
Mrt� 0 ≤ t ≤ 1� r > 0�(2.9)

Corollaire 2.2. Dans le cadre du théorème précédent, supposons que la
récurrence du processus ou de la chaı̂ne de Markov X est positive. Alors, pour

toute MFA M de X satisfaisant l’hypothèse �H1�, les mesures aléatoires �W̃n�n
et �W′

T�T, définies respectivement par �2�6� et �2�8� convergent étroitement vers
WσM

, où WσM
est la mesure définie sur 	 ��0�1� par WσM

�·� = W�σM·�, W
étant la mesure de Wiener sur 	 ��0�1�. Cette propriété est valable �x -presque-
sûrement pour tout état initial x.
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2.3. Un théorème de la limite centrale et une loi du logarithme itéré avec
poids logarithmique. Quelles sont les vitesses de convergence en loi et au
sens (p.s.) associées à cette LFL? Pour répondre à cette question, on introduit
les ensembles suivants:

L2�Gσ� =
{
f mesurable�

∫
f2 dGσ <∞

}
�

L2
0�Gσ� =

{
f ∈ L2�Gσ��

∫
fdGσ = 0

}
et

σ� b =
{
f ∈ L2

0�Gσ�� ∀ �x�y� ∈ �× �� �f�x� − f�y��
≤ const. �x− y��1+ �x�b + �y�b�}

où 0 ≤ b ≤ 1.
Pour une MFA, M = �Mt�t∈� de X et une fonction quelconque f de L2�Gσ�,

on pose

�
M� f
R =

R∑
k=1

1
k
f

(
Mk√
k

)
�cas discret�

ou
∫ R

1
f

(
Mt√
t

)
dt

t
�cas continu�

(2.10)

et

�M
R = �

M� f
R dans le cas particulier où f�x� = x2�(2.11)

Théorème 2.3. On suppose que le processus de Markov X vérifie l’hypothèse
�R-R� du sous paragraphe 2�1�1� Alors toute MFA M de X satisfaisant l’hypoth-
èse �Hα� pour un α ∈1�2, vérifie un théorème de la limite centrale avec poids
logarithmique �TLCL� et une loi du logarithme itéré avec poids logarithmique
�LLIL� sous �x, pour tout x ∈ E, à savoir, pour toute fonction f de σM� b:

(i) TLCL: �lnR�−1/2�M� f
R

�→ 
 �0� σ2
f�, R→∞;

(ii) LLIL: lim supR→∞�2 lnR ln ln lnR�−1/2��M� f
R � = σf p.s.

Dans �i� et �ii�, la variance σ2
f est liée à f par la relation σ2

f = −2 ∫ fgdGσM
,

où g est une fonction de L2�GσM
�, telle que f = L̂g et L̂ désigne l’extension à

L2�GσM
� de l’opérateur L = 1

2σ
2
M

d2

dx2
− 1

2x
d
dx

.

Remarques. (a) Vu que σ
M
� b est un sous-espace de L2

0�Gσ
M
�, on a la

version multidimensionnelle suivante du TLCL:

∀ �f1� � � � � fd� ∈ �σ
M
� b�d�

�lnR�−1/2
(
�
M� f1
R � � � � ��

M� fd
R

)
�→

R→∞

d�0� &M��
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avec

&M =
(
−
∫
�figj + fjgi�dGσ

M

)
1≤i� j≤d

et fi = L̂gi� 1 ≤ i ≤ d�

(b) On montrera, grâce au théorème F (signalé ci-dessus), que l’hypothèse
(R-R) implique la suivante portant sur la variation quadratique prévisible de
toute MFA M vérifiant (Hα) pour un α ∈1�2:

t−1�M�t − σ2
M
= o

(
t−1gα�δ�t�

)
� �x-p.s.� ∀x ∈ E�∀ δ >

α+ 1
2α

�(2.12)

où gα�δ�t� = t�1+α�/2α�ln t�δ.
Une hypothèse semblable permet à Chaâbane (cf. [8], théorème 2.2) de mon-

trer les propriétés TLCL et LLIL (avec pondération aléatoire) pour une mar-
tingale discrète ou à trajectoires continues.
(c) Pour la fonction f�x� = x2 − σ2

M
, on a σ2

f = 4 et comme �∑R
k=1

1
k
− lnR�

est une suite bornée, les propriétés (i) et (ii) du théorème précédent s’écrivent
respectivement

�lnR�1/2
{
�lnR�−1�M

R − σ2
M

}
�→ 
 �0�4σ4

M
�� R→∞�

et

lim sup
R→∞

√
lnR

2 ln ln lnR

∣∣∣�lnR�−1�M
R − σ2

M

∣∣∣ = 2σ2
M

p.s.

2.3.1. Méthodologie des preuves. Pour prouver les théorèmes 2.1, 2.3 et le
corollaire 2.2, on distingue les étapes suivantes.

Etape 1. On suppose que X est une chaı̂ne de Markov possédant un atome
récurrent  tel que tout point x de E conduise �x-p.s. vers  .

Etape 2. On suppose que X est une chaı̂ne de Markov dont la transition
� possède un petit ensemble récurrent C. On se ramène au cadre de l’étape 1
en associant à X, par la technique de fission, une chaı̂ne de Markov atomique
�X (voir le sous paragraphe 4.2).

Etape 3. On suppose que X est une chaı̂ne ou un processus de Markov dont
la résolvante possède un petit ensemble récurrent C. On se ramène au cadre
de l’étape 2 en associant à X, par une technique de discrétisation aléatoire,
une chaı̂ne de Markov X̂ dont la transition admet C comme petit ensemble.

3. Outils des démonstrations. Dans ce paragraphe, on donne une série
d’outils techniques pour mener à bien les démonstrations des principaux résul-
tats du paragraphe précédent. Les preuves de ces outils figurent au para-
graphe 6.
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3.1. TLCPSF, LFL, TLCL et LLIL pour le mouvement brownien. On sait
que si B = �Bt�t≥0 est un mouvement brownien standard, alors le processus
Y = �Yt = e−t/2Bet�t≥0 est un processus d’Ornstein–Uhlenbeck, vérifiant les
propriétés suivantes:

1. Y est solution forte de l’équation différentielle stochastique

�EDS� dYt = − 1
2Yt dt+ dβt

où β = �βt�t≥0 = �∫ et1 1√
r
dBr�t≥0 est encore un mouvement brownien stan-

dard;
2. Y est un processus de Markov récurrent positif de mesure invariante G =


 �0�1�.
Le résultat suivant, du à Brosamler [6], est une transcription au mouve-

ment brownien du théorème ergodique vérifié par le processus Y. Une démonst-
ration, basée sur le calcul stochastique, de ce résultat est proposée par
Touati [37].

Théorème A. SoitB = �Bt�t≥0 un mouvement brownien standard, alors on
a les deux propriétés suivantes:

TLCPSF—presque-sûrement les mesures aléatoires(
�lnn�−1

n∑
k=1

1
k
δ�k−1/2B�k��

)
ou

(
�lnR�−1

∫ R

1
δ�r−1/2Br��

dr

r

)
convergent étroitement vers la mesure de Wiener sur 	 ��0�1�.

3. Soit �Pt�t≥0 le semi-groupe du processus d’Ornstein–Uhlenbeck Y. Alors
�Pt�t≥0 est fortement continu sur L2�G�:

∀f ∈ L2�G�� lim
t↘0

�f− Ptf�2 = 0�

Son générateur infinitésimal (restreint à l’espace des fonctions réelles deux fois
continûment dérivables et à supports compacts sur �) est: L = − 1

2x
d
dx
+ 1

2
d2

dx2
;

il admet une extension L̂ à L2�G�� ∀g ∈ L2�G�, L̂�g� = limt→0
Ptg−g

t
au sens

de L2�G�.
En outre, sup ��Pth�2� h ∈ L2�G�� �h�2 = 1� = e−t/2 (cf. [14]).
Par suite, pour toute fonction f ∈ L2

0�G�, la fonction g = − ∫∞
0 Ptfdt vérifie

�g�2 ≤
(∫ ∞

0
e−t/2 dt

)
�f�2 = 2�f�2�

lim
t↘0

Ptg − g
t

= lim
t↘0

1
t

∫ t

0
Psfds = f = L̂�g��
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autrement dit l’image de L̂ coı̈ncide avec L2
0�G�. Par conséquent, pour toute

fonction f dans L2
0�G�, on a

f = L̂g avec g = −
∫ +∞
0

Ptfdt�

Dans ces conditions, on notera

�Var�f� σ2
f = −2

∫
gfdG = −2

∫
gL̂gdG�

Il est à remarquer que σ2
f =

∫ �∇g�2 dG où le gradient de g est considéré au
sens faible dans L2�G�. Et comme nous l’avons déjà signalé, pour f�x� = x2−1,
σ2
f = 4.
Le résultat suivant est une transcription au mouvement brownien du

théorème de la limite centrale et de la loi du logarithme itéré qui sont valables
pour Y (cf. [2, 35, 36]).

Théorème B. Soit B = �Bt�t≥0 un mouvement brownien standard. On a
les propriétés suivantes:

(i) TLCL,

�lnT�−1/2
∫ T

1
f
(
t−1/2Bt

)dt
t

�→ 
 �0� σ2
f�� T→∞�

(ii) LLIL,

lim sup�2 lnT ln ln lnT�−1/2
∣∣∣∣∫ T

1
f�t−1/2Bt�

dt

t

∣∣∣∣ = σf p.s.�

où f est une fonction quelconque de L2
0�G� et σf est la constante définie par la

relation �Var�f�. Plus généralement, ces deux propriétés sont vraies en substi-
tuant à la variable déterministe T, un processus croissant, positif, continu à
droite, N = �NR�R>0, vérifiant NR

R
→ 1 p.s.�R→∞.

3.2. Traduction des théorèmes A et B pour une marche aléatoire avec ou sans
renouvellement. Une approximation adéquate d’une marche aléatoire de v.a.
i.i.d. par une trajectoire brownienne permet d’obtenir les deux transcriptions
suivantes des théorèmes A et B.

Théorème C. On donne une suite �ξk� τk�k≥1 de variables aléatoires à vale-
urs dans �× �+, indépendantes, identiquement distribuées et on pose

S0 = T0 = 0� Sn =
n∑
k=1

ξk� Tn =
n∑
k=1

τk�

S∗n = SNn
� Nt = inf�k ≥ 0�Tk+1 > t��

(3.1)

Supposons que la suite des v.a. �ξk�k≥1 vérifie les propriétés suivantes:

Ɛ�ξ1� = 0� Ɛ�ξ21� = σ2
ξ > 0�(3.2)
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et considérons pour une suite croissante V = �Vn�n de v.a. positives vérifiant

Vn →∞� n→∞�
Vn
Vn+1

→ 1� n→∞�

V2
n

Nn

→ σ2
ξ � n→∞�

1
Vn

max
k≤n

∣∣S∗k − S∗k−1
∣∣→ 0 p.s.� n→∞�

(3.3)

les mesures moyennes empiriques logarithmiques �W∗
n�n et �µ∗n�n définies com-

me dans �2�3� et �2�4� en changeant la suite �Mn� par la suite �S∗n�.
Alors la suite S∗ = �S∗n� vérifie un TLCPSF à savoir, presque-sûrement:

TLCPSF—W∗
n �⇒W, n→∞, où W est la mesure de Wiener sur 	 ��0�1�;

donc µ∗n �⇒ G, n→∞.

Remarques. (i) Prenons τk ≡ 1, V2
n = Ɛ�S2n� et supposons que les �ξk� sont

indépendantes mais non nécessairement de même loi. Alors la première partie
du théorème C est encore vraie dès que supk Ɛ��ξk�2+δ� <∞, pour un δ > 0. En
outre, s’il existe des réels δ et β vérifiant δ > β > 1 et

∑
n V

−2β
n Ɛ��ξn�2δ� <∞,

alors �Sn� vérifie les propriétés TLCL et LLIL.

(ii) Si on renforce la dernière propriété de (3.3) comme suit

1
Vn

max
k≤n

max
k−1≤t≤k

�SNt
− SNk−1 � → 0 p.s.� n→∞(3.4)

alors la suite S∗ = �S∗n� vérifie une LFQ et une LFL, à savoir, presque-
sûrement:

1

ln V2
n

n∑
k=1

V2
k+1 − V2

k

V2
k

(
S∗k
Vk

)2

→ σ2
ξ � n→∞�

et ∫
fdµ∗n �⇒

∫
fdG pour toute f ∈ �� n→∞�

Le théorème suivant généralise les résultats de Csörgő et Horvàth établis
dans [14].

Théorème D. On se place dans le cadre du théorème C en supposant que
les v.a. �ξk� τk�k≥1 vérifient les hypothèses suivantes:

Ɛ�ξ1� = 0� Ɛ�ξ21� = σ2
ξ > 0�

Ɛ
(�ξ1�2 ln��ξ1� + 1�α) <∞� pour un α ∈1�2�

(3.5)

Ɛ�τ1� =mτ > 0� Ɛ
(
τδ1
)
<∞� pour un δ ∈1�2�(3.6)
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Alors ∀f ∈ σ� b = �f ∈ L2
0�Gσ�� ∀ �x�y� ∈ �×�� �f�x� − f�y�� ≤ cte�x− y��1+

�x�b + �y�b��, on a:

(i) TLCL,

�lnn�−1/2
n∑
k=1

1
k
f

(
Sk√
k

)
�→ 


(
0� σ4

ξσ
2
f

)
� n→∞�

(ii) LLIL,

lim
n→∞ sup�2 lnn ln ln lnn�

−1/2
∣∣∣∣ n∑
k=1

1
k
f

(
Sk√
k

)∣∣∣∣ = σ2
ξσf p.s.�

où σ2
f = −2 ∫ gfdG = −2 ∫ gL̂gdG, L̂ étant l’extension à L2�G� de l’opérateur

L = 1
2σ

2
ξ
d2

dx2
− 1

2x
d
dx

. Ces deux propriétés sont également vraies en remplaçant

Sn par S∗n et σ2
ξ par σ2 = �mτ�−1σ2

ξ .

3.3. LFQ pour les MFA de X. Un résultat semblable au suivant est établi
dans [8] (resp. [9]) pour les martingales à temps discret (resp. continu).

Théorème E. Soit X = ���� � ��x�x∈E, � = ��t�t∈�� �Xt�t∈�� un processus
de Markov récurrent indexé par � = � ou � = �+. Alors toute MFA M de
X satisfaisant aux hypothèses �H1� et �H′′� du sous paragraphe 2�1�1 et à la
condition supplémentaire

∀x ∈ E� V−2t � M�2t → 0� �x-p.s.� t→∞�(3.7)

dans le cas continu, vérifie une LFQ par rapport à l’échelle V = �Vt�t∈� sous �x

pour tout état initial x, à savoir:

�LFQ� 1

lnV2
n

n∑
k=1

(
V2
k+1 − V2

k

V2
k+1

)
M2

k

V2
k

→ 1� n→∞�

ou

1

lnV2
T

∫ T

1

M2
t

V2
t

dV2
t

V2
t

→ 1 p.s.�T→∞�

3.4. Conséquences de la condition (R-R). Le résultat suivant est essentiel
pour la preuve du théorème 2.3 et permet de justifier la remarque (b) du sous
paragraphe 2.3.

Théorème F. Soit X une chaı̂ne ou un processus de Markov récurrent et de
mesure invariante µ. Alors on a les résultats suivants:

(i) La condition (R-R) suivante:

Il existe une fonction positive f0 µ-intégrable,
∫
f0dµ > 0,

telle que pour tout x∈C, la fonction λ �→ 1
λ
�λRλf0�x�−

∫
f0dµ�

admette une limite finie lorsque λ tend vers 0;
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implique que Ɛµ�TC� < ∞. L’implication inverse a lieu lorsque X est une
chaı̂ne atomique.

(ii) Si la condition (R-R) est réalisée, alors, pour toute FA A de X vérifiant
Ɛµ�Aγ

1 � <∞ pour un γ ∈1�2, on a

At − tƐµ�A1� = o�gγ�η�t�� avec

gγ�η�t� = t�γ+1�/2γ�ln t�η et η >
γ + 1
2γ

� �x-p.s. ∀x ∈ E�
(3.8)

3.5. Outils de contiguité pour les preuves des théorèmes C, D, 2.1, 2.3 et du
corollaire 2.2.
3.5.1. Lemmes de contiguı̈té pour des fonctionnelles de MFA. Pour démon-

trer le théorème 2.1 et le corollaire 2.2 dans le cadre 1 ou 3, on a besoin du
résultat suivant établi au sous paragraphe 6.5.

Lemme 3.1. Si X est une chaı̂ne ou un processus de Markov récurrent positif
et si M = �Mt�t∈� vérifie l’hypothèse (H1), du sous paragraphe 2�1�1, alors posant
��n�t� = 1√

n
M�nt, on a les propriétés suivantes pour les processus ��̃n� et ��′

n�
définis respectivement par �2�7� et �2�9�:

(i)

sup
0≤t≤1

∣∣�̃n�t� − ��n�t�
∣∣→ 0� �x-p.s.� n→∞�

(ii)

sup
0≤t≤1

∣∣�′
r�t� − ���r�t�

∣∣→ 0� �x-p.s.� r→∞�

Le lemme suivant est important pour la preuve du théorème 2.1 et du
corollaire 2.2 dans le cadre 3. Il a déjà été utilisé dans [36]. Pour la com-
modité du lecteur, sa preuve est réécrite au sous paragraphe 6.5. Pour les
besoins de ce lemme on désigne par F la loi géométrique sur �∗ de paramètre
p0 = 1 − e−λ0 (resp. la loi exponentielle sur �+ de paramètre λ0) et par
T′ = ��′�� ′��′� �T′n�n≥0� une version canonique de la marche aléatoire as-
sociée à F et partant de 0. A toute famille Z = �Zt�t∈� de v.a. sur ���� ��x�,
on associe la suite Ẑ = �̂Zn�n∈� de v.a. sur �� × �′�� ⊗ � ′� �̂x = �x ⊗ �′�
définies par

Ẑn�ω�ω′� = ZT′n�ω′��ω��(3.9)

Lemme 3.2. Soit M = �Mt�t∈� une MFA de X vérifiant les hypothèses (H1)
et �H′′�, du sous paragraphe 2�1�1, avec un processus V = �Vt�t∈�. Soient

M̂ = �M̂n�n∈�, V̂ = �V̂n�n∈� les suites associées par �3�9�. Alors les propriétés

suivantes sont valables �̂x-presque-sûrement pour tout x ∈ E:
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(i)

�M�−1n �M̂�n → 1� n→∞�

(ii)

V̂
−2
n V2

n → 1� n→∞�

En conséquence V−2n �M̂�n → 1� n→∞.
(iii) Posant

 n�u� =
n−1∑
k=0

{
Mk +

u− V2
k

V2
k+1 − V2

k

 Mk+1

}
1�V2

k�V
2
k+1��u��  n�V2

n� =Mn�

 ̂n�u� =
n−1∑
k=0

{
M̂k +

u− V2
k

V2
k+1 − V2

k

 M̂k+1

}
1�V2

k�V
2
k+1��u��  ̂n�V2

n� = M̂n�

on a

1
Vn

sup
0≤u≤V2

n

∣∣ n�u� −  ̂n�u�∣∣→ 0� n→∞�

3.5.2. Lemmes de contiguité pour les preuves des théorèmes C, D et 2.3.
Les trois premiers lemmes suivants ont été élaborés en collaboration avec F.
Chaâbane [8].

Lemme 3.3. Soit V = �Vn�n une suite croissante de v.a. positives et telle que

Vn →∞� n→∞�
Vn
Vn+1

→ 1� n→∞�

Si �Xn�n et �Yn�n sont deux suites de � = � ��0�1� �espace des fonctions con-
tinues à droites et limitées à gauches de [0,1] dans ��, telles que

�Xn − Yn�∞ = sup
0≤t≤1

�Xn�t� − Yn�t�� → 0� n→∞�

alors pour toute fonction f uniformément continue et bornée sur � , on a

1

lnV2
n

n∑
k=1

V2
k+1 − V2

k

V2
k+1

�f�Xk� − f�Yk� →�0� n→∞�

Lemme 3.4. Soit β = �β�t��t≥0 un processus càd-làg, à valeurs réelles et
soit �Vn� une suite croissante de v.a. positives, telles que

Vn →∞� n→∞�
Vn
Vn+1

→ 1 p.s.� n→∞�
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On pose

&�r� = inf
{
n ≥ 0�V2

n+1 > r
}
� F�r� = V2

&�r��

β�r� =
{
1√
r
β�rt�

}
0≤t≤1

� β̃�r� = β�F�r���

W′
T�·� =

1
lnT

∫ T

1

dr

r
δ�β�r�∈·�� W̃

′
T�·� =

1
lnT

∫ T

1

dr

r
δ�β̃�r�∈·��

Et on note W la mesure de Wiener sur 	 ��0�1�:
(i) Si, presque-sûrement, �W′

T� converge étroitement vers W et on a

sup
t∈�0�1

�β̃�r� − β�r�� → 0� r→∞�

alors

W̃
′
T�·� �⇒W p.s.�T→∞�

(ii) Si, presque-sûrement, �W̃′
T� converge vers W, alors

W#
n�·� =

1
lnV2

n

n∑
k=1

V2
k+1 − V2

k

V2
k+1

δ�β�V2k�∈·� �⇒W p�s�� n→∞�

Pour les besoins du lemme suivant, on considère sur l’espace de Skorokhod
� = � ��0�1��� une famille d’applications �αr�r∈� �� = �+, resp. � = ��,
croissantes, nulles en 0 telles que

∀ t ∈ �0�1� αr�t� → t� r→∞� et sup
r∈�

αr�1� <∞�

Notant 	L = 	 ��0�L��� l’espace des fonctions continues de �0�L dans �
avec L ≥ supr∈� αr�1�, alors on a

sup
0≤t≤1

�αr�t� − t� → 0� r→∞�(3.10)

∀X ∈ 	L� sup
0≤t≤1

�X�αr�t�� −X�t�� → 0� r→∞�(3.11)

Lemme 3.5. Soit �ν�r� ·��r∈� une famille de noyaux positifs sur 	L, uni-
formément bornés et dont les moyennes logarithmiques �ν̄T�T∈�, définies par{

1
lnT

∫ T

1
ν�r� ·�dr

r

}
T≥2

ou

{( T∑
k=1

1
k

)−1 T∑
k=1

1
k
νk� ·�

}
T≥2

convergent étroitement vers la mesure ν�·�.
Si � est la projection canonique de 	L sur � et si ��r�r∈� est la famille des

applications de 	L dans � définies par

�r� X�·� ∈ 	L �→ X�αr�·�� ∈ � �
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alors, la famille des moyennes logarithmiques des noyaux images des
�ν�r� ·��r∈� par les applications ��r�r∈� converge étroitement vers la mesure
image de ν�·� par la projection � .

Lemme 3.6. Soit B = �B�t��t≥0 un processus brownien standard et �Vn� une
suite croissante de v.a. comme dans le lemme 3�4. On pose, pour tout r > 0,

B�r� =
{
1√
r
B�rt�

}
0≤t≤1

� B̃
�r� = B�F�r�� avec F�r� = V2

&�r��

&�r� = inf
{
n ≥ 0�V2

n+1 > r
}�

et on note W la mesure de Wiener sur C��0�1�. Alors, presque-sûrement, les
moyennes empiriques logarithmiques

W̃′
T�·� =

1
lnT

∫ T

1

dr

r
δ�B̃�r�∈·� et W#

n�·� =
1

lnV2
n

n∑
k=1

V2
k+1 − V2

k

V2
k+1

δ�B�V2k�∈·�

convergent étroitement vers W.

Lemme 3.7. Soit T = �Tn�n∈�∗ une suite de v.a. à valeurs dans �∗ ou �+

et α = �αt�t∈�� β = �βn�n∈�∗ deux familles de v.a. On suppose que:

(i) Tn − nm = o� n√
lnn
�, m constante > 0;

(ii) supTn≤t<Tn+1 �αt − βn� = o�√ n
lnn�;

(iii) pour toute fonction g ∈ �, les v.a. ��α�g
R � et ��m−1/2β�g

n � définies par

�
α�g
R =

R∑
k=1

1
k
g

(
αk√
k

)
�cas discret� ou

∫ R

1
g

(
αt√
t

)
dt

t
�cas continu�

et

�m−1/2β�g
n =

n∑
k=1

1
k
g

(
m−1/2βk√

k

)
�

vérifient une loi forte logarithmique:

�LFL�
�lnR�−1�α�g

R → C�g�� R→∞�

�lnn�−1�m−1/2β�g
n → C′�g� p.s.� n→∞�

où C�g� et C′�g� sont des constantes indépendantes de α et β.

Alors, quelle que soit f ∈ 1� b, on a

sup
Tn≤R<Tn+1

∣∣∣�lnR�−1/2�α�f
R − �lnn�−1/2�m−1/2β�f

n

∣∣∣→ 0 p.s.� n→∞�(3.12)

4. Preuves du théorème 2.1 et du corollaire 2.2. Ce paragraphe est
une section de mise en œuvre markovienne de divers outils donnés dans le
paragraphe précédent afin de prouver le théorème 2.1 et son corollaire 2.2.
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4.1. Cadre 1: cas d’une chaı̂ne de Markov dont la transition possède un
atome récurrent. On suppose ici que X est la version canonique d’une chaı̂ne
de Markov ayant un atome récurrent  tel que tout point de E conduise
presque-sûrement à  . Cela signifie que d’une part la probabilité de transition
��δ� ·� de X est la même pour tout δ ∈  et que d’autre part

∀x ∈ E� �x�lim sup�Xn ∈  �� = 1�(4.1)

Soit T = T le premier temps de retour de X dans  :

T = inf�n ≥ 1�Xn ∈  ��(4.2)

Alors la mesure invariante de X est donnée par la formule

µ�A� = Ɛ 

(T−1∑
k=0

1�Xk∈A�

)
∀A ∈ � �(4.3)

Ɛ étant l’opérateur d’espérance sous � = �δ, ∀ δ ∈  .
Dorénavant �Tn�n≥0 désignera la suite des temps de retour de X dans  ,

définie par

T0 = 0� T1 = T et Tn+1 = Tn + T ◦ θTn �(4.4)

Preuve du théorème 2.1. Elle s’appuie sur le théorème C.

(i) Pour une MFA, M = �Mn�n∈�, de X satisfaisant à l’hypothèse (H1), la
propriété forte de Markov implique que les v.a. ��ξk� τk� ηk��k≥2, définies par

ξk+1 =MTk+1 −MTk =MT ◦ θTk�
τk+1 = Tk+1 − Tk = T ◦ θTk�(4.5)

ηk+1 = �M�Tk+1 − �M�Tk = �M�T ◦ θTk�
sont �x-indépendantes et identiquement distribuées selon la loi de la v.a.
�MT�T� �M�T� sous � . En outre

Ɛ�ξ1� = Ɛ �MT� = 0� Ɛ
(
ξ21
) = Ɛ 

(
M2

T

) = Ɛ ��M�T� = Ɛµ
(
M2

1

) = σ2
M�(4.6)

Ainsi les v.a. �ξk� vérifient les hypothèses (3.2) du théorème C.
(ii) Montrons maintenant que si de plus M vérifie l’hypothèse

�H′�� �M�n
V2n

→ 1� �x-p.s.� n→∞�

alors les hypothèses (3.3) du théorème C sont vérifiées par les suites S∗ = �S∗n�n
et �Vn�n où

S∗n = SNn
avec Sn =

n∑
k=2

ξk =MTn −MT et

Nt = inf�k ≥ 0�Tk+1 > t��
(4.7)
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En effet, grâce au théorème ergodique quotient, on a �M�n
�M�n+1 → 1 �x-p.s.,

n→∞ (cf. preuve du lemme 3.2); d’où

V2
n+1
V2
n

= V2
n+1

�M�n+1
× �M�n+1

�M�n
× �M�n

V2
n

→ 1� �x-p.s.� n→∞�

pour toute échelle �Vn� satisfaisant l’hypothèse (H′). Par ailleurs, les propriétés

�M�TNn
Nn

→ σ2
M� n→∞� et TNn

≤ n < TNn+1 �x-p.s.

impliquent

�M�n
Nn

→ σ2
M� �x-p.s.� n→∞

donc

Nn

V2
n

= Nn

�M�n
× �M�n

V2
n

→ 1

σ2
M

� �x-p.s.� n→∞�

Pour montrer que

1
Vn

sup
k≤n

∣∣ S∗k∣∣→ 0� �x-p.s.� n→∞�

on remarque, comme dans [36], que  S∗k+1 = S∗k+1−S∗k =MTNk+1
−MTNk

vérifie∣∣ S∗k+1∣∣ = ∣∣∣MTNk+1
−MTNk

∣∣∣ ≤ sup
TNk≤n≤TNk+1

∣∣∣Mn −MTNk

∣∣∣
≤ sup

0≤n≤TNk+1−TNk

∣∣∣Mn+ TNk

−MTNk

∣∣∣ = YNk

avec Yp = sup0≤n≤Tp+1−Tp
�Mn+Tp −MTp �. Or, sous �x, la suite �Yp�p≥1 est i.i.d.

selon la loi de Y0 sous � et grâce à l’inégalité de Doob, on a

Ɛ 
(
Y2
0

) ≤ Ɛ 

(
sup
0≤n≤T

�Mn�2
)
≤ 4Ɛ 

(
M2

T

) = 4σ2
M�

par conséquent la loi forte des grands nombres s’applique aux v.a. �Yp�p≥1 et
il en résulte que

n−1Y2
n → 0 �x-p.s.� n→∞�

Cette propriété implique les suivantes:

n−1 sup
k≤n

Y2
k → 0� n→∞� N−1/2

n sup
k≤Nn

Yk → 0� n→∞�

N−1/2
n sup

k≤n
YNk

→ 0� �x-p.s.� n→∞�
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d’où l’on déduit

1
Vn

sup
k≤n

∣∣ S∗k+1∣∣ ≤
√
Nn

V2
n

1√
Nn

sup
k≤n

YNk
→ 0� �x-p.s.� n→∞�

D’après le théorème C la suite S∗ vérifie un TLCPSF par rapport à l’échelle V.
(iii) Posons

�n�t� =
1
Vn

n−1∑
k=0

{
Mk +

tV2
n − V2

k

V2
k+1 − V2

k

 Mk+1

}
1�V2

k/V
2
n�V

2
k+1/V2

n��t��

�n�1� =
1
Vn

Mn�

Vu que Mn = S∗n + �Mn −MTNn
� +MT, les processus ��∗

n�n associés à la suite
�S∗n�n par (2.2) vérifient

sup
t∈�0�1

∣∣�∗
n�t� −�n�t�

∣∣→ 0� �x-p.s.� n→∞�

car

sup
t∈�0�1

∣∣�∗
n�t� −�n�t�

∣∣ ≤ 3
Vn

sup
k≤n+1

∣∣Mk − S∗k
∣∣

et on a ∣∣Mn − S∗n
∣∣ ≤ ∣∣∣Mn −MTNn

∣∣∣+ �MT� ≤ YNn
+ �MT�

donc

1
Vn

sup
k≤n

∣∣Mk − S∗k
∣∣ ≤ 1

Vn
sup
k≤n

YNk
+ �MT�

Vn
→ 0� �x-p.s.� n→∞�

Grâce à la partie (ii) de la preuve et au lemme 3.3, on peut donc affirmer que M
vérifie un TLCPSF par rapport à l’échelle V. La partie (i) du théorème 2.2 est
donc établie dans le cadre 1. Quant à la partie (ii), elle résulte manifestement
du théorème E et du TLCPSF vérifié par le couple (M, V) lorsque celui-ci
satisfait aux hypothèses (H1) et (H′′).
Le théorème 2.1 est prouvé dans le cadre 1. ✷

Preuve du corollaire 2.2. Si l’atome  est récurrent positif, on peut pre-
ndre V2

n = nσ2
M et remplacer µ par

µ′ = �Ɛ �T��−1µ� car �µ� = µ�E� = Ɛ �T� <∞�

Alors la propriété (i) du lemme 3.1 permet de justifier le transfert du TL-
CPSF des mesures �Wn� aux mesures �W′

n�, c’est-à-dire le résultat du corol-
laire 2.2.
Le corollaire 2.2 est établi dans le cadre 1 envisagé. ✷
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4.2. Cadre 2: cas d’une chaı̂ne de Markov dont la transition possède un petit
ensemble récurrent. On rapelle que la transition � de la chaı̂ne de Markov
X possède un petit ensemble C, si

∀ �x�A� ∈ E× � � ��x�A� ≥ b1C�x�ν�A��(4.8)

Dans ce cas, pour une probabilité de transition Q, on a

� = b1C ⊗ ν + �1− b1C�Q�(4.9)

Preuves du théorème 2.1 et du corollaire 2.2 dans le cadre 2. Onse
ramène au cadre 1 grâce à la technique classique suivante consistant à grossir
l’espace (E, � ) pour construire une chaı̂ne atomique. Précisons brièvement les
étapes de cette construction. Pour les détails on peut consulter [18, 28, 30, 36].
Dorénavant, on note

�E = E× �0�1�� �� = E� × �0�1�� = �×�′�

�� = � ⊗ �&� �0�� �1�� �0�1�� = � ⊗ � ′�

�� = � � ⊗ � ′��

(4.10)

et �θ̄n�n les opérateurs de translation sur ��.
Si λ est une mesure positive, λ�f� dénote l’intégrale par rapport à λ. A toute

mesure λ sur E, on associe une mesure λ̄ sur �E, définie par
∀ �A�B� ∈ � × � ′�

λ̄�A×B� = λ��b1C1A�δ0�B� + ��1− b1C�1A�δ1�B���
(4.11)

Toute fonction � -mesurable f définie sur E peut être prolongée en une
fonction �� -mesurable f̄ définie sur �E, en posant f̄�x�0� = f̄�x�1� = f�x��
∀x ∈ E.
De même, toute v.a. Y sur ���� � peut être considérée comme une v.a. �Y

sur ���� �� � définie par �Y�ω�ω′� = Y�ω�; d’où, en particulier

Y ◦ θn = �Y ◦ θ̄n et �Ɛλ̄��Y� = Ɛλ�Y� pour toute mesure initiale λ�

A la probabilité de transition � on associe la probabilité de transition ��
définie, pour tout x ∈ E et tout A×B ∈ � × � ′, par

����x�0��A×B� = ν��b1C1A�δ0�B� + ��1− b1C�1A�δ1�B��
����x�1��A×B� =

∫
Q�x�dy���b1C1A��y�δ0�B�

+ ��1− b1C�1A��y�δ1�B���

(4.12)

Et on considère la chaı̂ne de Markov canonique �X sur ��, de probabilité de
transition ��:

∀n ∈ ��∀ �ω = �ω�ω′� ∈ ��� �Xn��ω� = �Xn�ω��X′n�ω′�� = �ωn�ω
′
n��(4.13)
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Alors  = C×�0� est un atome de �X. Plus précisément, si T̃ = inf�n ≥ 1��Xn ∈
 �, on a

��x̄�T̃ <∞� = 1 ∀ x̄ ∈ �E et µ̄��&� =�Ɛ�a�0�
{
T̃−1∑
k=0

1�&��X�
}
�∀a ∈ E�∀�& ∈ �E�

est une mesure σ-finie sur �E, invariante par �� et telle que pour tout x dans E,

�Ɛ�x�0��T̃� = µ̄��E� = µ�E��
Si Z est une FA ou une MFA de X, �Z est une FA ou une MFA de �X. Si

M = �Mn�n∈� est une MFA de X vérifiant les hypothèses (H1) et (H′1), alors
�M = ��Mn�n∈� [resp. �M� = ���M�n�n∈�] est aussi une MFA de �X vérifiant (H1)
et (H′1) (resp. une FA de �X); de plus on a

σ2
�M =�Ɛµ̄

(
�M2
1

)
= Ɛµ

(
M2

1

) = σ2
M�

A la lumière de ce qui précède et du sous paragraphe 4.1, on peut affirmer
que le théorème 2.1 et le corollaire 2.2 restent vrais dans le cadre 2. ✷

4.3. Cadre 3: cas d’une chaı̂ne ou d’un processus dont la résolvante possède
un petit ensemble récurrent. On exploite ici un schéma classique permettant
de passer d’une chaı̂ne ou d’un processus de Markov X dont la résolvante
possède un petit ensemble à une chaı̂ne de Markov X̂ dont la probabilité de
transition possède elle aussi un petit ensemble.
4.3.1. Construction de la chaı̂ne de Markov X̂. Dans le cas discret (resp.

continu), on désigne par F la loi géométrique sur �∗ de paramètre p0 =
1 − e−λ0 (resp. la loi exponentielle sur �+ de paramètre λ0) et par T′ =
��′�� ′��′� �T′n�n≥0� une version canonique de la marche aléatoire associée
à F et partant de 0. Ensuite, on pose

�̂ = �×�′� �̂ = � ⊗ � ′� �̂n = �n ⊗ � ′�

�̂ = ��̂n�n≥0� �̂x = �x ⊗ �′�
(4.14)

X̂n�ω�ω′� = XT′n�ω′��ω� = ωω′n�

θ̂n�ω�ω′� =
((
ωt+ω′n

)
t∈��

(
ω′k+n −ω′n

)
k∈�

)(4.15)

[�θ̂n�n sont les opérateurs de translation sur �̂] (cf. [36]). Alors le processus
X̂ = ��̂� �̂ � ��̂x�x∈E� �̂� �X̂n�n≥0� est une chaı̂ne de Markov à valeurs dans (E,
� ), de probabilité de transition

�̂ = �1− e−λ0�eλ0Rλ0 dans le cas discret

�resp. �̂ = λ0Rλ0� dans le cas continu��
(4.16)

et satisfaisant l’hypothèse du cadre 2:

∀ �x�A� ∈ E× � � �̂�x�A� ≥ b1C�x�ν�A��(4.17)
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A toute famille Z = �Zt�t∈� de v.a. sur � associons la suite Ẑ = �̂Zn�n∈� sur
�̂ définie par Ẑn�ω�ω′� = ZT′n�ω′��ω�.
Si Z est une FA ou une MFA de X, alors Ẑ est une FA ou une MFA de X̂.

En particulier, si M = �Mt�t∈� est une MFA de X vérifiant l’hypothèse (H1), il
en est de même pour la MFA M̂ = �M̂n�n∈� de X̂ qui lui est associée et on a

Ɛ̂µ�M̂
2
1� = Ɛµ�M2

1� = σ2
M.

Preuve du théorème 2.1 et du corollaire 2.2 dans le cadre 3. On as-
socie au processus X la chaı̂ne X̂ considérée plus haut, dont la transition
possède un petit ensemble comme au sous paragraphe 4.2:

(i) Si M = �Mt�t∈� une MFA de X vérifiant les hypothèses (H1) et (H′), du
sous paragraphe 2.1.1, on vient de voir que la MFA M̂ = �M̂n�n∈� de X̂ qui
lui est associée vérifie également ces hypothèses. On peut donc affirmer que
M̂ vérifie un TLCPSF par rapport à l’échelle V sous �̂x pour tout x ∈ E. Plus
précisément, notons

�̂n�t� =
1
Vn

 ̂n
(
tV2

n

) = 1
Vn

n−1∑
k=0

{
M̂k+

tV2
n − V2

k

V2
k+1 − V2

k

 M̂k+1

}
1�V2

k�V
2
k+1�

(
tV2

n

)
�

0 ≤ t < 1�

�̂n�1� =
1
Vn

 ̂n
(
V2
n

) = 1
Vn

M̂n et Ŵn�·� =
1

lnV2
n

n∑
k=1

V2
k+1 − V2

k

V2
k+1

δ��̂k∈·��

alors, �̂x-presque-sûrement, les mesures aléatoires �Ŵn�n convergent étroi-
tement vers la mesure de Wiener W sur 	 ��0�1���. Mais compte tenu de la
partie (iii) du lemme 3.2, posant

�n�t� =
1
Vn

 n
(
tV2

n

) = 1
Vn

n−1∑
k=0

{
Mk+

tV2
n − V2

k

V2
k+1 − V2

k

 Mk+1

}
1�V2

k�V
2
k+1�

(
tV2

n

)
�

0 ≤ t < 1�

�n�1� =
1
Vn

 n
(
V2
n

) = 1
Vn

Mn�

on a

sup
0≤t≤1

∣∣�̂n�t� −�n�t�
∣∣→ 0� �̂x-p.s.� n→∞�

On en déduit, grâce au lemme 3.3, que M vérifie un TLCPSF avec la
pondération V, sous �x pour tout x dans E. Le fait que M vérifie la propriété
LFL découle du résultat précédent et de la propriété LFQ qui est valable pour
M, en vertu du théorème E. Le théorème 2.1 est établi.
(ii) Si la récurrence de la chaı̂ne ou du processus de Markov X est positive,

l’hypothèse (H′) est automatiquement vérifiée en prenant V2
t = tσ2

M, t ∈ �.
L’assertion du corollaire 2.2 relative aux mesures aléatoires �W̃n� est donc
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une transcription de la partie (i) du théorème 2.1. On en déduit la convergence
étroite �x-p.s. des mesures aléatoires �W′

T� vers WσM
grâce à la partie (ii) du

lemme 3.1. Le corollaire 2.2 est établi. ✷

5. Preuve du théorème 2.3. On procède en trois étapes comme au para-
graphe précédent.

Etape 1 (Cas d’une chaı̂ne atomique). On se place dans le cadre 1 du sous
paragraphe 4.1 en supposant en plus que X vérifie la condition (R-R) du sous
paragraphe 2.1.1:

(i) Soit M = �Mn�n une MFA de X satisfaisant l’hypothèse (Hα) pour un α ∈
1�2 et �ξk� τk� la suite de v.a. i.i.d. qui lui est associée par les formules (4.5).
On sait déjà que cette suite satisfait aux propriétés suivantes:

Ɛ �ξ1� = Ɛ �MT� = 0�

Ɛ 
(
ξ21
) = Ɛ 

(
M2

T

) = Ɛ ��M�T� = Ɛµ
(
M2

1

) = σ2
M�

et que d’après le théorème F, la condition (R-R) équivaut à Ɛ �τ21� < ∞. D’où
la propriété suivante:

Tn = nm+O�
√
n ln lnn�

= nm+ o
(√

n

lnn

)
� �x-p.s. avec m = Ɛ �τ1��

(5.1)

Montrons maintenant que l’hypothèse (Hα) implique la suivante:

Ɛ 
(�ξ1�2β) = Ɛ 

(�MT�2β
)
<∞ avec β = 2α

α+ 1
∈1�2��

En effet, le théorème de Rosenthal (cf. [21], Théorème 2.12, page 23) implique
que Ɛµ��M�α1� <∞; d’où l’on déduit par le calcul suivant que Ɛ ��M�βT� <∞:

Ɛ 
(�M�βT) = Ɛ 

(( T−1∑
k=0

�M�k+1 − �M�k
)β)

≤ ∑
n≥1
�� �T = n���α−β�/α

(
Ɛ 

(
1�T=n�

n−1∑
k=0
��M�k+1 − �M�k�α

))β/α
≤ ∑

n≥1
�� �T = n���α−β�/αnβ�α−1�/α

×
(
Ɛ 

(
1�T=n�

n−1∑
k=0
��M�k+1 − �M�k�α

))β/α
�

c’est-à-dire

Ɛ 
(
�M�βT

)
≤ (

Ɛ �T2�
)�α−β�/α(

Ɛµ
(�M�α1))β/α <∞�
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Une nouvelle application du théorème de Rosenthal permet de déduire que
Ɛ ��MT�2β� <∞.
Ainsi, les conditions (3.5) du théorème D sont vérifiées par la suite �ξk�. Il

s’en suit que les propriétés TLCL et LLIL sont vraies pour �Sn� avec Sn =∑n
k=1 ξk =MTn −MT.
(ii) Par ailleurs, les v.a. αn =Mn et βn = Sn =MTn −MT vérifient

sup
Tn≤k≤Tn+1

�αk − βn� ≤ sup
Tn≤k≤Tn+1

�Mk −MTn � + �MT� = Y0 ◦ θTn + �MT�

avec Y0 = sup0≤k≤T �Mk�; et on peut affirmer que

sup
Tn≤k≤Tn+1

�αk − βn� = o�n1/β� = o

(√
n

lnn

)
� �x-p.s�

car d’après l’inégalité de Doob Ɛ �Y2β
0 � <∞; donc

Yn = Y0 ◦ θTn = o�n1/β� = o

(√
n

lnn

)
�x-p.s, puisque

1
β
= α+ 1

2α
∈
]
1
2
�1
[
�

Vu que les suites �αn� et �βn� vérifient aussi la propriété LFL, le lemme 3.7
nous permet d’affirmer que pour toute fonction f ∈ σM� b,

sup
Tp≤n<Tp+1

∣∣∣∣�lnn�−1/2 n∑
k=1

1
k
f

(
Mk√
k

)
− �lnp�−1/2

p∑
r=1

1
r
f

(
Sr√
rƐ (T)

)∣∣∣∣→ 0�

�x-p.s.� p→∞�

(5.2)

Grâce à cette propriété et à la partie (i) de la preuve, on peut conclure que le
théorème 2.3 est vrai dans le cadre 1.

Etape 2 (Cas d’une chaı̂ne de Markov dont la transition possède un petit
ensemble récurrent). Si la chaı̂ne de Markov X satisfait l’hypothèse (R-R),
alors la chaı̂ne atomique �X satisfait aussi cette hypothèse (R-R) (voir la preuve
du théorème F au sous paragraphe 6.4). Par suite le temps de retour T̃ de
�X dans l’atome  est tel que �Ɛ �T̃

2� < ∞. Par ailleurs, toute MFA M de X
vérifiant l’hypothèse (Hα) pour un α ∈1�2 peut être considérée comme une
MFA de �X vérifiant la même hypothèse. Ainsi, grâce à la première étape de
la démonstration, M satisfait aux propriétés TLCL et LLIL sous �x pour tout
x ∈ E.

Etape 3 (Cas d’une chaı̂ne ou d’un processus de Markov X dont la résol-
vante possède un petit ensemble récurrent). On associe au processus de
Markov X la chaı̂ne X̂ construite au sous paragraphe 4.3 et dont la transi-
tion possède un petit ensemble récurrent.

(i) Il est immédiat de voir que la propriété (R-R) est vraie pour X si et
seulement si elle l’est pour X̂. Par ailleurs, si M est une MFA de X vérifiant
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l’hypothèse (Hα), α ∈1�2� alors M̂ est aussi une MFA de X̂ satisfaisant la
même hypothèse, car

Ɛ̂µ
(
M̂

2
1

)
= Ɛ′�T′1�σ2

M� Ɛ̂µ
(
�M̂1�2α

)
≤ const.Ɛµ

(
�M1�2α

)
<∞�(5.3)

D’après la seconde étape de la preuve, M̂ vérifie les propriétés TLCL et LLIL
sous �̂x pour tout x ∈ E.
(ii) En remarquant maintenant que le lemme 3.7 s’applique aux v.a. �αt� =

�Mt�t∈� et �βn� = �M̂n�n∈�, on déduit la propriété suivante:

∀f ∈ σM� b� sup
T
′
p≤R<T

′
p+1

∣∣∣�lnR�−1/2�M� f
R − �lnp�−1/2�Ɛ�T′ �−1/2M̂� f

p

∣∣∣→ 0�

�̂x-p.s.� p→∞�

(5.4)

qui implique, grâce à la première partie de la preuve, que le théorème 2.3 est
établi dans le cadre 3. ✷

6. Preuves des outils.

6.1. Preuve du théorème C. La preuve du théorème C repose sur le théor-
ème A et les lemmes 3.3, 3.4, 3.5 et 3.6 qui seront établis au sous para-
graphe 6.5.

Etape 1. On utilise d’abord la représentation de Skorokhod. Il existe un
espace probabilisé ��̃� �̃ � �̃�, une v.a. B̃� �̃→ 	0��0�∞�� (espace des fonctions
continues et nulles en 0 de �0�∞� dans �) et des temps d’arrêts 0 = R̃0 ≤ R̃1 ≤
R̃2 ≤ · · · �̃-p.s. finis tels que

B̃ soit un mouvement brownien�(6.1a)

la suite
(
B̃R̃i

− B̃R̃i−1

)
i∈�∗

est de même loi que �ξi�i∈�∗ �(6.1b)

R̃i − R̃i−1 sont indépendantes avec Ɛ
(
R̃i − R̃i−1

) = σ2�(6.1c)

(Voir [20], Chapitre 1, théorème 117, et [6], page 570.)
Soit maintenant � = �̃× ��∗

, � la σ-algèbre produit correspondante et �
la probabilité définie par

��A×A1 × · · · ×An × �× · · ·� =
∫
A

n∏
i=1

ηi

(
B̃R̃i

− B̃R̃i−1
�Ai

)
d�̃�(6.2)

où ηi�t� ·� désigne une version régulière de la distribution conditionnelle ��τi ∈
·�ξi = t�. Si on pose B�ω̃� �tn�n∈�∗� = B̃�ω̃�, R�ω̃� �tn�n∈�∗� = R̃�ω̃�, alors les pro-
priétés (6.1a)–(6.1.c) restent vraies en remplaçant le mouvement brownien B̃
par le mouvement brownien B et les temps d’arrêt �R̃i� par la marche aléatoire
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�Ri�. Autrement dit, on vient de construire un nouvel espace probabilisé [noté
encore ���� ���] sur lequel les v.a. �ξk� τk�, sont définies simultanément avec
un mouvement brownien réel standard B = �Bt�t≥0 tel que Sn =

∑n
k=1 ξk = BRn

où (Rn) est une marche aléatoire sur �+ avec Ɛ�R1� = σ2. Par conséquent
S∗n = SNn

= BHn
où Hn = RNn

.

Etape 2. On exploite ensuite les 4 lemmes 3.3, 3.4, 3.5 et 3.6 comme suit.
On remarque que

Hn

V2
n

= RNn

Nn

× Nn

V2
n

→ σ2 × 1
σ2

= 1 p.s.� n→∞�

ce qui implique que pour &�r� = inf�n ≥ 0�V2
n+1 > r� et H�r� = �H&�rt�/r�0≤t≤1,

on a

sup
t∈�0�1

�H�r��t� − t� → 0 p.s.� r→∞�

Par conséquent

sup
t∈�0�1

�H�F�r���t� − t� → 0 p.s.� r→∞� où F�r� = V2
&�r��

Remarquons maintenant que d’après le lemme 3.6, les moyennes logarith-

miques des noyaux ν�r� ·� = δ�B̃�r�∈·� avec B̃
�r� = B�F�r�� et B�r� = � 1√

r
Brt�0≤t≤1,

à savoir, W′
T = 1

lnT

∫ T
1

dr
r
ν�r� ·� vérifient W′

T �⇒T→∞ W p.s., T → ∞. On en
déduit en appliquant le lemme 3.5 au noyaux �ν�r� ·�� et aux changements de
temps �αr� = �H�F�r��� que

1
lnT

∫ T

1

dr

r
δ�β̃�r�∈·� �⇒W p.s.�T→∞�

où β̃�r� = β�F�r�� et β�r� = � 1√
r
β�rt��0≤t≤1 avec β�u� = BH&�u� pour u > 0.

Par ailleurs, les processus

γ�r� =
{
1√
r
γ�rt�

}
0≤t≤1

avec γ�u�=β�u�+
{

u−V2
&�u�

V2
&�u�+1−V2

&�u�

}
 S∗&�u�+1(6.3)

vérifient la propriété

sup
t∈�0�1

�γ�r��t� − β�r��t�� → 0 p.s.� r→∞�

en vertu de l’hypothèse 1
Vn

maxk≤n+1 � S∗k� → 0 p.s., n→∞.

Donc on a également

sup
t∈�0�1

�γ̃�r��t� − β̃�r��t�� → 0 p.s. n→∞�
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en posant γ̃�r� = γ�F�r��. Combinée avec le TLCPSF vérifié par les processus
�β̃�r�� et le lemme 3.3, la dernière propriété implique que

1
lnT

∫ T

1

dr

r
δ�γ̃�r�∈·� �⇒

T→∞
W p.s.�T→∞�

D’où l’on déduit grâce à la partie (ii) du lemme 3.4,

W#
n�·� =

1

lnV2
n

n∑
k=1

V2
k+1 − V2

k

V2
k+1

δ�γ�V2
k�∈·� �⇒W p.s.�T→∞�

On conclut en remarquant que W#
n�·� =W∗

n�·�, car γ�V
2
k��t� = �∗

n�t��∀ t ∈ �0�1.
✷

6.2. Preuve du théorème D. La preuve repose sur le théorème B et le
lemme 3.7 qui sera démontré au sous paragraphe 6.5.
On rappelle que si b ∈ �0�1�

σ� b =
{
f ∈ L2

0�Gσ�� ∀ �x�y� ∈ �× �� �f�x� − f�y��
≤ const. �x− y��1+ �x�b + �y�b�}

et que � désigne la classe des fonctions f� �→ � sous-quadratique et presque
partout continue (par rapport à la mesure de Lebesgue).
Quitte à remplacer �ξk� τk� par �σ−1ξ ξk�m−1

τ τk� on peut supposer que mτ =
σξ = 1.

Etape 1. On suppose que τn ≡ 1�∀n ∈ �∗. D’après le théorème 2 de
Einmahl (cf. [18]), on peut construire un espace de probabilité sur lequel la
suite �ξk� est définie conjointement avec un mouvement brownien standard
B = �Bt�t≥0, tel que S�t − Bt = o�� t

ln t�1/2� p.s.
En appliquant le lemme 3.7 à αt = Bt, βn = Sn et Tn = n, il vient

sup
n≤R<n+1

∣∣∣∣�lnR�−1/2 ∫ R

1
f

(
Bt√
t

)
dt

t
− �lnn�−1/2

n∑
k=1

1
k
f

(
Sk√
k

)∣∣∣∣→ 0

p.s.� n→∞�

(6.4)

Les propriétés TLCL et LLIL valables pour B (cf. théorème B), sont donc vraies
pour la marche aléatoire S.

Etape 2. Si la suite �τk� admet un moment d’ordre δ, alors le théorème de
Chow permet d’affirmer que presque-sûrement

Tn − n = o�n1/δ�lnn�γ� pour tout γ >
1
δ
�(6.5)

Comme supTn≤k<Tn+1 �S∗k − Sn� = 0, le lemme 3.7 assure que

sup
Tn≤R<Tn+1

∣∣∣∣�lnR�−1/2 R∑
k=1

1
k
f

(
S∗k√
k

)
− �lnn�−1/2

n∑
k=1

1
k
f

(
Sk√
k

)∣∣∣∣→ 0

p.s.� n→∞�

(6.6)
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En conséquence:∣∣∣∣�lnR�−1/2 R∑
k=1

1
k
f

(
S∗k√
k

)
− �lnNR�−1/2

NR∑
k=1

1
k
f

(
Sk√
k

)∣∣∣∣→ 0

p.s.�R→∞�

(6.7)

Compte tenu de cette propriété, de l’étape 1 de la preuve et du fait que NR

R
→ 1

p.s., R→∞, le théorème D est établi. ✷

6.3. Preuve du théorème E. On la donne d’abord dans le cas discret, car
celle du cas continu est tout à fait semblable. On a

n∑
k=1

V2
k+1 − V2

k

V2
k+1

(
Mk

Vk

)2

=
n∑
k=1

(
V−2k − V−2k+1

)
M2

k

=
n∑
k=1

V−2k
(
M2

k −M2
k−1

)− V−2n+1M
2
n

=
n∑
k=1

V−2k � Mk�2 + 2
n∑
k=1

V−2k Mk−1 Mk − V−2n+1M
2
n

= Gn + 2Zn + Rn

où:

1. Zn =
∑n

k=1 V
−2
k Mk−1 Mk est une martingale dont la variation quadratique

prévisible vaut �Z�n =
∑n

r=1 V
−4
k M2

k−1��M�k − �M�k−1�;
2. Gn =

∑n
k=1�V−2k − V−2k+1��Mk =

∑n
k=1 V

−2
k � Mk�2 − V−2n+1�Mn;

3. Rn = −V−2n+1�M2
n − �Mn�.

Prenant V2
k = �M�k, on a également

n∑
k=1

(�M�−1k − �M�−1k+1
)
M2

k = G′
n + 2Z′n + R′n

=
n∑
k=1

(�M�−1k − �M�−1k+1
)�Mk

+2
n∑
k=1
�M�−1k Mk−1 Mk − �M�−1n+1

(
M2

n − �Mn
)
�

Vu que

�Z’�n =
n∑
r=1
�M�−2k M2

k−1��M�k − �M�k−1�

=
n∑
r=1
�M�−1k �M�k−1M2

k−1
(�M�−1k−1 − �M�−1k )
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et

�Z�n =
n∑
r=1

(
V−2k �M�k

)(
V−2k−1�M�k−1

)(
V−2k V2

k−1
)
M2

k−1
(�M�−1k−1 − �M�−1k )

�

il est clair que �Z�n ∼ �Z′�n ∼
∑n

k=1 M
2
k−1��M�−1k−1−�M�−1k � �x-p.s. pour n→∞,

car limn→∞�M�n = ∞ �x-p.s. et donc limn→∞�M�−1n Mn = 0 �x-p.s.
Par ailleurs, on a limn→∞�lnV2

n�−1Gn = limn→∞�lnV2
n�−1G′

n = 1 �x-p.s.
grâce à l’hypothèse (H′′) et au théorème ergodique quotient. On a également

lim
n→∞

(
lnV2

n

)−1Rn = lim
n→∞

(
lnV2

n

)−1R′n = 0� �x-p.s.�

en vertu de la loi du logarithme itéré qui est valable pour la martingale M
(cf. [36]). En conséquence, on peut affirmer que limn→∞�Z′�n = ∞ �x-p.s. et
que la propriété suivante a lieu:

(
G′
n

)−1{(�M�−1n+1M2
n

)+ n∑
k=1

M2
k−1

(�M�−1k−1 − �M�−1k )} → 1� �x-p.s.� n→∞�

D’où les propriétés:

lim
n→∞

(
lnV2

n

)−1�Z’�n = lim
n→∞

(
lnV2

n

)−1�Z�n = 1� �x-p.s.

et

lim
n→∞�ln�M�n�

−1
n∑
k=1

M2
k−1

(�M�−1k−1 − �M�−1k )
= lim

n→∞
(
lnV2

n

)−1 n∑
k=1

(
V−2k − V−2k+1

)
M2

k = 1� �x-p.s.

La loi forte quadratique est établie pour la martingale M dans le cas discret.
On l’obtient exactement de la même manière dans le cas continu en exploitant
d’une part les deux formules d’intégration par parties suivantes (qui ont lieu
parce que le processus V est supposé continu):

d
(
M2

s

V2
s

)
= d�M2

s�
V2
s

− M2
s−
V2
s

d�V2
s�

V2
s

= 2
Ms−d�Ms�

V2
s

+ d��Ms�
V2
s

− M2
s−
V2
s

d�V2
s�

V2
s

�

d��Ms�
V2
s

= d

( �Ms
V2
s

)
− �Ms−

V2
s

d�V2
s�

V2
s

= d

( �Ms
V2
s

)
− �Ms

V2
s

d�V2
s�

V2
s

+ � Ms�2
V2
s

d�V2
s�

V2
s

�

et d’autre part la condition

∀x ∈ E� V−2t � M�2t → 0� �x-p.s.� t→∞� ✷
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6.4. Preuve du théorème F. On suit la méthodologie des sous paragraphes
4.1, 4.2 et 4.3.

Preuve de la première assertion du théorème F.
Etape1. Cadre1. Pour toute fonction f positive de L1�µ� et pour tout δ dans

 , on a

Rλf�δ� = Ɛ 

( ∞∑
k=1

e−λkf�Xk�
)
=
(
1− Ɛ �e−λT�

)−1
Ɛ 

(
T−1∑
k=0

e−λkf�Xk�
)
�(6.8)

Comme

µ�f� =
∫
fdµ = �Ɛ �T��−1Ɛ 

(
T∑
k=1

f�Xk�
)
�

alors un calcul immédiat montre que

1
λ
�λRλf�δ� − µ�f�� )

λ→0
µ�f�(λƐ �1− e−λT�)−1Ɛ �e−λT − 1+ λT�

)
λ→0

1
2
�Ɛ �T��−1Ɛ �T2��

Vu que

Ɛµ�T � = �Ɛ �T ��−1Ɛ 
(
T −1∑
k=0

ƐXk�T �
)

= �Ɛ �T ��−1Ɛ 
(
T −1∑
k=0

�T − k�
)

= �Ɛ �T ��−1Ɛ 
(
1
2
�T + 1�T 

)
�

la partie (i) du lemme est établie dans le cas atomique.
Etape2. Cadre2. On suppose que X est une chaı̂ne de Markov dont la tran-

sition possède un petit ensemble C récurrent, soit µ sa mesure invariante.
Alors la chaı̂ne fissurée �X associée à X possède  = C × �0� comme atome
récurrent. Soient

�TC= inf�k≥1��Xk∈C×�0�1�� et T̃ = inf�k≥1��Xk∈C×�0���(6.9)

Vu que Ɛµ�TC� = �Ɛµ̄��TC� ≤ �Ɛµ̄�T̃ �, d’après l’étape 1 de la preuve il suffit de
montrer que la chaı̂ne �X vérifie la condition (R-R).
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Or, pour toute fonction f positive de L1�µ� et pour tout x dans E, on a

Rλf�x� = b�Rλf̄�x�0� + �1− b��Rλf̄�x�1��(
1−�Ɛ �e−λT̃ �

)
�Rλf̄�x�0� =�Ɛ 

(
T̃ −1∑
k=0

e−λkf̄��Xk�
)
�

�Rλf̄�x�1� =�Ɛ�x�1�
(

T̃ ∑
k=1

e−λkf̄��Xk�
)

+�Ɛ�x�1��e−λT̃ ��Rλf̄�x�0��

(6.10)

D’où l’on déduit que

1
λ

{
λ�Rλf0�x�0� − µ̄�f0��

= 1
λ
�λRλf0�x� − µ�f0�� − �1− b��Ɛ�x�1�

(
T̃ ∑
k=1

e−λkf0��Xk�
)

(6.11)

−�1− b�
�Ɛ�x�1��e−λT̃ � − 1

λ
λ�Rλf0�x�0� ∀x ∈ C�

Comme λ�Rλf0�x�0� → µ�f0�, t → ∞�∀x ∈ C, la condition (R-R) sera
vérifiée par la chaı̂ne �X si la propriété suivante a lieu

�Ɛ�x�1�
(

T̃ ∑
k=1

f0��Xk�
)
+�Ɛ�x�1��T̃ �<∞ pour µ presque tout x∈C�(6.12)

Pour montrer cette propriété, on remarque, comme dans [35] que pour toute
fonction g positive de L1�µ̄�, l’ensemble

&g =
{
x̄ ∈ E× �0�1���Ɛx̄

(
T̃ ∑
k=1

g��Xk�
)
<∞

}
(6.13)

est tel que µ̄�&cg� = 0. En effet, si T̃&cg = inf�k ≥ 1��Xk ∈ &cg� alors

ϕ�x̄� =�Ɛx̄
(

T̃ ∑
k=1

g��Xk�
)

∀ x̄ ∈ E× �0�1��(6.14)
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vérifie

µ̄�g��Ɛ �T̃ � =�Ɛ 
(

T̃ ∑
k=1

g��Xk�
)
≥�Ɛ 

(
1�T̃&cg<T̃ �

T̃ ∑
k=1

g��Xk�
)

≥�Ɛ 
(
1�T̃&cg<T̃ �

�Ɛ�X
T̃&cg

(
T̃ ∑
k=1

g��Xk�
))

=�Ɛ 
(
1�T̃&cg<T̃ �

ϕ
(
�XT̃&c

))
�

Comme µ̄�g� <∞ et ϕ��XT̃&cg
� = ∞, on a nécessairement �� �T̃&cg < T̃ � = 0; d’où

µ̄
(
&cg

) =�Ɛ (T̃ )−1�Ɛ 
(

T̃ ∑
k=1

1&cg��Xk�
)
= 0�

On en déduit que l’ensemble

Ag =
{
x ∈ C

/
�Ɛ�x�1�

(
T̃ ∑
k=1

g��Xk�
)
<∞

}

vérifie µ�Ag� = µ�C�, car

µ�Ag� = �1− b�−1µ̄�Ag × �1��

et

µ̄�Ag × �1�� = µ̄�C× �1� ∩ &g� = µ̄�C× �1�� = �1− b�µ�C��

La propriété (6.12) a donc lieu pour tout x ∈ A1+f0 . En conséquence, la partie
(i) du lemme est étabie dans le cadre envisagé.

Etape 3. Cadre 3. On suppose que X est une chaı̂ne ou un processus de
Markov dont la résolvante possède un petit ensemble C récurrent et qui vérifie
la condition (R-R) du sous paragraphe 2.1.1, soit µ sa mesure invariante. Alors
C est un petit ensemble récurrent de la transition �̂ de la chaı̂ne X̂ = �XT′n� qui
vérifie également la condition (R-R). Compte tenu de l’étape 2 de la preuve,
on a Ɛ̂µ�U� <∞ avec

U = inf
{
k ≥ 1� X̂k ∈ C

} = inf�k ≥ 1�XT′k ∈ C��(6.15)

Vu que T′U ≥ TC, on a Ɛµ�TC� ≤ Ɛ̂µ�T′U� = Ɛ′�T′1�̂Ɛµ�U� grâce au théorème de
Wald.
La partie (i) du lemme est donc établie dans le cadre envisagé. ✷
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Preuve de la partie (ii) du théorème F.
Etape 1. Cadre 1. Dans ce cadre atomique, la partie (ii) du lemme est

conséquence du théorème de Chow. En effet, la suite �Tn� des instants de
retour de la chaı̂ne X dans l’atome  vérifie

Ɛ �T�−1Tn = n+ o
(

n√
lnn

)
� �x-p.s. pour tout x ∈ E�(6.16)

En appliquant le théorème de Chow puis le lemme de Kronecker à la martin-
gale Z = �Zn�,

Zn =
n∑
k=2

gγ�η�k�−1�ρk−Ɛ �AT��� ρk = ATk −ATk−1� gγ�η�t� = t�γ+1�/2γ�ln t�η

et η > �γ + 1�/2γ, on obtient la propriété suivante:

ATn − nƐ �AT� = o�gγ�η�n�� et ATn+1 − ATn = o�gγ�η�n��� �x-p.s.

Vu que n ∈ �TNn
�TNn+1�, il vient

An − nƐµ�A1� = �An −NnƐ �AT�� +
(
Nn − nƐ �T�−1

)
Ɛ �AT�

= o�gγ�η�n���
(6.17)

car, d’après la loi du logarithme itéré (cf. [16]),

Nn − n�Ɛ (T)�−1 = O�
√
n ln lnn� = o�gγ�η�n�� p.s.

La partie (ii) du lemme est donc établie dans le cas atomique.
Etape 2. Cadre 2. En remarquant que toute FA A de X vérifiant l’hypothèse,

Ɛµ�Aγ
1 � < ∞, pour un γ ∈ �1�2, peut être considérée comme une FA de

�X vérifiant la même hypothèse, on conclut que la partie (ii) du lemme est
également vraie dans le cadre 2.

Etape 3. Cadre 3. Si A est une FA de X vérifiant l’hypothèse Ɛµ�Aγ
1 � < ∞

pour un γ ∈ �1�2, alors Â est également une FA de X̂ satisfaisant la même
hypothèse car

Ɛ̂µ�Â
γ

1� ≤ const.Ɛµ
(
Aγ1

)
<∞�

Et d’après l’étape 2, Â vérifie la propriété Ât − tƐµ�Â1� = o�gγ�η�t�� p.s.
Vu les propriétés

At − tƐµ�A1� =
(
At − ÂN′

t

)
+
(
ÂN′

t
−N′

t̂Ɛµ�Â1�
)
+ (

t− Ɛ′�T′1�N′
t

)
Ɛµ�A1��

 n = sup
T′n≤t<T′n+1

�At − Ân� =  0 ◦ θ̂n = o
(
n

1
γ
)
� �̂x-p.s.�

N′
t − t�Ɛ′�T′1��−1 = O�

√
t ln ln t� = o�gγ�η�t�� p.s.�

où N′
t = inf�k ≥ 0�T′k+1 > t�; on peut affirmer que

At − tƐµ�A1� = o�gγ�η�t��� �x-p.s.

Le théorème F est donc établi. ✷
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6.5. Preuves des lemmes

Preuve du lemme 3.1. Pour établir ce lemme, montrons d’abord les deux
propriétés:

1√
n
sup
k≤n

sup
k≤s≤k+1

�Ms −Mk� → 0� �x-p.s.� n→∞�(6.18)

r−3/2 sup
s≤r

�Ms� ≤ sup
s≤r

∣∣s−3/2Ms

∣∣→ 0� �x-p.s.� r→∞�(6.19)

La propriété (6.19) résulte de la loi du logarithme itéré établie dans [36]. On
obtient la propriété (6.18) en posant

Zp = sup
p≤s≤p+1

�Ms −Mp� = sup
0≤s≤1

�Ms+p −Mp� = Z0 ◦ θp�

An =
n−1∑
p=0

Z2p� n ≥ 1�

et en remarquant que Ɛµ�A1� ≤ 4Ɛµ�M2
1� < ∞. Donc, grâce au théorème er-

godique, on a An
n
→ Ɛµ�A1�, �x-p.s., n→ ∞, et par suite 1

n
supk≤n Z

2
k → 0�x-

p.s., n→∞.
La partie (i) du lemme résulte alors de l’inégalité∥∥∥�̃n − ��n

∥∥∥ = sup
0≤t≤1

∣∣∣�̃n�t� − ��n�t�
∣∣∣ ≤ 1√

n
sup
0≤k≤n

� Mk+1� → 0�

�x-p.s.� n→∞�

Tandis que la partie (ii) s’obtient en exploitant les inégalités suivantes et les
propriétés (6.18) et (6.19),∥∥∥�′

r − ���r
∥∥∥ = sup

0≤t≤1

∣∣∣�′
r�t� − ���r�t�

∣∣∣
≤ 2√�r sup

0≤s≤�r+1
�Ms −M�s� +

1√�r sup
0≤s≤�r

� M�s+1�

+
(

1√�r − 1√
r

)
sup

0≤s≤�r
�Ms�

≤ 3√�r sup
0≤k≤�r

Zk +
1

�r3/2 sup
0≤s≤�r

�Ms� → 0 �x-p.s.� r→∞�

Le lemme 3.1 est établi. ✷

Preuve du lemme 3.2. Ce lemme est établi dans [36]. Pour la commodité
du lecteur on réécrit sa preuve. Soit f une fonction positive, bornée, µ-intégra-
ble, µ�f� > 0. Posant Af

n =∑n
0 f�Xk� on a

0 ≤ (
Afn

)−1Afn+1−1 = (
Afn

)−1(Afn+1−Afn) ≤ (
Afn

)−1�f�∞ → 0� �x-p.s.� n→∞�
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Le théorème ergodique quotient implique alors que �x-p.s. �Af
n�−1�M�n →

µ�f�−1σ2
M, n→∞, et par suite: �M�−1n+1�M�n → 1, n→∞.

De même, on montre que �M̂�−1n+1�M̂�n → 1 �̂x-p.s., n→∞.
On sait que dans le cas de la récurrence positive, presque-sûrement,

�M�n
n

→ σ2
M� n→∞�

�M̂�n
n

= �M̂�T′n
n

→ σ2
M� n→∞�

et alors �M�−1n �M̂�n → 1, n→∞.
Dans le cas de la récurrence nulle, cette dernière propriété est une conséque-

nce de la variante suivante du théorème ergodique quotient:

Théorème. Pour tout couple de FA (A, B) de X tel que Ɛµ�A1� <∞, Ɛµ�B1� <
∞ et pour tous réels γ > 0, δ > 0 les convergences suivantes:

�Bnδ�−1Anγ → δ−1γ�Ɛµ�B1��−1µ Ɛ�A1�� n→∞ �cas continu��
�B�nδ�−1A�nγ → δ−1γ�Ɛµ�B1��−1Ɛµ�A1�� n→∞ �cas discret��

(6.20)

ont lieu �x-p.s. quelque soit x ∈ E.

Soit ε ∈0�1�. Vu que T′n
n
→ 1, �′-p.s., n → ∞, les inégalités suivantes ont

lieu �̂x-p.s. pour n assez grand:

�M�n ≤ �M̂�n ≤ �M̂���1+ε�n �cas discret��

�M�n�1−ε� ≤ �M̂�n ≤ �M̂��1+ε�n �cas continu��

D’où 1− ε ≤ lim inf �M�−1n �M̂�n ≤ lim sup�M�−1n �M̂�n ≤ 1+ ε �̂x-p.s. ∀ ε ∈0�1�.
La partie (i) du lemme est établie. La partie (ii) en résulte grâce à l’hypoth-

èse (H′).
Pour montrer la partie (iii), on remarque que pour tout u tel que

V2
k ≤ u < V2

k+1� 0 ≤ k ≤ n− 1� ou u = V2
n�

on a

sup
0≤u≤V2

n

∣∣ n�u� −  ̂n�u�∣∣ ≤ sup
k≤n

∣∣Mk − M̂k

∣∣�
Soit

Yp = sup
T′p≤k≤T′p+1

∣∣∣Mk −MT′
p

∣∣∣ = sup
0≤k≤T′p+1−T′p

∣∣∣Mk+T′
p
−MT′

p

∣∣∣ = Y0 ◦ θ̂p�

d’après l’inégalité de Doob appliquée d’abord sous �̂x, on a Ɛµ�Y2
0� ≤

4Ɛµ�M2
T’1
� = 4σ2

M.

Le théorème ergodique quotient étant valable pour la chaı̂ne X̂, donc �̂x-p.s.
pour tout x ∈ E: �M̂�−1n

∑n
p=0 Y

2
p → σ−2M Ɛµ�Y2

0�, n→∞.
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Vu que ( n∑
p=0

Y2
p

)−1 n+1∑
p=0

Y2
p → 1� �̂x-p.s.� n→∞�

on en déduit
Yn√
�M̂�n

→ 0� n→∞ et
1√
�M̂�n

sup
p≤n

Yp → 0� �̂x-p.s.� n→∞�

Compte tenu de ce qui précède et des propriétés

�M̂�n
V2
n

→ 1� n→∞ et
�M�n
V2
n

→
n→∞1� n→∞�

il vient
1
Vn

sup
0≤u≤V2

n

∣∣ n�u� −  ̂n�u�∣∣ ≤ 1
Vn

sup
k≤n

Yk → 0� �̂x-p.s.� n→∞�

Le lemme 3.2 est établi. ✷

Preuve du lemme 3.3. Soit ds la distance de Skorokhod sur � . Grâce à
l’uniforme continuité de f, pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que pour tout
X�Y dans � satisfaisant ds�X�Y� < δ on a �f�X� − f�Y�� < ε. Comme
�Xn−Yn�	 → 0, n→∞, il existe n0 ∈ � tel que pour tout n ≥ n0, ds�Xn�Yn� <
δ et alors �f�Xn� − f�Yn�� < ε. Par suite:

lim
n→∞ sup

∣∣∣∣∣ 1

lnV2
n

n∑
k=1

V2
k+1 − V2

k

V2
k+1

�f�Xk� − f�Yk��
∣∣∣∣∣

≤ lim
n→∞ sup

1

lnV2
n

{
n0−1∑
k=1

V2
k+1 − V2

k

V2
k+1

2�f�∞ +
n∑

k=n0

V2
k+1 − V2

k

V2
k+1

ε

}
≤ ε ∀ ε > 0�

autrement dit,

lim
n→∞

1

lnV2
n

n∑
k=1

V2
k+1 − V2

k

V2
k+1

�f�Xk� − f�Yk�� = 0� ✷

Preuve du lemme 3.4. (i) Grâce aux propriétés W′
T �⇒ W, T → ∞,

Vn
Vn+1

→ 1, n→∞, supt∈�0�1 �β�V
2
&�r�� − β�r�� → 0, p.s., r→∞, on peut affirmer,

grâce au lemme 3.3, que W̃
′
T �⇒W p.s., T→∞.

En particulier

1

lnV2
n

∫ V2
n

V2
1

dr

r
ν
(
V2
&�r�� ·

) �⇒W p.s.�T→∞�

avec ν�r� ·� = δβ�r� .



P. I. PAR MOYENNISATION LOGARITHMIQUE 1895

(ii) Vu que

(
lnV2

n

)
W#

n�·� =
n∑
k=1

V2
k+1 − V2

k

V2
k+1

ν
(
V2
k� ·

) ∼ n∑
k=1

∫ V2
k+1

V2
k

dr

r
ν
(
V2
&�r�� ·

)
∼
∫ V2

n+1

V2
1

dr

r
ν
(
V2
&�r�� ·

) ∼ (
lnV2

n

)
W̃
′
V2
n+1

p.s.�

on a la propriété

1

lnV2
n

n∑
k=1

V2
k+1 − V2

k

V2
k+1

ν
(
V2
k� ·

) �⇒W�·� p.s.� n→∞�(6.21)

Le lemme 3.4 est donc établi. ✷

Preuve du lemme 3.5. Notons ν̂ la mesure image de la mesure ν par la
fonction � , ν̂�r� � le noyau image du noyau ν�r� � par la fonction �r et enfin
�ν̂T� les moyennes logarithmiques de ces noyaux images.
Soient� = � ��0�1��� l’espace des fonctions continues à droite et limitées à

gauche de �0�1 dans �muni de la distance de Skorokhod ds, 	L = 	 ��0�1���
l’espace des fonctions continues de �0�L dans � muni de la norme �X�	L =
supt∈�0�L �X�t�� et 	 = 	1.
Pour toute fonction A� � → �, uniformément continue et bornée par �A�C =

�A� > 0, posons

DT�A� =
∫
	L
A�X�ν̂T�dX� −

∫
	L
A�X�ν̂�dX�

=
∫
	L
A�X�ν̂T�dX� −

∫
	L
A ◦� �X�ν�dX�

et montrons que: limT→∞DT�A� = 0. On a

�DT�A�� ≤ � T�A�� +
∣∣∣ ∫

	L
A ◦� �X�ν̄T�dX� −

∫
	L
A ◦� �X�ν�dX�

∣∣∣
avec

 T�A� =
∫
	L
A�X�ν̂T�dX� −

∫
	L
A ◦� �X�ν̄T�dX�

et il est clair que∣∣∣∫
	L
A ◦� �X�ν̄T�dX� −

∫
	L
A ◦� �X�ν�dX�

∣∣∣→ 0� T→∞�(6.22)

donc pour conclure il reste à prouver que  T�A� →
T→∞

0, T → ∞. A cet ef-

fet, montrons que l’inégalité suivante a lieu pour tout compact K de 	L et
tout r0 ∈1�R:

� T�A�� ≤ 2�A�ν̄T�Kc� +
(
sup
r≥1

ν�r�	L�
)

×
{
sup

r0≤r≤T
sup
X∈K

�A ◦�r�X� −A ◦� �X�� + 2�A�
lnT

�ln r0 + 1�
}
�

(6.23)
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(a) Cas discret. On a

� T�A�� =
∣∣∣∣( T∑

r=1

1
r

)−1 T∑
r=1

1
r

∫
	L
�A ◦�r�X� −A ◦� �X��ν�r�dX�

∣∣∣∣
≤ 2�A�ν̄T�Kc� +

(
sup
r≥1

ν�r�	L�
)

×
{
sup

r0≤r≤T
sup
X∈K

�A ◦�r�X� −A ◦� �X�� + 2�A�
( T∑
r=1

1
r

)−1 r0∑
r=1

1
r

}
�

(6.24)

(b) Cas continu. On a

� T�A�� =
∣∣∣∣�lnT�−1 ∫ T

1

dr

r

{∫
	L
�A ◦�r�X� −A ◦� �X��ν�r�dX�

}∣∣∣∣
≤ 2�A�ν̄T�Kc� +

(
sup
r≥1

ν�r�	L�
)

×
{
sup

r0≤r≤T
sup
X∈K

�A ◦�r�X� −A ◦� �X�� + 2�A�
lnT

�ln r0�
}
�

L’inégalité annoncée est donc établie. Par ailleurs, tenant compte de la ten-
sion des mesures �ν̄T�·��T∈�, pour tout ε > 0 donné, il existe un compact K de
	L tel que limT→∞ ν̄T�Kc� < ε. Or pour X�Y ∈ 	L, on a ��r�X� −�r�Y��	 ≤
�X − Y�	L et ��r�X� − �r�Y��	 → 0, r → ∞, ce qui implique grâce à
l’uniforme continuité de � sur K: supX∈K ��r�X� − � �X��	 → 0, r → ∞;
donc supX∈K ds��r�X��� �X��	→0, r → ∞. Comme l’application A est uni-
formément continue de � dans �, il existe η > 0 tel que pour u� v ∈ � vérifiant
ds�u� v� < η, on ait �A�u� −A�v�� < ε. Il existe aussi r0 > 0 tel que pour tous
r > r0 etX ∈K, ds��r�X��� �X�� < η; d’où supx∈K �A��r�x��−A�� �x��� < ε
pour tout r ≥ r0. En conclusion:

lim
T→∞

sup � T�A�� ≤ ε

(
sup
r∈�

ν�r�	L� + 2�A�
)

∀ ε > 0�

ce qui signifie que limT→∞ � T�A�� = 0. Le lemme 3.5 est donc établi. ✷

Preuve du lemme 3.6. L’application définie sur 	 ��0�1� par X �→
�X�∞ = sup0≤t≤1 �X�t�� étant continue, le TLCPSF vérifié par le mouvement
brownien, permet de déduire que

υ∗T�·� =
1

lnT

∫ T

1

dr

r
δ��B�r��∞∈·� �⇒ υ∗�·� p.s.�T→∞�(6.25)

où υ∗ est la loi de la v.a.

B∗1 = sup
0≤t≤1

�Bt� et B�r� =
{
1√
r
Brt

}
0≤t≤1

� r > 0�
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Cette propriété et la suivante,

sup
t∈�0�1

∣∣∣∣ 1√rBrt − 1
V&�r�

Brt

∣∣∣∣ = �B�r��∞
∣∣∣∣1− √

r

V&�r�

∣∣∣∣ = o
(�B�r��∞) p.s.�(6.26)

impliquent que le processus �B̂�r� = �√r/V&�r��B�r��r>0 vérifie le TLCPSF suiv-
ant:

ŴT�·� =
1

lnT

∫ T

1

dr

r
δ�B̂�r�∈·� �⇒T→∞ W p.s.�T→∞�(6.27)

En effet, pour toute application lipschitzienne et bornée A de � dans � et
pour tout A > 0 on a∣∣∣∫ A�x�ŴT�dx� −

∫
A�x�W�dx�

∣∣∣ ≤ 1
lnT

∫ T

1

dr

r

∣∣∣A�B̂�r�� −A�B�r��∣∣∣
+
∣∣∣∣ 1
lnT

∫ T

1

dr

r
A�B�r�� −

∫
A�x�W�dx�

∣∣∣∣
≤ 1
lnT

∫ T

1

dr

r

∣∣∣A�B̂�r�� −A�B�r��∣∣∣1��B�r��∞≤A�(6.28)

+2�A�∞
1

lnT

∫ T

1

dr

r
1��B�r��∞>A� + o�1� p.s.

≤ o

(
1

lnT

∫ T

1

dr

r
�B�r��∞1��B�r��∞≤A�

)
+2�A�∞

1
lnT

∫ T

1

dr

r
1��B�r��∞>A� + o�1� p.s.

La propriété annoncée découle du fait que si A est un point de continuité
de υ∗,

lim
T→∞

1
lnT

∫ T

1

dr

r
1��B�r��∞>A� = υ∗�X� �X�∞ > A� + o�1� → 0 p.s.�A→∞�

lim
T→∞

1
lnT

∫ T

1

dr

r
�B�r��∞1��B�r��∞≤A� = υ∗�X� �X�∞ ≤ A� ≤ 1 p.s.

La première assertion du lemme résulte de l’application du lemme 3.5 aux
noyaux �ν�r� ·�� = �δ�B̂�r�∈·�� et aux changements de temps �αr� = �F�r�

r
t�0≤t≤1

où F�r� = V2
&�r�, car B̃

�r� = B�F�r�� = B̂
�r� ◦ αr.

La seconde assertion du lemme est une conséquence de la partie (ii) du
lemme 3.4. Le lemme 3.6 est établi. ✷

Preuve du lemme 3.7. Pour tout R > 0, on pose

NR = inf�r ≥ 0�Tr+1 > R��
FR =

∣∣∣�lnR�−1/2�α�f
R − �lnNR�−1/2�m−1/2β�f

NR

∣∣∣�(6.29)
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Ecrivant N au lieu de NR pour simplifier, on a

FR ≤
∣∣∣�lnR�−1/2(�α�f

R −�
m−1/2β�f
N

)∣∣∣
+
∣∣∣�lnR�−1/2 − �lnN�−1/2∣∣∣�m−1/2β� �f�

N = F′R + F′′R�
(6.30)

Or

F′′R = ��lnR�−1/2 − �lnN�−1/2��m−1/2β� �f�
N

= o��lnN�−1/2��lnN�−1�m−1/2β� �f�
N → 0 p.s.�R→∞�

(6.31)

Etudions maintenant le comportement de F′R = �lnR�−1/2��α�f
R −�

m−1/2β�f
N �.

Dans le cas continu, on a

�lnR�1/2F′R ≤
N∑
k=1

∫ Tk+1

Tk

dt

t

∣∣∣∣f( αt√t
)
− f

(
βk√
km

)∣∣∣∣
+

N∑
k=1

∣∣∣∣∫ Tk+1

Tk

dt

t
− 1
k

∣∣∣∣
∣∣∣∣f( βk√

km

)∣∣∣∣+ ∫ T1

1

dt

t

∣∣∣∣f( αt√t
)∣∣∣∣(6.32)

+
∣∣∣∣∫ R

TN

dt

t
− 1
N

∣∣∣∣
∣∣∣∣f( βN√

Nm

)∣∣∣∣�
Le terme général de la première somme du membre de droite de (6.32), soit

 k =
∫ Tk+1

Tk

dt

t

∣∣∣∣f( αt√t
)
− f

(
βk√
km

)∣∣∣∣
est majoré par la somme des deux termes suivants:

 
�1�
k =

∫ Tk+1

Tk

dt

t

∣∣∣∣f( αt√t
)
− f

(
βk√
t

)∣∣∣∣
et

 
�2�
k =

∫ Tk+1

Tk

dt

t

∣∣∣∣f(βk√t
)
− f

(
βk√
km

)∣∣∣∣�
De plus:

 
�1�
k ≤ const.

∫ Tk+1

Tk

dt

t

∣∣∣∣αt − βk√
t

∣∣∣∣
{
1+

∣∣∣∣ αt√t
∣∣∣∣b +

∣∣∣∣βk√t
∣∣∣∣b
}

= o

(∫ Tk+1

Tk

dt

t
�ln t�−1/2

(
1+

∣∣∣∣ αt√t
∣∣∣∣b
))

+ o
(∫ Tk+1

Tk

dt

t
�ln t�−1/2

∣∣∣∣ βk√
km

∣∣∣∣b
)

= o

(∫ Tk+1

Tk
�ln t�−1/2d

(∫ t

T1

ds

s

{
1+

∣∣∣∣ αs√s
∣∣∣∣b
}))

+ o
(
�lnk�−1/2 1

k

∣∣∣∣ βk√
km

∣∣∣∣b
)
�
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Vu que lnTk+1 − ln Tk ∼ Tk+1−Tk
Tk

∼ 1
k
, on en déduit la propriété

N∑
k=1

∫ Tk+1

Tk

dt

t

∣∣∣∣f( αt√t
)
− f

(
βk√
t

)∣∣∣∣ = o
(�ln TN+1�1/2) = o��lnR�1/2�(6.33)

en procédant comme suit.
Par intégration par parties, la propriété LFL vérifiée par la famille α,

�lnR�−1�α�f
R → C�f�, R→∞, implique que∫ TN+1

T1
�ln t�−1/2d

(∫ t

T1

ds

s

{
1+

∣∣∣∣ αs√t
∣∣∣∣b
})

=
[
�ln t�−1/2

∫ t

T1

ds

s

{
1+

∣∣∣∣ αs√s
∣∣∣∣b
}]TN+1

T1

+ 1
2

∫ TN+1

T1

dt

t
�ln t�−1/2 1

ln t

∫ t

T1

ds

s

{
1+

∣∣∣∣ αs√t
∣∣∣∣b
}

= O
(�ln TN+1�1/2)�

De même l’usage de la transformation d’Abel et de la propriété LFL pour la
famille β, �lnn�−1�m−1/2β�f

n → C′�f�, n→∞, implique que

N∑
k=1
�lnk�−1/2 1

k

∣∣∣∣ βk√
km

∣∣∣∣b = O��ln N�1/2��(6.34)

D’où la propriété (6.33). Par ailleurs

 
�2�
k ≤ const.

∫ Tk+1

Tk

dt

t

∣∣∣∣
√
t−√km√

t

∣∣∣∣
∣∣∣∣ βk√
km

∣∣∣∣
{
1+

∣∣∣∣βk√t
∣∣∣∣b +

∣∣∣∣ βk√
km

∣∣∣∣b
}

= o

(∫ Tk+1

Tk

dt

t
�ln t�−1/2

)∣∣∣∣ βk√
km

∣∣∣∣
{
1+ 2

∣∣∣∣ βk√
km

∣∣∣∣b
}

= o

(
1
k
�lnk�−1/2

)∣∣∣∣ βk√
km

∣∣∣∣
{
1+ 2

∣∣∣∣ βk√
km

∣∣∣∣b
}
�

On en déduit comme pour la propriété (6.32):

N∑
k=1

∫ Tk+1

Tk

dt

t

∣∣∣∣f(βk√t
)
− f

(
βk√
km

)∣∣∣∣ = o
(�ln TN+1�1/2) = o��lnN�1/2��(6.35)

Le terme général de la deuxième somme du membre de la droite de (6.31)
vérifie

 
�3�
k =

∣∣∣∣∫ Tk+1

Tk

dt

t
− 1
k

∣∣∣∣
∣∣∣∣f( βk√

km

)∣∣∣∣ = o

(
1
k
�lnk�− 1

2

)∣∣∣∣f( βk√
km

)∣∣∣∣�
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car lnTk+1− ln Tk− 1
k
= o� 1

k
�lnk�− 1

2 � �k→∞�. [C’est à ce niveau de la preuve
qu’intervient l’hypothèse faite sur la vitesse de convergence de la suite �n−1Tn�
vers m.]
Quant au dernier terme du membre de droite de (6.32), il est majoré par∣∣∣∣∫ R

TN

dt

t
− 1
N

∣∣∣∣
∣∣∣∣f( βN√

Nm

)∣∣∣∣ = o��lnN�−1/2� 1
N

∣∣∣∣f( βN√
Nm

)∣∣∣∣ = o��lnN�1/2��

d’où
N∑
k=1

∣∣∣∣∫ Tk+1

Tk

dt

t
− 1
k

∣∣∣∣
∣∣∣∣f( βk√

km

)∣∣∣∣+
∣∣∣∣∫ R

TN

dt

t
− 1
N

∣∣∣∣
∣∣∣∣f( βN√

Nm

)∣∣∣∣
= o��lnN�1/2��

(6.36)

Grâce aux propriétés (6.30)–(6.36), le lemme est établi dans le cas continu.
Ces propriétés sont également valables dans le cas discret à condition de rem-
placer les intégrales ∫ Tk+1

Tk

dt

t
f

(
αt√
t

)
par les sommes

Tk+1−1∑
r=Tk

1
r
f

(
αr√
r

)
dans l’expression de FR pour R ∈ �∗. ✷
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[12] Chaâbane, F., Maaouia, F. et Touati, A. (1999). Théorèmes asymptotiques à poids pour des
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mobile. Masson, Paris.

[16] Deuschel, J. D. et Stroock, D. W. (1989). Large Deviations. Academic Press,
New York.

[17] Duflo, M. (1996). Algorithmes stochastiques. Masson, Paris.
[18] Duflo, M. (1997). Random Iterative Models. Masson, Paris.
[19] Einmahl, U. (1987). Strong invariance principles for partial sums of independent random

vectors. Ann. Probab. 15 1419–1440.
[20] Freedman, D. (1983). Brownian Motion and Diffusion. Springer, New York.
[21] Hall, P. et Heyde, C. C. (1980). Martingale limit theory and its applications. In Probability

and Mathematical Statistics. Academic Press, New York.
[22] Hurelbaatar, G. (1996). On the almost sure central limit theorem for A-mixing random

variables. Studia Sci. Math. Hungarica 31 197–202.
[23] Lacey, M. L. et Philipp, W. (1990). A note on the almost sure central limit theorem. Statist.

Probab. Lett. 9 201–205.
[24] Maaouia, F. (1987). Comportements asymptotiques des fonctionnelles additives des proces-

sus de Markov récurrents au sens de Harris. Thèse de 3ème cycle, Univ. Paris VII,
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