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Einleitung.

Mirrac-LerrrEg hat in seiner tiefgriindigen, ausgezeichneten: » An introdue-
tion to the theory of elliptic functions» (Annals of Mathematics, I1. series, vol. 24,
1923) die verschiedenen Wege beleuchtet, die in der Theorie der elliptischen
Funktionen eingeschlagen worden sind. Insbesondere hat er die Zusammenhiinge
zwischen ABELS und WEIERsTRASS' Arbeiten aufgedeckt. Im folgenden mochte
ich zeigen, wie auch die arithmetischen Anwendungen der elliptischen Funktionen,
wie sie ABEL durch seine komplexe Multiplikation aufgedeckt hat, wohl am
natiirlichsten und einfachsten durch die WriersTrAss'sche Begriffsbildung weiter-
entwickelt und zu Ende gefithrt werden konnen.

Bekanntlich fithrt die Frage nach der komplexen Multiplikation der ellip-
tischen Funktionen, deren Perioden einem imaginir-quadratischen Korper ange-
horen, zundchst auf die Behandlung ihrer Modulfunktionen, der singuldren Mo-
duln». Diese sind algebraische Zahlen, die den Klassenkorper festlegen. Stellt
man jetzt die Formeln der komplexen Multiplikation auf, so ergeben die Wurzeln
ihrer Zahler oder Nenner die Werte der elliptischen Funktionen an Stellen, wo
das Argument einen gebrochenen Zahlwert des quadratisch imaginiren Korpers
annimmt. Diese Wurzeln sind wieder algebraische Zahlen, und legen die Te:-
lungskorper der elliptischen Funktionen fest. Diese sind Oberkdrper der Klassen-
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korper. Eine der tiefsten und feinsten Fragen ist diejenige nach den Diskrimi-
nanten der Klassen- und Teilungskorper. Sie konnte bisher nur teilweise so
beantwortet werden, dass man entweder eine ausfiihrliche eingehende zahlentheo-
retische Betrachtung der Oberkorper gab, oder zuerst durch ausserordentlich kom-
plizierte Mittel arithmetisch Korper mit denselben Eigenschaften konstruierte,
und nachtriiglich deren Ubereinstimmung mit den funktionentheoretisch erhaltenen
bewies. Der Wert der Existenz der Korper mittels der Funktionentheorie ging
somit verloren.

Ich gebe in der vorliegenden Arbeit zum ersten Male einen vollstindigen,
rein funktionentheoretischen Beweis iiber die Primteiler, die in der Diskriminante
der genannten Korper aufgehen konnen. Er benutzt aufs entscheidenste die
Differentialgleichung und das Additionstheorem der elliptischen Funktionen, auch hierin
die Bemerkungen am Ende der oben genannten Arbeit MirTac-LEFFLERS illustrie-
rend. Er lisst, meiner Meinung nach, an Einfachheit nichts zu wiinschen iibrig,
abgesehen von einer kleinen Schwierigkeit, die wie immer in der Theorie der
elliptischen Funktionen, die Primzahl 2 bringt.

Der Gang des Beweises ist in Kiirze der Folgende: Schon in meinem Buche:
» Vorlesungen diber die singuliven Moduln wund die komplexe Multiplikation der
elliptischen Funktionen> (Teubner 1924, Leipzig?), das ich im folgenden kurz als
»PFueter» zitieren werde, wurde bewicsen, dass die Gruppen der Teilungskérper
relativ. zum quadratischimaginiren Korper Abel'sch sind. Das Additions-
theorem lisst erkennen, dass die Relativdiskriminante der Teilungskorper in Be-
zug auf die Klassenkorper als Unterkorper nur diejenigen Primteiler enthalten
kann, die wesentlich im Nenner der Teilwerte auftreten, fiir die die elliptische
Funktion genommen ist (III). Diese Primteiler bilden den Fiihrer. Dieser Be-
weis ist rein funktionentheoretisch. Es bleibt somit nur noch der Beweis iiber
die Diskriminante der Klassenkorper ibrig (V). Dieser Klassenkorper ist nun
Unterkorper aller Teilungskorper, welches auch der Fiihrer der letzteren ist. Die
Existenz der Teilungskorper fiir jeden Fiihrer steht zudem durch die Funktionen-
theorie fest. Eine einfache Folgerung zeigt, dass dieser gemeinsame Klassen-
korper keine Primteiler in seiner Relativdiskriminante zum quadratischen Kérper
enthalten darf. Benutzt wird ausser den beiden ebengenannten Resultaten nur
die arithmetische Tatsache, dass es immer unendlich viele Primideale im qua-

dratischen Korper mit vorgeschriebenen Restcharakteren gibt. Dies ist das einzige

! Wegen Litteratur verweise ich ebenfalls auf dieses Buch.
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arithmetische Hilfsmittel. Damit ist die Diskriminante von Klassen- und Teilungs-
korper bestimmt.

Ich gebe im I. Abschnitt alle Begriffe, Sitze und Formeln wieder (ohne
Beweise), die fiir das folgende wichtig sind, so dass die Arbeit ohne Kenntnis
anderer Arbeiten gelesen werden kann. Wegen der Beweise verweise ich auf
mein Buch.

I
Begriffe und Siitze.

Es sei m eine negative, quadratfreie, ganze rationale Zahl. Dann ist

k=k(Vm) ein imaginirquadratischer Korper. h sei seine Klassenzahl, 1 und
die Basis seiner ganzen Zahlen.

In Bezug auf % besitzt die elliptische Modulfunktion j(z) besondere Eigen-
schaften. Es sel w=(w,,w,) ein durch eine Basis gegebenes Ideal von k.. Ich
nenne ein Ideal ungerade, wenn es keinen Teiler mit (2) gemein hat. Die Ideale
mit gemeinsamen Teilern mit (2) nenne ich gerade Ideale. ‘v sei stets ungerade.

Der Funktionswert j(%) hingt dann weder von der Wahl der Basis von W,
1

noch von w selbst ab, sondern nur von der Klasse, in der W liegt. Zudem ist
w

J (%) eine algebraische Zahl. Man bezeichnet den aus & und j (J)) zusammen-
1 1

gesetzten Korper mit K und nennt ihn den Klassenkorper von k. Uber denselben
beweist man folgenden

1. Satz: Der Korper K ist relativ-Abelsch vom Relativgrade h zu k. Seine
Relativgruppe in Bezug auf k ist holoedrisch isomorph mit der Gruppe der Ideal-

klassen wn k. Die Zahlen j ((:;2) sind ganze algebraische Zahlen.

L

Die Funktion j (—") ist so definiert. Man setzt nach WEIERSTRASS:
0,
‘+o
Z’ . r
) 4
mm:_w(n wy+m o))
+oc’ 1
gy (0, wy)=140 e
g3 (0, w,)=14 Z (rw,+ma,)

n,Mm=—c

92 (wlv w2)= 60

Y I 2
G oy, wg)=g(g§—27 gs).
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Jetzt wird:
j (g) _ 42701 {wy, 0)

W, G (wu w?)

Diese Funktion bleibt bei allen Operationen der Modulgruppe invariant.

Wir wollen jetzt nur die ungeraden Ideale von % betrachten und sie in
Ringklassen (mod. 4) einteilen. Alle Zahlen von %, die einer ganzen rationalen
Zahl (mod. 4) kongruent sind, bilden den Ring r(4). Zwei ungerade Ideale von
k liegen in der gleichen Ringklasse, wenn sie #dquivalent im gewdhnlichen Sinne
sind, und wenn ausserdem ihr Quotient eine Ringzahl ist. Die Ringklassenzahl
sel h,(4). h ist ein Teiler von %.(4). In Bezug auf diesen Ring spielt die ellip-
tische Modulfunktion 4. Stufe: '

43@(2 y Wy, Wy

t(w;, 0y) = , WO w;=wm,+ w, ist,
14 %.wha& —g &'wlwwz
4 ’ 2 y

dieselbe Rolle, wie vorhin die Funktion j ©2). Beide hingen durch die Glei-
J o,
chungen:
fw,\  (F—3.2%°
.7. w)  £—2°% °
oder:
6_ .2 4.4 3 .8 [PV Yi2 (.3 6. (%2 6.
t 3.2t+(3.2 j(wj))t (3.2 J(wl))Z 0; (1)
2 4 3 .2 42
%:3‘22} Z.z;g;é: 32.32 t_
e, t ey t

zusammen. Waihlt man die Basis von w=(w,,w,) in geeigneter Weise (siche
Fuerer, 8. 111, u. f£), so legt t(w,, w,) einen Oberkirper K (4), den Ringklassen-
korper (mod. 4), fest, der folgende Eigenschaften hat:

2. Satz: Der Korper K(4) ist relativ-Abelsch vom Relativgrade h.(4) zu k.
Sezne Relativgruppe in Bezug auf k ust holoedrisch tsomorph mit der Gruppe der
Ringklassen in r(4). Er ist Oberkirper des Klassenkorpers K. Die t(w,,w,) sind
ganze Zahlen. '

Wir betrachten jetzt eine noch feinere Binteilung der Klassen von k. Es
gei | ein beliebiges Ideal von %. Wir nennen alle Zahlen von %k, die = 1 (mod. f)
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sind, Strahlzahlen {mod. f) in k. Sie bilden den Strahl s(f). Zwei zu | teiler-
fremde ldeale von k liegen in derselben Strahlklasse (mod. f), wenn sie dquivalent
im gewdohnlichen Sinne sind, und wenn ausserdem ihr Quotient zu einer Strahl-
zahl gemacht werden kann. Die Anzahl dieser Strahlklassen ist die Strahlklas-
senzahl hs(f). h ist ein Teiler von hs(f). § heisst der Fiihrer des Strahles.
Es ist:

wo e die Anzahl der Einheiten in %, e, in s(f) ist.
In Bezug auf die Strahlen mit dem Fihrer (4)f, wo f wieder beliebig in
k gewihlt werden kann, spielt die elliptische Funktion:

genau die gleiche Rolle, wie j(z) in Bezug auf k selbst. Die Perioden o, w,
seien zunichst stets die richtig gewilhlte Basis des zu § teilerfremden, ungeraden
Ideals w=(w,,w,). Man setze:

z—x‘ W+ X5 wy
4

?

wo x,%, ganze rationale Zahlen sind, die der Kongruenz x;=x,= 11 (mod. 4)
geniigen. v ist eine durch f teilbare ganze Zahl von £. Ausserdem seien z,,7,
so gewihlt, dass x, w, +2, w, durch das Ideal (»)/f teilbar sei. Dagegen sei der
Quotient zu f teilerfremd. Man kann dann symbolisch setzen:

wo | und v ungerade und zu f teilerfremd sind. ‘l’(m;wl,wg) ist dann eine

(@f
algebraische Zahl, die einen Oberkdrper #(4f) von K (4) festlegt, der folgende Eigen-
schaften besitat:

3. Batz: =(4f) st relativ-Abelsch vom Relativgrade hs(4F) zu k. Seine Re-
lativgruppe in Bezug auf k st holoedrisch isomorph mit der Gruppe der Strahl-
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klassen (mod. (4)f) in k. Zum Klassenring K (4), der ein Unterkirper von =(47)
ist, besitzt er eine Relativgruppe, die holoedrisch isomorph ist mit der Gruppe der
Strahlklassen von k (mod. 4f), in die die Zahlen von r(4) zerfallen.

#(41) heisst der Strahlklassenkorper von s(4f).

Wir werden im folgenden besonders den Fall benutzen, dass f ein unge-
rades Ideal ist. In diesem Falle ist es praktisch, auch die Zahlen:

i(i?,wl,%) i(mi wl‘:hx& o, w2)

zu betrachten, wo tber z,, z,, v, die vorigen Annahmen gelten, nur fillt die
Bedingung z;=x,= 11 (mod. 4) weg, dafiir muss:

y=1 (mod. 2)

sein. Aus ¥ (i—m—) und t bilden wir den Oberkérper K, (f). Derselbe hat folgende

f
Bigenschaften:

4. Satz: Der Korper K,(f) ist relativ-Abelsch zu k. Sein Relativgrad zu

f
Finheiten, wenn f durch wenigstens zwer, von einander verschiedenen Primideale
von k tedlbar ist, Zahlen, die nuwr durch die Primideale von b teilbar sind, falls §
die Potenz eines ungeraden Primideals p in k ist. K, (f) ist Unterkorper von = (47).
Seine Relativgruppe zu K (4) st holoedrisch isomorph mit der Gruppe der Strahl-
Elassen (mod. f) in k, die von den Zahlen in k gebildet werden.
Wir stellen fiir die elliptische Funktion T (z) noch einige Formeln zusam-

K (4) ist ;q;(f). Die Zahlen i(m) sind ganze algebraische Zahlen. Sie sind

men, die wir spiter gebrauchen, und die sehr leicht aus den Formeln der
p-funktion erhalten werden. % (z) ist homogen o-ter Ordnung in z, w;, w,. Setzt

w
man {=2 Vﬁ- 2z, = (7*), wy=w; + wy, 50 ish:

T o, o) = 12E )/ 36 916

eine elliptische Funktion 3. Ordnung mit entsprechenden BEigenschaften. s
besteht die Gleichung:
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(2) T (=T 4 TP+t Tle)+4).
Ferner besitzt T (z) das Additionstheorem:

T, (o
Z()

Ty (e)?

T (2) T(0) .

+23,(&) T, B)+T()
4(T) T (t)—1)*

(3) Tle+t)=

II.

Die Relativdiskriminante von K(4) zu K.

a) m=—1 oder —3. In diesem Falle wird K (4) nach Furrer S. 105 durch

V2 resp. V' —1 gegeben. Die Relativdiskriminante enthiilt daher nur die Prim-
ideale von 2.

b) m=1 (mod. 8): Nach dem Beweise von Fverer S. 111 liegen 4 Wurzeln

von (1) in K, und nur 2 entgegengesetzte in K (4). Es seien t, —t, t, —t, die
4 in K liegenden Wurzeln. Dann ist nach Furrer S. 108:

- t(t2—3.2%)
2t?=3% 2t —t? £ =
3 - Vtz_za

daher liegt V'{*—2°, und entsprechend V t*—2° ebenfalls in K. Ferner ist fiir-
eines der beiden Zeichen rechts:

_ S, 4t — 2__ 6
it:(ItiéVt2—26) :LV—t_Z“
2 2 2V2—26

’

d. h. ebenfalls in K. Nimmt man rechts das andere Zeichen, so erhilt man

das K (4) bestimmende f. Nun ist aber:

L/Etifgg_:::ﬁw_ 2

2V fE—58 o V = VP2

somit wird t durch Adjunktion von V —1 erhalten.
7—25389. Acta mathematica. 48. Tmprimé le 27 novembre 1925.



50 Rudolf Fueter.

5. Satz: Im Falle m=1 (mod. 8) wird K (4) aus K durch Adjunktion von
V —1 erhalten. Die Relativdiskriminante kann somit hichstens die Ideale von (2)
enthalten.

Da k(V' —1) in Bezug auf % (Vm) sicherlich die Relativdiskriminante (2) hat,
muss somit jedes Primideal von (2) in K(4) quadratisch in (2) aufgehen.

Man setze:

Iw)=t*—2% =2

Dann folgt, da nach Definition (S. 46):

t(-- my.0,)=—t(w,, v,

ist, sofort:
F( — _‘) =T ().

Ferner ist:
t{w,, wy+20,)=—t(w,, ,),
also:
Flo+2)=F ().

Daraus erkennt man, dass nach WgBer', S. 114—15, F(w) nichts anderes wie
die Function:

P@)——f* @

ist. Ist daher w=(w,w+ 2 (s+ w)) ein Ringideal, so ist nach dem Satz, WEBER,
S. 540:

Flw) - fw+2(s+o) —1+Vm
SE W= T T, o=
w 2

eine algebraische Einheit, d. h. eine ganze Zahl. Nun geniigt F'(w) der Gleichung:

1«‘(5)F(5")=2”,

w1
und setzt man hier:

_ twtsto
st w ’

' Lehrbuch der Algebra, Bd. 111. 2. Auflage: Elliptische Funktionen und algebraische Zahlen.
Braunschweig 1908. Wird im folgenden kurz als WEBER zitiert.
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80 wird:

w

(- Bt e) p(£ezicrel)

. twtstow . . . . C .
also muss wegen obigem F( - :-'—-—6 —+5 ~—-) eine Einheit sein. Hier ist aber nach
T )

Fuerer, S. 112 gerade t das den Korper K (4) bestimmende. Also:

6. Satz: Die Grossen t*—2° sind algebraische Einheiten, im Falle m=1
(mod. 8):

c) m=s5 (mod. 8). Die Gleichung (1) ist irreduzibel in K. Sie legt einen
relativ-Abelschen Korper vom Relativgrade 6 fest. Wir denken uns denselben
so aufgebaut, dass wir zuerst die kubische Wurzel t* zu K adjungieren. Da-
durch erhalten wir K,. Dann wird noch eine Quadratwurzel adjungiert, um
K (4) zu erhalten. Wegen:
t{t*—3.2%

2t -3 2t —t?
Vg ot

istt: V12—2% eine Zahl von Kj. Ferner ist:

Vjoge g =237

| A
Anderseits ist:
- ; 28 (2% 30—ty
t. . l — 2'—_1’ PR N ’I.;V“"I,
3 Ve

wo / mit einer Zahl von K, multipliziert ist. Wire nun < in Kj, so bliebe die
rechte Seite ungeiindert bei der Substitution des relativquadratischen Korpers
K (4) in Bezug auf K,. Dies ist unmoglich, da bei derselben alle t in —t, die
linke Seite also in den entgegengesetzten Wert iibergeht. Also ist 7 nicht in
K,, sondern erst in K (4). Letzterer entsteht daher durch Adjunktion von z.
k(7) hat aber in seiner Diskriminante nur die Primteiler von 2. Somit enthilt
die Relativdiskriminante von K(4) in Bezug auf K; nur Teiler von 2.

Um die Relativdiskriminante von K; zu K zu berechnen, bedenken wir,

dass fiir m=0 (mod. 3) lJ(m) eine Zahl von K ist (siche WEBER, S. 459). Die

Relativdiskriminante von l ](w) in Bezug auf K kann also hochstens die Teiler
von 3 enthalten.
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Ist dagegen m=o0 (mod. 3), so wihle man eine zur Diskriminante von K(4)

teilerfremde Primzahl p, die in %(V'm) in p.p! zerfillt, d. h.:

m

(;) =+1, und fir die p=2 (mod. 3)

ist. Solche gibt es immer unendlich vielee. Denn da m# —3 ist, so gibt es
unendlich viele Primzahlen, fiir die

(5)-on (3

ist. Nach Weser, S. 250 ist dann eine bestimmte der Wurzeln:

. (,( s+ o)
]/- fff%?)p—l. T\ )
N w G(p,s+w)

eine Zahl von K. Dabei ist die gleiche Bezeichnung wie FueTer, 8. 69 ge-
withlt. Nun ist aber nach Weseg, S. 252—53

, stow
(r(p, 7(,; )

Gpsta)

eine ganze algebraische Zahl von K. Nach Fuerer, S. 70—71 ist sie ein Teiler

von p". Somit kann die Relativdiskriminante von l/j (S —;w) in Bezug auf K,

da p—1 nicht durch 3 teilbar sein soll, nur Teiler von p und 3 enthalten, wobei
p zur Diskriminante von K(4) teilerfremd ist.
Zu dem so vergrisserten Bereich von K erhalten wir jetzt K, indem wir

: : 3+ w)
in der Gleichung Fuerer, S. 105 an Stelle von z==t*—3.2* y=1u: Vy(\ ww)

setzen. Die Gleichung lautet dann:

3~V ' sto P
Y j( " )y+2 0.
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Die Adjunktion einer Wurzel y ergibt dann K,;. Wiirde die Relativ-
diskriminante von y in Bezug auf den vergrisserten Bereich von K einen andern
Primteiler als solche von 2 und 3 enthalten, z. B. ¥, so wire:

y==y'=y" (mod. Q), oder o=y+y +y" =3y (mod. L),

was unmoglich ist, da in y nur Teiler von 2 aufgehen.

Die Relativdifferente von K(4) in Bezug auf K ist aber ein Teiler des
Produktes der Relativdifferenten, kann daher nur 2 und 3 enthalten, da p nicht
darin vorkommen soll.

7. Satz: Die Relativdiskriminante von K (4) in Bezug auf K enthdlt hochstens
die Primteiler von 2 und 3.

Im Falle ms=0 (mod. 3) siecht man, dass wegen (1) auch (t*—2%" in K(4)
liegen muss. Aber aunch im Falle m=o0 (mod. 3) muss (t*—2°% die 3. Potenz

eines Ideales sein, da der Faktor von ]/j (8—*_70)) zu 2 teilerfremd ist.

Nach WzsEer, S. 540 ist, falls wieder Flw)=(t>—2°% ist, F ('i;—w) .28

eine Einheit. Setzt man in.

stw
w

7 (s+w) 7 (s+w—w) _F (s+w) F(itf_c_o)zzm’
W stwtw w w
somit ist wegen des vorigen
nl f—'{;ﬂ)
w t2—2¢

2t T ot

fiir w die Zahl

, so folgt:

eine Einheit. Ausserdem ist {t*—2%)=(2)*.

2 6

8. Batz: Die Zahlen agz%- sind Einheiten von K (4) und die Ideale (t*—2°)

sind 12. Potenzen von Idealen in K(4).
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c) m=1 (mod. 4): Setzt man in:

d=(1—m)*=(1+m)*—4m, so ist d die Norm der Zahl 1+m+20, 0=Vm,
in &(Vm). Ist:

die einem Ringideal von r(2) zugeordnete Zahl, so gibt es 4 natiirliche Zahlen
a, B, v, 0 fir die:
0thd co+p

d ~ yo+d ad—fy=r
ist. In der Tat folgt fiir w die quadratische Gleichung:

Ld-j;t— + ¥ Vm

yi—(ad—yb—Jw+(0b—pd)=0, w=

/4

Somit muss:
_ _ 2
(M‘d) o (Gb—gd) — (ad yb+d) —d—ym
2 2
und daher:

0. y— (“Lﬁﬁ 5)
y=w, y=2, d= —4m

sein. Daraus folgt:
ad—yb+d=2(1+m)
ad—yb—d=2¢
oder:
y=w, 0=1+m—s, yo+d=20+1+m=(1+w).

Anderseits ist (WEBER, S. 254):

N
G(I,gié) 8 G(I aw+ﬁ)
d /ww-ti

G (1, w) G (1, w)

[
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eine Zahl in K (2), also auch in K(4). Wegen der obigen Bedingung ist aber
auch (Fuoerer, S. 403, WeBER, S. 130):

ew+B\\1
MWTEY) e
G (}/I,ﬁ“ :iV~—i(7 o+ =1V =1 +w)p

Also muss V —; in K (2) sein und ¢ und V2 gehéren K (2) an; K (2) entsteht
aus K, indem man diese Zabhlen zu K adjungiert. Denn beide konnen nicht
schon in K enthalten sein, wie man aus Furerer, S. 74, Satz 79 und den Ent-
wicklungen von WeBER, S. 517 ersieht.

Diese Zahlen haben aber hichstens die Primteiler von 2 in ihrer Relativ-
diskriminante, somit enthiilt auch die Relativdiskriminante von K{2) zu K
hochstens diese Teiler.

Um nun K(4) zu erhalten, bedenken wir, dass t* in K (2) liegt, nach den
Entwicklungen von Furrer, 8. 107. Ferner muss die kubische Gleichung von t*
in K in einen linearen, und einen quadratischen Faktor in t* zerfallen, siehe
Fuerer, S. 113 und ff. Unter den sechs Wurzeln +t, tt, +1 liegt also eine,
z.B. t in K(2). Nun ist aber:

2{¥=3% 2t —12+ t~—(t2—3.24),

T V2t

Also erhiilt man t durch Adjunktion von Vt*—2% zu K(2), in dem t und t*
liegen. Diese Zahl kann aber nur Primteiler von 2 enthalten; denn es ist

(t2—28) 62_26) (?2__26):212'
Daher ist die Relativdiskriminante von K(4) zu K(2) nur durch Primteiler von
2 teilbar.

9. Satz: Im Falle ms=1 (mod. 4) enthdlt die Relativdiskriminante von K (4)
eu K nur die Promleiler von 2.
Nach WesEr, S. 540 ist:
t2— 26
25

eine Einheit. Da aber nach obigem ¥z sicherlich in K (4) vorkommt, so gilt
der Satz:
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10. Satz: Die Zahlen (t2—2%): 2% sind Einheiten, und die Ideale (t*—2°) sind
n K(4) 12. Potenzen von Idealen.
Zusammenfassend ergibt sich fir alle Fille der Satz:

11. Satz: Die Relativdiskriminante des Korpers K(4) zum Klassenkiorper
K enthdlt nur die Primteiler von (2). Nur im Falle m=y (mod. 8) kann der ku-
bische Unterkorper auch noch die Primteiler von (3) enthalten.

Die ganzen Zahlen t*—2° von K (4) sind 12. Potenzen eines Ideals € von K(4).

III.

- Die Relativdiskriminante der Teilungskérper zum Klassenringkiorper K (4).

Es sei p ein ungerades Primideal von k(V'm), das zur Diskriminante des
Klassenrings K{4) teilerfremd sei. Wir wollen der Einfachheit halber im Fol-
genden immer an dieser Annahme festhalten, trotzdem alle Siitze auch fiir be-
liebige ungerade Ideale f statt p~ bewiesen werden kénnen. Da wir aber zu
unserem Beweise nur den genannten Fall gebrauchen werden, und die Beweise

bei der Annahme einfacher werden, begniige ich mich mit dem Unterfall.

12. . Satz: Die ganze Zahl VH—S (i;r) ist eine bestimmende Zahl des

Relativkirpers {497 von K(4).
Nach FuEerer, S. 126 ist der Relativgrad von =(49") zu K(4) gleich ¢ (p7).

Die Zahl V(t+8)i(i—p@) ist ferner nach Fuerer S. 139, Satz 143 in =(47).

M

Ausserdem ist im Korper K(t,l/(t+8)1(i;)n)) das Primideal p die ¢ (p7):te

Potenz eines Ideals (FueTer, S. 139, Satz 145), somit muss, da p zur Diskrimi-

nante von K (4) teilerfremd ist, der Relativgrad von l/(t +8)T (%2) wenigstens

: : : i
gleich @ (p7) sein. Der Grad ist also gleich ¢ (p’), und somit Vt+8 (1;)
eine bestimmende Zahl von = (4p7).

1. Hilfssata: s gilt die Formel:

Z, (2)11 (Z + u;,) T, (Z + 9;2) T (Z + a;s): t2— 28,
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F,{¢) hat im Periodenparallelogramm als elliptische Funktion 3. Ordnung

nur bei Zz% einen Pol 3. Ordnung, und fiir z=o0, %, % je eine Nullstelle
1. Ordnung. - Daraus erkennt man, dass die linke Seite der Gleichung im

Periodenparallelogramm nirgends null oder unendlich wird, also eine Konstante

; : +
ist. Um dieselbe zu berechnen setzt man .e':(ff, dann wird wegen T (91—202)2

und (2):
(-2l )

—t+8,

und wegen T (»wg—:g)—l)=— 1:

also:

2 . 2
() n 2 m e ) ) =m() w () e
4 4 2 4 2 4 4 4

womit die Formel bewiesen ist.

2. Hilfssatz: Ist v eine ganze Zahl von k(Vm), fiir die v=1 (mod. 2) ist,
so gilt die Formel:

a n(v)—1
2

(—1)2(t?—25 ¢ il.(vz)‘:‘ll(z)(ﬂ)il (z+u), a eine der Zahlen o, 1, 2, 3.
” ,

Dabei sind die Perioden w,, w, die besonders gewdhlten Basen eines zu (v)
tezlerfremden, ungeraden Ideals Yo von k, und u durchliuft alle Zahlen der Form:

€y @y T Xy,
v

n denen x,w,+x,0, ein wolles Restsystem von ganzen Zohlen in k {(mod. v) mit
Ausnahme von null bedeutet.

Denn T, (v2) hat die einfachen Nullstellen:

X0 T Xymy

W W,
v woe="rhp, e="

2

8--25389. Acta mathematica. 48. Imprimé le 27 novembre 1925.
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und die dreifachen Pole:

7_9§+
Z > u

da z. B. wegen v=1 (mod. 2):

— y—1
€Xy— w, + lx,— w — —
Wy | Ty T X0y o ( ! 2 ) ! ( § 2 ) P wy | o Tz,
4 === E =2 =" f =
2y v 2 y 2 v

ist. Genau dieselben Nullstellen und Pole hat aber auch die rechte Seite der

Gleichung, daher ist der Quotient der Funktion T, (v2) und der rechten Seite eine
Konstante:
T e)=c T, (¢) gzx (e +u).
u

Um ¢ zu berechnen, bedenken wir, dass:

di1("i)
lim T, (ve) — lim _df _hmw(6i(vz')2+ti(vz)+2):v.
=0 Ty (2) om0 d%l( ) =0 O6T(2)+tT(2)+2 ’
At

2

s . r6Tw Tt (9_1_2)* (w)
,lif‘wgil()_z:h;?ﬂg 6Ttz ie B T)=R !

T2’ g 2’ 2

3 - ()

z=

B

|

Setzt man somit in:

20—, T, e+
fiir 2 die Werte 0, —L %, D ein, so folgt:

v=c¢ II‘ZS; (w),

y=¢ Hil (u + %—)

v=c¢ Hil (u + w_z_)

——cﬂi, (u—l— )



Die singuliren Moduln und die elliptischen Funktionen. 59

Multipliziert man die Gleichungen, so folgt:

=t I )%, (4 2) (o 2) e 2),

oder wegen Hilfssatz 1:

a
. = I
1=c*(*—2%n )1 g=(—1)? —— 1> @=0 oder 1, oder 2 oder 3,

(t2 . 26) 4

denn die Anzahl der u ist gleich der Norm »(») von » in %k weniger der aus-
geschlossenen Restklasse o.

13. Satz: Ist v eine ganze Zahl von k, die zu W teilerfremd <st, und fiir die
v=1 (mod. 2), so sind alle Zahlen

o [T Wt xwy
A’1 v )

wo 2y, Ty, trgendwelche ganze rationale Zahlen sind, ganze algebraische Zahlen, die
nur Teiler von (2v) enthalten kinnen.
Denn nach dem Beweise des letzten Hilfssatzes und der Berechnung von ¢ ist:

a n(v)—1
(—1) (—2% ¢ »=1ITT, (931 Wy +x2w2)7 P wl':%wg

(@) 4

Nun ist wegen y=1 (mod. 2) nach Fverer, S. 120 Korrollar zu Satz 123

S(o@ 0, + X0,

" ) eine ganze algebraische Zahl, also auch:

2
T, (x1 w1+x2w2) =3 (xl Wy T Lp Wy +x2w2) (4 i(ﬂ)2+ t %(M)+4)7

v .y

also auch T, (u) selbst. Wegen der vorigen Formel kann aber diese Zahl nur in
v oder t*—2°% aufgehen. Die letztere Zahl enthilt aber nur Teiler von (2), wo-
durch der Satz bewiesen ist.

14. Satz: Die Relativdiskreminante von =(49") 2w K (4) enthdlt nur die Teiler
von P und (2).
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Es sei 7 eine durch p” teilbare ganze Zahl von %. Da p ungerade ist, darf

man =1 (mod. 2) annehmen. Man kann dann setzen:

T (iﬂ{) . (xl wﬁ-xwg)

p" 7T

wo x,, %, bestimmte ganze rationale Zahlen sind, fiir die x;=x,=*t1 (mod. 4)
ist. Aus dem Additionstheorem (3) der T-funktion folgt:

G 11 (t)z‘ - 53:1 (5)2

T(e+t) = 1630 T O+ TWF
4(TE)T([H)—1) :

102 o npnerzod

Tle—1t) = () ()

4 (T () T(H)—1) ’
woraus durch Subtraktion und Multiplikation:

T,@%, t)_
(TEZTO—1)

I
(Tl)—Z@)*
(TE)ZTO)—1)*

T(e+t)—T(z—1) =
T+ T(e—1) =

Durch Kombination der beiden Formeln folgt:
(TE—T O (Tle+)—Te—)=T e+ Tle—1) T, () T, (#).

Man setzt jetzt hier:

+ X,
ot t=Epu=f LU T D0

7T im
wo f=n=1 (mod. 2), (u)="7,
Ty Wy T Xy, p
Bty T,

sei. Dagegen sei §== T u (mod. p’), und beide zu p teilerfremde ganze Zahlen in %.

Dann muss:

Z_§+nx1w,+x2w27xlwl+x2wzt §—nao+dwy T 0+ B0,
2 7 7T ! 2 7T 7T ’

(2, 0, + 2, 0,) ‘Dp (@, 0+ @y w5) _ ii})

() oy () pr

sein und die obige Formel lautet
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@ em-zie (z(1F)) -2 (Z—’i’))e':mm T (B2, (‘pﬂ)

wegen Satz 4 und 13 enthilt daher die Differenz 1(§ DP) — (I( iiv) nur Prim-

pr' npr
. . . ~ [V fm\ .
teiler, die in (2 n) aufgehen. Die Zahlen T §F und T nF sind aber kon-
jugierte Zahlen der Relativgleichung von ¥ (%?) in Bezug auf K(4). Die Rela-

tivdifferente von T (%?) in Bezug auf K (4) kann daher, da die Gleichung relativ-

Abelsch in Bezug auf K (4) ist, nur die Primteiler von (2 7z) enthalten.
Von 7 ist nur vorausgesetzt, dass es durch p” teilbar sei, und =1 (mod. 2)

(W

ist. Nimmt man ein #* so dass “- und p—’ zueinander teilerfremd sind, so

enthilt die Relativdifferente nur die Primteiler von (2%}, also nur die Primteiler
von (2)P.

Der Koérper =(49") wird wegen Satz 12 erhalten, indem man zu %(%?)

noch die Quadratwurzel V(t+ 8) T (%U) adjungiert. Die Relativdifferente dieses

Y

relativquadratischen Oberkorpers kann nach Furrew, 8. 139 nur die Teiler von
(2)p enthalten. Die Relativdifferente von =(4p) zu K(4) ist aber nach Hrir-
BERT, Zahlbericht, 8. 200, Satz 41 das Produkt der beiden Relativdifferenten.
Daher kann auch dieses Produkt nur die Teiler von (2)p, also auch die Relativ-
diskriminante nur die Teiler von (2)p enthalten.

Es gilt nun aber noch der feinere Satz:

15. Satz: Die Zahlen T (%J) legen einen zu k und K(4) relativ-Abelschen

Oberkirper vam Relativgrade é(p(p’) zu K{4q) fest, dessen Relativdiskrimenante cu

K(4) nur die Tesler von 9 enthalten kann.
Die erste Tatsache folgt aus Satz 4 und 12. Wir haben nur noch zu be-

weisen, dass die Relativdiﬂ:‘erenté von I(L’;D) zu K (4) ungerade ist. Wir brauchen
dazu eine Reihe von Sitzen.

Der Kérper von t und Cl(i;) werde mit K;(p") abgekiirzt. Ferner setzen
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wir tber die oben definierte Zahl = noch mehr voraus, der Einfachheit halber,
niamlich:
a=11 (mod. 4).

3. Hilfssata: Die Zahlen.

sind ganze algebraische Zahlen.

Zum Beweise setzt man den Wert ==z, rechnet umgekehrt t* oder t aus, und

setzt ihn in der Gleichung (1) ein. Da j(zi) eing ganze algebraische Zahl ist,
1

wird auch z ganz sein, wie die einfache Rechnung ergibt.

Wir setzen im folgenden stets:

x + Lo, . 1Y
=D gy Tdealform: () =1
7€ p”

k)

wobei #;=x,=*11 (mod. 4), sonst aber beliebige ganze rationale Zahlen sind.
16. Satz: Die Zahlen:

T(u)—1 T (p)+1

(t+ 257 7 (=2

sind ganze algebraische Zahlen.

Wir beweisen nur, dass die ersten Zahlen ganz sind. Der Beweis der 2. ist
genau gleich. Nach dem Additionsgesetz ist:

»«2./(22) = —*(1(2—2_—1——2——*——
oder:
= 2 Ttz ra)
T2 2)
_ . z(‘u) ) . - . - 3
Setzt man z=pu, so ist T (2p) ==¢ eine Einheit (siche Fuerer, S. 129, Satz

135). Die Grosse:
u=23 (1) —1
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geniigt daher der Gleichung:

((w+1)2—1)=e(q(u+1)°+t{u+1)+4),
oder:
wrt+4ub+ 4 (1—e)u—s(t + 2% u—e(t+2%=o0.

Daraus folgt, dass

x:I(ﬂz I, l:(t+23)1/3,
der Gleichung geniigt:
4 2:! 3 2_2 AW S Y S
x+lx+)2(1 e)at—eMx—elt=0.

Wegen des 3. Hilfssatzes sind aber alle Koeffizienten ganz, also auch .
Bs gilt aber noch der schirfere Satz:

17. Satz: Die Zahlen:

T(w)—1 T +1
(t+2°%n (t—2%n’

sind ganze algebraische Zahlen, und zwar FEinheiten.

U= und V=

Wiire dies nicht erfiillt, so miisste es wegen Satz 16 eine Zahl r geben, so
dass

% %
——— ganz, ————1— gebrochen, A=(t+2%%,
l 3 - 27- l 3 Foee +-§H

wire. Wir kiirzen den Exponenten 1 +§+ e +§ mit », ab. Dann ist sicherlich:

1=5n,<2.

Nach dem obigen Beweise gilt die Formel:

4 2 3 2 2
u 2 u 2 e—1( u %
+ — — ) —£A¥ 341 —e M1 == 0,
AP +1 APr+1 \ 1% 41 A2 170 AR \ JPrit Al 41

Nach Annahme ist:

T (w)—1

u p—
Ay — Ane
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ganz, daher auch die konjugierte:

Somit ist:

ebenfalls ganz, da T (2 u) nur Primteiler besitzt,die in dem ungeraden Primideal
p aufgehen, und (t+2* nur gerade Teiler besitzt. Ferner ist nach Definition
2np41—nr=2. Somit sind auch alle Coeffizienten von /A" +1 ganz, d. h. die

Zahl selbst ist ganz gegen die Voraussetzung. Der Satz ist damit bewiesen.

Dass “2 eine Einheit ist, sicht man aus derselben Gleichung.

A

18. Satz: Die Zahlen:
3, <£“)2

IV ez

sind ganee algebraische Zahlen, und zwar Einheiten.
Denn nach Satz 17 ist

zzjl(y)—l ’ZM— I]V2

I AT
(T {p)—1) l_(t—+ 5W ’ (t—-25)X/‘J

VE—zs
ganz, also auch:

i(!‘) o -Ilr(#_)_z_; _ _,_I__ o lr e
T(2p) T(n)Ver—2b Vtz_zﬁ-(i(ﬂ) 1)

Nun ist aber T (u)/T(2p) eine algebraische Einheit. Somit ist die Zahl
des Satzes ganz.
Anderseits ist nach S. 58

niz) -1 a

T ()= (=2 * (=)

Lidsst man nur iiber diejenigen unserer x das Produkt gehen, deren Zihler
zum Nenner p7 teillerfremd sind, so sieht man leieht nach bekannten Methoden, dass

¢ 7

(gil(u))=(t2—26) tp
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ist. Da nach Fumrer, S. 129 auch

(‘(1{' T(u)=p?"

ist, wo iiber dieselben p zu multiplizieren ist, so folgt:

(@ﬁ%@)#l),

d. h. die Zahlen sind Einheiten.

19. Satz: Sind u, und w, swei Zahlen u, deren Zihler zu p teilerfremd,
und (mod. y7) nicht in denselben Strahlklassen sind, so sind die Zahlen:

Tl =T () 0 o) Tpto) =1
(t2 — 2 6)1/6 (t2 _ 26)1/6

ganee algebraische Zahlen, die nur durch die Primteiler von p teilbar sein kinnen,
zu allen #brigen Primadealen aber tederfremd sind. Die zweiten Zahlen sind Ein-
hetten.

Setzt man in der Gleichung:

(Tle+)—Tl—NTlE)—TE =T+ T(¢—1) T, (&) T (1),
an Stelle von 2z die Grosse z-+1¢, an Stelle von ¢ die Grosse z—t, so wird:
(T —FT2t) Te+—Tl—0) =TT T, e+ T, (e—1).

Eliminiert man aus beiden Gleichungen die Differenz mit den Argumenten z--¢
und z—¢, so folgt:

(TE)—TM)” T+ T(—) T2 () T2
Ta)—T2h) TEATEHT,E+0T,(—1)

Setzt man hier z=u,, t=u,, so werden rechts die Werte der Funktion ¥

nur die Primideale von p enthalten kénnen. Ferner muss wegen des letzten

Satzes rechts noch der Faktor V't®—2° auftreten. Dagegen kann wegen der An-
nahmen fiiber p; und p, niemals ein Faktor null oder unendlich werden. Wir
setzen:
(T (!51) —I (ﬂ2))22
(T (2 ) —T(215)

9—25389. dcta mathematica. 48. Imprimé le 27 novembre 1925.

= 0, (P~ 2",
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wo I1, eine ganze algebraische Zahl ist, die nur Primteiler von p enthalten kann.
Genau dasselbe Resultat erhilt man, wenn man fiir z und ¢ die Zahlen 2¢y, und
2'u,, 1=1,2,3,...r setzt. So findet man die Reihe von Gleichungen:

1 90
(ﬂz)) _ mQr‘2 (t2— 26)5 2 27
2

2 r—
)
1or—4

( i )), R ﬂ*ﬂr*‘i 2,62
( 2))22 r—4 2 (t ) 1

(T (u)—

T
(T(2m)—Z(
—1
T

(Z(zp)—
(T(2®py)—

(Tt p)—F (2! ALLJ -
T w3 w20

in der alle IT ganze Zahlen sind, die nur Primteiler von p enthalten. Durch
Multiplikation aller Gleichungen ergibt sich:

221

= IT* (t2~~26) 8 )

(T () — T ()™
(T (27 )~ (2" o))

wo IT* dieselbe Eigenschaft wie die IT hat. Ist r der kleinste Exponent, fiir
den (r micht der Exponent von pl):

(S

2'=1 (mod. p),

so wird:
T2 u)=T (1), T(2" ) =T (5),
also:
1221
(T () — T ()71 = IT* (=2 ®
oder:

T o) = T (ag) = I (12

wo IT** eine ganz Zahl ist, die nur Primteiler von p enthiilt. Damit ist der Satz

fiir die ersten Zahlen bewiesen. Wegen der frithern Formel:

( )— (t)
e = TV T+t T(e—t
folgt er ohne weiteres auch fiir die zweiten Zahlen, falls man wieder z=y,, t=u,
setzt. Zugleich sieht man, dass T (u,) T (us)—1 auch zu p teilerfremd sein muss,

und fl'(ul)—i(yg) genau durch V T(u, + us)T (e, —u,) teilbar ist.
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20. Satz: Dre Zahlen:

V() Tlpy) 1
(t2_ 26)‘/12

sind ganze algebraische Zahlen, und zwar Einherten.
Denn aus der eben angefithrten Gleichung folgt:
Z(2)—Z(?)

iV?I(Z%-t) 1(2:7}i 1= mt‘l 1=~

Setzt man wieder z+4{=pu, z—t=u,, so ist jeder der Faktoren des Zihlers
rechts genau durch (tF2%" teilbar (Satz 17). Der Nenner rechts ist durch
(t*—2%" genau teilbar (Satz 19). Also die linke Seite genau durch (t*—2°)"* und
der Quotient ist eine Kinheit. Andere Teiler konnen nicht auftreten.

Aus dem Satze 19 folgt, dass die beiden Zahlen:

VE () + VE ()
(t2—28)e

ganze Zahlen sind, da ihre Summe und ihr Produkt ganz sind {siehe Hilfssatz 3).
Ferner sind sie nur durch Primteiler von p und durch keine andern Primideale

teilbar. Bs sei u, eine 3. Zahl u, dann ist auch:

VT () T (1g) =V T (g) T (1,) _ VE (1) T (g — 1 — VT () Ty —1
(t2_ 26)1/12 (t2___ 26)‘/12 (t2_26)1/12

ganz und nur durch die Primideale von p, aber keine andern (geraden) Prim-

ideale teilbar. Wir setzen:

P"2:§2.U1: ﬂszgﬂn
wo sicherlich:

§2 11 (mod. p’), oder &°=1 (mod. ") und &=1 (mod. 2),

sein soll. Sonst ist aber £ eine beliebige, zu p teilerfremde ganze Zahl von %.
Jetzt sind:

V) TEp)— 1 VEER) T(Ep)—1
(2% (=27
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ganze Zahlen nach Satz 20. Ihre Zihler gehéren dem Korper K,(p") an (siehe
(4). Die Nenner kénnen hohern Korpern angehtren. Nach Satz 11 ist aber
in K (4) schon:

wir konnen somit in ¢ stets eine ganze Zahl 4 von K (4) finden, so dass 4: (t*—2%)"
keinen Teiler mit (2) gemein hat. Es gibt dann eine ungerade ganze rationale
Zahl q, so dass:
= o) T 2o VAR TE ) -
y: )
ganze Zahlen von K,(p") sind, die keinen geraden Primteiler besitzen. Diese

beiden Zahlen sind aber ausserdem relativconjugiert in Bezug auf K (4) (Fukrer,
Satz 133, S. 128). lhre Differenz:

Pl fd

ist nach obigem und weil ¢ ungerade ist, ebenfalls durch keinen geraden Prim-
teiler teilbar, somit muss, da K,(p") zu K(4) relativ-Abelsch ist, die Relativ-
differente von K,(p") zu K (4) ungerade sein. Damit ist Satz 15 vollig bewiesen.

Wir fassen das erhaltene nochmals in dem Satz zusammen:

21. Satz: Ist p ein ungerades, zur Diskriminante von K (4) teilerfremdes
fio

Premideal von k, so legt I( -;)Z T (), wo | und w zu v tederfremd sind, einen

Oberkorper Ks(p) von K (4) fest, der folgende Eigenschaften besitzt:
1) K(p") st relativ-Abelsch zu k und K (4).
2) Sein Relativgrad zu K (4) ist 12 (p7).
3) Seine Relativgruppe zu K (4) ist holoedrisch isomorph mit der (ruppe der
Strahlklassen (mod. v7), in die die Zahlen von k zerfallen.

4) Seine Relativdiskriminante in Bezug auf K (4) kann nur die Primteiler von
p enthalten.
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Iv.

Der allgemeine Strahlklassenkdrper.

Nach der Definition der ¥-Funktion ist:

pl) _ , 23
ey - t T (2)

Sind wieder w;, w, Basiszahlen eines Ideals w=(w,, w,) von kE(Vm), so setze ich:
a) m>—3, ¥ —1: Dann sind g, und g; von null verschieden.

&(; wy, wz):wﬂ =Y. ple) L
g3 &, 6 g3
e

wird (siehe (1)):

Setzt man fiir Qg, ‘ZS, ple) die Werte ein, so
3 3 ‘8

t*—3 . 2* 23
Slesonod =530 T (14 0 )

b) m=—1: Dann ist g,=o0, g,740,

2__ 4 g.:i:g

t 32, 63 2°.
=P (s
@(vali w2)_ o2 LT t T (e; oy, w?)

Aus der bekannten Bigenschaft der Weierstrass'schen Funktionen @, ¢,, gs, folgt:
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22. Satz: S(z; w,, w,) bleibt wungedndert, falls men auf w,, w, trgend eine
Substrtution der Modulgruppe ausiibt.

Das Ziel dieser Arbeit ist, zu beweisen, dass die Relativdiskriminante von
K zu %k gleich eins ist. Da im Falle m=-—1 und m=—3 die Klassenzahl eins
ist, ist K =F, also nichts zu beweisen. Um die wegen der Definition von &
nétigen Fallunterschiede zu vermeiden, setzen wir im folgenden voraus, dass m== —1
und m>*—3 sei. Die Sitze gelten ibrigens alle auch in diesen Fillen, nur
miissten die Beweise besonders gefithrt werden.

Es sei f ein beliebiges, zu w teilerfremdes Ideal in 2. Wir setzen:

Xy Wy + Xy .
z =" 14 ot Sad wo z,=x,= 7T 1 (mod. 4) ist.
v

2 habe die symbolische Form:

= LU { teilerfremd zu §.
(4)f
Dann gilt der
23. Satz: S (Eﬁ, wy, wz) ist  eine alyebraische Zahl. Der Oberkérper

fw . f o, . . e, . .
@(—f; Wy, wz) ron (— 2), wo w,, wy die Basts von w ist, ist identisch mit dem
Wy

(4)

Kérper (4 1), der Korper K (@ (L:;lf)’ 7 (Z“)) hat daher den Relativgrad hs (4f) 24
1

E(Vm), ist relativ-Abelsch zu k, und seine Relativgruppe st holoedrisch isomorph
mit der Gruppe der Strahlklassen in k (mod. 4 f).
Denn nach Definition ist & sicherlich eine Zahl des Korpers # (4 f), der
{1

durch t und T ((4 )f) gebildet wird. Ebenso folgt auch wegen FuEkrer, Satz

123, 8. 117, dass jede Zahl@(

X, Wy + Ty w, . © 1 . .
ST '?), bei beliebigem z,, x, eine algebraische

Zahl ist. Nach dem Prinzip der komplexen Multiplikation folgt, wie bei WEBER,
S. 572 u. f£.:

24. Batz: Ist w=(w,, w,) ein Ideal von k, gegeben durch seine Basiszahlen,
v eine beliebige ganze Zahl von k, so ist:

Sve)= R (S (2),
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wo R eine rationale Funktion von ©(2) ist, deren Koeffizienten Zahlen des Klassen-
korpers K sind.

Daraus folgt, dass & (‘Zjﬂl—+ Te wﬂ)

dem Korper j (S)) , © (%i;)f) angehort.
1

Nun gehort umgekehrt t dem Korper von j (wg) und & (El—wl :M) an

W,
Denn t geht bei allen Substitutionen der Modulgruppe in die 6 Werte t; iiber,
die Wurzeln der Gleichung (1) sind. Diese sind alle von einander verschieden

(da m#—1 und —3 ist). & (?ﬁl—w1 ;ﬂ'z) geht aber durch die Substitutionen

in die 6 Werte:

=G ("’1), =8 (“’l:&), 2 =3 (2 “’24*.”_“_’1_)

iiber, die ebenfalls von einander verschieden sind, und der Gleichung geniigen:

i6 s U g, BN s e (93V 1 (g:\* 72\
a)=2b—2%g it — 2322 % — ( i) *—2* ) o+ Z) --8171) ) =o,
/@) gt g5 > g gy 4 \g; g5

Diese Gleichung findet man leicht, wenn man das Additionstheorem der p-Funk-
tion fiir ©(z) schreibt, daraus in der hekannten Weise & (22) berechnet, und
dessen Nenner null setzt. Das bekannte Lagrange’sche Prinzip (siche WxBEr,

)
4 @)

t__ RN SURER S S AU B

S. 243) ergibt dann, dass:

Daher ist t, und somit auch T (

==

U) eine Zahl des Oberkorpers (@((l—:)%),

-
—|

7 ((12)), und der Satz bewiesen.

,
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Ieh definiere jetzt fiir jedes Ideal T von k den Oberkirper =(f) von k als den
f

Kirper von © ( f_; wl,wz) und j (w__a)

(1

o T -3
_(f):h (l m S (‘f ; Wy, (1)2), J (Sl))

Wegen Satz 23 ist die Definition die friihere im Falle, dass f die Form (4) f
hat. Uber die Korper # (f) gelten die folgenden Sitze:

2¢. Satz: =(f) dst Unterkorper von =(41); =(f) ist somit relativ-Abelsch 7n
Bezug anf k(Vm).
Denn nach Satz 24 ist

im) ( (fm) .(w»))
f © (4” 7 (23
Die Koeffizienten von R sind rational in £.

26. Satz: Der Relativgrad von +(f) in Bezug auf k ist hs(f).

Ist f von der Form (4) f, so geht der Satz hervor aus Satz 23 und Furreg,
Satz 142, S. 138. Wir wollen nur noch den einzig fiir das folgende wichtigen
Fall beweisen, dass f ein ungerades Ideal von £ ist. In diesem TFalle sei n der
Grad von #(j) relativ zu % Es ist h;(4f) der Relativgrad von =(4f) zu % Diesen
Korper erhiilt man aus #(f), indem man zuniichst t adjungiert, was einen Relativ-
grad von hochstens h,(4)/h zu *(f) ergibt. & ist die Klassenzahl von % In dem
f1o

so erhaltenen Korper findet sich auch I( 7

). Denn nach Definition ist:

1 (jtp_) _2%3 1 L
AR S 32“.1?_?@(?_‘?2)_1
3{t*—3.2% i/l

Nach Satz 12 erhiilt man = (4f) durch die weitere Adjunktion der Quadrat-
wurzel:

Veraz ()
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Der Relativgrad von *(4 f) zu =(f) ist daher hochstens gleich:

und es ist:

hlafins O, oer =l

Nun ist aber, da f ungerade ist:

holaD==gla) D=2 h,(3),

somit wird;

n =z hf).

v
f

tem Grade in Bezug auf den Klassenkorper K. Denn es ist:

Andererseits geniigen aber alle Werte 6( ) einer Relativgleichung von h,(f):h-

es gibt somit ein System von »; ganzen Zahlen § (mod. ), deren Summe oder

Differenz von je zweien niemals congruent null (mod. f) ist. Ist @(T_IB) eine

f
Yw . . . .
»f- . Siehe hiezu die Entwick-

Whurzel, so erhilt man alle weiteren durch & (§

lungen, WeBER, 8. 573 u. ff. Daher ist:
n < n h = k), oder 7 = helf),

da der Grad des Klassenkorpers h ist. Beide Ungleichungen sind nur zu ver-
einigen, wenn

n="ne{f), w. z b. w.

Das System der §, als Kongruenzklassen (mod. ) aufgefasst, bildet nichts an-
deres als die verschiedenen Strahlklassen (mod. f), zu denen alle Zahlen von & An-
lass geben, in die also die Hauptklasse von % im Strahl (mod. f) zerfillt. Denn
da m=-—1 und m=—3 ausgeschlossen ist, so kbonnen in % nur die Einheiten

+ 1 auftreten. Daraus folgt der weitere
10—25389. Acta mathematica. 48. Imprimé le 27 novembro 1925.
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27. Satz: Die Relativgruppe des Kirpers =(f) in Bezug auf den Klassen-
korper K st holoedrisch-isomorph mit der Gruppe der Strahlklassen (mod. f), in die
die Hauptklasse von k zerfullt. .

Aus den beiden Sdtzen 1 und 27 folgt der weitere

28. Satz: Die Relativgruppe des Korpers =(f) in Bezug auf k(Vm) ist ho-
loedrisch isomorph mit der Gruppe der Strahlklassen (mod. ) en k.

" Die Hauptaufgabe ist, die Relativdiskriminante von #(f) in Bezug auf den
Klassenkorper K festzustellen. Dazu nehmen wir von den Klassengruppen in £,
oder den Strahlklassengruppen (mod. f) in £ nur die grossten Untergruppen,
deren Ordnung eine Potenz von [ ist, wo [ irgend eine Primzahl ist. Die Unter-
gruppe der Klassen in £ heisst die Klassenzahl von % beziiglich / und wird mit
h® bezeichnet. Der Quotient A/A? ist dann sicherlich zu ! teilerfremd. Ent-
sprechend heisst die Ordnung der Untergruppe der Strahlklassen (mod. f) in %
die Strahlklassenzahl beziiglich ! und wird mit h{(f) bezeichnet.

Entsprechend besitzen K und #(f) Unterkérper K® und #*®(f) vom Relativ-
grade h" resp. hO(f) in Bezug auf k. Diese Korper sind ebenfalls relativ-

Abelsch zu %k, und ihre Relativgruppen sind holoedrisch-isomorph mit den zu
gehorigen Untergruppen der Klassen. Wir nennen diese Unterkérper dee zu (
gehorenden Unterkorper.

Ich werde mich von jetzt an auf den fiir den Beweis einzig wichtigen Fall
beschrinken, dass | ein ungerades Primideal p von k sei, das zu 1 teilerfremd ust.
Dann entsteht ={4 p) aus =(p), indem man t und noch eine Quadratwurzel ad-
jungiert. Der Relativgrad von t zu K ist aber 2, 6, oder 4, je nachdem m-=
1 (mod. 8), =35 (mod. 8) oder =1 (mod. 4) ist. Somit ist fiir {2 und fiir m~=
5 {mod. 8) 73 sicherlich:

#1) (4 p)= =" (p).

Wegen Satz 21 enthiilt die Relativdiskriminante von #9(p) daher in Bezug
auf K nur das Primideal p. HKs bleiben nur noch die beiden ¥ille /=2, und
fir m=35 (mod. 8): I- =3 iibrig.

1) l=2:

a) m=1 (mod. 4). Nach Satz 5 und 7 erhiilt man den zu 2 gehorigen Unter-
korper von t durch Adjunktion von V' —1. Somit ist =@ (4p) der zu 2 gehérige
Unterkorper des Korpers:

(= 2fs) ()
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und ist relativ-Abelsch zu % vom Relativgrade 2%, wo 2" die grosste in h,(4 D)
enthaltene Potenz von 2 ist. Die Relativgruppe ist holoedrisch isomorph mit der
zu 2 gehorigen Untergruppe der Strahlklassen (mod. {(4)p) in £ Die Operationen
der Relativgruppe & werden mit O bezeichnet, und

©: 07. 0. 03 ... OFr, o= x;<<2™, =1,...,7,

sei eine Basisdarstellung der Gruppe. Die Relativgruppe ©& von #®(4p) in Bezug
auf den zu 2 gehérigen Unterkorper des Klassenkorpers K ist eine Untergruppe
dieser Gruppe. Wegen Hiuserr, Zahlbericht, Satz 28, 8. 193, ist die Relativ-
gruppe des Strahles s(4p) zum Strahl s(4) zyklisch. Wegen der obigen Definition

von *@®(4p) muss somit diese letztere Relativgruppe ®& die Gestalt haben:

n—u

&: 0. 07, o=x <2% o=z, <2, O=-—1: -V,

Man sieht leicht, dass man die Basisdarstellung von & immer so wihlen
kann, dass ® in dieser Weise gegeben ist. Nach den Sitzen 14 und 15 kann
die Relativdiskriminante von *® (4p) zu K® nur die Primideale von (2) und p
enthalten.

Es sei € ein in (2) aufgehendes Primideal von K®. Dann wird € in
# (4 p) hochstens die 4. Potenz eines Ideales, d. h. die Verzweigungsgruppe von
¢ in %@ (4 p) ist hochstens von der Ordnung 4. Dies folgt aus Satz 5, Satz 7 und
Satz 15. Die Verzweigungsgruppe ist eine Untergruppe von &. Sie kann keines-

ny—2 ny—u

falls die Gruppe 0%*, x==0, 1, 2, 3 sein. Denn die Potenzen von 0? geben die
Relativgruppe von #®(4p) zu dem aus K® und t zusammengesetzten Korper,
und nach Satz 135 tritt & hochstens in der Diskriminante der letzten zu adjun-
gierenden Quadratwurzel auf. Ist die Verzwéigungsgruppe durch:

n—-1

B 0}=. Oz, 0=, <2, 0= a,<2,

gegeben, so ist der Verzweigungskorper = (p) selbst, dieser hat also eine zu £
teilerfremde Relativdiskriminante zu K®,
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Ist die Verzweigungsgruppe dagegen:

n—2

R: (07 .0, £=0, 1, 2, 3

so ist die Faktorgruppe &/ trotzdem zyklisch. Der Verzweigungskorper hat
eine zn ¢ teilerfremde Relativdiskriminante zu K, ist zu K® relativayklisch vom
Relativgrade }—Lgi:u()g) und zu % relativ-Abelsch vom Relativgrade A (p). Seine
Relativgruppe zu % ist holoedrisch-isomorph zur Untergruppe der Strahlklassen
(mod. p) in %, die zu 2 gehoren. Somit hat der Verzweigungskorper alle Eigen-
schaften von «®(p), wir bezeichnen ihn mit ¥% (p). Seine Relativdiskriminante
in Bezug auf K® enthiilt nur die Idealteiler von p und (2), ist aber teilerfremd
zu einem beliebigen Primidealteiler € von (2) in K.

b) m=1 (mod. 4).

In diesem Falle erhiilt man =®(4p) aus #?(p), indem man zunichst } 2
(m=3 (mod. 4)), resp. V—1 (mn=2 (mod. 4) adjungiert. Dazu kommt dann
noch die Adjunktion einer Quadratwurzel aus einer Zahl von K®. Damit ist
aber erst der Korper von (+?(p), t) erhalten. HEs ist noch weiter:

S oy (W)
t+8) T ( )
Vernz(}

zu adjungieren. Die Relativgruppe von =® (4p) zu K@ ist:

&: On. O, 03, 0= x,<2™, 0= x,< 2, 0=, < 2, ()_.,=(V2:-—V_)

resp. (V' —1:—F —1).

Es sei wieder € ein beliebiges Primideal von K, das in (2) enthalten sei.
Dasselbe kann wegen der Siitze 14 und 15 in = (4 p) hochstens die 8. Potenz
eines Ideals werden, d. h. die Verzweigungsgruppe von & in =® (4 p) hat hochstens
den Grad 8. Da die Operationen 0% die Relativgruppe von = (4p) zu (K®,t)

n—l1
ergaben, so kann wegen Satz 15 erst die Potenz 0? in der Verzweigungsgruppe

auftreten. Ist die Verzweigungsgruppe durch

n—1

B 0%, 0%, 0%, 0= ;< 2, =1, 2, 3,
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gegeben, so ist der Verzweigungskorper mit = (p) identisch, und dieser Korper
hat eine zu ¢ teilerfremde Relativdiskriminante zu K®. Ist die Verzweigungs-
gruppe durch:

n—2 2,1 n—1

B: (0% . Oy 0%, oder (0% . Ogf 0%, oder (0% . 0,. 0, O%; x,=0,1,2,3; T,=0, I;

gegeben, so ist die Faktorgruppe &/8 wie bei a) zyklisch und der Verzweigungs-
korper, der mit % (p) bezeichnet werde, hat dieselbe Relativgruppe wie *®(p) sowohl
in Bezug auf K®, als in Bezug auf 4. Seine Relativdiskriminante in Bezug auf
K® enthilt nur die Primideale von (2) und p, ist aber zu £ teilerfremd.

Ist die Verzweigungsgruppe durch:

n—3 m—3

(V) (02, Og1, oder (0%.0,. 0,0, £, =0, 1, ...7,

gegeben (der 3. mogliche Fall ist ausgeschlossen, weil € sicher in der Relativ-
_ e n—2
diskriminante von V'z, resp. V —1 auftritt), so wire 0% in der Verzweigungs-

gruppe, was nach dem obigen unméglich ist.
Somit ist in jedem Falle die Existenz folgender Korper »?(p) oder =@ (p)
bewiesen:

29. Satz: Ist p ein ungerades Primideal wven k, so existiert ein Korper
*@(p) oder *® (p) von folgenden Iigenschaften:

a) er ist relativ-Abelsch zu k.

b) seine Relativgruppe zu k ist holoedrisch 1somorph mit der zu 2 gehiérigen
Untergruppen der Strahlklassen (mod. ) in k.

c) Seine Relativgruppe zu K% ist holoedrisch isomorph mit der zu 2 gehvrigen
Untergruppe der Strahlklassen, die von den Zahlen von k gebildet werden.

d) Die Relativdiskriminante in Beeug auf K® enthdlt nur die Primideale von
(2) und p, st aber teilerfremd zu einem beliebig gewdhlten Primideal 8 von (2).

2) [=3, m=3 (mod. 8).

Man erhiilt aus #*® (p) den Kérper %@ (4p), indem man die cubische Wurzel
t* adjungiert. Die Relativgruppe von #® (4p) zu K® wird gegeben durch:

&: 0%, 0%,  o=z,<3™, o0Sze<3,  O,=(t%:13).

Es sei € ein in (2) oder (3) aufgehendes beliebiges Primideal von K®. Dann
wird wegen Satz 15 £ in *®(4p) hochstens die 3. Potenz eines Ideals. Die
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Verzweigungsgruppe wird also hochstens die Ordnung 3 besitzen. Dieselbe wird

sicherlich nicht durch 0?1“_1 gegeben, denn nach Satz 15 kann O?nﬁ1 nicht der
Verzweigungsgruppe angehoren, da es der Relativgruppe von #® (4 p) zum Koérper

(K®) t?) angehort. Ist die Verzweigungsgruppe durch
pUy O, Zy=0, I, 2,

gegeben, so ist der Verzweigungskorper mit =@ (p) identisch, letzterer hat daher
eine zu ¢ teilerfremde Relativdiskriminante zu K©).

Ist die Verzweigungsgruppe dagegen durch:

n—1 ny—~1

¥ (07 . Og)r oder (0% .0}, x,=0,1,2,

gegeben, so hat der Verzeigungskorper, der mit = (p) bezeichnet werde, genau
die Bigenschaften von #®(p) in Bezug auf die Relativgruppen zu K® und .
Somit gilt auch hier der Satz:

30. SBatz: Ist Y ein ungerades zu (3) teilerfremdes Primideal von k, so
existiert ein Korper =0 (p) oder % (p), der genauw die in Satz 29 angegebenen Eigen-
schaften hat. Dabei ist & ein beliebiges in (2) oder (3) aufgehendes Primideal
von K©.

Aus den Kérpern = (p;) resp. % (p,) konnen umgekehrt die Korper =1 (f) auf-

gebaut werden, falls man:
f=p,. 92 Pu,

setzt, und alle p; ungerade sind. Ist [#2, und fir m=5 (mod. 8) auch 753,
so ergeben die Formeln:

he ()= (=1 (1) (pe— 1)y

he(o)= > (pi— 1),

wo mnoch vorausgesetzt ist, dass alle p; vom ersten Grade sind (wir werden
nachher nur diesen Fall gebrauchen), dass die Korper = (p,), *0(p,),...., =@ {(py)
zusammen den Korper #U(f) ergeben. Somit gilt der
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31. Satz: Ist | eine ungerade Primzahl, die im Falle m=5 (mod. 8) #3
ist, sind Py, D, . . ., Do ungerade vonernander verschiedene zu [ tellerfremde Primideale
1. Grades in k, wnd f=p,.p,...0,, so existiert ein Korper =Y (f) von folgenden
Figenschaften :

a) *O () st relativ-Abelsch zu k.

b) Seine Relativgruppe zu k ist holoedrisch isomorph mit der zu 1 gehirigen
Untergruppe der Strahlklassen (mod. §) in k.

c¢) Seine Relativgruppe in Bezug auf KU ist holoedrisch tsomorph mit der zu
I gehorigen Untergruppe der Strahlklassen (mod. §) in k, die durch die Zahlen von
k allein gebildet werden.

d) Die Relativdiskriminante von =0 (f) in Bezug auf KV enthdlt nur Ideal-
teiler von f¥.

Ist I=3, m=5 (mod. 8), so nimmt man an Stelle von =8 (p,) die Kérper
¥ (p)), =1, 2, ..., u, deren Relativdiskriminante in Bezug auf K zu einem be-
stimmten in (2) oder (3) enthaltenen Primideal € teilerfremd ist. Der zusammen-
gesetzte Korper muss wegen Satz 30 genau dieselben Gruppeneigenschaften
haben, wie =® (f). Wir bezeichnen ihn mit #®(f). Dann gilt der

32. Ratz: Ist l==3, m=35 (mod. 8), sind Y, D, ... pu ungerade Primideale
1. Grades in k und =Y, .95...0u, so existiert ein Kirper =0 (f), der die Figen-
schaften a), b), ¢), des Satzes 31 hat und iiberdies die Figenschaft:

d) Die Relativdiskriminante von =9 (f) enthdilt nur die Teiler von | und ev.
Teiler wvon (2) und (3), ist aber teilerfremd zu einem bestimmten, beliebiy festzuset-
zenden Primidealteiler  von (2) oder (3) in K®.

Ist dagegen !=2, so wird durch Zusammensetzung der Korper #® (p;) nicht
der Korper «?(f) erhalten. Wir definieren dann folgende Einteilung der Ideale
von k in erweiterte Strahlklassen (mod. f): Zunichst schliessen wir, um Fallunter-
schiede zu vermeiden die Fille m=—1 und m=—3 aus. Wir sagen, eine zu f
teilerfremde Zahl « von % sel erweiterte Strahlzahl, falls:

e=+1 (mod. ), =1,2,... 4,
wobei das + oder — Zeichen fiir jedes ¢ ganz beliebig ist. Zwei Ideale a und
b von k sollen nur dann in derselben erweiterten Strahlklasse (mod. f) liegen,

wenn sie im gewohnlichen Sinne iiquivalent sind, und ausserdem ihr Quotient eine
erweiterte Strahlzahl (mod. f) ist. Die Anzahl der Klassen sei hq(f). Es ist dann:

helf)= L o) @) .. 9 (.
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Der aus #¥(p,), ... #®¥(p.) zusammengesetzte Korper werde wieder mit =2 (f)
bezeichnet. Man sieht sofort, dass seine Relativgruppe in Bezug auf % holoedrisch
isomorph ist mit der zu 2 gehérenden Untergruppe der erweiterten Strahlklassen
(mod. f). Aus Satz 29 folgt somit der

33. Satz: Ist 1=2, sind 9, Py ... s ungerade Primideale 1. Grades in
kE (ms#—1, und ¥ —3), und f=p,.p,...Du, s0 existiert ein Korper ¥2(f), der die
Eigenschaften a), b), ¢) des Satzes 31 hat, falls man darin an Stelle der Strahl-
klassen (mod. §) die erweiterten Strahlklassen (mod. §) setzt. Ausserdem hat er die
Figenschaft:

d) Seine Relativdiskriminante enthdlt nur die Teiler von T und ev. Teiler von
(2), st aber zu einem bestimmien, beliebig festzusetzenden in (2) enthaltenen Prim-
ideal & von K2 teilerfremd. |

V.

Die Diskriminante des Klassenkirpers.

Es sei p ein beliebiges Primideal von %(Vm) und I eine beliebige rationale
Primzahl. Ist a eine beliebige ganze Zahl von %, und gibt es eine ganze Zahl
£ in £, so dass:

a=§' (mod. p),

so sagt man, der Potenzcharakter der Zahl ¢ in Bezug auf das Primideal p sei 1.
Im andern Falle sagt man, der Potenzcharakter sei nicht gleich 1. Dann gilt der

4. Hilfssatz: FEs seren a,, ay, ...au ganze, zu 1 teilerfremde Zahlen von k mit
der Beschaffenheit, dass die 2 1% Zahlen:

tafap. .. alx, o= =l—1, =1, 2, ... U,

nur dann die 1. Polenz einer Zahl von k werden, wenn alle x; null sind. Dann
gibt es unendlich viele Primideale p; von k mit den Kigenschaften:

a) Der 1. Potenzcharakter der Zahl a; nach p; ist 1, derjenige der iibrigen
Zahlen o, nach p; ist =1.

b) p; ist vom 1. Grade.
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c) FEst ust:
n(p)—1=0 (mod. l)=0 (mod. I*), I ungerade,

n(p)—1=0 (mod. 4)5=0 (mod. 8), /=2.
Bewers.
1) 1 ungerade: Wir schliessen den Korper % (V' --3) der Einfachheit halber aus.

2
Wir adjungieren zum Korper & die !. Einheitswurzel {-=e¢’ . Dadurch ent-

stehe der Korper 4. Es sei P ein beliebiges, in p enhaltenes Primideal von Zi.
Ist 4 eine beliebige ganze zu [ teilerfremde Zahl von 4, so setzt man in der
bekannten Weise fiir das Symbol:

n(P) —1
{%}:?, falls I=0 (mod. p), 40 (mod. P), und 4 ¢ = (mod. P) ist.

Die Zahlen:

[ ol .., aiu o= m=l—1, 1-20, 1, 2,...4,

w Y

sind in k; niemals die l. Potenz einer Zahl, ausser im Falle, dass alle z; null
sind. Denn da alle o; in % liegen, misste auch die Relativnorm von %; in Bezug
auf £, oder:

I—1} 2y (1 —1) —1)x
a(l )lxa(z ) &2 - as,c Jay

eine I. Potenz sein; dies ist gegen die iiber die ¢ gemachte Annahme, es sei
denn, dass alle x; null sind, /=1, 2,...% Dann miisste aber {* selbst [
Potenz sein, was unmoglich ist, ausser fiir z,=o.

Somit gibt es nach Satz 152, Hiuperr, Zahlbericht, S. 426 unendlich viele
Primideale P, 1. Grades in %, fiir die:

{‘1%}# I, {{%}=-I, k=1,2,...t—1, t+1,...u,

i

ist. Da B vom ersten Grade in % ist, so muss die durch P teilbare Primzahl
p jedenfalls in % zerfallen, P also Teiler eines Primideals p von % sein, das in
k vom 1. Grade ist. Ebenso muss p im Korper der . Einheitswurzeln in Prim-

ideale 1. Grades zerfallen, also
11-—-25380. Acta mathematica. 48. Imprimé le 28 novembre 1925.
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p~—-1=0 (mod. 1)

sein. Wire p—1=0 (mod. [*), so wiire im Korper der I. Einheitswurzeln:

;—’t 1, (=% (mod. B)

also auch in %4;. Dies ist gegen die Bedingung:
11
o7 1
\%BJ

Also ist p—1=0 (mod. 1!). Dagegen muss in k:
=8 (mod. P), k=1,2,...¢—1, {-+1,... u,

sein, oder wenn die Relativnorm in Bezug auf ¥ genommen wird:

a7 = (1 (§) (mod. B)=E&(mod. p), & in F,

d. bh. ¢ hat in £ den [. Potenzcharakter eins. Wire dagegen «; mit dem Potenz-
charakter 1 behaftet, so miisste:

o;= & (mod. p)=§ (mod. P)

sein, d. h. es wire:

gegen die Bedingung oben. Somit erfullen die p alle Bigenschaften des Hilfs-
satzes, und da es unendlich viele 9P gibt, gibt es auch unendlich viele p, w. z b. w.

2) l=2: Wir schliessen den Korper k() —1) der Einfachheit halber aus.
Wegen der Annahme wird keine der Zahlen:

(—1) " 12% e g% . .. ale, o= =1, t==—1,0,1,2,...4,
in £ ein Quadrat, es sei denn, dass alle x; null sind. Denn alle ¢; sind zu 2
teilerfremd, und 2 selbst ist sicher kein Quadrat, falls von k() —2) abgesehen
wird (wo die Klassenzahl 1 ist). Es gibt dann wieder in £ unendlich viele
Primideale 1. Grades, fiir die bei beliebigem z:
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{—T;}:I, {g}#l’ {?}:1, k=1,2,...0—1, t+1,...u,

i

83

ist. Da p von erstem Grade in k ist, wird jede Zahl (mod. p) einer ganzen

rationalen Zahl congruent sein. Somit folgt aus:

{TI}ZI, sofort: p=1 (mod. 4)
und aus:

{%} #1: sofort: p=1 (mod. 8).

Damit ist der Satz bewiesen.

Mit Hilfe dieses analytisch-zahlentheoretischen Satzes und der funktionen-

theoretischen Entwicklungen der vorigen Paragraphen gelingt nun iiberraschend

einfach der Beweis des

34. Hauptsatz: Die Relativdiskriminante des Klassenkorpers in Bezug auf

den Grundkorper %(V'm) ist eins.

Beweis. Es sei hy=1' die zu I gehorige Klassenzahl des Korpers k. Die

zu [ gehdrige Untergruppe der Abel'schen Gruppe aller Klassen sei durch die

Abel’sche Gruppe:
G: 05, 0%, ... 0%, o=a; < s,

gegeben, wo sicher f,+#,+ --- +¢,==¢, und etwa:

sei. Wir wihlen jetzt in jeder der Klassen:

ft
O, i=1,2,...u,

ein zu 2! teilerfremdes Ideal q;. Dann ist sicher:

al o1, also etwa al=(a), i=1,2,...
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Diese «; haben die im Hilfssatz vorausgesetzten KEigenschaften. Wiire
niamlich, ohne dass alle x; null sind:

taft o .. atu=§ A =1, 2,...1%
SO miisste:
aal ot B,

oder:

. f1i~1, 1y =1, tu=1 . .
aiafe. . afe=(§), d. h: OV QP T 07 “w==Einheit

sein, gegen die Annahme, dass die O; eine Basis der Gruppe der Klassen in %
geien,

‘Wir wihlen unter den unendlich vielen Primidealen p; von %, die die im
Hilfssatz angegebenen Eigenschaften haben, ein Primideal p; aus, das zudem zu
2! und zur Diskriminante des Klassenkorpers K" von k teilerfremd ist. Lassen
wir ¢ alle Werte 1, 2, ..., « durchlaufen, so sind damit « Primideale p,, p,, . . . Py,
bestimmt, die sicherlich alle zu 2! und zur Diskriminante von KV teilerfremd
sind. Wir setzten:

f:m S P
und betrachten den Strahl (mod. f} in %.
Im Falle m==—1, m=—3, m=—2 ist die Klassenzahl von % gleich 1.

Somit wird hier K=#%, und der Satz ist selbstverstindlich. Wir konnen daher
diese drei Fille ausschliessen. In den iibrigen Fillen ist:

1) [ ungerade:
hei)= 9 )9 (... gk,

also wegen @ (p)=p;—1=0 (mod. ) =0 (mod. *):
RO(f)==1 B0

Die Zahlen von % liegen in I* verschiedenen Strahlklassen (mod. f}. Diese konnen
durch die {* Klassen:

aft.at. .. als, o x;=1—1, 1=-1,2,..., U
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repriisentiert werden. Denn alle diese Zahlen liegen nicht in der Hauptstrahl-
klasse (mod. f), da der Potenzcharakter von «; in Bezug auf p; eins ist (#5<%) und

Pi—1=0 (mod. {3,

ist, somit die Kongruenzen gelten:

p;—1

;=8 (mod. p,), also a; b oessgri-1=1 (mod. p), 14k,

oder wenn al=1 (mod. p:):

=1 (mod D,‘),
ist.
Dagegen ist der Potenzcharakter von ¢; in Bezug auf p; sicher nicht eins,

also auch sicher

;=1 (mod Di),

und ¢! die niederste Potenz, die (mod. p;) der Einheit kongruent ist. Daraus
folgt, dass:

ZiF#0: o, e, ejv=c%i 1 (mod. P;), und ¢ . . .. eXvz=1 (mod. f)

wird, ausser wenn alle x; null sind. Da in % nur die Einheiten + 1 auftreten,
und ! ungerade ist, gilt' dasselbe auch fiir die zugehorigen Strahlklassen (mod. f).
Diese Untergruppe der Strahlklassen in Bezug auf ! wollen wir mit g(f) be-
zeichnen. Wir kinnen sie durch:

LB 0%t 0% L. 0%, o=x=1l—1, 1=1,2,...

gegeben denken. & ist dann die Faktorgruppe ® (f)/g(f), falls & (f) die Gruppe
aller zu [ gehorigen Strahlklassen (mod. f) ist. Es folgt aber weiter, dass die

ganze, zu | gehorige Untergruppe der Strahlklassen (mod. f) in % symbolisch
durch: '

&5): O, O Oa oS ap<<lttl I==1,2,... 4,

w
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gegeben wird. Denn die «; reprisentieren die l-te Potenz einer Klasse in £,
also auch im Strahl (mod. f).

Wir nehmen jetzt den im vorigen Paragraphen definierten Korper = (f).
Derselbe existiert. Seine Relativgruppe zu k ist & (f), zu K dagegen ¢(f). Die
Relativdiskriminante von =% (f) zu K" kann nur die Primteiler von f enthalten
(siche Satz 31).

Wiirde nun irgend ein Primideal £ von «"(f) in der Relativdiskriminante
von K% aufgehen, so wiire sicherlich € zu f teilerfremd, nach Voraussetzung.
Ist T eine Substitution der Verzweigungsgruppe von € in = (f) relativ zu %, so
miisste fiir jede ganze Zahl . von =0(f)

A=T_.4 (und Q)

sein. 7T wiire eine Substitution von & (f). Jede Potenz von T gehort ebenfalls

der Verzweigungsgruppe an, also auch:
.. JU
TxU, u=1,2,3,...r.

Ist I” der niederste Exponent von 7, der 77 zur Einheitssubstitution macht,

so setze man:
yr—1
0=-T"",
dann ist:

0'= Einheit, L= 0 4 (mod. ) fiir jede Zahl von =U (f).

Nach obigem ist O eine der Substitutionen o von g(f). Also wiire auch die
Relativdiskriminante von = (f) zu K™ durch & teilbar. Dies ist ein Widerspruch
zu Satz 31. Daher ist unsere Annahme zu verwerfen. K hat die Relativdiskrimi-
nante eins in Bezug auf %.

Ist € ein Teiler von (2) oder (3), und ist /=3, m=3 (mod. 8), so hat man statt = (§)
den Kérper 0 (f) zu nehmen, dessen Relativdiskriminante in Bezug auf K® su ¢
teilerfremd ist.

2) [=2: Wir legen hier nicht den Strahlbegriff des vorigen Falles zu
Grunde, sondern den weitern, den wir schon S. 79 betrachtet haben. Es gibt

(mod. p;) - @ (p;) Strahlklassen der Zahlen in %, die eine zyklische Gruppe bilden.

[ SN
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Kombiniert man fiir jedes z==1, 2, ..., u, jede dieser Strahlklassen miteinander,
so erhilt man:

oD g -l

erweiterte Strahlklassen (mod. f), in die die Zahlen von % zerfallen. Dicse Klassen
bilden eine Untergruppe aller erweiterten Strahlklassen (mod. ), die -gesammte
erweiterte Klassenzahl im Strahl ist daher:

he(f)= L p0) g) .. @l b.

Die Gruppe der erweiterten Strahlklassen (mod. f), die durch Zahlen repre-
sentiert werden, hat die zu 2 gehorige Untergruppe g (f); sie besitzt die Ordnung:

Z‘U

Denn nach dem Hilfssatz ist jedes p,—1 genau durch 4, nicht aber durch 8
teilbar, somit ist 2* die in der Anzahl jener Klassen enthaltenen Potenz von 2.
Die Untergruppe selbst hat folgendes Aussehen:

a(f): 0%t 0¥ . . 0%, o<1, =1, 2,..., %
Denn die 2* Kongruenzklagsen:
aitaR. . al, o= g;=1, =1, 2, ..., %,
sind Repriisentanten derselben. Wiire nimlich:

.o, .. efv= 11 (mod. ), 121, 2, 000y Uy

ohne dass alle z; null wiren, und etwa z; von null verschieden, so folgte (da

pi—1 genau durch 4 teilbar ist):

e Lay T 2 ...t 2 =1 (mod. py).

Nun ist aber nach dem Hilfssatz der Potenzcharakter in Bezug auf 2 von

ar, k¥#z, eins, also:
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py--1

a=£? (mod. p;), und a2 =1 (mod. ps), i#Fk,

somit auch:

Daraus folgt, dass auch der Potenzcharakter von «; in Bezug auf 2 nach p; eins
ist, gegen die Annahme des Hilfssatzes.

Es sei &(f) die zu 2 gehorige Gruppe aller erweiterten Strahlklassen. Die
Gruppe ® aller Klassen in % ist dann die Faktorgruppe & (f)/g(f). Man sieht
wieder, dass & (f) gegeben werden kann durch:

& (f): 07 0. O, o= w2t =1,2, ...,

Die o sind nichts anderes wie die O?li.

Wir nehmen den im vorigen Abschnitt definierten Kérper ¥ (f), dessen
Gruppe relativ zu & & (f), und relativ zu K® g(f) ist. Die Relativdiskriminante
zu K@ enthdlt nur die Primideale von f, und solche von 2, ist aber zu einem
bestimmten Primideal von (2) teilerfremd. Da alle p; zur Relativdiskriminante
von K@ zu % teilerfremd sind, enthiilt die Relativdiskriminante von #® (f) zu
K®, abgesehen von gewissen Teilern von (2), keine Teiler der Relativdiskriminante
von K@ zu k.

Wiirde in der Relativdiskriminante von K® zu % ein Primidealteiler £ auf-
gehen, der zu (2) teilerfremd ist, so ist € zu f teilerfremd, und besitzt wenigstens
eine Substitution 7' der Verzweigungsgruppe in Bezug auf k2. Der Beweis ist
jetzt wortlich gleich, wie im Falle der ungeraden /. Man kommt auf einen
Widerspruch. Also kann die Relativdiskriminante von K® zu % keinen ungeraden
Teiler besitzen. Hiitte sie aber einen geraden Teiler €, so withle man *®(f) so,
dass die Relativdiskriminante von #? (f) zu K® zu & teilerfremd ist. Dann fithrt
die gleiche Schlussweise zu einem Widerspruch, somit enthilt die Relativdiskri-
minante von K® zu % auch keinen geraden Teiler, sondern ist eins.

Liisst man [ alle endlichvielen Primteiler von & durchlaufen, so erhiilt man
lauter Korper K mit der Relativdiskriminante eins zu %, somit hat nach dem
Hilbert'schen Satze (Zahlbericht, Satz 41, S. 209) auch der ganze, aus allen
K" zusammengesetzte Korper K die Relativdiskriminante eins, und der Satz ist
bewiesen.
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Auf Grund des Fundamentalsatzes folgt sehr einfach aus dem bisherigen
(nur fir =2, und fiir /==3, m=5 (mod. 8) sind noch einige Ergiinzungen nétig)
der grundlegende Satz:

. .. .. . . iy
35. Hauptsatz: Die Relativdiskriminante der Teilungskorper von @(if)

in Bezug auf k enthdlt nur die Primideale von f.

12—25389.  Acta mathematica. 48. Imprimé le 16 févyier 1926,



