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Einleitung. 

MITTAG-LE~'FLEIr hat in seiner tlefgriindigen, ausgezeichneten: >>An introduc- 

tion to the theory of elliptic functions?:. (Annals of Mathematics, II. series, vol. 24, 

~9z5) die verschiedenen Wege beleuchtet, die in der Theorie der elliptischen 

Funktionen eingeschlagen worden sind. Insbesondere hat er die Zusammenhtinge 

zwischen ABELS und WEIERSTRiSS' Arbciten aufgedeckt. ]~m folgenden mSchte 

ich zeigen, wie auch die arithmetische~ Anwendungen der elliptischen Funktionen, 

wie sie AB~J durch seine komplexe Multiplikation aufgedeckt hat, wohl am 

natiirlichsten und einfachsten durch die WEIERST~ASS'sche Begriffsbildung weiter- 

entwickelt und zu Ende gefiihrt werden kSnnen. 

Bekanntlich fiihrt die Frage nach der komplexen hIultii)likation dvr ellip- 

tischen Funktionen, deren Perioden einem imagin~r-quadratischen K5rper ange- 

hSren, zuniichst auf die Behandlung ihrer Modulfunktionen, der ~singuliiren 2llo- 
duln~. Diese sind algebraische Zahlen, die den KlassenkSrper festlegen. Stellt 

man jetzt die Formeln der komplexen Multiplikation auf, so ergeben die Wurzeln 

ihrer Ziihler oder Iqenner die Werte tier elIiptischen Funktionen an StelIen, wo 

das Argument einen gebrochenen Zahlwert des quadratisch imaginiiren KSrpers 

annimmt. Diese Wurzeln sind wieder algebraische Zahlen, und legen die TeL 

lu~gsk6~Ter der eIhptischen Funktionen feet. Diese sind OberkSrper der Klassen- 
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kSrper. Eine der tiefsten und feinsten Fragen ist diejenige nach den Diskrimi- 

nanten der Klassen- und Teilungsk5rper. Sie konnte bisher nur teilweise so 

beantwortet werden, dass man entweder eine ausfiihrliche eingehende zahlentheo- 

retische Betrachtung der OberkSrper gab, oder zuerst dureh ausserordentlich kom- 

plizierte Mittei arithmetisch KSrper mit denselben Eigenschaften konstruierte, 

und nachtr~glich deren ~bereinstimmung mit den funktionentheoretiseh erhaltenen 

bewies. Der Wer t  der Existenz der KSrper mittels der Funktionentheorie ging 

somit verloren. 

Ich gebe in der vorliegenden Arbeit zum ersten Male einen vollst~ndigen, 

rein funktionentheoretischen Beweis fiber die Primteiler, die in der Diskriminante 

der genannten KSrper aufgehen kSnnen. Er benutzt aufs entseheidenste die 

D~[ferentialgleichung und das Additionstheorem der elliptisehen Funktionen, auch hierin 

die Bemerkungen am Ende der oben genannten Arbeit MITTAG-LEFFL~RS illustrie- 

rend. Er l~isst, meiner Meinung nach, an Einfachheit nichts zu wfinschen fibrig, 

abgesehen yon einer kleinen Sehwierigkeit, die wie immer in der Theorie der 

elliptischen Funktionen, die Primzahl 2 bringt. 

Der Gang des Beweises is~ in Kfirze der Folgende: Schon in meinem Buche: 

>> Vorlesungen iiber die si'nguliiren Moduln u~d die komplexe i]Tultiplikatio~ der 

elliptisehen _Funktionen~> (Teubner I924, Leipzig~), das ich im folgenden kurz als 

>>Fueter>> zitieren werde, wurde bewiesen, dass die Gruppen der TeilungskSrper 

relativ zum quadratischimagin~iren KSrper Abel'sch sind. Das Additions- 

theorem l~sst erkennen, dass die Relativdiskriminante der TeilungskSrper in Be- 

zug auf die KlassenkSrper als Unterk5rper nur diejenigen Primteiler enthalten 

kann, die wesentlich im Nenner der Teilwerte auftreten, fiir die die elliptische 

Funktion genommen ist (III). Diese Primteiler bi[den den I,b'ihrer. Dieser Be- 

weis ist rein funktionentheoretisch. Es bleibt somit nur noch der Beweis fiber 

die Diskriminante der KlassenkSrper fibrig (V).  Dieser KlassenkSrper ist nun 

UnterkSrper aller Teilungsk5rper, welches auch der Ffihrer tier letzteren ist. Die 

Existenz der Teilungsk5rper ffir jeden Ffihrer steht zudem durch die Funktionen- 

theorie fest. Eine einfache Folgerung zeigt, dass dieser gemeinsame Klassen- 

kSrper keine Primteiler in seiner Relativdiskriminante zum quadratischen KSrper 

enthalten darf. Benutzt wird ausser den beiden ebengenannten Resultaten nur 

die arithmetische Tatsache, dass es immer unendlich viele Primideale im qua- 

dratischen K5rper mit vorgeschriebenen Restcharakteren gibt. Dies ist das einzige 

i Wegen Litteratur verweise ich ebenfalls auf dieses Buch. 
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arithmetische Hilfsmittel. Damit ist die Diskriminante von Klassen- und Teilungs- 

kSrper bestimmt. 

Ich gebe im I. Abschnitt alle Begriffe, Siitze und Formeln wieder (ohne 

Beweise), die flit das folgende wichtig sind, so dass die Arbeit ohne Kenntnis 

anderer Arbeiten gelesen werden kann. Wegen der Beweise verweise ich auf 

mein Buch. 

I. 

Begriffe und Siitze. 

Es sei m eine negative, quadratfreie, ganze rationale Zahl. Dann ist 

k=k( I /~)  ein imaginiirquadratischer KSrper. h sei seine Klassenzahl, i und o~ 

die Basis seiner ganzen Zahlen. 

In Bezug auf k besitzt die elliptische Modulfunktion j(z) besondere Eigen- 

schaften. Es sei ID=(~ot,~o~,) ein durch eine Basis gegebenes Ideal yon k .  Ich 

nenne ein Ideal ungerade, wenn es keinen Teller mit (z) gemein hat. Die Ideale 

mit gemeinsamen Teilern mit (2) nenne ich gerade Ideale. lt~ sei stets ungerade. 

Der Funktionswert j(w~,} hiingt dana weder yon der Wahl  der Basis y o n  Iu, 

noch yon w selbst ab, sondern nur yon der Klasse, in der t~ liegt. Zudem ist 

(:o:) j co, eine algebraisehe Zahl. Man bezeiehnet den aus k und .] zusammen- 

gesetzten KSrper mit K und nennt ihn den KlassenkSrper yon 1:. t~ber denselben 

beweist; man folgenden 

I. Satz: Der KSrper K ist relativ-Abeh'ch vom Belativgrade h zu k. Sei~e 

Relativgruppe in Bezug auf k ist holoedriseh isomo~Th mit der Gruppe der Ideal- 

klassen in k. Die Zahlen j ~o Zahlen. 
\ J , /  (:;:) Die Funktion 3 ist so definiert. Man setzt naeh WEIE~STRXSS: 

I 

+ r  
' I 

g.~ (oh, % ) - - , 4 o  ~ (;2--~;.f~--;~ w,)'i' 

I s 
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Jetzt wird: 
(~)  .: '(~, ~2) �9 eo~ 4 7 g ~  

3 = G (~ol, co2) 

Diese Funktion bleibt bei allen Operationen der Modulgruppe invariant. 

Wir wollen jetzt nur die ungeraden Ideale yon k betrachten und sie in 

Ringklassen (mod. 4) einteilen. Alle Zahlen yon k ,  die einer ganzen r~tionulen 

Zahl (mod. 4) kongruent sind, bilden den Ring r(4). Zwei ungerade Ideale yon 

k liegen in der gleichen Ringklasse, wenn sie ~quivalent im gewShnlichen Sinne 

sind, und wenn ausserdem ihr Quotient eine Ringzahl ist. Die Ringklassenzahl 

sei h, (4). h ist ein Teiler yon h~ (4). In Bezug ~uf diesen Ring spielt die ellip- 

tische Modulfunl~ion 4. Stufe: 

t (,Ol, o,_~) = 
4 .3  ~ ( ~ ;  c~ w'2) 

(; ) (  ) 0)3 0)3. 
WO 0 ) 3 ~ 0 )  1 -~- 0) 3 ist,  

dieselbe Rolle, 

chungen: 

oder: 

wie   .oen 01e - 

(~o~) (t'2--3 . 24) a 
J ~o~ - t 2 - ~  ~ ' 

2 6 ," O3 

g~ j~=3 �9 z 3 3 2 - -  t'2 2o t2--3 2 ~ g~ 2 3 . 
? ' e .  " t 2 

zusammen. W~hlt man die Basis yon Iv=(wl, w2) in geeigneter Weise (siehe 

FUETm% .S. I I I ,  u. ft.), so legt t(~ol, ~o2) einen Oberk5rper K(4), den Ringklassen- 

k6rper (rood. 4), fest, der folgende Eigensehaften hat: 

z. Satz: Der Kb'rper K(4) ist relativ-Abelsch vom Belativgrade hr(4) zu k. 

Seine Relativgruppe in Bezug auf k ist holoedrisch isomorph mit der Gruppe der 

Ringklassen in r (4). Er ist OberkSrper des KlassenkSrpers K.  Die t (~o~, %) sind 

ganze Zahlen. 

Wir  betrachten jetzt eine noch feinere Ein te ihng  der Klassen yon k. Es 

sei ~ ein beliebiges Ideal yon k. Wir nennen alle Zahlen yon k, die ~ I (rood. ~) 
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sind, Strahlzahlen (rood. ~) in /c. Sie bilden den Strahl s (~). Zwei zu [ teiler- 

f remde Ideale yon ]c liegen in derselben Strahlklasse (mod. f), wenn sie ~quivalent 

im gewShnlichen Sinne sind, und wenn ausserdem ihr Quotient  zu einer Strahl- 

zahl gemacht  werden kann. Die Anzahl dieser Strahlklassen ist die Strahlklas- 

senzahl h~(f), h ist ein Teller yon hs(f), f heisst der Fiihrer des Strahles. 

Es ist: 

h, (f) = e_~ ~ (f) h, 
e 

wo e die Anzahl der Einhei ten in k, e~ in s (f) ist. 

In  Bezug a u f  die Strahlen mit dem Fiihrer (4)f, wo f wieder beliebig in 

/c gew~hlt werden kann, spielt die elliptisehe Funkt ion:  

~o(z; cot, w~)--~o ; co~, o.2 

genau die gleiche Rolle, wie j(z) in Bezug auf k selbst. Die Per ioden ~ol, e% 

seien zun~chst stets die richtig gew~hlte Basis des zu ~ teilerfremden, ungeraden 

Ideals lo=(col,c%). Man setze: 

X 1 co t + Xg. co s 

4~ 

wo xl ,xe ganze rationale Zahlen sind, die der Kongruenz xl~--x2~•  I (mod. 4) 

gen i igen ,  v ist eine durch f teilbare ganze Zahl yon k. Ausserdem seien xl,  x~ 

so gew~hlt, dass x~ o h +x2 ~o, durch das Ideal  (,)/f teilbar sei. Dagegen  sei der 

Quotient  zu f teilerfremd. Man kann dann symbolisch setzen: 

(xl 04 + x.~ co~) __ flu 

(4v) (4)f' 

) wo f und Iu ungerade und zu f tei lerfremd sind. ~ ~(4)f' ol ,  ~o.~ ist dann eine 

algebraische Zahl, die einen OberkSrper *(4[) yon K(4) festlegt, der folgende Eigen- 

schaften besitzt: 

3. Satz:  .:§ (4f) ist relativ-Abelsch yore Relativgrade hs (4f) zu k. Seine Re- 

lativ.qruppe in Bezug auf k ist holoedriseh isomorph mit der Gruppe der Strahl- 
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klassen (rood. (4)[) in k. Zum Klassenring K(4), der ein UnterkSrper yon ":':'(4[) 

ist, besitzt er eine Relativgruppe, die holoedrisch isomorph ist mit der Gruppe der 

Strahlklassen yon k (rood. 4 ~), in die die Zahlen yon r (4) zerfallen. 

.x. (4[) heisst der Strahlklassenk&'Ter yon s (4[). 
Wir werden im folgenden besonders den Fall benutzen, dass [ ein unge- 

rades Ideal ist. In  diesem FMle ist es praktisch, auch die Zahlen: 

~ (~m ; ~ ,  ~ ) =  ~ (x~ ~ + x~ ~%._~ , o h , ~o.~ ) 

zu betrachten, wo fiber x~, xe, r, die vorigen Annahmen gelten, nur  fiillt die 

Bedingung x i ~ x ~ +  I (rood. 4) weg, daffir muss: 

,---- I (mod. 2) 

 eio 

Eigenschaften: 

und t bilden wir den OberkSrper Ks ([). Derselbe hat  folgende 

4. Satz: Der KSrper K8 (~) ist relativ-Abelseh zu k. Sein Relativgrad zu 

I (~ )  
K(4) ist ~ 9v (f). Die Zahlen ~ sind ganze algebraische Zahlen. Sie sind 

;Einheiten, wenn ~ dutch wenigstens zwei, von einander verschiedenen Primideale 

yon k teilbar ist, Zahlen, die nur dureh die Primideale von p teilbar sind, falls 

die Potenz eines ungeraden Primideals p in k ist. K8 (f) ist Unterk6rper yon .~. (4~). 

Seine Relativgruppe zu K(4) ist holoedrisch isomo~Th mit der Grulope der Strahl- 

klassen (rood. [J in k, die yon den Zahlen in k gebildet werden. 

Wir stellen ffir die elliptische Funktion ~ (z) noch einige Formeln zusam- 

men, die wir spgter gebrauchen, und die sehr leicht aus den Formeln der 

~o-funktion erhMflen werden. ~ (z) ist homogen o-ter 0 rdnung  in z, co i, oJe. Setzt 

m an ~ = 2  ~ - z ,  e 3 - P  ~ , ~%=~oi+~o2, so ist~: 

. ~  (z; o,~, ,o~) - d ~  (z) ] / 3  e~ ~)' (~) 
d~ - - - - 2  t (~ (z)--e.) ~ 

eine elliptische Funktion 3. Ordnung mit  entsprechenden Eigenschaften. Es 

bes~eht die Gleichung: 
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(2) ~1 (z) ~ = ~  (z)(4 ~ (z) ~ + t ~ (z) + 4). 

Ferner besitz~ ~ (z) das Additionsgheorem: 

~-,, ~:1 (t)' ., ~:, (~)' 

(3) ~ (z + t) = ~ : j  ~ + 2 ~ (~) ~, (t) + ~ ,,j ~(~ 
4 (~ (z) ~ (t)-- I) '~ 
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II. 

Die Relat ivdiskriminante  yon K(4) zu K.  

a) m = - - I  oder --3. In  diesem Falle wird K(4) nach FUET~R S. lO 5 durch 

1/2 resp. lf---I gegeben. Die Relativdiskriminante enthitlt daher nur die Prim- 

ideale yon 2. 

b) m----I (rood. 8): Nach dem Beweise yon FU~TER S. I I I  liegen 4 Wurzeln 

yon (I) in K, und nur 2 entgegengesetzte in K(4). Es seien t, - t , t ,  --t ,  die 

4 in K liegendeu Wurzeln. Dann ist nach Fu~T~R S. IO8: 

t(t~--3 . 24). 
2 t2~3 ~. 24--t ~ + 

daher liegt V t ~  s, nnd entsprechend ]/ t~--2 s ebenfalls in K. Ferner ist f i i r  

eines der beiden Zeichen rechts: 

- -- 2 2 1 : ~  ' 

d. h. ebenfalls in K. Nimm~ man rechts das andere Zeichen, so erhifl~ man 

das K(4) bestimmende t .  Nun ist aber :  

V 26 

2 V t ~ _ :  ~ V •  v v ~ - : '  

sorer  wird t dureh Adjunk~ion yon V~II  erhalten. 
7--25389. Acta matheraatiea. 48. Imprim$ |e 27 novembre 1925. 
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5. Satz: 

I /  " I erhalten. 

enthalten. 

Rudolf Fueter. 

I m  Falle m ~ I  (rood. 8) wird K(4) aus K dutch Adjunkt ion yon 

Die Relat ivdiskriminante kann somit h6chstens die Ideale yon (2) 

Da k ( ] / ~  I) in Bezug auf k ( ~ n )  sicherlich die Relat ivdiskriminante (2) hat, 

muss somit jedes Primideal  yon (2) in K(4) quadratisch in (2) aufgehen. 

Man setze: 
0) ,  2 

l,'(~o)~t'~--2 ~, 0) . . . .  . 
0)1  

Dann folgt, da nach Definition (S. 46): 

t(--  ,,,.2. 0),) . . . . .  t (0), , 0)0.) 

ist, sofort : 

Ferner ist: 

t (0)~, ,0.2 + 2 , . o O = - t  (0),, ,o.21, 
also: 

Daraus erkennt  man, 

die Funct ion:  

dass nach WEBER 1, S. I I 4 - - I 5 ,  F(~) nichts anderes wie 

i,, (~,)= _ f .  (~) 

isg. Is t  daher  r o = ( w , w + 2 ( s + 0 ) ) )  ein Ringideal, so ist nach dem Satz, WEBER, 

S. 54o: 

~,'(~) _ + . . + 2 ( , + 0 ) )  - ~ + V , g  
2 1 2  ~ 0 9 - -  ~ 0)~---  - - - -  , 

0) 2 

eine algebraische Einheit ,  d. h. eine ganze Zahl. Nun  geniigt F(0)) der Gleichung: 

und setzt man hier: 

I•--I• 2 1 ,  ~ i , '(~) F Wo-~ ! = -' 

+ w + s + ~ o  

S+0) 

t Lehrbuch der Algebra, Bd. III. 2. Auflage: Elliptische Funktionen und algebraische Zahlen. 
Braunschweig I9O8. Wird im folgenden kurz als WEBER zitiert. 
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so wird:  

+ w + s +  ) 
also muss wegen obigem F -- W eine Einhei t  sein. 

s +  o~ 

FUETER, S. I I2 gerade t das den KSrper  K(4)  best immende.  

t t i e r  ist aber nach 

Also : 

6. Satz:  Die Gr6ssen tz--2 ~ sind algebraische Einheiten, im Falle m ~ I  
(,nod. 8): 

c) m~--5 (rood. 8). Die Gleichung (i) ist irreduzibel  in K .  Sie legt einen 

relativ-Abelschen KSrper  yore Relat ivgrade 6 fest. W i r  denken uns denselben 

so aufgebaut ,  dass wit  zuerst  die kubische Wurzel  t "~ zu K adjungieren.  Da- 

durch erhal ten wit  Is Dann wird noch eine Quadratwurzel  adjungier t ,  mn 

K ( 4  ) zu erhal~;en. Wegen:  

2t-%_3s ' 24--t ~- + t (t"-3_.__ 2~) 
- -i/i-~ 2~ ' 

ist t ] / t z ~  ~ eine Zahl yon h~.  Ferner  ist: 

~ ) -  2~:  3~ = t (t'-'-- 2 s  :3-~). 
Vt..,_2~ 

Andersei ts  ist : 

-- 2 a (2 ~ . 3~---t "~) t 
t . i . t =  + V2" .  3 ~ - - j . 2 3 - - +  i / - =  6 - - '  

- - -  | t - - 2  
/ '  V--I~ 

wo i mi t  einer Zahl yon h~ mult ipl iziert  ist. W~re  nun  i in K.~, so bliebe die 

rechte  Seite unge~nder t  bei der Subst i tut ion des re la t ivquadrat ischen KSrpers  

K(4)  in Bezug auf  K 3. Dies ist unmSglich, da bei derselben alle t in - - t ,  die 

l iake Seite also in den entgegengesetz ten Wer~ iibergeh~. Also ist i n icht  in 

h~, sondern erst in K(4) .  Letz terer  ents teht  daher  durch Adjunkt ion  yon i .  

k(i) ha t  aber in seiner Diskr iminante  nur  die Pr imte i le r  yon 2. Somit enthi~lt 

die Relat ivdiskriminante yon K(4) in Bezug auf h~ nur  Tei ler  yon 2. 

Um die Relat ivdiskr iminante  yon K s zu K zu berechnen,  bedenken wir, 

dass fiir m ~ o  (rood. 3) F j(~,~) eine Zahl yon K ist (siehe WEn~m, S. 459). Die 

Relat ivdiskr iminante  yon Vj (r in Bezug auf K kann also hSchstens die Tel ler  

yon 3 enthal ten.  
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Ist  dagegen m------o (mod. 3), so w~thle man eine zur Diskriminante von K(4) 

teilerfremde Primzahl p, die in k(}rm) in ~.~1 zerf~illt, d. h.: 

( p ) = + I ,  und fiir d i e p ~ 2  (rood. 3) 

ist. Solche gibt es immer unendlieh viele. Denn da m ~ - - 3  is~, so gibt es 

unendlich viele Primzahlen , fiir die 

ist. Naeh WEB~R, S. 25O ist dann eine bes~immte der Wurzekn: 

8 

1 / - 7 /  $ 

eine Zahl yon K. Dabei is{ die gleiehe Bezeiehnung wie FUETER, 8. 69 ge- 

wghl{. Nun is{ aber naeh WEBER, S. g52--53 

/ *+~ \  

(; @,,,,+~) 

eine ganze algebraische Zahl yon K. ~Tach FUETER, S. 7o--71 is~ sie ein Teller 
$ _ . 

yon ~r. Somit kann die Relativdiskriminante yon 3 .w - in Bezug auf K,  

da p--x nicht durch 3 teilbar sein soll, nur Teller yon ~ und 3 enthalten, wobei 

V zur Diskriminante yon K(4) teilerfremd ist. 

Zu dcm so vergrSsserten Bereich yon K erhalten wir jetzt K a indem wir 

l? in der Gleichung FUETER, S. Io 5 an Stelle yon x : : - t ~ - - 3 . 2 4 , y - - x :  ~ \ w I 

setzen. Die Gleichung lautet, dann: 

a . . . . .  

Y--  J -~-v- Y+24--~ 
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Die Adjunl~ion einer Wurzel y ergibt dann K 8. Wiirde die Relativ- 

diskriminante yon y in Bezug auf den vergrSsserten Bereich yon K einen andern 

Primteiler als solche yon 2 und 3 enthalten, z. B. ~, so w~re: 

y ~ y ' ~ y "  (mod. ~), oder o = y + y ' + y " ~ 3 y  (mod. ~), 

was unmSglich ist, da in y nur Teiler yon 2 aufgehen. 

Die Relativdifferente yon K(4) in Bezug auf K ist aber ein Teller des 

Produktes der Relativdifferenten, kann daher nur 2 und 3 enthalten, da ~ nicht 

darin vorkommen soll. 

7. Satz: Die Relativdiskriminante yon K(4) in Bezug auf K enthdlt hSchstens 

die Primteiler yon 2 und 3. 

Im Falle m ~ o  (rood. 3) sieht man, dass wegen (I) auch (t~--26) ~/" in K(4) 

liegen muss. Aber auch im l%lle m ~ o  (rood. 3) muss (t2--2 ~) die 3- Potenz 
3 1/7(8+,0  

eines Ideales sein, da der Faktor yon I / 2 ~ ]  zu 2 teilerfremd ist. 

Nach W~Bg~, S. 540 ist;, falls wieder F ( ~ ) : ( ~ s - - z  ~) ist, .F(s+~- w)- 2 8 

eine Einheit. Setzt man i n  

f ( ~ l . ~ t ~ - - I I = 2 1 2 ,  
\~o+ I /  

8 + ( 9  
fiir ~ die Zahl - - ,  so folgt: 

W 

somit is~ wegen des vorigen 

2 ~ 2 ~ 

eine Einheit. Ausserdem ist~ (t~--2~)=(2) 4. 

t~__2 6 
8. Satz: Die Zahlen ~ sind Einheiten yon K(4) u,nd die Ideale (t'~--26) 

~ind I2. Pote~zen yon Idealen in K(4). 
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c) m ~ I  (rood. 4): Setzt man in: 

~ ' d l  
G(I ,~ )  

d~-(I--m)~---~(I +m)*--4 m, so ist d die Norm der Zahl I + m + 2 w ,  ~o=Vm, 

in k (I/m). Ist:  
8+2~o 

g U  

die einem Ringideal  yon r(2) zugeordnete Zahl, so gib~ es 4 natiirliche Zahlen 

a, fl, 7, d fiir die: 

~o + b c~ ~5 + fl a ~_f l  T= I 

ist. In  der Tat  folgt fiir D die quadratische Gleichung: 

r&'2 - - (ad- - rb - -d )~+(db- - f ld ) -~o ,  ~ =  

Somit muss: 

mad daher:  

a d - - T b - - d  + ~.tV'~ 
2 

7 

sein. Daraus folgt:  

oder: 

a d - - y b + d = 2 ( I  +m) 

a d--  7 b--d-~2 s 

7- -w,  6 = I  +m-- s ,  y~+cY-~2~o+ 1 +m=(~ +.J)". 

Anderseits ist (WEBER, S, 254): 

i ~+b~\~  

~(~,~ / = 
o ~ , ~ +  ~I I 
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eine Zahl in K(2), also auch in K(4 ). Wegen der obigen Bedingung ist aber 

auch (FVET~R, S. 403, WE~EI~, S, I3O): 

[ 

Also muss ] / - - i  in K(2) sein and i u n d  ]/2 geh6ren K(2)an ;  K(2) entsteht 

aus K, indem man diese Zahlen zu K adjungiert. Dean beide kSnnen nicht 

schon in K enthalten sein, wie man aus FUETEI L S. 74, Satz 79 und den Ent- 

wicklungen yon W~BE~, S. 5 I7 ersieht. 

Diese Zahlen haben aber h5chstens die Primteiler yon 2 in ihrer Relafiv- 

diskriminante, somit enth~lt aueh die Relativdiskriminante yon K(2) zu K 

hSchstens diese Teller. 

Um nun K(4) zu erhalten, bedenken wir, dass ff in K(2) lieg$, nach den 

Entwicklungen yon FU~TE~, S. IO7. Ferner muss die kubische Gleichung yon ff 

in K in einen tinearen, und einen quadratischen Faktor in t ~ zerfallen, siehe 

FUETEI~, S. II 3 und ft. Unter den sechs Wurzeln Yt ,  Yt, •  liegt also eine, 

z. B. t i n  K(2). Nun ist aber: 

t 
2i~=3 2 , 2 ' - - t ~ y .  ~ (t~--3 �9 2a), 

Also erh~tlt5 man t durch Adjunk~ion yon ~t~Z~2 ~ zu K(2), in dem t u n d  t ~ 

liegen. Diese Zahl kann aber nur Prim~eiler yon 2 enthalten; denn es ist 

(t -2 ') = 21 . 

Daher ist die Rela~ivdiskriminante yon K(4) zu K(2) nur durch Primteiler yon 

2 ~eilbar. 

9- Satz: [ m  i~hlle m ~ x  (rood. 4) enthiilt die Re la t i vd i skr iminan te  yon K(4) 

zu  K n u t  die Pr imte i l er  yon 2. 

Nach W~rrR,  S. 540 ist: 
t 2 - -  2 6 

2 8 

eine Einheit. Da aber nach obigem ~ sichertich in K(4  ) vorkomm~, so gil~ 

der Satz: 
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IO. Satz:  Die Zahlen (t~--26): z ~ ,r Einheiten, und die Ideale (t~--2 ~) sind 

in K(4) 12. Potenzen yon Idealen. 

Zusammenfassend ergib~ sich fiir alle F~ille der Satz: 

I I. Satz:  Die Relativdis}riminante des KSrpers K(4) zum Klassenk6~Ter 

K enthh'lt nut die Primteiler yon (2). N u t  im I/alle m ~ 5  (rood. 8) ka~2n der ku- 

bische b~nterkSrper auch noch die Primteiler yon (3) enthalten. 

Die ganzen Zahlen t~--26 yon K(4) sind x2. Potenzen ei,nes Heals 9 von K(4). 

I I I .  

D i e  Relativdiskriminante der Teilungskiirper zum Klassenringkiirper K(4). 

Es sei ~ ein ungerades Primideal  yon k (I/m), das zur Diskriminante des 

Klassenrings K(4) tei lerfremd sei. Wi r  wollen der Einfachhei t  halber  im Fol- 

genden immer an dieser Annahme festhalten, t rotzdem alle S~itze auch fiir be- 

liebige ungerade Ideale  f start 0 r bewiesen werden k5nnen. Da wir aber zu 

unserem Beweise nur den genannten Fall gebrauchen werdcn, und die Beweise 

bei der Annahme einfacher werden, begniige ich reich mit dem Unterfall .  

i2. Satz: Die ga~ze Zahl V ( t + 8 ) 3 ; [ ~ :  } is / / . , \  eine bestimme~de Zahl des 
\ ~" / 

I~elativk6rpers :~. (41 )r) von K (4). 

Nach FUET~R, S. ~26 ist der Relat ivgrad yon ~(40 ~) zu K(4) gleich ~ (0r). 

V ( t + 8 ) ' . ~ ( ~ )  ist ferner  nach Ft~I~TER S. I39 , Satz I43 Die Zahl in �9 :.... (4 0r). 

Ausserdem ist im KSrper  K t, ( t+  8)3; das Primideal  1~ die ~o(~):te 

Potenz eines Ideals (FuET~a~, S. I39, Satz I45), so re r  muss, da I~ zur Diskrimi- 

nante  yon K(4) tei lerfremd ist, der Relat ivgrad yon wenigstens 

gleich ~0(O ~) sein. Der  Grad Jut also gleich 9~(0~), und somit [/(t+s)3;l ] 
eine best immende Zahl yon -:-:-(4Or). 

I. Hi l fssatz :  Es gilt die I,'ormel: 



Die singul~ren Moduln un4 die elliptischen Funktionen. 57 

~1 (z) hat  im Periodenparallelogramm als elliptische Funktion 3. Ordnung 

OJ 1 0.~ . 
nur bei z ~  ~~ einen Pol 3. Ordnung, und ffir z - - - - o , - - , -  ]e eine ~ullstelle 

2 2 2 

I. O r d n u n g .  Daraus erkennt man, dass die linke Seite der Gleichung im 

Periodenparallelogramm nirgends null oder unendlich wird, also eine Konstante 

ist. Um dieselbe zu berechnen setzt man z . . . . .  , dann wird wegen ~ = I 
4 

und (2): 

= t + 8 ,  

und wegen 9 ~ ( ~ ) = - - I :  

also: 

(.03 ~ 0)2 - -  tTD 1 

womit die Formel bewiesen ist. 

2. Hilfssatz: L~t ~ eine ganze Zahl yon k (]f~n), f i ir die ~ I  (mod. 2) ist, 

so gil t  die Formel: 

~ (~)--1 

(t"-2 ") ~ ( v  z ) - ~ ( z ) 1 1  ~ (z+tt),  a eine der Zahlen o, I, 2, 3. 

Dabei sind die Perioden ~ol, ~o~. die besonders gewiihlten Basen eines zu (v) 

teile~'emden, ungeraden Ideals I~ yon k, und # durehlduft alle Zahlen der Form: 

X~ o~j -t- X 2 ( ~  

in denen x~ ~ +xe~% ein volles Restsystem yon ga~zen Zahlen in  k Imod. ~) mi t  

Ausnahme yon ~ull bedeutet. 

Denn ~1 (vz) hat die einfachen Nullstellen: 

x~ w~ + xew ~ wl w.2 
z - -  - - # ,  z . . . . .  + tt, z -=  + lu, 

V 2 2 

8 - - 2 5 3 8 9 .  Acta mathematica. 48. I m p r l m 6  le 27 n o v e m b r o  1925. 
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und die dreifachen Pole: 

d a . z . B ,  wegen ~ i  (rood. 2): 

0)~ z = - -  -]- # 
2 

x~--~ 0 ) ~ +  x~--~ 0)~ }i0)~+x~0).~ co.,~ q- x~ 0)i + x~ 0)~ __ 0)s + __ 0),~ + , 

2 ~ '  ~ 2 ~ 2 ~' 

ist. Genau dieselben Nullstellen und Pole hat  aber auch die reehte Seite der 

Gleichung, daher  ist der Quotient der Funkt ion  ~1 ( v z )  und der rechten Seite eine 

Konstante :  
~h (~ z ) = e  ~ (z) u ~:~ (z + t~). 

b) 

Um c zu berechnen, bedenken wir, dass: 

lira ~ (vz) d~ - -  lira 
z=O ~ 1  (Z) z=O d ~ l  (2') 

d~ 

- -  l i m  v (6 ~ (v z)  ~ + t 3; (v z)  + 2) 
~=0 6 ~; (z) ~ + t ~; (z) + 2 

lira ~ ( v z )  lim v ( 6 ~ ( ~ ' z ) 2 + t ~ ( v z ) + 2 )  
. . . . .  Ez(z) . . . .  6 ~ (z )~+ t  ~ ( z ) +  2 

"~=~' 2- z=E'5 

2 2 

Setzt man somit in: 

~1 (~' Z) C U C~ 1 (Z ~- ~t) 

ffir z die Wer te  o, 0)1 0)2 0)3 

2 2 2 
ein, so folgt:  

(t0 

(t,) 
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Multipliziert man  die Gleichungen, so folgt:  

oder wegen Hilfssatz ~: 

denn 
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a 

I=C 4(t2-26) n(*'>-l, C=(- - I )  2 

(t~---2 ~) 

a ~ o  oder I, oder 2 oder 3, 

die Anzahl der tt ist gleich der Norm n(v) yon v in k weniger der aus- 

geschlossenen Restklasse o .  

I3. Satz:  Is t  ~ sine ganze Zahl von k, die zu ~ teilerfremd ist, und f i ir  die 

v~--I (rood. 2), so sind alle Zahlen 

wo x~, x+=, wgendwelche ganze rationale Zahlen sind, ganze algebraische Zahlen, die 

nur Teiler yon (2 v) enthalten kb~nen. 

Denn nach dem Beweise des letz~en Hilfssatzes und der Berechmmg yon c ist: 

a n(+)--I ( + X~t021 XltOl..~X~fD 2 (--i)2 (t2--26) ' y=H-~,~l X'~I 

Nun is~ wegen u ~  (rood. 2) nach FUETV.R, S. I20 Korrollar zu Satz I23 

(xl <ol_+x~c% / sine ganze algebraischs Zahl, also auch: 
\ ! 

also aueh ~ t  (#) sslbst. Wsgen  dsr vorigsn Pormel kann absr disss Zahl nu t  in 

~ odsr t ~ 2  G aufgshsn.  Dis lstztsrs Zahl snthiilt  absr nur  Tsiler yon (2), wo- 

(lurch der Satz bewiesen isL 

I4. Satz:  Die Relativdiskriminante yon -:.:-(4~ ~) zu K(4) enthdlt nu t  die Teller 

vo~ ~ u~d (2). 
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Es sei z eine durch 0 r teilbare ganze Zahl yon k. Da ~ ungerade ist, daft  

man z----~ (mod. 2) annehmen.  Man kann dann setzen: 

~ r /  

wo xl, x~ bestimmte ganze rationale Zahlen sind, fiir die Xl------X~+_I (rood. 4) 

ist. Aus dem Additionstheorem (3) der ~-funktion folgt: 

~1 (t) ~ 

(g + t) = 4 (~  (~) ~ ( t ) -  ~)'~ ' 

(g) ~ ,  (t) ~ 

( g - - t )  = 4 (5~ (Z) ~ ( t ) - - I )  ~ ' 

woraus durch Subtraktion und Multiplikation: 

~ (z) ~ (t) 
(~ -1- t ) -  ~ (2' - -  t) = ( ~  (2') ~ ( t ) -  I )2, 

( ~ ( ~ ) - ~ ( t ) )  ~ 
(z + t) ~ ( z - t )  = (~ (~) ~ ( t ) -  ~)~ 

Durch Kombination der beiden Formeln folgt: 

(~ ( ~ ) - ~  (t)) ~ (~ (~ + t ) - ~  ( ~ - t ) ) =  ~ (~ + t) z (~-t )  ~ ,  (~) ~ (t). 

Man setzt jetzt hier: 

z+ t=~ t~=~ xl ~o~ +x~%, 
7t: 

X 1 O) 1 -~  X 2 OJ 2 
z - - t = * i t ~ 2  

:7r, 

wo ~ I  (mod. 2), (re)--iro }pr ' 

sei. Dagegen sei ~ + #  (mod. pr), und beide zu p teilerfremde ganze Zahlen in k. 

Dann muss: 

Z ~  
2 gr, 

(~) ~r' (~) ~r 

sein und die obige Formel lautet 
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wegen Satz 4 und I3 enth~lt daher die Differenz 3; ~ :  - - %  ~- nut Prim: 

teiler, die in (2~) aufgehen. Die Zahlen 3; ~0~ und 3; sind aber kon- 

Za ,eo  I4/. jugierte 

tivdifferen~;e yon 3 ; ( 7 ) i n  Bezug auf K ( 4 ) k a n n  daher, da die Gleichung relativ- 

Abelsch in Bezug auf K(4) ist, nar  die Primteiler yon (2z) enthalten. 

Von z ist nur vorausgesetzt, dass es durch 0 ~ teilbar sei, und ~ I  (rood. 2) 

ist. Nimmt man ein z*, so dass ~ und ~ zueinander teilerfremd sind, SO 

enth~lt die Relativdifferente nur die Primteiler yon (2z*), also nur die Primteiler 

yon (2) 0. 

K5rper .:§ ~) wird wegen Satz I2 erhalten, indem man zu 3;(i~,.)'--" Der 

die Quadratwurzel V ( t + 8 ) ~ ( ~ ) a d j u n g i e r t .  Die Relativdifferentedieses 

/ - -  

noch 

relativquadratischen OberkSrpers kann nach FUETER, S. I39 nut  die Teller yon 

(2)0 enthalten. Die Relat, ivdifferente yon "~(40) zu K ( 4 ) i s t  aber nach HIL- 

B~RT, Zahlbericht, S. 209, Satz 4I das Produkt der beiden Relativdifferenten. 

Daher kann auch dieses Produkt nur die Teiler yon (2)0, also auch die Relativ- 

diskriminante nur die Teller yon (2)0 enthalten. 

Es gilt nun aber noch der feinere Satz: 

einen zu k u.nd K(4) relativ-Abelschen 

dessen Relativdiskriminante zu Oberkb'rper yore Relativgrade I 2 K(4) f st, 

K(4) nut  die Teller yon 0 enthalten kann. 

Die erste Tatsache folgt aus Satz 4 und 12. Wir haben nur noeh zu be- 

dass die Relativdifferente yon 3; ( ~ ) z u  K(4)ungeradeis t .  Wir  brauchon weisen, 

dazu eine Reihe yon Si~tzen. 

Der KSrper yon t u n d  3;(!r~) werde mit Ks(p r) abgekiirzt. Ferner setzen 
\~'l 
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wir tiber die oben definierte Zahl z noeh mehr voraus, der Einfachhei t  halber, 

ngmlich: 
Z ~  +_ I (mod. 4). 

3. Hilfssatz:  Die Zahlen." 

2 12 2 8 

t~__2 ~' t + 2  s' 

sind ganze Mgebraisehe Zahlen. 

Zum Beweise setzt man den W e f t  =-:x, reehnet  umgekehrt  t ~ oder t aus, und 

setzt ihn in der Gleichung (I) ein. Da j (*~ l  eine ganze algebraische Zahl ist, 
\Wll 

wird such x ganz sein, wie die einfaehe Reehnung ergibt. 

Wir  setzen im folgenden stets: 

tt . . . . . . . . .  ~r - - - ,  i~t Idealform: /~)~-l~r,  

wobei x~x~- -+_ i  (rood. 4), sons~ aber beliebige ganze rat ionale Zahlen sind. 

16. Satz:  Die Zahle~z: 

(t + 2s) '/" und -it=2-~),/-~, 

sind ganze algebraische Zahlen. 

Wir  beweisen nur,  dass die ersten Zahlen ganz sind. Der Beweis der 2. ist 

genau gleich. Nach dem Additionsgesetz ist: 

oder: 

~ ( z ) ( 4 ~ ( z ) ~ + t ~ ( z ) + 4 )  
0 : ( z y - , )  ~ 

( ~  (z) ~ ~ I) ~ : ~ ( 2 ) i  [4 ~ (z) ~ + t ~ (z) + 4) .  

,35). 

% (~*/ 
Setzt man z ~ y ,  so ist ~ ( 2 y )  - t  eine Einheit  (siehe Fum'Em S. i29, Satz 

Die GrSsse: 
u = ~ ( ~ , ) -  
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geniigt daher  der Gleichung: 

((u+ I)~-- I)~=e (4 (u+  I ) : + t  ( u+  I )+4)  , 
oder: 

u * +  4 u 3 + 4 (~  - - s ) u * - - ~  (t + 2 a) u - - ~  (t + 2 3 ) =  o .  

Daraus  folgt, dass 

X - -  - -  ~( t t ) - -  I ) = ( t  + 2s)~/~, 
)~ ' 

der Gleichung geniigt: 

2 ~ 2 2 
~'+ ~z~+ ~ (I-~) x~-~z~ X --~ 2~=-0. 

W e g e n  des 3. Hilfssatzes sind aber alle Koeffizienten ganz, also auch x. 

Es gilt abe t  noch der schii.rfere Satz: 

17. S&tz: Die Zahlen: 

U - -  ~ (,a) - -  I und V--  ~ (#) + I 
(t + :~)'~ (t-2V/~' 

sind ganze algebraische Zahlen, und zwar Einheiten. 

dass 
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Wgre  dies nicht erfiill~, so miisste es wegen Satz I6 eine Zahl r geben, so 

U U 
1 1 ~anz, 1 I 

�9 - + - -  1 + ~ + . - - - ~  2 r + l  1 +~-+.  2 r 

gebrochen, Z~( t  + 2s) ~/*, 

U 

Nach Annahme ist: 

wgre Wi r  kiirzen den Exponenten  I + I2 + ' " " + ~ mit nr ab. 

I __~<nr~ 2 .  

Nach dem obigen Beweise gilt die Formel:  

~2nr+l--~r ~nv _ _ ~ 8 _ 3 n r + 1  U 

u _ ~ ( ~ ) -  

Dann ist sicherlich: 
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ganz, daher auch die konjugierte" 

Somit ist: 

"~-(2 /~)--I 
~7~ r 

- -  I I ~ (if)-- ~ (2 if) 
)."~ ~ (2 ,.) )."~ 

ebenfalls ganz, da .~ (2 ,u) nur  Primteiler  besitzt, die in dem ungeraden Primideal  

p aufgehen, und  ( t+2  "~) nur  gerade Teiler besitzt. Ferner  ist nack Definition 

2 n ,+~- -n , - -2 .  Somit sind auch alle Coeffizienten yon U/g"r+l ganz, d. h. die 

Zahl selbst ist ganz gegen die Voraussetzung. Der Satz ist damit  bewiesen. 

ff Dass ~ eine Einheit  ist, sieht man aus derselben Gleichung. 

I8. S a t z :  Die Zahlen : 
-Z, (f,)~ 

:~ ( F , ) V t ~ - - ~  ' 

sind ga,nze algebraische Zahlen, und zwar  Ei,nheiten. 

Denn nach Satz 17 ist 

ganz, also auch: 

: r  (~ (.)~_,)~ ]'%(:.)-, ~ (#) +,I/ 

I 

Nun ist abet  ~ ( ~ ) / ~ ( 2 # )  eine algebra,isehe Einheit. 

des Satzes ganz. 

Anderseits ist nach S. 58 

n(~)  - 1 a 

HE,(ff)=( ts--26)  ' .~(  .... l)". 
(tl) 

Somit ist die Zahl 

Liisst man nur  iiber diejenigen unserer # das Produkt  gehen, deren Ziihler 

zum Nenner  0 r tei leffremd sind, so sieht man leicht nach bekannten Methoden, dass 

q, (~r) 

(2~ ~ ,  (~ , ) )=( t~-2  6) , . 
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ist. Da  nach F v n T ~ ,  S. I29 aueh 

( n ' z  (#))=~" 

isk wo fiber dieselben tt zu multiplizieren is~, so folgt:  

~:, (t~) ~ ( ~ ) = ( I ) ,  

d. h. die Zahlen sind Einheiten. 

19. Satz:  Sind th und tt~ zwei Zahlen tt, deren Ziihler zu p teile~fi'emd, 

und (rood. p") nicht in denselben Strahlklassen sind, so sind die Zahlen." 

ganze algebraisehe Zahlen, die nut durch die Primteiler von p teilbar sein k6nnen, 

zu allen iibrigen Primidealen abet teile~fi'emd sind. Die zweiten Zahlen sind Ein- 

heiten. 

Setzb man in der Gleiehung: 

(~: (~ + t ) - z  (~-t))(~: (~)- ~: (t))-~= z (~ + t) z (~-  t) ~1 (~) ~:, (t), 

an Stelle yon z die GrSsse z + t ,  an Stelle yon t die GrSsse z - - t ,  so wird: 

(Z (2 z ) - - ~  (2 t))(Z (z + t ) - - Z  (z--t)) ~-~ Z (2 z) Z (2 t) ~z (z + t) Z~ (z--t). 

Eliminiert  man aus beiden Gleichungen die Differenz mit  den Argumenten  z +  t 

und z - - t ,  so folgt~: 

(~: (z)- z (t)) ~ ~~ (z + t) ~:~ (~-  t) z f  (~) ~ (t) 
Z(2 z ) - -Z(2  t) r 1 6 3  

Setzt; man hier z = / h  , t=g~ ,  so werden rechts die Wer te  der Funkt ion  

nur  die Primideale yon p enthal ten k5nnen. Ferner  muss wegen des letzt~en 

Sa~zes rechts noch der Faktor  Wt~- -~  auf~reten. Dagegen kann wegen der An- 

nahmen fiber th und tt~ niemals ein Faktor  null  oder unendlich werden. W i t  

setzen: 

(~: (t~l)- ~: (~.~))~ = n~ (t ~ -  26)% 
(~ (2 t ~ , ) - � 9  (2 ~))  

9--25389. Acta mathematiext. 48. Imprim6 le 27 novembre 1925. 
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wo H1 eine ganze algebraische Zahl ist, die nur  Pr imte i le r  yon 10 enthal ten  kann. 

Genau dasselbe Resul ta t  erh~lt man, wenn man fiir z und t die Zahlen 2ire1 und 

2itte, i = I ,  2, 3 , . . .  r setzt. So finder man  die Reihe yon Gleichungen:  

122r 2 (~ (,~)-~ (,.~))~-~~ = m~r-~ (t.~_ ~)~ , 
(~ ( 2 # , ) -  ~ (2 ~.~))~'-~ 
(~ (2 # l ) - - ~  (2 ~t2)) 22"-2 r/22r--t 122r--' 

(c~ (2r-- 1 ftl)__c~ (2r--1 #2)) = /~r--1 (t~--2G)},  
("~ (2r #1)--~ (2r #2) 

in der alle H ganze Z a h l e n  sind, die nu r  Pr imte i le r  von !0 enthalt;en. Durch  

]Ylultiplikation aller Gleichungen ergibt  sich: 

(~  ( , ~ ) - z  (#0) ~ ~ ~ _ ~  
( ~ ; ( 2 , ~ ) _ Z ( 2 , , . ~ ) )  = n , ( t~__z~)~ ~ , 

wo //'* dieselbe Eigenschaf t  wie die H hat. I s t  r der kleinste Exponent ,  fiir 

den (r nicht der Exponent  yon ~!): 

so wird: 

also : 

oder: 

2r~-I (mod. or), 

(2, ~,)=~ (~,), ~ (2 r ~)=~  (~), 

1 22r--1 
(~ (#1)__ ~ (#2))22r--1 ~_ //* (tu_26)2 a 

( t~ , ) -~;  (~_~) = rr~* ( t ~ -  2~) '/~ 

wo / /**  eine ganz Zahl ist, die nur  Pr imte i le r  von p enthiflt. Damit  ist der Satz 

fiir die ersten Zahlen bewiesen. Wegen  der fr i ihern F o r m e l :  

~ ( ~ ) - ~ ( t )  
~; (z) ~ ( t ) -  i 

- + V ~; (z + t) ~ ( z -  t) 

folgt  er ohne weiteres auch fiir die zweiten Zahlen, falls man  wieder z = t h ,  t=#~  

setzt. Zugleich sieht man, dass ~ ( t t , )~ (#2)--I auch zu ~ te i ler f remd sein muss, 

und ~ (#1)--~ (~$2) genau durch |/3;(#:t + tt2)3;(th--tt~,) te i lbar  ist. 
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zo. Satz:  Die Zahlen: 

i~:~6<]$-~G) •  
(t ~ -  2 ~)'/" 

sind ganze algebraische Zahlen, und zwar Einheiten. 

Denn aus der eben angefiihr~en Gleichung folgt:  

+ V - ~ ( z  + t) ~ ( z - t )  +_ ~ - - -  

67 

Setzt man wieder z + t = t t ~ ,  z--t=tte,  so ist jeder der Faktoren des Z~hlers 

rechts genau durch (tT2a) t/4 teilbar (Satz I7). Der Nenner  rechts ist durch 

(t2--2G) '/6 genau teilbar (Satz I9). Also die linke Seite genau durch (t~--2s) '/" und 

der Quotient  ist eine Einheit.  Andere Teller kSnnen nicht  auf~reten. 

Aus dem Satze ~9 folgt, dass die beiden Zahlen: 

V~ ( ~  • V~(~)  

ganze Zahlen sind, da ihre Summe und ihr Produkt  ganz sind (siehe Hilfssatz 3). 

Ferner  sind sie nur  durch Primtei ler  yon 13 und durch keine andern Primideale 

teilbar. Es sei tt 3 eine 3. Zahl tt, dann ist auch: 

V~: (,,) ~ (,~)-V ~: (,.~) ~ (,~) 
( t~--  2G)'/~ (t ~ -  2~)'/. (t ~ _  2G)~/,~ 

_ V m (~,) m (u~) -~  Vm (~)  m (~.) - 

ganz und nur  durch die Primideale yon 13, aber keine andern (geraden) Prim- 

ideale teilbar. Wir  setzen: 

wo sicherlich: 

~ !  I (mod. 13r), 

sein soll. 

Jetzt  sind: 

t t . 2 ~  tq,  tt3 =- ~ tt~, 

oder ~ e ~ i  (rood. 13") und ~ I  (mod. 2), 

Sonst ist aber ~ eine beliebige, zu ~ teilerfremde ganze Zahl yon k. 

V ~  (#1) ~(~#1)-- I ~/~-~(~ttl) ~ (~ftl)-- 1 

+ (~(z)y ~)(~(t)_~ ~) ~:(~)-z(t) +_~ (4) 
~:(z) .~(t)- ~ ~: (z) ~( t ) -  
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ganze Zahlen naeh Satz 20. Ihre Ziihler gehSren dem KSrper K~(O") an (siehe 

(4)). Die Nenner kSnnen hShern KSrpern angehSren, blach Satz ~I ist aber 

in K (4) schon: 

(t~__2 6) ~_ ~lz,  

wir kSnnen somit in s stets eine ganze Zahl ~ yon K(4) finden, so dass ),:(t~--2~) '/~'~ 

keinen Teiler mit (2) gemein hat. Es gibt dann eine ungerade ganze rationale 

Zahl a, so dass: 

~- a .... , -~'= a . . . . . . . . .  , 
). L 

ganze Zahlen yon h~(p ~) sind, die keinen geraden Primteiler besitzen. Diese 

beiden Zahlen sind aber ausserdem relativconjugiert in Bezug auf K(4)(Fu~TE~, 

Satz I33, S. I28). lhre Differenz: 

ist nach obigem und weil a ungerade ist, ebenfalls durch keinen geraden Prim- 

teller teilbar, somit muss, da h~(O ~) zu K(4) relativ-Abelsch ist, die Relativ- 

differente yon /t~(O ") zu K(4) ungerade sein. Damit ist Satz 15 vSllig bewiesen. 

Wir fassen das erhaltene nochmals in dem Satz zusammen: 

2 I .  

Primideal von k, 3o legt : ~ ( i ~ ) =  :~(t*), wo f und m z,u O teile,J)'emd sind, 

OberkSrper h~(~ r) von K (4)fest, der folge~Me Eige~'chaften besitzt: 

Satz" L,t ~ ein m~gerades, zur Diskriminante yon K(4) teile~fi'emdcs 

einen 

I) h~(~ ~) ist relativ-Abelsch zu k und K(4). 

2) Sein Relativgrad zu K (4) ist ~/~ 9 (~). 

3) Sei~e Belativgruppe zu K(4) ist holoedrisch isomorph mit  der (;ruppe der 

Strahlklassen (rood. ~),  in die die Zahlen yon k zerfallen. 

4) Sei~e Belativdiskriminante in Bezug a u f  K(4) kau~z nut  die Primteiler yon 

enthalten. 
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IV. 

Der al lgemeine Strahlklassenk~rper.  

Nach der Definition der ~-Punktion ist: 

(z) 2'L 3 - - I q - - - -  
e~ t "3; (z) 

Sind wieder wj, ~o,~ Basiszahlen eines Ideals Iu=(oh, co2) yon k(]fm), so setze ieh: 

a) m r  / - - I :  Dann sind g~ und g3 yon null verschieden. 

| (~; o,,, o,.~)= '~-~ ~'(~; o,,, o,9) = , . , .  ~(~_ ).  !_. 
g~ e~ e3 g.~ 

3 

g~ .q~ ~(~) 
Setzt man f i i r -~ ,  ~ ,  die Werte ein, so wird (siehe (~)): 

e 3 c~ e~ 3 

if_____ i ( 2 2. ) t ' - - 3 . 2  3 
| ,o,, ,o.~) = 3 2 , .y~_2 t~  ~+ t~ (~ ;  , o , i , ~ )  " 

b) m - - I :  Dann ist g~=o, g2~o, 

�9 q'2 ~ 2" ' 

|  ~ (z )~_  i ( z-L3_ )~. 
t ~ (,g ; 0)1, (02) / 

c) m = - - 3 :  Dann ist g~=o, g3~o, 

t ~ 3  .24, Y--~.~2 -~, g 

~(z;wt,~o~ ) ~(Z) 3 I ( 2'~.3 )~ 
g3 2 ~ ~ + t % ( z ; - -  ~ ,  ~.~) " 

Aus der bekannten Eigenschaft der Weierstrass'schen Funktionen ~, g2, g~, folgt: 
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22. Satz:  ~ ( z ;  wx, ~,~) bleibt ~tnge/indert, fal ls  man m( f  w~, w,,_ irge~d eine 

Substitution der Modulgr~tppe ausiibt. 

Das Ziel dieser Arbeit  ist, zu beweisen, dass die Relat ivdiskriminante yon 

K zu k gleich eins ist. Da  im Falle m = - - t  und m~- - -3  die Klassenzahl eins 

ist, ist K =  t', also nichts zu beweisen. Um die wegen der Definition yon 

nStigen Fallunterschiede zu vermeiden, setzen wi t  im folgenden voraus, dass m r  ~ - - I  

u~d m ~ - -  3 sei. Die S~tze gelten iibrigens alle auch in diesen F~llen, nur 

miissten die Beweise besonders gefiihrt  werden. 

Es sei f ein beliebiges, zu lo teilerfremdes Ideal  in k. Wir  setzen: 

X~ ~o~ -4- X~ (o2 

4v 

z habe die symbolische Form: 

Dann  gilt der 

WO X l ~ X 2 ~ = +  I (mod. 4) is~. 

ilt) 
z =  i ~ i '  f tei lerfremd zu [. 

[i 1L, ) 23. gatz :  ~ ( ~ ; ~ o ~ ,  (~-2 ist ei~w algebraische Zahl. Der OberkSrper 

~(~ f ,  ,,,,, ~% von j (~-~), wo wj, ,o~ die Basis vo,~. m ist, ist ide,t isch mit  dem 
\w~/ 

Kb'rper ".":(4 f), der K5rper K ~ f}, j - "- h(~t daher de~z Relati~,grad h,~ (4 f) ztt 
\ w l / /  

k (V~m), ist relativ-Abdsch zu k, und seiue Relativgruppe ist holoedrisch isomorph 

mit  der Gruppe der Sb'aMklassen in k (rood. 4 f). 

Denn nach Definition ist ~ sicherlich eine Zahl des K5rpers ~'(4 f), der 

j im t dutch  t u n d  ~ l(4)f] gebildet wird. Ebenso f o l ~  auch wegen FVETE,, Satz 

I23, S. l iT,  dass jede Zahl ~(x ' c~  bei be l iebigem/1,  x o eine algebraische 
\ ] Y 

Zahl is~. l~ach dem Prinzip der komplexen Mult ipl ikat ion folgt, wie bei Wns~.~, 

s. 572 u. ft.: 

24. Satz" ~s't m =-(a~, to.,) ei~s Ideal yon k, gegeben dutch sei~e Basiszahle~, 

ei,~e beliebige gat~ze Zahl  yon k, so ist: 

= R 
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wo R eine rationale Funktion yon | ist, ,leren Koeffizienten Zahlen des Klassen- 
kb'rpers K .s'ind. 

Daraus folgt, d~ss~  :-~-1~~ x~w~ dem K5rper j co., , ~ ( 4 ) ~ ]  angehSrt. 

Nun gehSrt umgekehrt t dem KSrper v~176 und @(xl~~ x~-w~') an. 

Denn t geht bei allen Substitutionen der Modulgruppe in die 6 Wer~e t~ fiber, 

die Wurzeln der Gleichung (1) sin& Diese sind alle yon einander verschieden 

', +x~co~) geht aber dureh die Substitutionen (da m ~ - - I  und --3 ist). ~ ' ~ %  
4 

in die 6 Werte: 

w, + ~,aA . ~(=,o,__+~q 
x.a=~ 4 l' 

z ' = ~  ( " ) '  4 x~--~ (2 w~:  -w-~ ) 

fiber, die ebenfalls yon einander verschieden sind, und der Gleichung geniigen: 

.. (.); (:(,;/_ �9 < ~ '  ~ .q~ x.' l":-.]~x -"- ~-~..q~ x'  f (x)~-2 'x~  - ~'i - s X g ~ !  .< * w / s ~ =o ,  

V.od 

Diese Gleichung finder man leicht, wenn man das Additionstheorem der Iv-Funk- 
tion fiir ~ (z) schreibk daraus in der bekannten Weise ~ '  (2 z) berechnet, und 

dessen Nenner null setzt. Das bekannte Lagrange'sche Prinzip (slehe Wr:BEr~, 

S. 245) ergibt dann, dass: 

Daher is~ t, und somit auch ~ \(4)[! 

j ( w ~ / l ,  und der Satz bewiesen. 
VO,f l 

( ( i  eine Zahl des OberkSrpers ~ 4)i ' 
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lch definiere jetzt fiir jede.e Ideal f yon k den Oberk6rper "~. (f) yon k als den 

I~5"irper yon ~ v_; wl, c% uml j V"l! 

~ f f ) = K ( i . - i : , , ~ ( i l [ t ,  . ,o., . ; .  

Wegen  Satz 2 3 is~ die Definition die friihere im Falle, dass f die Form (4) [ 

hat. Uber  die KSrper  .~ ([) gelgen die folgenden Siitze: 

2 5. Sat~.: ~.(f) ist U~#erk6rpev yon "-(4f); ":':([) ist somit relativ-Abelseh in 

Bezug a~( k (gin). 

I)enn nach Satz 2 4 ist 

f. ! : : : t i t  t(4) f/ j 0, " 

Die Koeffizienten yon B sind rat ional  in k. 

26. Satz:  Der Relath'grad yon *(f) /n Bezug a~(f k ist hs(f). 

Is t  ~ yon der Form (4)~, so geht  der Satz hervor aus Satz 23 und FvE'rE~, 

Satz r42, S. x38. Wi r  wollen nur noeh den einzig fiir das folgende wiehtigen 

Fall  beweisen, dass f e i n  ungerades Ideal  yon k ist. In  diesem Falle  sei ~ der 

Grad yon ~(f) relativ zu k. Es ist h~ (4f) der Rclat ivgrad yon ":'(4t) zu k. I)iesen 

KSrper  erhiilt man aus ~ (f), indem man zuniichst t adjungiert ,  was einen Relativ- 

grad yon hSchstens h~(4)/h zu e(f) ergibt, h ist die Klassenzahl yon k. In  dem 

erhaltenen KSrper finder sich aueh ~ ; ( ~ .  Denn nach I)efinition ist: s o  
~ t /  

= t "-2-41 3"~--2t _ [ ! m ~  
3 ( c , _ 3  : - 

I 

Nach Satz I2 erhiil~ man ~ (4 f) dutch  die weitere Adjunkt ion der Quadrat- 

wurzel: 
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Der Relat ivgrad yon * (4 ~) zu * ([) ist daher hSchstens gleich: 

u n d e s  ist: 

2 hr (4) 
h 

<.2h~(4) oder . > hh,(4~) 
h~ (4 f) : n =_ -- h -' = 2h~(4~ 

Nun  ist aber, da [ ungerade ist: 

somit wird: 

h.~(4 [):-=~o (4) h,,(f)-- 2 h'~4)h,(~), 

,~ ~ h~ff). 

73 

l lm\  
Andererseits geniigen aber alle Werte  ~ ( ~ )  einer Relat ivgleichung yon h.~(f):h- 

tern Grade in Bezug auf den KlassenkSrper K. Denn es ist: 

]/S(f) _-- I 

es gibt somit ein System yon n I ganzen Zahlen ~ (mod. f), deren Summe oder 

yon je zweien niemals congruent  null (mod. ~) ist. Is t  ~(~-~)  Differenz eine 

Wurzel, so erh~ilt man alle weiteren (lurch ~ ( ~ ! ) .  Siehe hiezu die Entwick- 

lungen, W~BV.R, S. 573 u. ft. Daher  ist: 

n < n i h ~-- h,([), oder n < hs([), 

da der Grad des 

einigen, wenn 

Klassenk5rpers h is~. Beide Ungleichungen sind nur  zu ver- 

, = h , ( f ) ,  w. z. b. w. 

Das System der ~, als Kongruenzklassen (mod. ~) aufgefasst,  bildet niehts an- 

deres als die verschiedenen Strahlklassen (rood. f), zu denen al!e Zahlen yon k An- 

lass geben, in die also die t [auptklasse yon k im Strahl (rood. f) zerf~llt. Denn 

da n ~ - - I  und m - - - - 3  ausgeschlossen ist, so k5nnen in k nur  die Einhei ten 

_+ I auftreten. Daraus folgt  der weitere 
1 0 - - 2 5 3 8 9 .  Acta mathematica. 48. ImprlmCl le 27 n o v e m b r o  1925. 
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27. Satz:  Die Relativgruppe des K6rpers *([) in Bezug auf  den Klassen- 

k6~Ter K ist holoedrisch-isomorph mit der Gruppe der Strahlklassen (nwd. f), in die 

die Hauptklasse yon k zerfiillt. 

Aus den beiden S~tzen x und 27 folgt  der weitere 

28. Satz:  Die Relativ.qruppe des K6rpers .'.§ in Bezug a,~tf k (Vm) ist ho- 

loedrisch iso~oiTh mit der Gruppe der Strahlklassen (rood. f) i,n k. 

Die Haup tau fgabe  ist, die Relat ivdiskriminante yon *([) in Bezug auf  den 

KlassenkSrper K festzustellen. Dazu nehmen wir von den Klassengruppen in k, 

oder den Strahlklassengruppen (rood. [) in k nur die grSssten Untergruppen,  

deren Ordnung eine 1)otenz von l i s t ,  wo 1 irgend eine Primzahl  ist. Die Unter- 

gruppe der Klassen in k heisst die Klassenzahl yon k beziiglich l und wird mit 

h (l) bezeichnet. Der  Quotient  h/h (0 ist dann sicherlich zu 1 teilerfremd. Ent- 

sprechend heisst die Ordnung der Untergruppe der Strahlklassen (mod. f) in k 

die Strahlklassenzahl beziiglich 1 und wird mit h~ ~ (f) bezeichnet. 

Entsprechend besitzen K und *([) UnterkSrper  K (t) und -~(t)(f) vom Relativ- 

grade h (t) resp. h]I(~) in Bezug auf  k. 

Abelsch zu /c, und ihre Rela t ivgruppen 

gehSrigen Untergruppen der Klassen. 

gehSrenden UnterkSJTer. 

Diese KSrper  sind ebenfMls relativ- 

sind holoedrisch-isomorph mit den zu l 

Wi r  nennen diese UnterkSrper  die zu I 

Ich  werde mich yon jetzt  an auf  den fiir den Beweis einzig wichtigen Fall 

beschr~inken, dass [ ein ungerade,~" Primideal ~ von k sei, das zu 1 teile~'emd ist. 

Dann entsteht  *(4 ~) aus .x.(~), indem man t und noch eine Quadratwurzel  ad- 

jungiert .  Der  Relat ivgrad yon t zu K ist aber 2, 6, oder 4, je nachdem m: 

I (mod. 8), ~ 5  (mod. 8) oder ~ I  (mod. 4) ist. Somit ist fiir l ~ 2  und fiir m ~  

5 (rood. 8) l ~  3 sicherlich: 

.c,) (4 v)= *(~)(~). 

Wegen  Satz 2I enth~lt die Relat ivdiskriminante yon .,(~1 (~) daher in Bezug 

auf  K nur  das Primideal  ~. Es bleiben nur  noch die beiden F~lle 1----2, und 

fiir m--=5 (rood. 8): l= =3 iibrig. 

I) I = 2 :  

a) m ~ I (rood. 4). Naeh  8atz 5 lind 7 erh~ilt man den zu 2 gehSrigen Unter- 

kSrper yon t durch gd junk t ion  yon l / - - I .  8omit  ist .l~)(41j) der zu 2 gehSrige 

UnterkSrper  des KSrpers: 

K ( 1 / -  ~, ~(4)#' 
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und ist relativ-Abelseh zu k vom Relat ivgrade 2 ~, wo ~" die grSsste in h~ (4 ~)) 

enthaltene Potenz yon z ist. Die R e l a t i v ~ u p p e  ist holoedrisch isomorph mit der 

zu -, gehSrigen Untergruppe der Strahlklassen (rood. (4)~) in k. Die Operat ionen 

der Relat ivgruppe ~ werden mit 0 bezeichnet, und 

Of,. 0~'~. 0.1" �9 �9 0~,, o~x~<:"~ ' ,  i - -~ ,  . . . ,  r, 

sei eine Basisdarstel lung der Gruppe. Die Relat ivgruppe (~ yon .'§ Bezug 

auf  den zu 2 gehSrigen Unterk5rper  des KlassenkSrpers K ist eine Untergruppe 

dieser Gruppe. W e g e n  ttILBERT, Zahlbericht,  Satz 28, S. ~9~, is~ die Relativ- 

gruppe des Strahles s(40) zum Strahl  s(4) zyklisch. Wegen  der obigen Definition 

yon .~(2)(41~ ) muss somit diese letztere Relat ivgruppe (~ die Gestal t  haben:  

lll--u 
(~: O? ~,. 0~:~, o_<x~ < 2 '~, of<_x,.<2, : - V - i ) .  

Man sieht leicht, dass man die Basisdarstel lung yon (~ immer so w~hlen 

kann, dass ~ in dieser Weise  gegeben ist. Nach den S~tzen I4 und 15 kann 

die Relat ivdiskriminante yon .x.(~)(4P) zu K (2} nu t  die Primideale yon (2) und 

enthalten. 

Es sei ~2 ein in (2) aufgehendes Primideal  yon K (2). Dann  wird ~ in 

~(") (4 ~) hSchstens die 4. Potenz eines Ideales, d. h. die Verzweigungsgruppe yon 

in ~(2) (4 ~) ist hSchstens yon der Ordnung 4. Dies folgt  aus Satz 5, Satz 7 und 

Sa~z I ~. Die Verzweigungsgruppe ist eine Untergruppe yon (~t. Sie kann keines- 

falls die Gruppe 0~ ~, x : - o ,  I, 2, 3 sein. Denn die Potenzen yon 012 geben die 

Relat ivgruppe yon ~(2)(4 p) zu dem aus K (2) und t zusammengese~zten KSrper, 

und nach Satz 15 tr i t t  ~ hSchstens in der Diskriminante der letzten zu adjun- 

gierenden Quadratwurzel  auf. I s t  die Verzweigungsgruppe durch: 

nl--1 

~1 �9 Orr~ 0 ~ X 1 " ~ 2 ~  O ~ X r ~ 2 ~  

gegeben, so ist der Verzweigungsk5rper  -.'§ selbst, dieser hat  also eine zu 

tei lerfremde Relat ivdiskriminante zu K (2). 
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I s t  die Verzweigungsgruppe dagegen: 

' n i - - 2  

+:  (0+ . 0,) ~', x - - o ,  I, 2, 3 

so ist die Faktorgruppe  C~~]~+ trotzdem zyklisch. Der  VerzweigungskSrper hal  

eine zu ~2 tei lerfremde Relat ivdiskriminante zu K (2), ist zu K (2) relativzyklisch yore 

hi ) (,) 
Relat ivgrade h(2) und zu k relativ-Abelseh yore Relat ivgrade h~")(p). Seine 

Relat ivgruppe zu k ist holoedrisch-isomorph zur Untergruppe der Strahlklassen 

(mod. p) in k, die zu 2 gehSren. Somit hal  der VerzweigungskSrper alle Eigen- 

schaften yon ..:.(2) (p), wir bezeichnen ihn mit .~(2)(p). Seine Relat ivdiskriminante 

in Bezug auf K (2) enth~lt nur die Idealtei ler  yon p und (2), ist aber tei lerfremd 

zu einem beliebigen Primidealtei ler  ~2 yon (2) in K. 

b) m ~ I  (rood. 4). 
In diesem Falle erh~ilt man .:§ P) aus ..:.(2) (p), indem man zun~chst | /z- 

(m=- 3 (mod. 4)), resp. 1 / - - i  ( , n ~ 2  (rood. 4)) adjungiert .  Dazu kommt  dann 

noch die Adjunkt ion  einer Quadratwurzel  aus einer Zahl yon K (2). Damit  ist 

aber erst der K5rper  yon (.(2)(p), t) erhalten. Es ist noch welter:  

zu adjungieren.  Die Relat ivgruppe yon .:.:.(2)(4P) zu K (2) ist: 

+: 0f,. 0+'+. 0:++, o=<xt<2",, o=<x+<2, o=<x+<2, 0.~=(V2:--V-~) 

rest). ( 1 / -  ~ : _  lrL_i)" 

Es sei wieder ~ ein beliebiges Pr imideal  yon K (2), das in (2) enthal ten sei. 

Dasselbe kann wegen der S~tze I4 und 15 in ".-(2) (4 p) h5chstens die 8. Potenz 

eines Ideals werden, d .h .  die Verzweigungsgruppe yon ~ in ....(2)(4 P) hat  hSchstens 

den Grad 8. Da  die Operat ionen 0'~1 ', die Rela t ivgruppe yon .+(2)(4 P) zu (K (2), t) 
n I -  L 

ergaben, so kann wegen Satz 15 erst die Potenz 01 in der Verzweigungsgruppe 

auftreten.  I s t  die Verzweigungsgruppe durch 

~: 0~ x*. 0~.  01 "~, O_~xi<2 ,  i = I ,  2, 3, 
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gegeben, so ist der VerzweigungskSrper mit  .~(-~)(~) identisch, und dieser KSrper 

hat. eine zu ~ t.eilerfremde Relat.ivdiskriminante zu K (~'). Is~ die Verzweigungs- 

gruppe durch:  

~r (0~ .  0 ,y ,  01', oder (0~.  0~) ~, 0p ,  oder (0~,. 0.,.  0~) ~, 0~,; x~=o,I ,~ ,3;  x~=o ,  I; 

gegeben, so ist. die Fakt.orgruppe (~/~ wie bei a) zyklisch und der Verzweigungs- 

kSrper, der mit. ~ (p) bezeichnet, werde, hat. dieselbe Relativgruppe wie .~(")(1~) sowohl 

in Bezug auf K (~), als in Bezug auf k. Seine Relat.ivdiskriminante in Bezug auf  

K(") enth~lt, nur  die Primideale yon (~) und p, ist. aber zu ~ teilerfremd. 

Ist. die Verzweigungsgruppe durch: 

711--3 ?~x--3 
(')3) (0~. 0s) ~,, oder ( 0 7 . 0 ~ .  03) ~,, x~=o,  x . . . .  7, 

gegeben (der 3. mSgliehe Fall ist. ausgeschlossen, weil ~2 sicher in der Relat.iv- 
~tl--2 

diskriminante yon W2, resp. tz---i - auft.rit.t.), so wi~re O] in der Verzweigungs- 

gruppe, was nach dem obigen unmSglich ist.. 

Somi~ ist in jedem Fal/e die Existenz folgender KSrper +.(2)(p) oder g(2)(I~) 

bewiesen : 

29. S a ~ :  I,~.t I~ ein ungerade,~. Primideal van. k, .~'o existiert ein K6~Ter 

*(2)(0 ) oder ~(~)(p) von folgeuden l'2iger~vchaften: 

a) er ist relativ-Abelseh zu k. 

b) seine Relativgruppe zu k ist holoedrisch i,s.omorph mit  der zu 2 9eh6ri.qen 

Untergruppen der Strahlklassen (rood. O) in k. 

c) Sei~w Relati~4qruppe zu K ('2) ist holoedriseh isomorph mit  der zu z geh6rige~ 

Untergruppe der Strahlklassen, die yon den Zahlen yon k gebildet werden. 

d) Die Relativdiskriminante in Bezug au f  K (2) entha'It nut  die Primideale yon 

(2) u~d p, ist abet teilerfremd zu ei~wm beliebig gewh'hlten Primideal ~ yon (2). 

2) / : -3 ,  m ~ 5  (rood. 8). 

N a n  erhiiIt~ aus ~(3/(1~) den KSrper ~(3)(4~) , indem man die eubische Wurzel  

t ~ adjungiert.. Die Relat.ivgruppe yon ~(3/(41~ ) zu K (3) wird gegeben dureh:  

(~: 0~'. 0~ �9 , o N z ~ <  3'", o =< x. ,< 3, 0 ,= ( t*  :t2). 

Es sei ~2 ein in (2) oder (3)aufgehendes beliebiges Primideal  yon K (a). Dann 

wird wegen Satz 15 ~ in ~(3)(4p) hSchst.ens die 3. Potenz eines Ideals. Die 
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Verzweigungsgruppe wird also hSchstens die Ordnung 3 besitzen. Dieselbe wird 

sicherlich nicht durch 03 ' '-1 gegeben, denn nach Satz 15 kann O~ ~''-~ nicht der 

Verzweigungsgruppe angehSren, da es der Relativgruppc yon .§ P) zum KSrper 

(K (3), t 2) angehSrt. Ist die Verzweigungsgruppe durch 

~ :  O~ 2, X - ~ O ,  I, 2, 

gegeben, so ist der Verzweigungsk5rper mit .C.~)(p) identisch, letzterer hat daher 

eine zu Cd teilerfremde Relativdiskriminante zu K (3). 

Ist die Verzweigungsgruppe dagegen durch: 

~ :  (0] n~-l. 02)"' oder (0] '''-a. 0~)" ~',, x,=-o, I, 2, 

gegeben, so hat der VerzeigungskSrper, der mit ::.:.(3)(~) bezeichnet werde, genau 

die Eigenschaften yon .(3)(p) in Bezug auf die Relativgruppen zu K (3) und k. 

Somit gilt auch hier der Satz: 

3 ~ . S&t~: Ist  ~ ein ungerades zu (3) teileJfi'emdes Primideal von k, so 

existiert ein K6rpev .+(3)(~) oder .~('~) (~), der genau die in Satz 29 angegebenen Eige~v 

schaJten hat. Dabei ist 32 ein belieboes in (2) oder (3) aufgehendes Primideal 

von K ('~). 

Aus den K5rpern .:.:.(z)(Oi) resp. #z)(p~) kSnnen umgekehrt die KSrper .::-(z)(f) auf- 

gebaut werden, falls man: 

f -~ l .  ~ . . . ~ , , ,  

setzt., und alle ~i ungerade sind. Ist 1r und fiir m~5 (mod. 8) auch lr  
so ergeben die Formeln: 

2 " 

I 
hs (~)i)-- 2 (pi-- I) h, 

wo noch vorausgesetzt ist, dass alle Oi vom ersten Grade sind (wir werden 

naAzhher nur diesen Fall gebrauchen), dass die KSrper .(l)(Oj), .(t)(p~),...., .(l)(Ou) 

zusammen den KSrper .(1)(~) ergeben. Somi~ gilt der 
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3 I. Satz:  Is t  1 eine ungerade Primzahl, die im Falle m=-- 5 (rood. ,~) #-3 

ist, sind 01, 0.2,..., 0,~ ungerade vonvittander verseMedene zu 1 teile~fremde Pvimideale 

1. Grade., in k, und f--=01.0~...  0,,, so existiert ein. KSrper ~.lo (f) von folgenden 

I~)tgenschaften ." 

a) ~lzl (~) ist relativ-Abelseh zu. k. 

b) Seine RelativgruTpe zu k ist holoedriseh isomorph ndt der zu l getu'irigen 

Untergruppe der Strahlklassen Onod. f) in k. 

e) Seine Relativgrup~ve in Bezug auf  Kto ist holoedriseh isomorph ndt der zu 

1 gehb'rigen Untergrujvpe der Strahlklassen (rood. ~) in k, die dutch die Zahlen yon 

k allein gebildet werden. 

d) Die Relativdiskrimina~#e yon .:.:-(~)(f) in Bezug auf  K (1) enthdlt rim" Ideal- 

teiler yon ~. 

Is t  I----3, n t ~  5 (moO. 8), so nimm~ man an Stelle yon .'.:-/8)(0~ ) die KSrper  

~(3/(0z), i----I, 2 , . . . ,  u, deren Relat ivdiskriminante in Bezug auf  K (0 zu einem be- 

s t immten in (2) oder (3) enthal tenen PrimideM ~ teilerfremd ist. Der  zusammen- 

gesetzte KSrper  muss wegen Satz 30 genau dieselben Gruppeneigenschaf ten 

haben, wie .:... (3) ([). Wi t  bezeichnen ihn mit -~--(:')(f). Dann  gilt der 

32. S~.tz" Ist  l --3,  m=--5 (rood. 8), sind 0~, 0.2,.. .  0~ ungerade Primideale 

I. Grades in k und [ : 0 ~ .  0.2... 0~, so existiert ein KS~Ter ~(8)(f), der die Eigen- 

sehaften a), b), e), des Satzes 3I hat und iiberdies die Eiqensehaft: 

d) Die Relativdiskriminante yon ....:.(3)(f) enthdlt nut  die Teller yon ~ ,o tdev .  

Teiler yon (2) uml (3), ist abet" teilelfremd zu einem bestimmten, belieb~! festzuset- 

zenden Primidealteiler ~ yon (2) ode," (3) in K ~.  

Is~ dagegen 1=2,  so wird durch Zusammensetzung der KSrper  ~(~)(0~) nicht  

der KSrper  .x.(2)([) erhalten. Wir  definieren dann folgende Eintei lung der Ideale  

yon k in erweiterte Strahlklassen (rood. [): Zuniichst schliessen wir, um Fallunter-  

schiede zu vermeiden die Fi/lle m = - - I  und m : - - 3  aus. Wi r  sagen, eine zu 

te i lerfremde Zahl  a yon k sei erwei~erte Strahlzahl ,  falls: 

a---- + I (mod. 0~), i =  I, 2, . . . ,  u, 

wobei das + oder - -  Zeichen fiir jedes i ganz beliebig is~. Zwei Ideale o und 

b yon k sollen nur  dann in derselben erweiter~en Strahlklasse (rood. [) liegen, 

wenn sie im gewShnlichen Sinne ~quiwlen t  sind, und ausserdem ihr Quotient  eiue 

erweiterte Strahlzahl (mod. [) is~. Die Anzahl der Klassen sei h~(~). Es ist clann: 

i 
(f)-- 2" ' ' �9 h .  
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Der  aus g(~)(~), . . .  -.::.(~)(p,) zusammengesetzte KSrper werde wieder mit .7...(~)([) 

bezeichnet. Man sieht sofort, dass seine Relat ivgruppe in Bezug auf k holoedrisch 

isomorph ist mit  der zu 2 gehSrenden Untergruppe der erweiterten Strahlklassen 

(rood. f). Aus Satz 2 9 folg~ somit der 

33. Satz:  Is t  l : 2 ,  sind ~ ,  p., . . . .  ~,, ungerade Primideale 1. Grades in 

k ( m # - - i ,  und ~ - - 3 ) ,  und ~ : ~ z .  P.~.- .~, ,  so existiert ein Kb'rper g(~)(f), der die 

I~u a), b), c) des Satzes 31 hat, falh" man darin an Stelle der Strahl- 

klassen (rood. [) die erweiterten Strahlklassen (rood. [) setzt. Ausserdem hat er die 

E~qenschaft : 

d) Seine Relativdiskriminanle enthdlt nur die Teller yon [ und ev. Teller von 

(2), ist abet zu einem bestimmten, beliebig festzusetzenden in (2) enthaltenen Prim- 

ideal ~ yon K (2) teile~fremd. 

V. 

Die D i s k r i m i n a n t e  des Klassenkiirpers .  

Es sei ~ ein beliebiges Primideal  yon k (]/~i) und 1 eine beliebige rationale 

Primzahl. Is~ a eine beliebige ganze Zahl yon k, und gibt es eine ganze Zahl 

in /c, so dass: 

a -~ ~l (mod. ~), 

so sagt man, der Potenzeharakter  der Zahl a in Bezug auf das Pr imideal  p sei I. 

I m  andern Falle sag~ man, der Potenzcharak~er sei nich~ gleich I. Dann gilt der 

4. Hilfssatz:  .Es seien cq, a~, . . .  a,, ganze, zu l teilerfremde Zahlen yon k mit 

der Besehaffenheit, dass die 2 l" Zahlen : 

+_a]". a ~ , . . .  %~,, , o < - x ~ < = l  - I, i =  I, 2, . . .  u,  

nur dann die 1. Potenz einer Zahl  von k werden, wenn alle xi null sind. Dann 

gibt es unendlieh viele Primideale Oi yon k mit  den Eigenschaften: 

a) Der 1. Potenzcharakter clef Zahl  ai naeh Oi ist # I, de~jenige der iibroen 

Zahlen ak naeh ~ ist = i. 

b) !o~' ist vom 1. Grade. 
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e) Est  ist: 
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~ ( p i ) - - I ~ O  (mod. l ) ~ o  (rood. l'~), 1 ungerade, 

n(p~)- - I~O (mod. 4 ) ~ o  (rood. 8), l = 2 .  

Beweis. 

~) l ungerade:-Wir schliessen den KSrper  J: (1 / - :  3) der Einfachheit  halber aus. 

Wi r  adjungieren zum K6rper  k die l. Einheitswurzel  ~ = e  * . Dadurch ent- 

stehe der K5rper  k~. Es sei ~ ein beliebiges, in p enhaltenes Primideal  yon k~. 

Is t  _1/ eine beliebige ganze zu l tei lerfremde Zahl yon k~, so setzt man in der 

bekannten Weise  ffir das Symbol:  

= ~ c  fails l ~ o  (mod. 1)), ~ / ~ o  (mod. ~), u n d  A ~ --,=~ (mod. ~ ) i s t .  

Die Zahlen: 

U0 ~ , .  a ~ , . . ,  e ~ ,  o =< x~ ~ l -  i, i~-=o, i, 2 . . . .  u, 

sind in kt niemals die 1. Potenz einer Zahl, ausser im Falle, dass alle xi null 

sind. Denn  da alle a~ in /c liegen, mfisste aueh die Rela t ivnorm yon k~ in Bezug 

auf  k, oder: 

a{l/--1) X, (~l--l)  X2 r 
�9 " - ' I t  

eine 1. Potenz sein; ciies is~ gegen die fiber die a gemaehte Annahme, es sei 

denn, dass alle xi null sind, i ~ I ,  2 . . . .  u. I )ann miiss~e aber ~'o selbs~ I. 

Potenz sein, was unmaglieh is~, ausser fiir Xo=O. 

Somi~ gibt  es naeh Satz I52, BILB~R% Zahlberieht., S. 426 unendlieh viele 

Primideale ~ ,  I. Grades in kl, ffir die: 

# i , [ ~ j 3 / : : ~ ,  k = : i , 2  . . . .  i - i ,  i n i , . . . ~ ,  

is~. Da ~ yore ersten Grade in kt ist, so muss die durch ~ teilbare Primzahl  

p jedenfalls  in k zerfallen, ~ also Teiler eines Primideals ~ yon k sein, das in 

k yore I. Grade ist. Ebenso muss l0 im KSrper  der l. Einheitswurzeln in Prim- 

ideale i. Grades zerfallen, also 
11- -25389 .  Acta mathematica.  48. Impr lm6  le 28 novembre  1925. 
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p - - I ~ o  (mod. l) 

sein. W~re  p - - I - ~ o  (rood. /~), so w~re im KSrper tier 1. Einheitswurzeln:  

p - - ,  

" ~ ~ ,  C----~ '(mod. ~ )  

also aueh in kl. Dies ist gegen die Bedingung:  

Also ist p - - x r  (rood. P). Dagegen muss in k~: 

a k ~ /  (mod. ~), k : I ,  2,...1"--I, i-~I,. . .U, 

sein, oder wenn die Relat ivnorm in Bezug auf  k genommen wird: 

a ~ - '  ~ (n (~))t (rood. ~) ~ ~t (mod. ~), ~ in k, 
k 

d. h. c~k hat  in k den 1. Potenzeharakter  tins. W~re  dagegen a i m i t  dam Potenz- 

eharakter  I behafte~, so miisste: 

a i ~  ~t (mod. 10) ~ ~t (mod. ~) 

sein, d. h. es w~re: 

i 

gegen die Bedingung oben. Somit erfiillen die ~ alle Eigenschaften des Hilfs- 

satzes, und da kS unendlich viele ~ gibt, gibt es auch unendlich viele ~, w. z. b. w. 

2) l - -2 :  Wi r  schliessen den KSrper  k ( |~ - -1 )  der Einfachheit  halber aus. 

Wegen  der Annahme wird ke ine  der Zahlen: 

( - 1 ) x - '  2~'0,~,. a-'i~...a,% o__<x~__< i, i - - - - I ,  o, I, 2 , . . . u ,  

iu k ein Quadrat ,  es sei denn, dass alle xs null sind. Denn alle ai sind zu 2 

teilerfremd, und 2 selbst ist sicher kein Quadrat ,  falls yon k ( V - - 2 )  abgesehen 

wird (wo die Klassenzahl I i s t ) .  Es gibt dann wieder ill ]~ unendlich viele 

Primideale I. Grades, fiir die bei beliebigem i: 



ist. D a ~  yon erstem Grade 

rationalen Zahl congruent sein. 

und aus : 
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= I ,  ~AI,  " [ ~ - ~ - - I ,  ) ~ = I ,  2, . . . i - - I ,  i -~ - I  . . . .  U, 

in k ist, 

Somit folgt aus: 

= I  

Damit ist der Satz bewiesen. 
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wird jede Zahl (mod. ~ )e ine r  ganzen 

sofort: p------I (rood. 4) 

~ I :  sofort: p ~ I  (rood. 8). 

Mi~ Hilfe dieses analytisch-zahlentheoretischen Satzes und der funktionen- 

theoretischen Entwicklungen der vorigen Paragraphen gelingt nun iiberraschend 

einfach der Beweis des 

34. H a u p t s a t z :  D ie  Re la t i vd i sk r im inan te  des KlassenkSrpers  in  Bezug  a u f  

den Grundkb)'per k (1Ira) is t  e ins. 

Beweis .  Es sei hz = l t die zu l gehSrige Klassenzahl des KSrpers k. Die 

zu 1 gehSrige Untergruppe der Abel'schen Gruppe aller Klassen sei durch die 

Abel'sche Gruppe: 

(~: 0 ~ .  Oi '~ . . . .  0~, ,  o ~ x i  < 1 ti , 

gegeben, wo sicher t~ + t2+ ""  + t , , : t ,  und etwa: 

tl>=t~>=t3>= . . .  >=t,~> o, 

sei. Wir w~hlen jetzt in jeder der Klassen: 

O~ i-1, ~ [ ~ I ,  2, . . . U, 

ein zu 2l teilerfremdes Ideal ai~ Dann ist sicher: 

a ~  I, also etwa a~=(ai), i : I , 2 , . . . , u .  
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Diese ai haben die im Hilfssatz vorausgesetzten Eigenschaften.  W~re 

n~mlich, ohne dass alle x~ null sind: 

so miisste: 

oder: 

+~[,. a~ . . . .  a~,,~= ~, oGx~<l ,  r  2 ,  . . . I G  

d.h.: (~r O~t.~-la:~ Ott,,-z:,.t 
" ' 1  . . . . . .  t t  =- Einhei t  

sein, gegen die Annahme, dass die 0i eine Basis der Gruppe der Klassen in k 

seien. 

�9 W i r  w~hlen unter  den unendlich vielen Pr imidealen  ~ yon k, die die im 

Hilfssatz angegebenen Eigenschaf ten  haben, ein Pr imideal  O~ aus, das zudem zu 

2 1 und zur Diskr iminante  des KlassenkSrpers K t0 yon k te i lerf remd ist.. Lassen 

wit  i alle Wer t e  I, 2, . . . ,  ~t durchlaufen,  so sind damit  u Pr imideale  OD ~-~,.. �9 Ou, 

bestimmt, die sicherlich alle zu 2 l u n d  zur Diskr iminante  yon K (l) te i lerfremd 

sin& W i r  setzten: 

f - - P l  �9 ~o~ . . . O,,, 

lind betruchten den Strahl  (mod. f) in k. 

Im Falle m - - - - I ,  m : - - 3 ,  m : - - 2  is~ die Klassenzahl yon k gleich z. 

Somit  wird hier  K : k ,  und der Satz ist selbstverst~ndlich. W i r  k5nnen daher  

diese drei F~lle ausschliessen. In  den iibrigen F~llen ist: 

I) 1 ungerade : 

I 
h,(~) = 2 ~ (V,).  ~ (V,.,). �9 �9 ~ ( ~ )  h, 

also wegen q~(O~)~-pi--I~o (mod. l) ~ o  (rood. l~): 

h~') ( f )=z  ~ h('). 

Die Zahlen yon k liegen in 1 '~ verschiedenen Strahlklassen (mod. f). Diese kSnnen 

durch die l ~ Klassen: 
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repr~isentiert werden. Denn aUe diese Zahlen liegen nicht  in der Hauptstrahl-  

ldasse (mod. f), da der Potenzcharakter  yon ak in Bezug auf p~ eins ist ( i ~ k )  und 

pi-- l ~ o  (rood. /~), 

ist, somit die Kongruenzen gelten: 

Pi-- 1 

ak~/(mod, pi), also % I ~ p i - l ~ 1  (rood. Pi), i ~ k ,  

oder wenn a ~ I  (rood. pi): 

r162 ~ I (mod. pi), 

ist. 

Dagegen ist der Potenzcharakter  yon a~ in Bezug auf ~ sicher nicht  eins, 

also auch sicher 

a i  -~  I (mod�9 Pi), 

und at~ die niederste Potenz, die (mod. p,.) der Einhei t  kongruent  ist. Daraus 

folgt, dass: 

XiYAO: ~ '  r ~ X u ~ X i ~ I  ( l u o d . ~ i ) , u n d t z ~ ,  r  ~ x u ~ - I  (rood. I) 
�9 - ' ' I t  i . . . .  

wird, ausser wenn alle xi null sind. Da in k nur  die Einhei ten _+_I auft.reten, 

und 1 ungerade ist, gilt' dasselbe auch ffir die zugeh5rigen Strahlklassen (rood. [). 

Diese Untergruppe tier Strahlklassen in Bezug auf  l wollen wir mit  g(f )be-  

zeichnen. Wir  kSnnen sie durch:  

(f): o~ '' . o~ '~" o _--< i =  I, 2, . ~t, . . . . %  , x i ~ l - - I ,  . ., 

gegeben denken. (.~ ist dann die F a ~ o r g r u p p e  (~ (~)/.q (~), falls (*)(~) die Gruppc 

aller zu 1 gehSrigen Strahlklassen (mod. [) ist. Es folgt aber weiter, dass die 

ganze, zu I geh5rige Untergruppe der Strahlklassen (rood. ~) in k symbolisch 

durch: 

6~ ([): 0~/,. 0~~... 0~, o =<_ xi</~i +1, i - - i ,  z , . . . ,  u, 
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gegeben wird. Denn die ai repr~isentieren die lti-te Potenz einer Klasse in k, 

also aueh im Strahl (rood. f). 

Wir  nehmen jetzt  den im vorigen Paragraphen definierten KSrper-.:.l~)(f). 

Derselbe existiert. Seine Relativgruppe zu k ist 6~ ([), zu K (7) dagegen .q (f). Die 

Relat ivdiskriminante yon .:§ zu K (t) kann nu t  die Primteiler  yon f entha, lten 

(siehe Satz 3r). 

Wiirde nun  irgend ein Primideal  ~ yon .:.:.Iz)([) in der Relat ivdiskriminante 

yon K (Z) aufgehen, so ware sicherlieh o zu f teilerfremd, nach Voraussetzung. 

Is t  T eine Substi tution der Verzweigungsgruppe yon ~ in ..:.(t)(f) relativ zu k, so 

miisste fiir jede ganze Zahl ~:I von :_(t)(f) 

. . t ~ I ' ~ ' 1  (und O) 

sein. T w~re eine Substi tut ion von (,~(f). Jede Potenz yon T gehSrt ebenfalls 

der Verzweigungsgruppe an, also auch: 

T'~i tu, ?l,:I~ 2, 3, �9 �9 . r .  

Is t  1 r der niederste Exponent  yon T, der l 'It z u r  Einheitssubsti tut ion maehL 

so setze man:  

O _  TI  r -1  

dann ist: 

0 ~ : E i n h e i t ,  ~.1~ 0 _4 (rood. 52) fiir jede Zahl yon .:... (1) (f). 

Nach obigem ist 0 eine der Substi tutionen o yon .q (f). Also w~ire auch die 

Relativdiskriminante yon ....:.(l) (f) zu K (l) dureh ~ teilbar. Dies ist ein Widerspruch 

zu Satz 3I. Daher  ist unsere Annahme zu verwerfen. K (t) hat  die Relativdiskrimi- 

nante  eins in Bezug auf  k. 

Is t  ~ ein Teiler yon (2) oder (3), und ist l = 3 ,  n ~ 5  (rood. 8), so hat  man start  .:.el)(f) 

den K5rper -...(0 (f) zu nehmen, dessen Relat ivdiskriminante in Bezug auf K (t) zu 

tei lerfremd ist. 

2) I - - 2 :  Wir legen bier nicht  den Strahlbegriff des vorigen Falles zu 

Grunde, sondern den weitern, den wir schon S. 79 betrachtet  haben. Es gibt 

I 
(rood. ~,.) ~ ~ (~i) Strahlklassen der Zahlen in k, die eine zyklische Gruppe bilden. 
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Kombinier t  man fiir jedes i= : i ,  2 , . . . ,  u, jede dieser Strahlklassen miteinander,  

so erh~tlt man : 

I 
� 9  

erweiterte Strahlklassen (rood. [), in die die Zahlen yon k zeffallen. Diese Klassen 

bilden eine Untergruppe aller erweiterten Strahlklassen (rood. g), die "gesammte 

erweiterte Klassenzahl im Strahl  ist daher:  

I 

Die Gruppe der erweiterten Strahlklassen (mod. ~), die durch Zahlen repre- 

sentiert  werden, hat  die zu 2 geh5rige Untergruppe .q (f); sie besitzt die Ordnung:  

2 u" 

Denn nach dem tIilfssatz ist jedes p t - - i  genau durch 4, nicht aber durch 8 

teilbar, somit ist 2 ~ die in der Anzahl jener Klassen enthal tenen Potenz yon 2. 

Die Untergruppe selbst hat  folgendes Aussehen: 

? ' ,  = o . . . . .  @ ,  o_--<x~< I, i = [ ,  2 , . . . , u .  

Denn die 2" Kongruenzklassen: 

;r-,l ~ ~ __ C ~ '  . C~. 2 . . . Ct~u O ~ x i  ~ I ,  i - ~ -  I , 2 ,  . . . ,  U ,  

sind Repr:,isentanten derselben. W~re n~mlich: 

g.~,.  ~.a '-2. . .  a.xu ~ - { - _  I ( r o o d .  ~i ) ,  I':~:: I ,  2 ,  . . . ,  u ,  

ohne dass alle xi null w~ren, und etwa xi yon null verschieden, so folgte (da 

p i - - I  genau durch 4 teilbar ist): 

P i - - 1  P i - -  1 P i  - -  1 

~~ ~ (rood. Isi). 

Nun ist aber nach dem FIilfssatz der Potenzcharakter  in Bezug auf 2 yon 

ak, k ~ i ,  eins, also: 
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somit auch : 

pi.--I 
a ~  ~ (mod. ~), und a-~ ,2 ~ I  (mod. Pi), . i~k, 

P i  - -  1 

a ixi -') ---- I (mod. Pi). 

Daraus folgt, dass auch der Potenzcharakter  yon a~ in Bezug auf 2 nach 0~ eins 

ist, gegen die Annahme des Hilfssatzes. 

Es sei r die zu 2 gehSrige Gruppe aller erweiterten Strahlklassen. Die 

Gruppe (.~ aller Klassen in ]c is t  dann die Faktorgruppe (~ (~)/.a (~). /~Ian sieht 

wieder, dass (~t ([) gegeben werden kann durch: 

0~',. 0~_'~... 0~,, o_-<x~<et~ ~~, i = I ,  2 , . . . , u ,  

Die o sind nichts anderes wie die 0~ ti. 

Wir  nehmen den im vorigen Abschnit t  definicrten KSrper ~(o)(f), dessen 

Gruppe relativ zu k (~(f), und relativ zu K c2) g(~) ist. Die Relativdiskriminante 

zu K(2) enth~ilt nur  die Primideale von ~, und solche yon 2, ist abet  zu einem 

bestimmten Primideal  yon (2) teilerfremd. Da alle 0i zur Relativdiskriminante 

von K (2) zu k teilerfremd sind, enth~lt  die Relat ivdiskriminante yon ~(21(f)zu 

KI2), abgesehen yon gewissen Teilern yon (2), keine Teller der Relativdiskriminante 

yon K (2) zu k. 

Wiirde in der Relat ivdiskriminante yon K (2) zu )~ ein Primidealtei ler  ~ auf- 

gehcn, der zu (2) teilerfremd ist, so ist ~ zu [ teilerfremd, und besitzt wenigstens 

eine Substi tution 7' der u  in Bezug auf k. Der Beweis ist 

jetzt  wSrtlich glcich, wie im Falle der ungeraden 1. Man kommt auf  einen 

Widerspruch. Also kann die Relat ivdiskriminante yon K (~) zu )~ keinen ungeraden 

Teller besitzen. H~tte  sie aber cinen geraden Teiler ~, so w~hle man .~(2)(D so, 

dass die Relat ivdiskriminante yon ::-.'-(~)([) zu K (~) zu ~2 teilerfremd ist. Dann fiihr~ 

die gleiche Schlussweise zu einem Widerspruch,  somi~ enth~lt  die Relativdiskri- 

minante  von K (2) zu )~ auch keinen geraden Teller, sondern ist eins. 

L~ss~ man 1 alle endlichvielen Primtei ler  yon h durchlaufen,  so erlfiilt man 

lauter  KSrper K (0 mit  der Relat ivdiskriminante eins zu )[', somit hat  nach dem 

Hilber~'schen Satze (Zahlbericht, Satz 41, S. 209) auch der ganze, aus allen 

K (l) zusammengesetzte KSrper K die Rel~tivdiskriminante eins, und der Satz ist 

bewiesen. 
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Auf Grund des FundamentMsatzes folgt sehr einfach uus dem bisheri~en 

(nur fiir l=2 ,  und fiir l--3, m--=5 (mod. 8) sind noch einige Er~tnzun,,,en nStig) 

der grundlegende Satz: 

35. 

in Bezu 9 a,uf k enthdlt nur die Primideale yon f. 

v 

12--2,5389. Act~I mathematica. 48. imprim6 I~ 16 f6vvier 1926. 


