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ZUR THEORIE DER E L L I P T I S C H E N  FUbtCTIONEN 

( Z w e i t e  h b h a n d l u n g  x) 

vo~ 

H. WEBER 
i n  ~ I A R B U R G .  

Nach langerer Unterbrechung setze ich meine in dieser Zeitschrift 
begonnenen Publicationen aus der Theorie der elliptischen Functionen 
fort. Ich beginnc mit einigen Betrachtungen tiber die allgemeine Trans- 
formationstheorie, besonders die Modulargleichungen, welche den Zweck 
haben, die Formeln dieser Theorie unter einem gemeinsamen Gesichts- 
punkt zu betrachten und dieselben tells zu erweitern, teils zu verein- 
fachen. Diese Untersuchungen bertihren sich mit den Arbeiten, die in 
den letzten Jahren von F. KLEI~ und einigen seiner Schiller verSffentlicht 
sind. ~ hn zweiten Teile der vorliegenden Arbeit werden diese Formeln 
angewandt auf die Berechnung der aus der complexen Multiplication ent- 
springenden algebraischen Zahlen (der sogenannten singul~ren Moduln), 
mit Anwendung verschiedenartiger Methoden. Einige dieser algebraischen 
Zahlen finden sich in den einschlagendcn Arbeiten v o n  HERMITE, 3 JOUBER'r, 4 

t A c t a  Mathemat iea~  Bd. 6, S. 329 . Die mit I bezeichneten Citate beziehen 
sieh auf diese Abhandlung. 

Man vgl. die sehr dankenswerten Obersichten, die F. KLEI~ in den B e r i e h t e n  
der  S~ehs i s ehen  G e s e l l s e h a f t  d. W i s s e n s e h .  (2 MArz I885) und in den Mathe-  
m a t i s e h e u  Anna l en  (Bd. 26) fiber diese Untersuehungen und ihren Zusammenhang ge- 
gebeu hat. Vou besonderem Interesse war mir die Dissertation yon E. W. FIEDLER~ die 

im Jahr 1885 des phil. Faeult~t der Universitat Leipzig vorgelegt wurd% in weleher sieh 
viele der yon mir benutzten Formeln wenn aueh in anderer Form finden. 

s HERI~tlTE~ sur la thdorie des dquations modulaires~ Paris I859. 
4 JOUBERT~ Comptes  r e n d u s  186o~ t. 50. 

Aeta mathematfea.  11. Impr im~ le 28 Mai 1385, 



334 H. Weber. 

KI~O,X~CKEI~. ~ Die von mir '-mgewandten Methoden, die alle bisher be- 
kannten F~lle umfassen, vermehren dies Material bedeutend und geben die 
Resultate meist in t'd)errusehend einfaeher Gestalt. Die Reehnungen lassen 
sieh auf denselben Wegen noeh welter foetsetzen. Bezt'tglieh dieser Reel> 
mmgen bemerke ie!t noeh, dass dieselben, mit Ausnahme der in § 8 behan- 
delten Fa, lle, nieht wie bei Hm~trrF. und KI,'ONECK~.:a 'tuf numerisehen 
Reehnungen, sondern auf algebraisehen Umformungen beruhen, dass aber 
trotzdem vielfaeh die numerisehe geehnung, die bei der enormen Con- 
vergenz der in Betraeht kommenden l{.eihen sehr leieht ist, tells zur Con- 
trolle der giehtigkeit, teils zur leiehteren Auffindung rationaler I?aetoren 
mit Nutzen angewandt wird. 

I.  k B S C H N I T T .  

Z u r  T r a n s f o r m a t i o n s t h e o r i e .  

§ 1. EiniT~Io'~tl,~j deJ" _F,,ti~ctione,~ j ' ( to ) ,  j ' l(o~), J'2(o~). 

In tier Abhandlung I, § 6, habe ieh als absolute lnvariante eines 
Systems doppclt periodischer Functionen mit den Perioden I ,  ~0 die 

Function 

eingef f lhrt ,  dercn i"ntwickhmg nach steigenden Potenzen yon q den fol- 
genden Anfang hat 

(2) j(o))-----q-~'(~-t- 744q~ -1 - . . . ) .  

Ilierin ist, wmm a~ das Pcriodenverh~.ltniss bedeutet 

(/ ~ e T M  " 

Von deljenigen Function, welehe 1)EDEK~.X~ ( Journ ' f l  fflr M a t h e m a t i k ,  
Bd. 8a) die Valenz yon o) nennt, die mit der yon F. KLEIN als absolute 

' Kt~o.x~:CK~a, M o n a g s b e r i e h t e  der  Be r l i ue r  &kademie ,  2 6  , luni  1862.  
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Invariante J(o)) bezeichneten Function i~bereinstimmt, unterschcidet sic 
sieh dutch cinen Zahlenfactor, so dass j ( o ) ) ' =  27 . 64J(o))  ist. Der Grund, 
der mich zu dieser Abweichung von der sonst schon gebri~uehliehen Be- 
zeiehnung, zu der ieh reich ungern entschloss, bewog, war dcr, dass die der 
complexen Multiplication entsprechenden singuli~ren Werte  yon 2"(~o) gagzze 
algebraische Zahlen sind, was far  J(o))  nicht der Fall  ist. Derselbe Urn- 
stand hat reich auch zu den folgenden Einfahrungen bewogen, wclehe 
sich abrigens auch sonsg als zweekm~cssig erweisen. 

An Stelle der Invarianten g2,g3 (I, § 6) benutze ich die yon ihnen 
dureh Zahlenfaetoren versehiedenen Functionen 

(3) 
3 - - ~  - -  • 

~',(o)) = 3~/4fA(o))= ;/~;-5 - -q -~(~  4- 248q ' 4 - . . ) ,  

Ya(o)) = 5493(o)) = ~/.J --  27. 64 = q - ' ( i  - -  492q ' 4- . . . ) ,  

und a.n Stclle der HEJ~m,F,'schen Functionen ¢(o)), ,¢(o)), Z(o)) (I, § 4) 
sollcn drei Functionen f(o)) ,  f ,(o)),  f2(o)) cingcf~ilu-t werden, welchc mit 
denselben in folgcndem Zusammenhang stehen: 

(4) 

_ = 

o - ,¢~ 
Z((o) 

Diese drei Functionen lassen sich in folgcnder Weise dutch (lie Function 
r](w) darstellen: 

(s) 

f ( ~ )  -~- e 

f , (  o) ) = ¢? ~(2~,)  . 



336 

Fi ihr t  man 

(6)  

ein, so erhrdt man 

(7) 

woraus die Reihen: 

H. Weber. 

hier das unendliche Product  

1 w 

I v 

r(,,,) = q - ~ ( ,  + q~'-'), 

1 v 

fl(o,) = q  a l I ( I - - q - ~ ' - ' ) ,  ]l"~ 

1 V 

fX,o) = ~ -~q~( ,  + ¢1, 

l 

[ ( o , )  - - -  q ~' ( x + q + q.~ + q' + qO + qO + q ' + 2q~ + 2q :' + 2q'° + 2q" + . . . ) ,  

1 

( 8 )  f l ( o ) ) - - ' ~ - :q  ' 2 4 ( I - - q - - q ' ~ - - ~ - ( / i - - ( / 5 - ~ - q 6 - - ( _ / 7 - 3 f - 2 q ~ - - 2 ( ~ t i - ~ 2 q l O - - 2 ( ] l l - ~ - . . . ) ,  

1 

L(w) = ~/-~q,~(~ + q2+ q,+ 2q~,+ 2q8+ 3q,0+ ...). 

Zwischen den drei Funetionen / ( ,o) ,  f~(oJ),/~(oJ) bestehen (tie aus (4) 
sich ergebenden beiden Relationen 

(9) f ( ~ ) f ~ ( ~ ) / ; ( ~ )  = ~,~, 

(~o) f(oJ)8 = f~(oJ) 8 + t~(tO) ~. 

Die Invariante r~(to) l'a,sst sich durch f(w) in der Weise ausdrrtcken 

f~' - -  i 6 
( , i )  r , ( ~ )  - r ~ , 

so (lass fs ,__ f~,__/~ die Wurzeln dcr cubisclacn Glci('hung 

• :' - -  x r ~ ( o J  ) ~ 1 6  = o 

sind, deren Discriminante 4F:~(,o): ist, woraus 

I 
(,2) r:,(,o) = 7 [f(o~) ~ + f , (o~y][r(o~)  ~ + f~(,o)~][f,(to) " -  f2( ,o)  8] 

_ [ f ( < o )  ~ + 8 ] [ f , ( , o )  ~ - -  f , ( , o ) ~ j  
_ _  _ . ~  . 

i '( <o ? 
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Mittels der Formeln (5) erhMt man (nach I, § 5, 7, 8) die zur Trans- 
formation erster und zweiter Ordnung gehSrigen Fundamentalformeln 

(,3) 

f(,,, + ,) = e ~'f~(o,), 

r:i 

f~(w + ,) = e ~'f(eo), 

n'i 

~(~o + ,) = e ~ ( o ~ ) .  

(I4) 
• I 

f , ( - z )  = f~(<<'), 

(,5) 

f~( ,o) f , ( : ,o)  = vq,  

r:i 

r (o , ) f~(  <° +___~ ~ = ~ ~, 

r ( ,o ) r (  < o -  , ]  = - ~o + I~ ~,2. 

Ich ftihre noch die Formeln ftir die allgemeinc lineare Transformation 
der Functionen f ,  f l ,  f~ an, die man aus den bekannten HEI~MITE'schen 
Formeln liar die Transformation der Functionen ~ ,  ~b, Z erhMt, die sich 
aber auch (wie in I, § 5 angedeutet)leicht mittels der Transformation dcr 
Function 7/(o)) aus (5) herleiten lassen. 1 Ich gebe diese Formeln tabel- 
larisch, indem in der ersten Colonne die nach dem Modul 2 reducierten 

l Vgl. ~[OLIEN, [~?ber gewisse in der Theorie der elliptischen Fuiwtioneu auflrelende 
Einheitswurzel~. B e r i c h t e  der  Sachs .  G e s e l l s e h .  d. Wissensch .~  I885. 

A c t a  m a t h e m a t ~ e a ,  l | .  I m p r i m d  le  ~6 M a i  1888 .  43 
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Transformationszahlen a ,  fl, T, 3 stehen wonach sechs mogliche g'alle zu 
unterscheiden sind. 

(16)  

Y 31 

('o o\  
I !  

IX 
t~ O/ 

( I  I \  
I ]  

I \  
t ;  o! 

1! 
m 

(o,) 
I I 

+ a,o~ 
I'(~ + 5<o I 

/, & ~-}"<'~'+ '">r(<o) ( , , )  .... 

(2) ~-(rz,3+)',)) , 
- - P  a e f,(<o; 

- , ( ~ )  o - ~ < ~ , + , , - . .  , , , < o ,  

3iw 
/ 2 \  - - - -  (a,9+yD) -eta)° ~ r,<<o) 

{ 2 \  ~=(afl+.~a)._ _ 
- p t ~ ) ~  t,c<,,~ 

+ 5<o/ 

-2---a~ua'a . ,, 

P ( ~ ) e  s f t(C°) 

"2" 38"~r" 7,) 

2) - ai~.. 

3izr 3 

- -  pe  s ;"/(co)"" 

- -  pe T ~"f(<o) 

+ &o' 
,,(£ + ~<o,) 

3 i f f  . (;) . . . .  , 
p e ~ f~(oD 

3 i ~  "" 
- -  ,.xi7 . 

- -  p e  s f (<o )  

3i:': 

"2" Sirra 
- , ( - p ) ~  'r,~<o) 

2i ' r (  ai~ + a y  + f l ~ } - - e . ~ y )  

( ' 7 )  p = e "~ 
r • " ° n Ft'lr (tie lineare Fr,insforlnatlo yon Y2, Ya erhMt man 

r~ 7 + 5,ol = P r ~ ( ~ ° ) '  
(,8) 

r~ ;+~<o/= ( - ,  (~). 
Als Erg~nzung der S'a.tze am Sehluss yon Abhnndlung I, § 7, ergiebt 

sieh noch als unmittelbare Folgerung jener S~tze (n ° I) 

I.) W e n n  eine Func t ion  yon w ,  als Func t ion  yon k" i~berall einen 

algebraischen Character  hat, u n d  (lurch die beiden Subs t i tu t ionen 

( , . ,  ~ + 2),  ~ " - - 7 0  

ange(indert bleibt, so ist sie eine ,rationale ~ . n c t i o n  yon f (  w ) 24 
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2.) Bleibt eine solche Function unge(indert durch die Substitutionen 

0, + 2 r ) ,  o, , - - 7 , . ,  

worin r e i n  Teiler von 2 4 und rr  1 = 2 4 ist, so ist sie eine rationale Func- 

tion von f(  eo )'". 

Denn bezeichnen wir eine solche Function mit 9~(w) und setzen 

- - 2 ? f i s t  I 

so ist nach i.) ftir Jedes ganzzahlige s 

f(w)",lg,(eo ) + eg,(oJ + 2) + e'F,(w + 4) + . . .  + e"-l¢l oj + 2 ( r - -  t)]} 

eine rationale Function yon f (w)  2'. 

§ 2. D i e  Trwns for , r~a t ion  n *e" G r a d e s .  

Ist n e i n e  beliebige positive ganze Zahl und 

(i)  n --= ad 

irgend eine Zerlegung derselben in zwei Factoren, ferner c eine nach dem 
Modul a genommene Zahl, so dass a ,  d ,  c keinen gemeinschaftlichen 
Teiler haben, so sind die Grossen 

deren Anzahl, wenn p die sammtlichen in n aufgehenden von einander 

versehiedenen Primzahlen durchlauft  

(3) 

ist, die Wurzeln einer Gleichung ~ten Grades, deren Coefficienten rationale 
Functionen von j ( w )  sind, der lnvariantengleichung (I, § 16). 
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Diese Thatsache crgiebt sich sehr einfach aus der Bemerkung, dass 
durch die Substitutionen 

( " ° )= /o ,o+  ,/, (4) I, 

(5) ( - - 0 ~  ; )  = ( ¢D' - I' I : ~--)' 

die u Grossen (2) nur unter einander vertauscht werden. Es ist namlich 

(6) ( : , / ) ( : ,  : )  __~ (ii , o ) ( a , / )  

W~llll 

(7) 
und 

c' = c + d - - , ~ a ,  

(8) 

w e n n  

( : o ) ( o , o )  = 
, ( l  - - I ,  \ y ,  \ c ' , d '  ' 

~ 9 - - f l r  = r, 

aa' + tic' ~ -  o,  rid' = a ,  
(9) 

ra '  + dc'  - -  d ,  &l '  = c.  

Hiernach ist el' als gr0sster gemeinschaftlicher Teiler von a und c, und 
dadurch wegcn a ' d ' =  n auch a' bestimmt, und dann ergiebt sich c' aus 
tier Congruenz 

(IO) cc '  ~ ~ d d '  (rood n). 

Aus (9) folgt sodann 

a d  = ~ c' ,  r i d ' =  a ,  f l d  = ~t', (i,) 
Fn ~ cc' q-  rid', 3d' = c ,  

und d ist der grOsste gemeinschaftIiche Teiler von a',  c'. 
Hieraus schliesst man, dass die Gr5ssen (2) durch die Substitutionen 

(4), ( 5 ) n u r  unter einander vertauscht, und die symmetrischen Functionen 
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derselben nicht ge'~ndert werden. Letztere sind daher rationale Func- 
tionen yon j(eo) w. z. b. w. 

Die Invariantengleichung ist irreducibel in dem Sinne, dass sie sich 
nicht in Factoren niedrigeren Grades zerlegen lasst, deren Coefficienten 
rationale Functionen yon j(eo) sind, wie man am einfaehsten aus der fol- 
genden Zusammensetzung von Transformationen n t', Ordnung erkennt. 

Man bestimme bei gegebenen a ,  c, d die Zahl x so, dass 

a = a x  + c ,  l ~ = d  

ohne gemeinschaftlichen Teiler sind, und dann 7", 3 so dass 

Es ist dann 

, n  \ 'f~ 3 --~ d ~ ' - - c 3 ,  a3 \ c~  d ' 

und daraus folgt, dass dutch die Substitution 

w ~ + 3,,J'~ 
' ; + ~ ) '  

welche j (w)  ungei~ndert lasst, ](n¢o) in 

.]" \ ~ /  

t'~bergeht. Wenn also eine rationale Function yon u undj ( ro)  fi~r ~=j(nw) 
verschwindet, so verschwindet dieselbe auch ft'~r die si~mmtlichen Gr(~ssen 
(2), und da letztere von einander versehieden sind, so ist damit die Irre- 
ducibilit~t bewiesen. 

Wenn nun irgend ein System von ~ Functionen von eo vorliegt, ent- 
sprechend den ~ Zahlensystemen a ,  c,  d, die wir, da bci festgehaltenem 
n dutch a die Zahl d mitbestimmt ist, mit 

(~a,c 
bezeichnen, welehe ebenso wie die Funetionen (2) dutch die Substitutionen 
(4), (5) in eP~.o, permutiert werden, so sind dies gleichfalls die Wurzcln 
einer Gleichung ~t,~ Grades, welche rational yon ](¢o) abl~ngt, und es 
li~sst sich ~,.~ rational durch 

•/c + d~\ 
d t ~ - }  und / (~ )  
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ausdrilckcn. Letztercs folgt in bekannter Weise daraus, dass ffir jedes 
ganzzahlige r die Smnmc 

.. . / c  + do~\ " 

durch die Substitutionen (4), (5) ungeandert  blcibt, und daher eine ra- 
tionale Function yon j ( o ) )  ist. 

Die Werte yon (D,.~ sind entweder alle yon einander versehieden 
und dann ist die betreffende Gleiehung irredueibel, oder sie zerfallen in 
Gruppen yon glcieh viel unter einander gleiehen. 

Indem wir diese Transformationsprineipien auf die Fune t ionen / ,  f ; ,  f2 
anwenden, setzen wir n als ungerade voraus, und nehmen was alsdann 
freisteht 

(I3) c = o  (modl6) ,  

und wenn n nicht durch 3 tei lbar ist 

(I4) c --= o (mod 48) 

an, was natf~rlich auch fiir (lie aus (7), (x o) bestimmten Zahlen c' 
geltcn soll. 

Wird zur Abkarzung 

f(o) ) ---- u, t ; ( , o )  = u , ,  

_ -  v , ,  

gesetzt, so erh~lt man mit Benutzung der l inearen Transformationsformeln 
§ 1 (I6), wenn man auf dic ~_nderungen des Zahlensystems a , d ,  c ,  wie 
sie durch (7), (9), ( io) characterisiert sind, in der Bezeichnung keine Riack- 
sicht nimmt, folgende zusammengeh0rige Vertauschungen: 

CO ; "~ ~ U 1 ; ' l ~  ; V ~ 't) I ~ V~ 

I 

(I6) to 
z i  r:.i z:i nr:. i nr:, i n n i  

¢o "-~ I ; e -2 - iu l  -2-it~ 24 24 - ~  e , e 1 2 u a ;  ~re v 1 ~ (re v ,  o e  v 2,  
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worin p ,  ~ dritte Einheitswurzeln sind, welche, falls n nicht durch 3 

teilbar ist, den Wert  i haben. 

Hieraus schliessen wir nun durch eine Wiederholung der letzten Sub- 
stitution (i6), gesttltzt auf den Satz am Sehlusse des § 1, dass die drei 
Reihen yon je v GrOssen 

falls n nicht durch 3 teilbar ist, die Wurzeln je einer Gleichung v t°" 
Grades sind, deren Coefficienten rational yon f ( to)  resp. f l (w) ,  f2(w) ab- 
hangen. Ist der Transformationsgrad n aber durch 3 teilbar, so kommt 
diese Eigensehaft den Cuben der Grossen (I7) zu. Ebenso ergiebt sich, 
wenn r e i n  Divisor von 2 4 ist, eine solche Gleichung far 

deren Co~ff?eienten rational yon f(o)) r abhangen. Diese Gleiehungen wollen 
wir die SCHLXFLI'sehen Modulargleiehungen nennen. (ScHL)IFLr, J o u r n a l  
f a r  M a t h e m a t i k ,  Bd. 7~.) 

§ 3. P r i n c i p  z u r  Au]s t e l l~ tng  veto T r w n s f o r m a t t o ~ s g l e i c h ~ t ~ g e n .  

Wir betrachten im Folgenden, immer unter Voraussetzung eines um 
geraden n, rationale Functionen ¢a.c der sechs Grsssen 

welche durch die Substitutionen 

( i) + I) (2) --:o ' ' 

in einander iIbergehen, lind demnach Wurzeln von Fransformatlon~glel- 
chungen sind, welche rational yon .](~o) abhii.ngen. 

Diese Gleichungen sind, wie oben gezeigt, entweder irreducibel oder 
Potenzen yon irreducibeln Gleichungen. 

Sind die ¢,,0 .qanze rationale Functionen der Grt~ssen (~) oder ent- 
halten sie im Nenner nut Potenzen dieser Grt~ssen (I), so wird keine yon 
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ihnen fiir einen endlichen Wert  yon ]'(co) unendlich, und dieselben sind 
also ganze algebraische Functionen yon ]'(eo), d. h. wenn in der Trans- 
formationsgleichung, deren Wurzeln die (Da,c sind, der Cosfficient der 
hschsten Potenz der Unbekannten ----I ist, so sind die i~brigen Co~ffi- 
cienten dieser Gleichung ganze rationale Functionen yon ](eo). 

Richter man nun die Functionen ¢,,c durch geeignete Best immung 
gewisser Constanten so ein, dass sie ft',r 9-----o endlich bleiben, so werden 
dieselben auch ffir ein unendliches ](oJ) alle endlich bleiben, die Co(~ffi- 
cienten jener Gleichung werden mithin constant und die Functione~ q~,.c 
selbst sind alle einer und derselben Constanten gleich. 

Auf  diese Weise ist man dann zur Aufstel lung einer Transforma- 
tionsgleichung gelangt, wenn auch nicht in expliciter Form. 

Bezilglich der Bildung solcher Functionen d),.~ gelten die folgenden 
Bemerkungen. 

i.) Hat  man zwei dieser Functionsn (P, die wir in der Folge immer 
mit A ,  B bezeichnen, so ist jede ganze rationals Function yon A ,  B 
ebenfalls eine solche Function (P, und man kann die gesuchte Modular- 
gleichung in Gestalt einer rationalen ( l leichung zwischcn A ,  B aufstellen. 
Denn da A ,  B algebraischc Funetionen yon einer Variablen, j ( w ) ,  sind, 
so li~sst sich durch Elimination yon /(o~) immer eine solche Gleichung 
zwischen A ,  B herleiten. Damit  ~lber dicse Gleichung cine wirkliche 
Transformationsgleichung, nicht eine Idcntiti~t sei, ist selbstversti~ndlich 
erforderlich, dass aus den Functionen .4 ,  B sich nicht die sammtlichen 
Variablen (t), wenn lnau sis als unabhi~ngig oder nu t  durch die zwischen 
den Functionen f ,  f~ , f2 bestehenden I:~elationen verbunden betrachtet, 
eliminisren lassen. 

2.) Wenn n keinen quadratisehen Teller  hat, so hat man nur daffir 
zu sorgen, dass die Functionen ~I~,.0 ft'Lr q----o endlich bleiben, denn 
daraus folgt durch Vermehrnng yon eo um sine ganze Zahl die Endlich- 
keit der t~brigen. 

3.) Ist n sine Primzahl,  und hat (lie Function (P .... die Eigensclmft 
durch Vertauschung yon 

f(,o), f~(,o), f,(,o) 
mit 
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ungeandert zu bleiben, so gent~gt der Nachweis der Endlichkeit yon ~,0,  
woraus durch  Vertauschung von to mit w :n  die Endlichkeit yon oh,. 0 
und daraus nach i. die der t~brigen folgt. 

4.) Es ist nicht immer erforderlich, dass die in n ° I.) erw'~hnten 
Functionensysteme A ,  B durch die Substitutionen (2) vollst'~ndig un- 
geandert bleiben. Dieselben k0nnen auch Einheitswurzeln als Factoren 
annehmen, wenn nur solche Producte AhB ~ benutzt werden, in welchen 
diese Einheitswurzeln dieselben sind. Man erhMt alsdann ein Functionen- 
system ~,~ in der Form 

Z3lh,~AhB ~, 

welches die Eigenschaft h'tt, dass eine Potenz desselben durch die Sub- 
stitutionen (2) unge'~ndert bleibt, worauf man die obigen Schlt'lsse un- 
ge~ndert anwenden kann. Die welter unten folgenden Beispiele werden 
dies Verfahren klar legen. 

§ 4. Die  Schldlfli'schen J~Iodulargleich~tnffen. 

Wenn die Transformationsgleichung, welcher die Functionen t/),, c 
genfigen, nicht yon j (w) ,  sondern yon f(to) rational abhi~ngen, wie bei 
den SC~LXFLt'schen Modulargleichungen, so ist das im vorigen Paragraphen 
entwickelte Princip nicht unmittelbar anwendbar. Wenn es in diesem 
Falle auch gelungen ist, die Functionen ¢~,~ so zu bestimmen, dass sie 
ftlr q ~--o endlich bleiben, so folgt daraus noch nicht, dass die Co(~ffi- 
cienten der Transformationsgleichung ft~r ¢,,c constant sind, da dieselben 
eine Potenz yon f(eo) im Nenner enthalten konnen. Man kann aber 
durch cinch kleinen Zusatz auch in diesem Fall unser Princip anwendbar 
machen. Es geht niimlich (nach§ 1, I5) durch die Transformation zweitcr 
Ordnung 

t O - - I >  

f(eo) in ~/~:f(w) t~ber. Wenn man daher die Functionen ¢~,~ so be- 
stimmt, da.ss sie dutch die Vertauschung (~) nur unter einander ver- 

A e t a  m a t h e m a t i e a .  11. Imprim6 le 25 ~.Tai 1888. 44 



346 H. Weber. 

tauscht werden, so haben die Coefficienten der Transformationsgleichung, 
deren Wurzeln diese sind, die Eigenschaft, durch die Vertauschung 

sieh n ich t  zu 'andern, und sind also .qanze ra t ionale  Funetionen yon 

~/2 
f (  ,o ) + -?-(,7~" 

Bleiben diese nun ftir q = o, also ft'tr f ( w )  = c~  endlich, so m~ssen sie 
constant sein und alles ist wie in dem vorigen Fall. 

Um Funetionen ~,~ wie die hier geforderten zu bilden, suchen wir 
zun'aehst fi~lr ein gegebenes Zahlensystem a ,  c ,  d die Zahlen a ,  f l ,  ~', 3 ,  

a', c', d' so zu bestimmen, dass 

(3) 
(: , ,  O)(' I ,  1 ) =  (~1,~)( I ,  :)(O,', O) 

d ~-- I , I \y ,  - -  I , \c ' ,  d' ~ 

(4) ~ 3 - -  fir = I. 

Dieser Ansat.z ft'lhrt zu den Gleiehungen 

,, = ~,(= + ~) + , ~ , ( = -  f ) ,  ~, = d,(~ + ~), 
(s) 

c -  d, = c'(r + ,~) + ~ , ' ( r -  a), ~, + d = d'(r + a). 

Hierdureh ist zun'achst d' bestimmt als der grSsste gemeinsehaftliehe Teiler 
yon a u n d c  + d ,  und aus n = a'd '  ergiebt sich a'. 

Man erhMt dann aus (5) 

(6) 

a a ( d '  - -  c ' )  
~ + f = d '  ~ - - f -  ,, ' 

~. + 3 - -  e +d ~ r _ _  3 = c (d' - -  e') --,~ d (d' + ,'.') 

woraus fiir c' die beiden Congruenzen folgen: 

(7) c' d + ¢ _  d ~ _ c - -  (l, Cp dw---- a (mod a'), 

welche mit einander vertr'aglich sind und c' nach dem modul a' voll- 
st'andig bestimmen. Ausserdem soll, wie immer, c' durch i6, und wenn 
n nicht durch 3 teilbar ist, durch 48 teilbar sein. 
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Aus den Formeln (6) ergiebt sich, dass cntweder a ,  # gcradc, /7,7" 
ungerade oder a ,  3 ungerade, f l ,  7" gerade siiid, und im erstcn Fall  
i~y ~ n (rood 8), im zweiten y 3 = n  (mod 8), ferner in beiden Fii,llcn 
a/7--7-3 = o  (rood I6), und wenn n nicht durch 3 teilbar ist, 

~# + ~r + flo-- ~#~r- o (moa ~). 

Hiernach ergcben sich nach § I (r6) folgende zusammengehOrigc 

"c + deo 

, , , -  I v'2 ;2', ~/~ 

Vcrtauschungcn 

(8) 

worin, wie oben, p eine dritte Einheitswurzel bedeutet, welchc, falls n 
nicht durch 3 teilbar ist, den Wef t  ~ ha&. 

Definieren wir hiernach die beiden Functionen 

(9) 

A = ( r V - - - h - - ) )  + .,/<; + do,\ i ' 

[. :. 

worin r ,  s ganze Zahlen sind, so ergiebt sich, wenn r~ als Divisor yon 
2 4 so bestimmt wird, dass 

( n - -  , ) r r ,  _~o, (n -J- i )sr  I ~ o  (tIlod i2), 

nach § 2 (i6), das folgende Syste~i, von Vertauschungen, (wobci auf die 
-~nderungen der Zahlen a ,  c,  d nicht l~ticksicht genommcn ist) 

(,o) 

(/)~ A ,  B ,  

i 

(0 
(~'d--1).";'} 014- 1 ~'~"'z 

~ + ~ , , ,  ( - - ~ )  '~ ~ ,  ( - - ~ )  ~-' B, 

(:) __~° - -  I "A , B ,  
~o+ i '  
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und diese Funetionen sind also zur Anwendung des im vorigen Para- 
graphen dargelegten Princips geeignet. 

Ist n eine Primzahl so genfigt nach den Bemerkungen des vorigen 
Paragraphen die Betrachtung des Falles a = I, ffir welchen man die 
Entwicklungen hat 

( ! I )  

A = - q  

B = q  

(n--1)r l~ I 2 4  '('I I "Jr--- -~n(2Y--1)~ r "Jr- ~2u--1 // -t'- q (n--1)r 1-~ I 2 4  (:. ~ + q~/q2V--I ~,', 

(n+l)s 
(n+l)s (2)r+s 2s~ '24 . 

~4 l I ( I  -Jf- q'zv-')s(I -~-q"('v-1))sTt- l'I(I + q ' v - ' ) ' ( I  dr. qn,2v-1))s 

Die Wahl der Zahlen r ,  s ist an sieh willkr~rlieh. Ftir kleinere Zahlen 
r ,  s wird man im Allgemeinen einfachere Resultate zu erwarten haben. 
Indessen ist die zweckmassigste Wahl nicht s =-- i , r =- I, sondern die, 
bei welcher 

(n--  I)r (~ + l)~ 
2 4 ~ 2 4 

welches die Exponenten der h0chsten Potenz y o n  q-1 in den Entwiek- 
lungen (II)  sind, Briiche mit demselben Nenner, und zugleieh r , s  mSg- 
lichst klein werden. Eine andere Wahl wfirde gewisse Potenzerhebungen 
nStig machen. Ausserdem miissen, far ein durch 3 teilbares n, auch 
r ,  s durch 3 teilbar sein. 

Urn die Anwendung des Princips im einfachsten Fall etwas ausftihr- 
licher darzulegen, sei n----3, also r == 6 ,  s----3,  und 

A = q  - - 5 q  ~ + . . . ,  B = q  - - 5 q  ~ - . . . ,  

woraus, da A - - B  keine negativen Potenzen von q enthMt: 

A ~ B = o  

als Modulargleiehung folgt. 
Auf diese Weise findeg man folgende Formeln, worin 

gesetzt ist. 

c + d~o 
u = 
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I 
l ,  n , . -  .~. 

(,!/0 ( "  
\ b ' /  ',, "~ , ,  ' ~ . . . . .  ? l , s . O  a 

A - - B  = o. 

A = ~ , B = u2v 2 ; ,y,2 0 ~ 

A - - B = o .  

n - ~ -  7. A : + , B : U~v ~ + 8 
uSv----s ; 

A ~ B + 7 = o .  

~'~ = I I .  
/ ~ 6  ~r~ ~ 

+ , 

A ~ B  5 + B 3 + 2 B = o .  

2 

?f.v 

n = I 3. A u + v 54 ----- - - ~ B = u6.v G • 
v 25 ~6,06 ~ 

A 7 +  6 A  ~ + A  ~ - 2 o A - B = o .  

,o  
n =  I7 .  A =  + ~ , B = u ' v ~  + - -  " 

2,4,0** 

A ~  B~  + 1 7 A B - -  3 4 A :  + 3 4 B  + i I 6 A  + 4 4 0  = o.  

n =  19 . A = v ~, , B = u~v :, 8 

A ~ - -  B'a "{- I 9  A B 2  ~ 95  A 2 B  % I O 9  A3 W I 2 8 B - -  I 2 8 A  ----- o.  

I Die bei Bereehnung  dieser Formeln  benutzten Reihenentwieklungen,  die man behufs 

Verification derselben nur  einzusetzen hat, sind, soweit  sic gebraucht  werden~ folgende:  

n----- 3. A = B = e / - ~ ( [ - - S q . . . )  
_ _ 1  

n = 5 .  A = B = q  ~ ( I - - 2 q . . . )  

n =  7. A = q - ~ ( i - - 4 q . . . )  

B = ~/ - ' ( I  + I I ~ . . . )  

n = I I .  A = ff ~ ( t - - 6 ~  + 2Iq~ . . )  
1 

B-----~-'2(I--  q + 2q~. . . )  
_ _ 1  

n =  13. A = q  ~(t + 2 ~ ' - -  2 ~ . . . )  
_ _ 7  

B - -  ~ ~(I + 6q + I S q '  + 2 6 ~ s . . . )  
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A u s  d i e s c m  e r s t e n  

f f i r  d ie  F u n c t i o n e n  f~,  f~, i n d e m  

( lu rch  - -  i : t o  e r s e t z t  (§ 2, I3) .  

F o r m ,  n u r  da s s  e i n l n a l  

da s  a n d e r e  r e a l  

H. Weber. 

S y s t e m  l e i t e t  m a n  cin zwc i t e s  u n d  d r i t t e s  h e r  

m a n  eo d u r c h  eo + i u n d  d a r a u f  eo 

Diese  b e i d e n  S y s t e m c  h a b e n  d i e s e l b e  

u I ~ f~(w) ,  

zu  se tzen  ist. 

= f2 ( ,o )7  
(° + 

vl=  f 2 \ - 7 /  

I I .  n = 3. Ax 
2vl /  2u. /  ' 

+ = o .  

8 
B1 ~ 3 __-- .~lVl 2 r - ~ ;  

' / t ry I 

n = 5" A1 
\ v t /  '~U~l ' 

A 1 + B 1 = o. 

"2 4 
Bt = utv~ + ~ ; .  

~t i Vt 

n - -  7. AI 
\ v , /  \ ' l t z /  ~ 

8 --/¢1 ~ 3 • 

?~lVi 

A 1 - - B x - - 7  = o .  

n =  i i .  A 1 
\ Vl/ \ u , /  ' 

A~ + B~ + B ~ -  2B~ -~ o. 

2 

"~bt V l 

n =  x3. A 1 
"~'t Vl 

V t qA 1 

6 o 6 4 .  
B t ~ - ~ u l v l  + ~ ,  

2~lVt 

A ~ - - 6 A ~  + A~ + 2oA~ + B1----- o. 

n =  17. 

~ - - ~  1 9 .  

A = q-'-'(l - -  3~/ + 6q 2 - -  t3q:' + 25q ' -  39q ~ + 76q ~..  .) 

B = q - ~ ( t  + 4 q  + 6q ~ +  8q ~ +  t7q ~ +  28q ~ +  54~ ~ ' ' ' )  

A - -  ~ - ~ ( i  - -  2~ + 3~ '~ - -  5~ a @ i i~ 4 - -  I 3 g  s + 24~ ° - -  2 8 g ' . . . )  

B = q - ~ ( t  + 3q + 3q 2 + 4q* + 9q '  + 4q ~ + 39q e - 2 7 q , ' ' ' ) '  
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('q,,,']'~_]_ 'v, ' I6 
: : n - -  ~7. A~ , T , ,  B ,  ~ ~ • 

, , , • q/'l 01 

A~ ~ By ~ t 7 A 1 B  , ~ 3 4 A ~ - -  34B~ + I x6Ax + 440 = o. 

n =  '9 .  AI  = ( ~ )  ~'' ' - - ( v ' ~  ~ B ,  3 3 8 
, ' i t ,  I ,'O i 

A~ .-[- B ~ -  I9AIB ~ --[-- 9 5 A ~ B ~ -  xo9A~ q- I 2 8 B , -  I28A 1 = o. 
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§ 5. Die  ir~'ationalen Modularffleichunffe~. 

Noch einfacher gestaltet  sich die Anwendung unseres Princips (§ 2) 
bei den folgenden Annahmen.  

Wir setzen wie oben 

(,) 
u = f ( o ~ ) ,  u ,  = f , ( o J ) ,  u~ = t ; ( ~ o ) ,  

/ '  v , =  ~ f ~ -  

so dass sich aus § 2 (x6) die Vertauschungen ergeben 

(O~ U ~  U l ~ I ~  U 2 ~ 2 ~  

I ( )  ---- 

(n-Fl)~i 

O) --~- I ~ C 24 

Nimmt man also 

Ul?~ 1 ~ e 

U~ V 2 ~ U 1 V 1 

( n + l ) ~ i  (n +l)~'d 

(3) 

an und setzt: 

(4) 

n q-- I - - O  (mod8)  

n + l  

n + l  

B = UVUlq) 1 + Uq)U,q), + ( - -  I )  8 Ul 

n + l  
_ ~ + ~ + ( _ _ ~ ) T ~  
- -  ql.a g) 2 'b~t V l  "~?) 9 
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so gehen aus (2) die Vertauschungen hervor 

m,  A ,  

- - - - 7  .A~ (5) , , ,  

wi(n+l) 

oJ + 17 e ~2 A ,  

B~ 

B, 

wl(n+l) 
e ~2 B. 

Unter  der Voraussetzung dass n e i n e  Primzahl  ist, hat  man also nach 
§ 3 aus A ,  B ganze rat ionale Functionen zusammenzusetzen, welche 

unter  der Annahme a----- i , d = n ,  c = o  ftir q = o nicht unendlich 

werden, welche nur  solche Glieder A h B  ~ enthalten, in welehen (n + i ) (h - -k )  
bei der Division mi t  2 4 einen und denselben Rest lassen, und diese Func- 

tionen Constanten gleich zu setzen, deren Wef t  sich aus q = o ergiebt. 

Auf  diese Weise erhMt man durch sehr einfache Rechnung ~ 

(,6) 

n ~  7, 

-~- 2.37 

n ~ 3 1 ,  

n = 47, 

n ~ - - - 7 I  , 

A ~ o ~  

A ~  17 

(A'  - -  B) 2 - -  A ---- o, 

A 2 - - A - - B  = 2, 

A 3 - 4 A  ~ +  2 A - - B ~  I.  

Ist n eine zusammengesetzte Zahl, so bestehen gleichfalls solche Glei- 

chungen zwischen A und B,  zu deren Able i tung aber nicht die Be- 
t rachtung des einen Transformationsfalles (a = I) ausreicht; und die 
demgemliss auch weniger einfach ausfallen. Wir  fiihren nur  die Formel  an:. 

(7) n =  15, A s -  A B  + i = o .  

Man benutzt dazu die ffir n > 7 richtigen Entwiekluagen 

n+l 
uv = q 24 (i .4- ~ + qs + q " + q~ + q" + q7 + 2qs. . .) 

n + l  
ulvl = q 24 (t _ _ q _ _ q ~  + q~__q~ + q , ~ q '  + 2q ~ . . . )  

n + l  

%% = 2~/5¢(x + q~ + q' + 2q ~ + 2~/~.+ ...). 
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Far  grSssere zusammengesetzte Zahlen werden sigh weiterhin einfactmre 
Formeln ergeben. 

Tst n_= 3 (~nodS) so sind den Modulargleichungen die. Funetionen 

(8) 
- -  4 A  = u~'v 2 Ulq) 1 

B 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 U V :l~ V 2 

zu Grunde zu !egen, fi]r welche sich die Vertausehungen ergeben 

~o, A ,  B ,  

i 
A B ,  (9) o,' ' 

( n + l ) z r /  Ot+ l ) r : i  

o J +  I ,  e " A ,  e '~ B ,  

und man findet wie oben 

9~' ~ 3~ A ~-- o;  

( IO)  ~l. = I I ,  A = i ,  

~, ---- I9 ,  A ~ ' ~  7 A ~ -  B ---- o. 

T,.qt ~ _ ~ i  (m,,)d 4) so mnss man, um zu analogen Resultaten zu 
koTn men 

~A = ,~,¢.v ~ -- ulv~ -- '~4v~. 

] 1  ~ ~ ,~ 4 4 4 4 ,4 4 , 4  4 ~-- U 0 U~V i ~ ?t y l , t ~ l , . , -  ~t.~'z. ju..,F, 4 

setzen, wns a ber nur  ft'w den ersten Fal l  n-----5 zu einer einfaehen 
Formel  fahr t  

( I I )  n = 5 ,  A =  I. ~ 

i Die in diesem Paragrapt~en enthaltenen Formeln finden sieh tells in der in der 

Einleitung erwi~hnten Dissertation yon E. FIFASLER, andere, wie die fiir ~, = = -  4 7 ,  7 t  lassen 
sich aus den dortigen, minder einfachen herleiten. 

Acta mathematiea. 11. Imprim/~ le 4 Jn iu  1888. 45 
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§ 6. Z..usa,m.~ne,ngesetgte T),a,,,~fo~.mationsgrade. 

I,~t ~ eine zu.qammenge,~etzte (ungeradc) Zahl und 

(~) n = n'~" 

eine Zerlegung derselben in zwei Factoren ~z', ~z" die zu einander relativ 
prim ,~ind, so gehsr t  zu jeder Tran,~formation n t~ Grades 

~,> t',, o) 
je eine und nut eine 'rr,qn,~f,)rm:~tion dot Grade ~.', n" 

. ) (,;:) (,~,o . . . .o 
( 3 )  ' ,~' ' ,z" ' 

welche dutch folgende Bedingungen best immt sind 

.(l - -  , ~ ,  a ' d '  ~ =  n', a"d" = n", 

( 4 )  a . ' . "  : a ,  d ' d "  --= ~¢, 

{ ,z"~,' = ,~ ( , , , , , t  ,,% ~rc" - ~ ( , , o d  ."). 

Nach (4) sind d ' ,  d" bcstimmt als die gr~ssten gemeinschaf)lichen Teiler 
yon d ,  ~t' und yon d ,  n". Bildct ma ,  die zus,~mmengesetzten Trans- 
forma, tionen 

(5)  

(6) 

,,, o, ( o .  , , -  (o, ,~o,.  o) 

\ r ' ,d ' .  --l,o ~"~3','\c~,dl ' 

( ! (> ('..", o,,',, o ~  , = (~,.", y ~,, o . 

~0 ~0 I~ 0 
~cl. ~. T .,2~ I %~d.' 

< ~,..(,,,)=(,~.' ,>,~,~')'. 
.,,:,,o )(,,o (:)<<,,o) 
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so ergiebt sich aus den Formeln (6) big (xl) § 2 leicht, dass auch die 
Transformationen 

( )  (" 
( 7 )  ~., a ,  , ~ i  ' ' , \ C l  , \ C l  , 

und 

(o,:), c,,,o,), 
( s )  ~ ,  ~ ' ~ ,  ~ , ~o~ ,  ,, 

s ich nach  den  F o r m e l n  (4) e n t s p r e c h e n ,  ~ und  daraus  schl iess t  m a n  w i e  
in § 2 dass die  I n v a r i a n t e n  

, j (¢"+',7a d",u'~/ 

ferner 

uad da naeh (4) 

also 

und 

Far die Zusammensetzungen (5) ergiebt sich namlich naoh g 2 dass 

d~ der grfisste gemeinsame Teller yon a uud c, 

d )) )) )) D Cb i D Cl., 

! / 
d '  1) )) :0 ~P ai  I) Cl • 

cc I ~- - -  dd,  (rood n), 

C c l - -  d - -  d, (rood a) 

! s c ' c , ~ - - d ' d ~  (modn), 

c ~ d"c' (rood a')  und  a = ( (a",  d = d'd" ist 

c'c~,=___.--dt (moda') oder c ' c , : = - - d ' d ,  (modn'), 

¢'(~, - -  ~','~',) = o (rood ~') 

a'(c, - -  d'l'c',) --~ o (rood n'), 

weil c~ und c'~ durch d' teilbar sind. Da nun d~ der gr~sste gemeinschaftliche Teller yon 
a '~c '  und ~ , ' ~  d~a~1 ist, so folgt hieraus~ in Obereinstimmung mit (4) 

cl ~ d'1'c'l ( rood a'l). 

Fttr die Zusammensetzung (6) ergiebt sich das Gleiche noch einfacher aus den Congru- 
enzen (~. 2, 7) 

c, = c + d (rood a), c~ --= c' + ,t' (rood ~'), d'% ~ c~ (mod ~'), 



356 H .  W e b e r .  

rational ausdr~ckbar sind durch 

.(,: + d,o I .,.(,,). 
/ , . , - 7 /  ' 

Fiir die Anwendung auf die Functionen f ,  t l ,  t.~ ist noch eine Be- 
merkung beizuft'lgen, welche sich auf den Fall bezieht, dass n durch 3 
teilbar ist. Tn diesem Fall ist yon den beiden Zahlen n' ,  n" eine, 
nehmeu wit an n", durch 3 teilbar. Es kann also dann c' dutch 48 
teilbar vorausgesetzt werden und die ZusammengehOrigkeit zweier Zahlen 
c,  c" soll noch n~her dadurch bestimmt werden, class an Stelle der letzten 
Congruenz (4) die folgende tritt: 

(9) d'¢' =_ c (rood 3a"). 
Ist diesc Congruenz, wie in (4) angenommen ist, fiir den Modul a" be- 
fi'iedigt, so kam, man dieselbe fru' den Modul 3a" befriedigen, indem 
man zu c" ein Vielfaches yon a "  hinzufligt. 

Unter dieser Voraussetzung ergeben sieh for die in den Transforma- 
tionen (5), (6) vorkommenden Zahlen a,  fl, r ,  #, )' naeh § 2 (9), (7)noch 
folgende Congruenzen: 

, ~ -  ~"d'di, /~-fl"'¢'~; I O,,od ~), 
(,o) r-r",rd;, ~ : ¢ ' d ' d ;  ] 

), -- ~'~" (rood 3). 
Wenden wir nun die Bezeichnung u ,  v in demselben Sinne an wie 

in (~ 5) § 2 u~M g'cben den Buehstaben v', v" dic entsprechende Bedeutung 
t'~r die Zahlen n', n", welche v fiir die Za.hl n hat. (wobei jedoeh stets die 
Zusammengeh6rigkeit naeh den Congruenzen (4)7 (9) aufrecht erhalten bleibt) 
so erh~lt m~n die folgenden einander entspreehenden Vertauschungen: 

¢0 ; 'll. , I¢ l ~ "t,¢,~ ; t) ' ~1 , t),~ , 

I 

( 0  

F,~ ~ i  ~ i  n ,'ri n ;'ri n rci 

o~ ; v '  , v:  , v.'.. ," v . . . . . .  , v~ , v .~ ,  

1 
; v '  ~ ' . " v "  1/" "_' p"'  " 

Zl.'Tri ~1'7~ I I '~ i  n'7:,~ ?l'~Tri Z$"7~i 

w +  ~ ., e ~4 v l  , e ~~ v '  , e V- v'~. ; a" e 24 v~,, , a'" e ~ v "  , a "  e ~--T v.2" , 
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w0rin p ,  a dritte Einheitswurzetn sind, welche, fails n nicht dutch 3 
teilbar ist, den Wert  i haben. 

Auf Grund dieser Betrachtungen k0nnen wir auf zweierlei Arten zur 
Bildung von Modulargleichungen ft'lr zusammengesetzte Transformations- 
grade gelangen. 

1.) Ist 

(12) 

so setzen wir 

(,,' + , ) ( :  + i) = 8~. --  o (,,.,,.i 8), 

(13) • U :  a'vv'v", U'I : alvlv~v'l ' ,  [-(z :-~e.zV.zV.',z.'o', 

(I4) 
2A = ~r .31_ (__ I):,(U 1 .31_ U~), 

B = UU, + UV, + ( - -  I y' ~q u~. 

Ft'tr die letzteren Funetionen ergeben sieh dann aus  (I l ) d i e  einander 
entsprechenden Vertauschungen: 

oJ, A, B, 

(I~) 
I 

~ ' p ' :+ lA ,  p-(','+l)B, 

2/zTri 2p..,~ 

O0 + I ,  d " + ~ e ~ - A ,  a-c"'+~)e :~ 13. 

Sind die in (15) vorkonnnenden dritten Einheitswurzeln ~ - i ,  was eintritt, 
wenn n durch 3 nicht teilbar und wenigstens einer seiner Factoren den 
Rest 2 hat, oder wenn n" dutch 3 teilbar, n' den Rest 2 hat, so is, t 
jede rationale Function von A ,  B Wurzel einer [nvariantengleiehung. 
In den anderen FMien konnnt dieselbe Eigenschaft dem Cubus einer 
solchen rationalen Function von A ,  B zu, bei weleher die Differenzen 
der Exponenten von A und B in allen Gliedern bei der Teilung mit  3 
denselben Rest lassen. 

Nach § 3 haben wit also solche ganze rationale Functionen yon A,  B 
zu bilden, deren s~Ammtliche Werte fiir q = o endlich bleiben, und dies(: 
Constanten gleich zu setzen. Sind aber n ' ,  n" zwei PrinazaMen, so geni'tgt 
ca auch hier, wenn der erste von diesen Werten, derienige , ftir welchen 

~_,r ___ r( ~ ) r(,~' ~)  t@" ~) f@' ,." ~)  



358  if.  Weber. 

ist, keinc negativen Potenzen von q enthiilt, weiI man aus diesem die 
l'tbrigen ableiten kann, indcm man w ersetzt durch 

t 6) , o  , o  . ,o 

"lb ,j/,i 1~, 

und dann to noch um ganze Zahlen vermehrt.  
Dutch sehr einfachc Rechnung ergeben sich die folgenden Beispicle: 

(17) 

~a = 3 5 ,  

a - -  5 5 ,  

d ~ i~ 

(A ~ -  B) = -  A ---- o, 

A ~ -  B -  A = 4 ,  

A 2 - - B ~ A  = 2. 

A :~ - -  B - -  4 A  2 _ _  A + 4 = o .  

:.) Ist 

( a ' - -  i)(u" - -  1) ---- 8 # = o  (rood 8), 

so setzen wir 

(19) 

.~[ --- , . ,  -JU ( - -  I ) "  -7.-7v -J [ - - - - - -  

.,v,, + ( _  ,),, (,+,; .+;,), 
'n c \~-q v,--" q'- v., t,,, 

woft'ir sich vicder  die Vertauschungen ergeben 

~o, A, B,  

(=o) i L--,, ~ p"'--]B,  
( 0  

2it ~i 2,o. ~i  

[O -~- I ,  a ' -"e  "~'A, a'C-~eii-B. 

Auf  diese Functionen lasst sich dasselbe Verfahren anwenden wie auf die 
in I.) betrachteten, wenn man noch die Beschr'ankung hinzuft~gt, dass 
man nut  symmetrische Functioncn von A ,  B, d. h. rationale Functionen 
von A B ,  A -b B benutzt, well nur dann aus dem cinch Wert  einer solchen 
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Function die s~mmtlichen (lbrigen durch die Vertauschungen ( i6 )he rvor -  
gehen. Hier ergeben sich die folgenden Beispiele 

(2i) 

Auch wenn 

~, = I 5 ,  

n = 35, 

n = 39, 

n mehr 

A B +  I ----o, 

2(A + B) - - A B - - - -  5, 

2(A + B ) - - A B =  3. 

als zwei Primfactoren enthMt, behalten diese 
Schliasse mit  den nOtigen Modificationcn ihre Gialtigkeit. Ich ft~hre das 
Beispiel n - ~  Io 5 an, for welches man zu setzen hat: 

.4 = f(3,o)/'(5,o) f(7,o) f( i o 5 ,o) 
f( oJ ) f( ~ 5,o) f(2 ~ ,o) f( 3 5,o) 

/'~ (3,o) /~ (5,o) f~ (7 ¢o) f~ ( I o5,o) 
+ f,(o~)f~(I5~o)f,(2I,o)/:(35~o) 

/'~(3,o) f~(5,o) f~(7,o) f~( I O5¢o) 
+ f~(,o)f~(I 5,o)f~(2 I,o)f~(35o))' 

B _____ 
f( ,o )f(I 5to) f(2 I,o) f(35¢0) 
f(3,o) f(5,o) f(7~o) f( to5oJ) 

/', (,,,)f,([ 5,o) f1(z [(o)/;(35,o) 

/~ ( (O ) t~ ( I 5,0)f2(2 t ,o) fl~(3 5,o) 
+ fl~(3o~)fl~(5*o)fi~(7,o)f,(1o5oJ)' 

n = lO5; 

A~B 2 -  4(A + B ) ~ +  I o A B ( A + B ) + 4 ( A +  B ) 2 +  I o A B +  I 4 ( A + B ) + 5  --'--o. 

II .  A B S O H N I T T .  

A n w e n d u n g e n  auf  die c o m p l e x e  ~ u l t i p l i c a t i o n .  

§ 7. D i e  s l n g u l ~ r e n  We~.te y o n / ( t o ) .  

Wit  setzen nun in die Function f ( to)  ftir to einen der complexen 
Multiplication entsprechenden singularen Weft,  d. h. die Wurzel  einer 
quadratischen ganzzahligen Gleichung mit negativer Determinante 

(i)  Ato 2 + 2Bto + C = o, 



$6() [1. Weber. 

wenn (A,  L¢, 6') (fine eig(mtlich primitive quadratische Forn~ der Detcv- 
minante - - m ,  also A , 2 B ,  C' ohne gmneinsai.ml Teller und 

(~-) A C -  B" = ~m. 

Naeh (1(:1' Abhandlung I, § 18, ist alsdann 

(1'(,o) ~ - -  ~6):' 
(3) / ( " )  = r(,,,)-" 

eine ganze a.lgebraische Zahl, welche ungeandert bleibt, wenn die Glei- 
ehung (1) durch eine i~quiwllente ersetzt wird, niimlich die Wurzel einer 
g'mzzahligen Gleichung 

(4) H(u) = o, 

deren Grad gleieh ist der Anzahl h, der Clnssen eigentlieh primitiver 
quadeatiseher Formen der Determinante - - m .  

Es  sell mm nach, qewiesen werden, class bei passender Auswahl des Re- 

pr(ise~danten der Classe (i) dieselbe Eigenschaft den (~.rSssen f(o,)  ~4. u,nd 

wem~ m dutch 3 nicht teilbar ist attch f(o)) ~ zukommt. 

Die siimmtlichen einander aquivalenten Gleichungen ( 1 ) ,  die einer 
Formenclassc entsprechen, zerfallen nach folgenden Kennzeichen in drei 
Unterabteilungen 

(5) m--- t (rood2). 

I. A ~ I ,  B ~ o ,  C < : I ,  

II. A ~ I ,  .B = I ,  (.J~ O, (rood 2) 

III. A - - o ,  B - - ~ ,  C - - ~ ;  

(6) m = o (rood 2). 

1. A :~ ~, B - -  I, C ~  I, 

II. A - - I ,  B ~ o ,  C - - o ,  (rood2) 

III. A----o, B - - o ,  C ~  I. 

Nehmen wit an, (I) gehore zm- er,~ten diesel- Unteral)teilungen, .~o bleiht 
die,~e Eigenscha.ft erhalten, wenn to ersetzt wird durch 

~" -I- oo~ 
a + ,,~o, ' 
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falls 

(7) ( (:,o ( o , )  ,,,,9,)_ ) ' (mod ~) \ F , f ) ,  , I J - - 1 , 0 ,  

wlihrend falls 

(s) ("D (:7) :) 
, ; , ' ( r o o d  ~') 

; ¢~  ~ , , 0 .  , . , 

(x) aus der Abtei lung I in den beiden ersten Fallen nach II, in den 
beiden letzten nach III gelangt. 

Die Function f(oj) 24 bleibt aber gleichfalls ungel~ndert dutch die 
Substitutionen (7), w~hrend sie durch die Substitutionen (8) resp. in 
~ f ' l (eo)~4, -  f2(eo)~4 tibergeht. 

Es ist nun  fr~lher bewiesen (§ 2 und Abh. I, § 16), dqss (lie ~ Grcissen 

f(',J + &o]" 
(9) , , - T /  " 

wenn r e i n  Teiler yon 24, der, falls n = ad durch 3 tei lbar ist, selbst 
(lurch 3 teilbar sein muss, (bei variablem w) die Wurzeln einer l rans- 
f0rmationsgleichung ~t~. Grades sind 

(~o) + do~\' 
,,i.~t---;-+ ).  r( ,o ),._l = o. 

und hierin wollen wir r =  8, und wenn n durch 3 tei lbar ist = 2 4 
annehmen. 

Damit  

~: = f ( , o ) '  

(lie Gleichung 

(t I) ¢ , ( x ,  ~) = o, 

befriedige, ist notwendig und Mnreichend, dass wenigstens flit  eine der 
Gr0ssen (9) die Bedingung erftil l t  sei 

=r/o,>, (I 2) ': + &~ " 

A e t a  m a t h e m a t i e a .  11. Impr imd  le 4 .Iuin 1888. 46 
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und dafter ist erforderlich und hinreichend (Abh. I, § 6), dass die Zahlen 
a ,  fl ,  T, 3 sich so bestimmen lassen, dass 

(,3) " + r + 
a. ,~ + r io , '  ~ '¢ ~ f i r  = I ,  

das.~ ( n a c h §  i, i6) 

(,,.,,~' ( ; , o )  ( o , , )  (rood2), (I 4) r ,  ')) ---- oder -- " I, - - I ~ O .  

dass ferner, wenn r =  8 ist,  

(I5) qfl q- a T q- /q,}-- %92T =- o (rood 3). 

Gent'tgt nun ~o der quadrafisehen Gleiehung ( i ) so  ergiebt sieh dutch Ver- 
gleiehung mit (I3), wenn :r einen unbestimmten ganzzahligen Factor be- 
deutet:  

Setzt man also noch 

so folgt: 

fld = A:r, 

~C - -  T a - - -  C . r  , 

~(t  + t i c  - -  ,h~ ---- 2 B ~ .  

- -  ~ d  + t ic  - -  ,?<t := 2y ,  

(16 )  

Nimmt man n , A  
und man erhMt 

f l d  = A x ,  tic.. - -  ,~a = B x  + y ,  

~c - -  r a  = C:r , a d  = B x  - -  y , 

~, ~ ~ : r .  o. ~ y 2 .  

ohne gemeinsamen Teller an, so muss d-----i sein, 

( , 7 )  
n r = - -  C:r  + c ( B x -  y ) ,  n 3  ---- c A z  - -  B x  - - y  

woraus man ersieht, dass x ,  y ohne gemeinsamen Teller sind; tlbrigens 
konnen bei gegebenem m die Zahlen n ,  x ,  y der Bedi.ngung ( i6)gemttss  
beliebig sein. 
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Wir  machen  nun,  je nach dem Verha l ten  von m gegen den Modul  6 
die folgenden Annahmen ,  worin sich die Wer te  yon x ,  y als no twendig  
ergeben:  

r e - = o ,  n = m  + 9 =  3 ( rood6) ,  x =  1, Y=-4=- 3, 

m ~ _ 3 ,  n = m  --= 3 ( rood6) ,  x , =  i,  y =  o, 

.~n ~-- I ,  Jb ~ m "-k I6 =_ - -  I (rood 6), x = I, Y = __+ 4, 

m _--: 2 ,  n ---~ m - [ -  9 = - -  z ( r o o d  6 ) ,  x = i ,  Y = -+- 3 ,  

m _= 4, n == m 4- i -- - -  i (rood 6), x ~ I, y ~ _+ l,  

m ~ 5 ,  n = m  -- I (mod6) ,  x ~  I, y =  o. 

Hieraus  e rkenn t  man,  dass nur unter der Voraussetzang (5), (6) 

Zahlen  ( i7)  der  Bed ingung  ( i4)  (und zwar der zweiten) gent'~gen. 
Da also hiernach yon den dre i  Wurze ln  der G le i chung  (3) 

I die 

/ ( , o )  - ( *  - 

eine und  n u t  eine der Gle ichung  (I I)(f{]r r----24) gent'tgt, so foigt,  
wenn  wir  des ka rze ren  Ausdrucks  halber  den in A b h a n d l u n g  I, § 18, 
e ingef0hr ten  N a m e n  ~Classeninvariante)) von j(eo) auf  jede  rationale Func- 
tion yon j ( w )  i iber t ragen,  du rch  welche  auch j (eo)  ra t ional  dars te l lbar  ist: 

f (  a, ) ~ ist eine Classeninvariante. 

Ist m durch  3 untei lbar ,  so erhMt, nachdem (5), (6) I festgesetzt ist, 
f(eo) s durch  die l ineare Transformat ion  (to, to A- 22) noch drei verschiedene 

Werte ,  welche wenn  A du tch  3 n icht  te i lbar  vorausgesetz t  wird ,  dadu rch  
unterschieden werden  ksnnen,  dass 

(I8)  B ~ o ,  I ,  2 ( rood3) ;  

von diesen gent~gt aber  nur der der ersten Annahme entsprechende Wer t  der  
Bed ingung  (i I). 

Es gent~gt also von den drei  W u r z e l n  der Gle ichung  
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eiue u nd nuP eine der dleichmrg ( ~ )  (ff~r r = 8 ) ,  und darnus folgt: 

Ist  .m nicht durch 3 teilbar, so ist f(o~) 8 e.ine Classeninvariante. 

Beispiele, wie sie weitcr untcn folgen, lehren dass in vielen FMlcn 
dicselbe Eigenschafl. noch niedrigcren Potenz{:n yon f(eo) zukommt. ~ 

Die Hauptform der 1)eterminante - -  m ,  (I , o ,  m) gehBrt nur bci 
unger~tdem m in die Unternbteilung I und daher wird nu t  in diesem 
Fall f(~/2£-~) 24 oder f(%,"2-T~) 8 Classeninvariante sein. Bei geradem m ge- 
h0rt ( , ,  ~ , m . +  ,) oder ( ~ , 3 , m - t - 9 )  zu I und in diesem Fall sind 

~tlso die Classeninwtrianten 

odor 
f ( ,  + v ' -  ,~)"" - -  - -  f, ( v -  ,,~)"', 

f (3  + ~, ' -  7 ,?  = - -  f , ( v - - ~ , 7 .  

§ 8. D i e  Chtsse~li, J tvar~ante  ~'2(w). 

Aus den soeben bewiesenen Eigenschaften der Z~hlen f(w) iblgt, 
dass, wenn m nicht durch 3 teilbar ist, aucb 

t(,,,) ~' ~ to 
( , ) r~ ( . ,  ) . . . .  ? - (<o) . - -  

einc Classeninvariante ist, wenn an der Voraussetzung des vorigen Paragra- 
phen, dass B- - -o  (inod 3) sei, festgehalten wird. Es li~sst sich dies auch 
auf demselben Wegc direct beweisen, da auch zwischen den Functionen 

+ <%, r~('o) (~) r.{ ;, 

falls J~ durch 3 nicht teilbar und c durch 3 teilbar ist, eine Trans- 

formationsgleichung besteht. 
l)ieser directe Weg ist destmlb wichtig, well er sich auch auf die 

Classen der zweiten Art ~ulwenden l'~sst. Gentigt n'~mlich eo ciner Glei- 
chung zweiter Art  

(3) Ao} ~ + /302 + 6 ' =  o,  

' Es lasst sieh ~thnlieh wie oben zeigen; dass, wenn ,~rt nieht dureh 8 teilbar ist., 
/'(w)' oder /'(co) TM Classeninvariante ist. 



Zur Theorie der clliptischen Funet ionen .  

worin B ungerade ist, so wird 

365 

/ c  + & o \  
(4) Y ~ ( . - - - . 7 - - - )  = Y'~( w ) 

dann und nur dann erffillt sein, wenn 

(s) 
c + dro y + &o 

a a + t ~ o '  

(6) ~q + ~r + fl,~ - -  ~fl"r - o (,nod "3). 
Setzt man also, wie oben 

(7) 
' ( B x  - -  V), fl  = A x ,  ~ -= 2 

, ¢  = - -  c : .  + '- c ( B x  - -  v ) ,  , ,~  = ~ A .  - -  '- ( B z  + V), 
o 2 

4n = m x  ~ + y'~, 

n immt A durch 3 untei lbar  an und setzt 

wenn . m = +  i (rood3), n - - m + 4 ~ - - i  (,nod 3), x - ~  2, y----- _+_ 4, 

wenn m = - - i  (rood3), n = , a  = i (rood3), x = 2 ,  y = o ,  

so folgt wieder, dass die Bedingung (6) nm' unter der Voraussetzung 

B = o (rood 3) 

befriedigt ist, woraus man wie oben schliesst, dass T~('w)einer ganz- 
zahligen Gleichung genfigt, deren Grad h' gleich ist der Anzahl der 
Formenclassen zweiter Art der Determinante ~ m, da diese Eigensch-fft 
nach Abh. I, § 18, fiir ~-~(w) ~ feststeht. 

Diese Bemerkung fcthrt uns zur Aufs te l lung von Classengleichungen 
in einigen interessanten FMlen. 

Die Determinanten 

- -  ~I , - -  r 9 , - - 4 3 , - - 6 7 ,  - -  I63 

haben die Eigenschaft, dass filr jede derselben eine Classe der zweiten und 
drei Classen der ersten Art  existieren, dass also die Classeninvarianten 
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zwei ter  Art., F~(to), rationale ga~~ze Zahlen sind. ~ Indem wir  die beiden 

ersten - -  i i , ~ 19 eincr anderen  Be t r ach tung  vorbch ' t l ten,  suchen wi t  

diese ganzen Zahlen  fiir m = 43 , 67 , x63 zu bes t immen.  W i r  haben also 

zu berechnen.  
HERMITE ha t  in der  oben ci t ier ten Arbe i t  ))Sur la thdorie des dquations 

modedaires)) dieselbe B c t r a c h t u n g  auf  die von ihm mit  a bczeichnete Gr0sse 

angcwandt ,  welchc  nach unserer  Beze ichnung  mi t  

f~bereinstimmt, und  aus seinem Resulta,t f a r  m = 43 folgt :  

(8) - -  F=(1-3 / + ~ / -  44.) \ = 960 = 64 . i5 . 
2 / 

Fiir die beiden grSsseren Zahlen  m-=- 67, m---= I63 lltsst sieh (lie Reeh- 

hung  in e infachster  Weise aus der  E n t w i e k l u n g  § 2 (3) fflhren, indem 

man  mit  vollst 'andig h in re iehender  Genau igke i t  

.__-- 3 +.. v ~-~ - ~  ~'~ ;" 
- -  r ,  - ?  ) = e :' 

setzen und  diesc Zahl  mi t  s iebenstel l igen Loga r i t hmen  bc reehnen  kann.  ~ 

Marl e rhg l t  

(9) - -  F~(--  3 +2 v ~  67)  --- 5280 = 32 " 3 . 5 .  i I, 

( , o )  - -  F.2( 3 + ~,-- '63 '  / _=_ 640320  = 2". 5 . 3 .  667. 
9 

Die E in faehhe i t  dieser l~esultate zeigt sieh abe t  erst, wenn  man zu den 

Fune t ionen  f ( w )  r tbergeht,  wobei es ke inen wesent l iehen Unte r seh ied  maeht ,  

ob m a n  F o r m e n  erster  oder zwei ter  Ar t  zu Grunde  legt. 

Naeh der auf Induction gegrtindeten Vermuthung yon GAUSS (Disq. Ar. art. 303) 

sind diese 5 Determinnnten die einzigen, welehen diese Eigensehaft zukommt. 
'~ Aueh ftir m ---- 43 ergiebt dies Verfahren den Werg 959,98.' '  also wie oben 960. 
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Die cubische G le i chung  

y:' - -  r~(~o)y - -  16 = o 

§ 1 ( I I )  die Wurze ln  

_ _  _ _  

Es ist aber  nach § 1, (I5) ,  ( t3 )  

und  wenn  dahe r  

_ _ £ 2 ( - - 3  n ~ , / - - m ) s  ,6 

( I I) :l; = f(~/-'~) 

gesetzt  wird,  so ist x 8 W u r z e l  der  cubischen  G l e i c h u n g  

(12) rZ'~4 + F'~( - - 3  + ~ / - - m - )  x ~ G - 2  2 s - - = °  

367 

u n d  zwar  die einzig e reel le  posi t ive Wurze l  dieser Gle iehung .  

Die G l e i c h u n g  (I2)  l~sst sich abe r  n u n  fo r  die W e r t e  (8)1 (9), (lO) yon 

F2 in acht  ra t iona le  Fac to ren  (in Bezug a u f  x) spa l ten  u n d  m a n  erh'alt so: 

m = 43, ~a ~ 2x - -  ~ = o, D i sc r iminan te  - -  4 . 4 3 ,  

( I3)  m = 67, :r. ~ - -  2x 2 -  2 x - -  2 ---= o, ~ D i se r iminan te  - - 4 . 6 7 ,  

m = 163, x a - -  6:~'-' + 4:'c - -  2 = o, D i sc r iminan te  ~ 4 . 1 6 3 .  

Wi r  wol len  die Resu l t a t e  der  be iden  le tzten P a r a g r a p h e n  noch au f  

ein anderes  Beispicl  unwenden ,  welches  ebenfa l l s  eine gewisse a l l geme ine re  

B e d e u t u n g  hat,  au f  die D e t e r m i n a n t e  - - 5  8. FOr diese D e t e r m i n a n t e  
cxis t i ren  zwei Geschlechter  quad ra t i s che r  For lnen  u n d  in j e d e m  Gesehlecht  

eine Classe. Nach A b h a n d l u n g  I, § 21 l~sst sich also jede  Classeninva- 
r ian te  fo r  diese D e t e r m i n a n t e  r a t iona l  d u t c h  ~/)-~ ausdr i i cken . :  

Diese Gleichung liisst sich auch leicht auf algebraischem Wege aus der Modular- 
gleiehung fth' den Transformationsgrad 7 1 herleiten. 

" Dass ~79, nicht ~2 zu adjungieren ist~ zeigt die dortige Formel (I7) ~ in welcher 
m'.=-2~m"-----2 9 zu setzen ist. Da in der Teilgleichung i nicht vorkommcn kann, so 
muss zugleieh ~ heraus f'allen. 
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Nimmt man als Reprr~sentanten der beiden Classen ( I ,  o ,  58), 
(~-, o ,  29), so kommen diese in den Gruppen I I ,  III (§ 7, 5) vor so dass 

• fis die beiden Classeninva,ria, nten zu betraehten sin& Es ist daher 

/ i  = a + 
(,4) ( ;  , 

[ ;  ~,,:Z-58 ) = a - -  b y / z 9 ,  

(§ 1, , s )  (I5) a " - -  29 b~--  I6 

und a ,  b sind ganze (positive 1) Zahlen. 
Aus (I4) folgt aber 

wonach der Wert  von 
(]lied tier Entwicklung 

dargestellt  ist. 

also 

2a mit hinlAnglieher Genauigkeit dltrch das erste 

| - -  

- = \ s s  
~a  

Es ergiebt sieh so 

a ~ 2 .  7 2 7 ,  b - - -  2 .  ' 35  

1 Aus der Formel (T. ~ l ,  2) 

d l ,  ''~ ---=- ml,gi',,, k~ l , "~do~ 

folgt, dass wenn --' ire ree]l ist, /~'~ lnit. waehsendem - - i o J  abnimm(. Es ist. also 

( ,  - -  2 z : " ) ( ,  - -  z,~I, , '- ')  
/ ; ( " ) '  - - / ; ( " ) "  = z~w'-' 

positiv,  also ~ ( t o ) >  f.,(to) sobald - - i w  > ! und da /~(e,))"' = 2'I."':1,'" mit waehsendem 

- -  ;¢o wiichst w~ihrend ~;(to) ''( "~4]r~ 2 to  s o l m h l -  ice = _ : ],"~ abnimmt,  so ist / ' t ( to)  > / 

den W e r t  i ibersehr i t ten hat,  f a r  welehen f ~ ( , o ) =  /'.~(Io, I i s t ,  (1. h .  den W e r t  
k. x-, - t 
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w o r a u s  .~ich d i e  v i e r t e  } g u r z e l  z i e h e n  ln ,ss t :  

( I 6 )  ~ig-f,(v'--7~)2 = 5 + V"29. 

o(J.) 

9. Be,reeh.ll i t l i t# y o n  Classeni ,n, i ,ai ,  ia,nteii  a irs  del" Trallsjbl'rnat.ioii 
e~'ste~, l t i i d  zweite, ,  Oi'd.li.t.tii,.I. 

W i t  benutzen  n u n  die Principien des ersten Abschni t t s  zur Berech- 
h u n g  yon Classeninvarianten,  und gehen dabei 'l.us von den I,'ormeln des § 1. 

Man erh'alt zun~chst  ft'lr .m. = I und m -= 3 <lie bei<len G l e i e h u n g e . n  

I t 

co o' -Jr- I 

,v,w~u,~ , , a c h  ( ' 3 ) ,  ( ' 4 ) ,  (9),  ( , o )  § 1 f< , l g t  

/ ' ( ; )  = { ,7,  t ; ( , )  = f.>(i) = ~ ,  

- -  1 ( ....... ( 2 )  m -== 3 ,  f t  i -4- V ' - - 3  = f;  - -  i + V ' - -  3 .e---:~:, 
2 / \ 2 

r:i 

= 1 ; ( - '  
nnd naeh § I (15)  

( s )  t ( ~ "  3) = ~,-;. 
Au.~ d e r  " • " _ I ransforination 9to, ()rdnung erh'<ttt m a n  d i e  F'<i.llc m = 2 , ,m =.  7:  

2 2 
O )  ~ - - - -  (0 - 

( o  (o  -Jr" 1 

(4) ,,,. = ~,  l i ( v ' - s )  ; -  . ~ % 2 ,  

(5) "" ---= 7, f(~,'--~) = V2, 

u n d  d u t c h  e ine  z w e i m a l i g e  A n w e n d u r l g  'm 

3 + V ' - - 7 )  = i .  
f 4 

= i 5. S e i z t  ma.n n i i m l i c h  

(s) 

(O  "---  
- -  V " - - 1 5  ( o - - 1  2 1 

2 2 ¢o 

f(C :-/7) t:,(o,)e -',-~ 
A c t a  mathe;nat lea.  11. IV.lprIm,~ |o  ],q J i i i n  1888. 

= ~,!2 

47 
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so folgt 

H. Weber. 

: r i  (<o) - - -  r(<-°:7; = r = : ' ,  

" ( 0  - -  i; ( - ,  ') ~ r.~(<"~, (<e'l . . . .  ~-/ f ' ( < " ) g  x ~,' = ~~ '  

r:,i 

f 2 \ ~ - - ,  =: [;(-~.!' f=(,o) f = e  e4. 

El i , l , i n ie r t  ,nan au,~ lo, i z l e rem Sy,~tem f ( w )  , f~(o,) , f ) , f, ('.<~) , f,a[~),'<ok 

mit, tel,~ § 1, (9), (i o), so ergiebt ,~ieh 

f:_,'~ -t- 47f~ 4 -t- i : - - o  

und daraus naeh (6) 

(7) ,,, -:-: ~ 5; 1 ( V ~ 7 7 )  :' .... ~.'~(, + v7). 

Beaehtet m'm. dass yon den drei Funetionen fs, f~, f¢ na.eh § 1, (9), (TO), 
zwei dur('h (lie dritte mit Itilfe einer quadratisehen Gleiehung ausgedrt~ekt 
werden, so li~sst sieh 'ms einer bek'mnien Cla.sseninvariante fiar die De- 
terminante - -~n  (lie ft'n" die 1)eterminante - - 4 ' m  herleiten, indem man 
sieh, je n,l(:hdem ~t ger,ide oder ungerado ist, einer der beiden Formcln 

bedient: 

(s) 

(9) 

2f,(. ' , ,o) ~: : r,(<<,)"Tr,(,, ,) ': + ~1;(<o) =' + c,,4], 

~r,(~o,) , ~ .  f (~) ' ! f (~)"  + ,7(<,,) ' '  ~-6~1. 

Auf diese Weise findet man aus (,), (4), (5), (7) die folgenden 

sultate: 

( io) 

( i l )  

(,2) 

(I3) 

Re- 

'm .... 4, fl (V"--~-4) s- 8. 

, , , =  , 6 ,  f , ( v - - - T a ) ~ =  8~.~(~ + ¢~)=. 

,,, = 8, f~ (~ /_~)~=  8(~ + v~). 

"~ = -  3 2 ,  f ,  ( ~ , , ~ 7 7 )  ~ = -  S i n ,  

x " - -  8(x + v,~)'.~ - -  2(~ + ~ )  --. o. 



(I 4)  m = i 2, 

( I 5 )  91b = 2 8 ,  

(~ 6)  m = -  6 0 ,  

Zur  Theor ie  der  e l l ipt isehen Funct ionen.  

f~ (V--~--~S) ~ = ~_ ~/_~ (~ + ~3).  

f l ( v ' z ~ ?  = : v i ( 3  + ¢~). 
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§ 10. A n w e m l u n g  dev Schl¢$fli'schen ~lodulavg!eiehte~tge,l 
,ray Bei'evhn'amj vo~ Classeninea~'ianten. 

Die SCI~Lit~'LI'Schen Modu la rg l e i chungen  lassen sich in verschiede~er 

Weise zur  A u f s t e l h m g  von Classeninvar ianten  benutzen.  I)as n~ichst- 

l iegende ist, dass m~n einen der bereits bekannten  Wer te  yon  ['(~Z:_~) 
oder f~(~/-------m) ft'tr u oder  u I in diese Gle ichungen  einsetzt, wodurch  man  

eine Gle ichung fiir f ( ~ - - ~ n  ~) oder  l ~ ( q ~ )  erhMt, die man noch von 

t'tberflflssigen Factoren ,  die sich leicht finden lassen, ztt befreien hat. 

A u f  diese Weise ergiebt  sich 

( I )  'Jff = 9 ,  

(2 )  m = 2 5 ,  

(3) m = 49, 

( 4 )  m = i 8 ,  

(5) .m = 5 0 ,  

f ( v - ~ ) : '  = i/-~( I + ¢]). 

~'~--(~ + ¢ ~ ) z  + i = o. 

f~(,/-~is) ~ =  ~,~(~ + v'~). 

~ , _  2 f5 

x 3 - - 2 x 2 + 3 x - - 4 = o .  

- - 7  

Discr. - -  4 . 5  °. 1 

Die Classengleichung ist hier vom 6 ten Grade und lltsst sich durch Adjunction 
yon (5 in zwei cubische Factoren zerlegen, die man aus obiger Formel leieht dutch Eli- 
mination ableiten kann. Dass hier, wie in mehrercn der folgenden Bcispiele die Classen- 
invariante rational dargestellt ist durch ~:5 und die (einzige reelle) Wurzel einer rationalen 
cubischen Gleichuug ist eine Eigentilmlichkeit, die mit der ABEL'scheu Natur der Classcn- 
gleiehungen zusammenhitngt, worauf ich bei einer nitchsten Gelegenheit zurtickzukommen 
hoffe. Diesc rationalen cubischen Oleiehungen entsprechen den GAvss'schen Perioden- 
Gleichungen in der Kreisteilung. 
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(6) 

(7) 

(s) 

(9) 

( ,o) 

H .  W e b e r .  

m .... :27, /'(~.'-~-27) :; = 2,,:, 

.,:a _ _  3 x 2  3 x  ~ I = o .  

,,, - 7 5, ~ , 7 , I ( ¢ - - - - ~ )  = . ,  

: l ;  a - -  2;.{3 = ~ 2;~, - -  4 ----- 4~.'~a;. 

m - -  36 ,  l ; ( v - - "  . . . . . . .  36)" == VSx~'- , 

• ';~ - -  4 *  --- 2 = 2 v ' 7 ( ,  + i) .  

Ill. = =  I O O ,  ;~ - - -  ~ , 2 t ; ( %  ~ -  t O O ) ,  

• ';" - -  * . . . .  1 = v s (* 4-  ' ) .  

,,~ .... 6 3 ,  / ' ( v ~ 7 )  ~ = v 2  ~ x ,  

; r l - -  8,va -+- :*: -1- 1 = o ,  

~ , ' 7 ( . ' ; ' -  * + ~) - -  ( ~ ( * '  + 3 " -  ~). 

m = ~ 7 5 ,  / ( ~ , - ~ 7 )  = ¢ ~ * ,  

,*;" ~ 4s: '~ q-  x; + I ,  

l ~ g  f_!F111 

d e n  W e" T r a n s f o r m a t i o n s g r a d  (o = v ' - - J t  se tz t ,  so w i r d  

D i s t r .  ~ 4 -  27 .  

=*:' - -  4 * '  + . t : -  3 = ~,'5 ( 2 ~  ~ -  .,r, + i ) .  

m a n  s o d a n l l  in d e n  S c l I I , ' i C L f s e h e n  M o d u l a r g l e i c h u n g e n  f i i r  

r ( o , )  = = r ( , / - , , )  

u n d  m ' m  h a t  u - - v  u n d  m i t h i n  A = 2 z u  s e t zen .  

m a n  l e i e h t  d i e  a b z u s o n d e r n d e n  F a c t o r e n .  

t ' ( v - - 5 ) ' =  ' + v s .  

r(v----T;) = . ,  

;r, ' q -  2 ,~  ~2 -O I-  2;~3 ~ 2 ~ O .  

(x 2) m = S,  

( 1 3 )  m - -  ~ i ,  

A u c h  h i e r  f i n d e t  

D i s t r .  - -  4 .  I I. 

( i  4) m. = i 3, I ' (VZ-73)  * == 3 q-  V73. 
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(I 5) m - -  i 7, I ( ¢ 7 T 7 ) "  = vT:~, 

l i + V'i7 
,)9 -{-- - -  

;g 2 

( I  6 )  lib - - -  I 9 ,  f ( ~ " - - - ' i ' 9 )  " - -  ;'/;, 

.~::~ - -  2 z - -  2 = o. Iliscr. ~ 4 .  t9.  

Ein dr i t tes  Ve r f ah ren ,  die SCULXI,'LI'soheli (_}leichungen u:userer Auf-  
gabe  n u t z b a r  zu machen ,  is, das fo lgende:  

Sotzen wir  in der  ztun T r a n s f o r m a t i o n s g r a d  n gehor igel i  Modula r -  
g l e i c h u n g  t'nr o) die W u r z e l  der  quadrat ,  isehen G l e i e h u n g  

('7) 2¢o  "2 -+- 2 r c o  -} -  n = -  o ,  

worin  r eine ganze Zahl  bedeu te t ,  a, lso 

H. 
( , 8 )  2o, + 2 , ' -  

O) 

- -  r + ~ , -  m 

2 

I 9) "lit ~ 2*b - -  t'2~ 

so is,, (ha, oh § 1, I5) 
t '~ i  

(2o) i;(<, ,) t;(2,o + 2 , 9 -  e '~ - 

. lso nad i  (I8) 

¢°) (~ , )  i ; ( { , , ) t ;  ~ = ~ ~e " 

(22) 
g ( , o )  = v?~ " 

r(~,--- i~),  

v 2 e  

/; ( v - - 7 0  ' 

r u n g e r a d e ,  

r a'ePade. 
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D e m n a c h  h~t m a n  in dem zweiten Sys t em § 4 zu setzen 

(23)  . i v ,  = 

r ~ i  

( 4 )  ~c ' v, :-= e "'~ ;c,, 

. ..... li(  gm) 

je n a c h d e m  r und  d a m i t  zugle ieh  ,m u n g e r a d c  oder  ge rade  ist. 

Nach (19) e rgeben  sich ft~r m fo lgende  Wer t e  

n - -  5, m =  IO ,  9 ,  6 ,  I, 

J r ,=  7,  m =  ~ 4 ,  1 3 ,  i o ,  5 ,  

It, ~ l I ~  ')R, ~ 2 2  ~ 2 I  ~ I 8  ~ I 3 , 6, 

l g ~  I 3 ,  ~*$ = 2 6 ,  2 5 ,  2 2  , 1 7 ,  I O ,  I ,  

t ~ =  I7, m = 3 4 ,  3 3 ,  3 o ,  2 5 ,  I 8 , 9 ,  

n ~ I 9 ,  m = 3 8  , 3 7  , 3 4 ,  2 9  , 2 2  , 1 3  , 2.  

Wir  le i ten aus d~eser Quel le  n u r  die F o r m e l n  fli t  die in dem Obigen  

noeh  n ieh t  en tha l t enen  FMle her,  wobei  die sehon b e k a n n t e n  oder  mehr -  

faeh a u f t r e t e n d e n  Wer te  zur  E r l e i e h t e r u n g  der  A u f f i n d u n g  der  Fac toren  

dienen.  

(25) m-- -  6, /,(V'---6) ~ = 4 q- 2~/2, 

( 2 6 )  115 = 1 0 ,  ~ 2 f l l ( k / - - I 0 )  = I + V"5' 

(27) m --  I4,  / ~ ( ~ ; ~ ) ~  ----- V-gx, 

X, - [ -  I 

(28) ,n = 2~, 2 f ( v : 7 7 )  ' ~ =  (~.~ + v@'~(3 + ~)~ .  

(29) m = 22, f ,(v' :o77)~ = V'a(I -+- ~,7). 



(30)  

(3~)  

(32)  

(33) 

(34) 

(35)  

(36)  

Zur Theorie dee elliptischen Funct, ionen. 

2V'I 3 

:r. ~ - -  2.C 2 + :r, - -  4 = o. l)iscr.  - -  1 6 . 2 6 .  

, ,  = 30 ,  f ~ ( ¢ - - - V ) ' ;  = 2~/~(3  + ~ / io ) ( :  + ¢~). 

m = 33, v/?f(v'----.-~) ~ ' =  (3 + v'Ti-)( ~ + ~/3):~. 

m ---- 34, f~ (V'----~) ~ = v'_~ x, 

:r,_~_ I 3 + v " I 7  

m = 29,  f (~ /~9~9) '  = 22 ~, 

2x  :~ - -  9 ~  ~ - -  82r - -  5 = v'~-9(x + ~)' .  

m, - -  37, f ( V ; Z - ~ ) '  ---- t 2 -1- 2 V'37. 

m------ 38, f ~ ( ~ / ~ - ~ ) '  --: V'~:r, 

( ~ : ~ - -  8.~ ~ + ~6~ - -  8) = ~/_~(s~ °- - -  s.~ + 6). 

375 

Die g e f u n d e n e n  R e s u l t a t e  lassen sich w i e d e r  m i t  de r  T r a n s f o r m a t i o n  

zwe i t e r  O r d n u n g  v e r b i n d e n ,  u n d  m a n  e r h M t  so z. B. noch  aus  (t 2), ( I4) ,  (25) 

(37) .nl---- 20, f,(~ ---~_o)' - -  2 v~z, ,  

;T2 = I ~  Y/5- (2.T. -Jr-- I). 
2 

(3 8 ) ,~ = 52 ,  [ ; ( ~ ' - ~ - V ) '  = 2 ¢ ~ x ,  

x 2 - -  2 ( 4  + ~/~-3)x 3 + qI3 
2 

- - O .  

(39)  , , - -  24,  ~ ( v ' _ - - ~ ) ~ '  = 2~'(i + ~,,~)~(2 + v,~)~(~/~ + ~,,~)~. 

E n d l i c h  lassen sich a u c h  noeh  zwei  d e r  S c H I £ H , I ' s c h e n  M o d u l a r -  

g l e i c h u n g e n  m i t  e i n a n d e r  c o m b i n i e r e n  u n d  d u r c h  E l i m i n a t i o n  neue  Re-  

.~ultate horleit( ,n.  W i r  get)ell zwei ver.~(dfie(]ene Be, ispiele de r  Coml)in ' , t icm 
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tier Modulargleichungen ffir den 5 t¢n und den I I t~" Transformationsgrad 
mit sich selbst, wodurch wir die Classeninvarianten for die I)eterminantcn 

4 I ,  - lO 5 erhalten, von denen die erste zwei Geschlechter mit je 
vier Classen, die zweite acht Geschlechter mit je einer Classe hat, und 
we lclm beide als erste ihrer Art von Interesse sind. 

Nehmen wir zun~chst 

(40) l O w  = + 6o~ + 5 =-= o ,  t o o 9  ----- - -  3 + %,"--41 , 

(<_,q 7 
f~ \ 5  i = f; [2(5<,, + 3)] = e 1;(5<,,) 

' ( t )  ' ,  ; ':i # , i  " 

f 2 t 7  j :-=. ~( too ,  + 6) ----: e -  s- f (%/--  -47) , f2(50') = e--~- V'2 " 
.. r ( v = ~ 7 )  

Hiernttch ergeben sich a.us tier Modulargleichung fftr den 5 t'e" (_'~l*fld (~ 4, | l )  
zwei Gleichungen. die sich mit  Benutzung der Bezeichnung 

5 ,'v. i 

& "-4q-) = f ( , -o )e r~ ,  
5 ~ . i  

f ( v ' = T r )  f(~o) e '~  = -- ~ %,2¢, 

so ~chreibon lassen: 

¢ + ~ +  2 - -  = o .  

I)urch Addition und Subtraction erhalt man hieraus zwei Gleichmlgen, 
welche nqch Beseitigung des Factors $ ~ r ]  (der zu den Determinanten 
- - I , - - 2  5 geh0rt) nur noch von ~ + r] und @ a.bhimgen. 

• , , ~ ,  

l)ie IAmamatmn yon ¢ + r~ liefert, weml wir 

V2~r] ~.]:r f(v~-- 4---f)", :r-Jr- I 
a ;  

setzen, die Gleichung 

o --= z ' ; -  9 z  '~ 4 -  2 o z  4 4 -  6 z  ' ~  I 9 z  2 - -  I 7 z - - 6  

. . . .  - ( , ~  - -  4 z  - -  3) (z" . . . .  > ,  ' + 3 z  ~ + 3 z  + ~ ) .  

? l)er erste I 'tctor, der als zur Determinante - -  49 gehsrig, von vorn herein 
b~.k,umt ist, wird 'd)gewm'5,n, lind der zweite liefert dio ge.~uehw Glei- 
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chung, welche in Bezug auf  x vom 8 ten Grade ist, und sich dureh  Ad- 
junct ion  yon v/~-~ zerlegen lasst. Man erhal t  so 

(4 ' )  

(42) 

~, = 4I ,  2z ~ - -  5z -t- 7 = v'47(z - -  I). 

Es gent~ge zweitens to der Gle iehung 

II~O ~ + 8o) + i ,  = o ,  

a l s o .  

, I w  + 8 i i ,  
( 0  

Demnaeh,  wenn 

gesetzt wird 

" ~ o = - - 4 +  V"-~°5" 

f(~/--ToT) = x 

lri  ~ i  (°) f ( I t ~ ° ) = e T x '  f 77 = e  °~,  

und diese beiden Grsssen sind, wenn u = f ( e o )  ist, Wurze ln  der Modular- 
g le iehung ft'lr den I I t°° Transformat ionsgrad.  (§ 4, I.) 

Setzt man  ux = ~=, x :u ~-~-7] so folgt  

7:.i 

, B - = e  ¢ ~ , 

so dass man  dureh  Benutzung  beider  Zeiehen far  $ ,  7] zwei Gle iehungen 
• , . 

erh'alt. Dureh  L h m m a t m n  yon A und For theben  des Factors 

findet sieh 

woraus 

2 
¢ 

16 
~4 q- ~ - -  24(~:~ q- ~-,) nt- 92 = o, 

4 

Far  r/ f indet man sodann 

' 6 6 0  -Jr- , 68  ~,/i-5, r/~' q-- - ~ =  

A e t a  mathematfca. 11. I m p r l m ~  l e  6 a u i l l e t  1888. 48 
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woraus leicht folgt:  

(43) , m =  ~o5, 64~/2f(~/-----S~)('=( , q-v'3)"('  A-~/5)~(~/3A-~/})~(v'5-4-v'7)" 

Die l~ichtigkeit der Vorzeichen ergiebt sich dureh die Vergleichung der 

numerischen Werte. 

§ 11. A n u ,  e n d ~ t ~  d e r  ir~.atio.nale.n . ~ l o d u l a r c j l e i e h u n g e n  

z~o" Be.~,evh..n~tncJ vo,n Classe,ni~rvaria~,te~~. 

Genau in derselben Weise lassen sich die in § 5, § 6 abgeleiteten 
irrationalen Formen der Modulargleichungen anwenden und ft~hren zum 
Tell in ausserordentlich einfacher Weise zum Ziele. Wenn wir zunii.chst 

in den Formeln (4) § 5 to ~ v ' - -~ setzen, so wird 

n + l  n + l  
2 

f(<o)' B = : + ( - -  ,) 

oder fi'tr 
f(to) = 
n] - I  nq-I  

A + ( -  ')-if- , /~ 4~s + ( -  ') ~ 
93 '~ ,,g 

und (lies ist in die Formeln (6) § 5 einzusetzen. Fa r  n = 3I erhMt man 
zunitchst eine Gleichung 3 t~'' Grades in x '~, aus der sich durch Factoren- 
zerfi'dlung eine einfachere ffir x selbst herleiten lasst. Bei n =  47,  n----7 I 
hat man bez('lgl. (lie Factoren x ,  (x q- l) 2 abzusondern und findet so: 

( I )  ~ Z =  2 3 ,  f (~23)=$/2X , 

( 2 )  ~ = 3  I ,  f ( $ / ~ ) ~ - ~ 2 X ,  

(3) n = 4 7 ,  f ( ¢ - - ~ 4 7 ) = ~ / 2 x ,  

(4) n = 7 , ,  f(~/----TS)=v/~x, 

X : I - - X  - , ~ O .  

X 3 -  X ~ -  I ~ O. 

X ~ - x  ~ -  2X.. 2 -  2 . T , - -  I ~ O. 

xT--- 2X"- -Xr '  q- x4 q- X~ q- x 2 - - x  - I ~ 0. 

Ebenso l'~sst sich auch alas dritte Verfahren des vorigen Paragraphen 
hier anwenden, indem ,,,an ,,on den Formeln ( '7) ,  (,8), ( '9)  Gebrauch 
macht.. Mall erhi~lt aber dann nieht unmit te lbar  G leiehungen ftlr eine 
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der Functioncn f sclbst, sondcrn Rclationcn zwischcn mchrcrcn dcrsclbcn, 
aus dencn die cinfachen Glcichungcn crst durch Elimination hcrzustcllcn 
sind. Aus dcr ftir n---- 23 gfdtigcn Modularglcichung crMlt  man so z. B., 
wcnn eo der Glcichung geniigt: 

2°}2 or- 2r to  -t- 23  - -  O, 
rhlff 

_ - 5 . r  ,-  f(o,)f(20~ + 2,')-/;(o,)f;(2,o + 2,'):::: 2--I-- ~/ee , 

und die gechnm)g ffir r - -  o , r  = I , r  = 2 ergiebt 

(5) 

(6) 

(7) 

(§ 5, 

m ...... 42 ,  2 ( ~ / ; ( ~ / - - ~ )  ~ ---: (2~/~ + v~5)((j + @)'L 

m --- 45, / ' ( ¢ - ~ ) ' ~ - -  s ( ~  + ¢s-):,(., + ~/7~) ~-. 

m == 46,  /; ( ~ / ~ ) ~  = V'2 x ,  

I 
x + ; =  3 +  ~/?. 

In ~hnlichcr Weise findet man aus der Modularglcichung filr a - -  19 
to) cinc cinfaehcrc Form dcr 1)arstellung for m = 3 8 .  Sctzt man 

4x---- I (4~-y~)V  - -  ~ - -  2 

so crgicbt sich 
A = x ,  B--=- 8z + 6 

und, nach Absondcrung des Factors x 2 +  x - t - 3 :  

(8)  : : ~ 3  , ~  2 .  - -  2 - o ,  Discr. - - 4 . 3 8 ,  

wl~hrend f~(~/Z~-g) 2 sich so dutch x ausdra.eken lasst: 

(9) ¢ ~ f , ( ~ / - ~ ) ~  .... x + ,  - -  9;- :'~' - -  s , 

Es sollcn cndlich noch f f i r  .m = 3 5  , 39 ,  55 die Modularglcichungen 
( '7),  (2,), § 6, vcrwcndct werden. Setzen wir 

, XX' == ?] ,  ~ +  - - - -  Z, 
,~dJ 

' Man vgl. die Anmerkung zu § |0  (5). 
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so crgicbt sich aus (~7), (2~) 

(Io) y : ' - -  2y 'J--  4 .... o. Discr. - -  , 6 .35 .  

z : ~ + z  2 - 5 z - 7  = o .  Discr. - -  4 .35 .  

Die zweite diescr Gleichungen gcht "in die erste t'~ber durch die Sub- 

stitution 

(i~-) 

wodurch,  

Y = z ~ - -  3 ,  

da die Gleichungen beidc nur  cine rccllc Wurzel  habcn, y ra- 

t ional durch z ausgedrt'lckt ist. 

Ebcnso ist 

2(Z ql.- I) ...... if2, 

Adjunction yon ~/g auch x 

agg 
4 / ( ~ / : - ~ )  = , f  + y + ~. 

(13) 

wonach man nach 
drfickcn kann : 

rat, ional durch y aus- 

Fiir m = 39 crgicbt  die Gleichung (2x) § 6, wenn 

x /(¢--~), x'  = - z ,  x : ' x  '~ = y 

gesetzt wird, nach Abwerfung  des Factors z + 2 

( , 5 )  
t + ~ / I 3  

z : - - z - - 3  = o ,  z - - ~  

Die Gleichung fi;lr xx' erhMt man aus der Transformation 3 t~* Ordnung:  

(§ 4, 1, mi t  Benutzung von 15) 

x t~ + x 'r2 8 
, : , o  + ~ - - y  = o, 

woraus 

Y - -  4(3 + vq-3) • 

i Aus dem 7 lten Transformationsgrad erhiilt man direct ftir x = f ( \ - - ~ 3 5 )  die Glei- 

ehung x 3 - 2  : (! + v~)(~ ~ - x ) .  
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Setzt  m a n  schl iess l ich  

( ~ 6 )  t ' ( ~ / = - ~ )  :' - -  ~/~:'o~ 

so c rg icb t  sich ft'tr x die quadra t i sehe  G le i ehung :  

( ' 7 )  x" 3 + ~,/t3 (x + i)  .... o.  
2 

38l  

F lu '  m = 55 setzen wi r  

f - - - -  ' ~ i ,  = - z  

und  e r h a l t c n  aus  (~7), § 6 

Z s  .__ . -  
A - -  - -  4 B 4 ( z'~ 4) 

2 Z  ~ Z '~ 

o - - -  z ~' - -  8 z  r - -  t2z'; - -  4 z'~ + 32z 4 + 8oz  a + 1 6 z  2 - -  96z - -  6,i 

..... ( z ' - -  2 z -  4) (z"- - -  2)~(~':' + 2~,~ + 4z + 4). 

I )er  le tz te  F a c t o r  (der  zu r  D e t e r m i n a n t e  - - I f  gehOrt) h a t  b ier  ke ine  

pos i t ive  W u r z e l ,  u n d  da  z ~ n i c h t  = 2 ist, so muss  

z ~ - 2 z - 4 - - = o ,  z =  I + ~ 

sein. 

( , 8 )  

Sctzt  m a n  

so l iefer t  noch d i e - T r a n s f o r m a t i o n  f an f t e r  O r d n u n g  

x ~ _{_ x,~ ---__ 43 "4- t9 ~/5 
2 

und daraus 

x~  + x'~ = 2 + ~/~, z - - x ' =  , ,  

also 

( I 9 )  x ~ - -  x - 
2 
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§ 12. Die 3lttlttplivatorgletvhungen. 

In der Abhandhmg I, § 15, sind aus dem Teilungsproblem der ellip- 
tischen Functionen zwei Arten yon Transformationsgleichungen abgeleitet, 
die sich dadurch unterscheiden, dass die Wurzeln der einen aus geraden, 
die der anderen aus ungeraden elliptischen Functionen der Periodenteile 
zusammengesetzt sind. Die ersfen heissen Modulargleichungen, die anderen 
~altiplicatorgleichungen 

Die letzteren gestatten cine wesentliche Vercinfachung im Falle eines 
quadratischen Transformationsgrqdes. a Diesc Multiplicatorgleichungen, 
welchc in umfassender Weise yon KH~I'ERT studiert sind, 2 zeigen in ihren 
Zahlenco6fficienten nicht dic Einfachheit wie die Scnz_x_rLfschen odcr dis 
irr~tionalen Modulargleichungen, so dass diesc filr die I)ractischen Rech- 
nungcn, dis sieh auf (lie complexe Multiplication beziehen, gecigneter 
sind. Nur in dem Fall tines quadratischen Transformationsgrades ist in 
Verglcich zur Hshc des Transformaiionsgrades die Einfachheit der Multi- 
plieatorgleichung cine gcnftgende um lnit Vortcil hier verwandt zu werden. 
lch gehe hicr um so licber auf das Beispiel des 25 t°" Transformations- 
grades ein, well dasselbe eine unmittclbarc Anwcndung der allgcmeincn 
Methode licfert, dutch welchc ieh im § 21 dcr Abhandlung I die Zer- 
fallung dcr Classengleichungen in Factoren n'tchgewicsen habe. 

Nach § 16 dcr AbhandhitJg I sind dic v Gr6ssen 

(,) 
,,~ (,: +,/o)) 

;7(oJ) 

f~lls ad- -ne ine ( lurch  2 und 3 nichtteilbarc Quadratzahl, c - -o  (rood24) 
u n d e  dec gr(~sste gcmeinsehaftlichc Teller yon a ,  d ist, dic Wurzeln 

Diese Vercinfachung der Multiplicatorgleichung im Falle eines quadratischen Trans- 

formationsgrades hat zuerst JOUBERT nachgewicsen: Sur les dquations~ qui se renco~tre~t 

dans la thdorie de la tra~sformation des fo~clio~s ellipliques~ Paris 1876. 
2 Besonders in der Abhandlung I]ber dic Trmtsfor~)~alio~t der elliptische~ Fum:lio~ae~l, 

M a t b e m a t i s e h e  Annalen~ Bd. 26. 
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einer Gleichung ~to, Grades, welche rational von y'(to) abh'Angt. Ist n = 2 5 
so lasst sich dieser Gleiehung die fo!gende einfache Form geben ~ 

(2)  ~'(~O) = 2'. "31" IOz "t- S) s 

Z 

wenn zur Abktirzung 

(3) 2 ' = t " + 5 t ' +  T5 t ~ +  2 5 t ' +  25 

(' 5 I 
gesetzt wird. 

Es sei nun r eine mlgerade Zahl und to Wurzel  der quadratisehen 
Gleiehung (zweiter Art) 

(4) o) 2 + r o ~  + 2 5 = o ,  

(5)  0, = 
2 

so ist, wenn c aus der Congruenz 

(6) e - - , "  (rood 25) , 

bestimmt wird, 

e - - r - _ - - - - 2 5 r  (mod24)  

(7) 
e + t o  c - - r  I 

25 25 ~o 

und es wird daher far  den Wert  (5) von to eine Wurzel der Gleiehung (2) 

/ ~ - - -  '/" I ) z-,i 
:7 25 g i~" 

( s )  t - -  ,;(,o.) = e ~/  - -  ¢ , , ,  

worin (lie v 'Zi,o mit  positivem reellen Tell zu nehmen ist. (Abh. I, § 5.) 

t Vgl. I .  GIERSTER~ Notiz iiber Modulargleichu~gen bei zusammengeselzlem Trm~s- 
formatio~tsgrad, M a t h .  A n n a l e n ~  Bd. 14 und KIEPERT I. c. 



384 .... H. Weber. 

W i t  be t r ach t en  die Wer t e  r--~ I , 3 , 7  und  e rhMten  

' - -  

= -  ( i~ r =  t,  m -= 99, t 2 e '~ 3 -1 t- , 

I - -  

r = 3, m = 9x, t = 2(¢13 - -  i¢7),  

r = 7; m--=- 5 I, t = 2  

und  h i e rnach  lasst sich a us (2) ] ( to )  berechnen ,  welches  fi~r r =  3 ein 

Cubns  wird.  
A u f  diese Weise  be rechne t  man  z ieml ich  e infach die fo lgenden  Zahlen  

- - 3  + q - - 9 t )  _ _ 4 8 ( 2 2 7  + 63 ~/~) ' 

(9) - -  7 +2~/-- 5 i)  j (  . . . . . . . . . . . . . . . .  2 ~'. 2 7 ( 6 2 6 3  q- I519~/~-7), 

).(--x\ +2~/-- 99) _-=_ __ 2 , 2 ( 4 5 9 1 8 0 4 3 1 6  + 7 9 9 3 3 0 5 3 2  ~/~). 

Von diesen W e r t e n  ge l ang t  mall  zu den  viel e in faeheren  Gle i ehungen  ftir 

die Grossen f (q - - - -G , , ) i n  derse lben  Weise wie in § 8 .  

Es ist n',~mlich nach § 1 

;. - - ~ ' + ~ / - - m  e ~ : 
2 

Setzt m a n  also ft'Lr r =  3 

f(q-----G) = x 

so e rg ieb t  sich ft~r x die G le i chung  

( Io)  ,,c, 2' + iq(o~).'c. ' e ' -  t 6 ' ~ =  o;  

und wenl~ m a n  ft~r r = 7 ,  I 

f(q-----G)~ = 2 z  
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setzt, so folgt fCtr diese beiden FMle: 

385 

(ii) x : ' - - [ 3  - -  2-sj(~o)]x ~G + 3 x s -  I = 0 

und in (IO) und ( I I )  hat man ft'tr r=(w) und j ( w )  die Werte (9) ein- 
zusetzen. Jede dieser Gleichungcn lasst sieh abet successive in zwei in 
Bezug auf x 4, x =, x rationale cubisehe Gleichungen zerfitllen wie man 
leicht fin(let und noch leichter naehtrii, glich verifieiert. Man erhMt so 
die Classengleichungen: 

m = 5 i, f(~/~TT) '~ -- 2x, 

x a - - ( 4  + ~/77) x 2 - x - -  i = o. 

m ---- 9 i ,  = x ,  

m = 9 9 ,  f (~ / - - - -~ ) '~  = 2,~,  

§ 12. Z u s a m m e n ,  stellu~,~g. 

Zur bequemeren lJbersicht sollen hier noch einmal die die complexe 
Multiplication betreffeaden gesultate  zusammengestell t  werden, und zwar 
geordnet nach der yon GAuss gegebenen Eintei lung (Disq .  a.r. art. 3o3; 
vgl. auch die in Bd. 2 yon GAUSS Werken aus dem Nachlass herausge- 
gebene Tafel der Classenzahlen), so dass die rSmisehe Ziffer die Anzahl 
der Genera, die arabische Ziffer die Anzahl der in einem Genus enthalte- 
nen Classen quadratischer Formen yon der Determinante - - m  angiebt. 
Die FMle m ---- 4 0 , 4 8 ,  72 , 88 ,  112 ,  232, die nach den Formeln (8), (9), 
§ 9, aus dcn FMlen m =  i o ,  12,  18 ,  22 ,  28 ,  58 leicht zu berectmen 
sind, welehen die Classification IV, I z{lkommt, sind hier noch beigc%gt. 
Es ist bemerkenswert,  dass die FMIe I, I; I, 3; II, I erschopft sind, 
wenigstens wenn die yon GAUSS (Disq.  ur. 1. c.) auf eine weitgehcnde 
Induction gegriindete Vermuthung richtig ist. ~ 

Vgl. auch JOUBER% Oonlptes rendu's, t. 50, I860. 
Ae ta  m a t h ~ m a t i c a .  11. Impr im~ le 10 3ui l le t  1888, 49 



386 

]~ 3. 

I~ 5" 

I, 7. 

I~ Io 

f ( q - - ~ )  = ~, 

f ( 4 - : ~ )  = x,  

f (~ / - - -~ )  = ~/2x, 

f(~/-----~'~---- 2x ,  

f(q------fi) = ~l-~x, 

f (4-~---~)  = x ,  

f ( q - - ; - ~ )  = ~ ,  

f(~/~-~47) = ~/2x, 

f(~/~---'~) = ~/2x, 

II~ I. 

H.  Weber .  

f ( q ~ , )  = q~, 

f , (4--z)  = ~ ,  

f(¢---i) = ~ ,  

f,(¢---~) = ~ ,  

f ( ¢ : - / )  = q~  

X ' ~ -  2X 2 ~ -  2 X - -  2 ~ O~ 

Z a -  2 Z -  2 ~ O~ 

x 3 - 3  x u ~ 3 x -  I = o ,  

X 3 ~ . ~ -  I ~ O~ 

a7 3 ~  2 ~ - -  2 ~ O~ 

x ' ~ - 6 x  ~-{-  4 x - - 2  ----o. 

X ~ -  X 3 - - -  2,%, ~ -  2 X -  I ----- O .  

x T - -  2 x ~ - - x  5 q -  x* q -  x 3 q -  x ~ x - -  I --. o .  

f~(~/---6) c -~  4 q- 2~/~, 

f,(q---~)~ ---- S(, + q~), 

f(q_--9) ~ = ~ ( ,  + q~), 

q~f , (q=~)~  = ,  + q~, 

~(q--~7) '  = ~ ( i  + q~), 

f ( q = ~ ) '  = 3 + v',3, 

f(q-~5~5) ~ =  q~(, + qs), 

f, (q__-z~), = ~ ~,,,~ (, + q~), 



I I  l 2 .  

oder 
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f , (¢- - -~)~  = ~/~(: + ~/~), 

f , ( v ' - - ~ )  ~ = ¢ s ( ,  + i s ) ,  

f , ( ~ ) '  = ~¢s(3  + ¢~), 

f ( ( z ~ ) ,  = 2 (6 q- ~/3-~), 

¢~f,(¢=V58) ~ =  5 + V%" 

f, ( ¢ : 7 ~ )  ~ = i s  ~, 
I x + ~ = i  +~/~, 

f ( i - - - F ) ~  = ¢sx ,  ~v 2 

X2 - I "1-" ¢5  (2X ._jl_ I ) ,  
2 

f ~ ( ¢ - - V )  ~ = 8~, 

Z , ( ¢ - - ~ ) '  = ¢~x, x + ~ 3 + ¢ - f f  
x, 2 

fl ( ¢ : -~ )~  = ~ /~ ,  

f(~/---~) ~ --  ~/-8 x, 

x 2 -  4 x - -  2 = 2~ /~ (x  -t- I),  

~ , _ 3  +¢~(~  + ~), 
2 

I 
x+?~= 3 + v~, 

I 

f , ( i - - - -V) '  = : 4~x, 

f ( ¢ - - ~ )  = ¢~ x,  

f(v'~--6~) ~ = ~/~x, 

2 - = ~  + ¢ ~ ,  x - l - -  z 

x ~ -  2 ( 4  + ~fi-j)x - -  

, + 4 ~  
2 

3+¢;~ 
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II, 3. q 2 f ~ ( q ~ 2 ~ )  ~ = z -] 

oder  

odor  

f ( q - - - ~ - 9  ' - -  ~ x ,  

4 f ( q ~ 3 7 )  = x '  + - -  

f ( ¢ - - - 7 7 )  = ~ , 

f ,  ( q - - - 3 ~ ) '  = q ~ : ,  

H. W e b e r .  

2%/13 X8 
z ~-=  3 '  - - -  2x" + x - -  4 = o ,  

4~/7 
x + 2  ~ 

oder  

q ~ f ~ ( q : - ~ ) ~  = x + ,  - -  q~ ~ - 3 
, , V - - 2  ) 

• - :q7  Vsf , (q- - -V)  = x + . :  __ , ,  

ode r  

f , ( ¢ : -7o )  = q~x,  

f(~/--~-~) ~ = 2x ,  

~/2f(~/--]g) = x,  

f ( ~ / ~ - ~ )  ----- x ,  

f(q---~) '~ = : ~ ,  

f ( q . - - : : ~ )  = q ~ x ,  

x 3 -  x ~ = : 3  + q E ( ~  + ,), 
2 

2 z  ~ - -  9 x  ~ - -  8 z - -  s = q ~ ( z  + ~)', 

X 3 - 2 x 2 - 4  ~ O~ 

, ~ 3  2 = ( I  "31- q S ) ( X : - -  X), 

x 3 - - S x  2 + I 6 X - - 8  ---- ~ / 2 ( 8 x 2 - -  8 x  + 65, 

X 3 - -  X 2 - -  2X  - -  2 = O~ 

x 3 -  2x  2 + 3 x - - 4  ~-- o,  

X 3 - - X ' -  I " 4 - q T ( X  "3 I- I ) ,  
2 

X a -  4X  2 - -  X ~ I = ~ - 7 X  ~, 

x '~ - -  2 x  2 -  2 x - -  4 = 4 ~ / 5 x ,  

X 3 -  2 X  ~ X ~ 2 ~ q - ~ X ~  

x 3 -  I3  x2 - -  4 x - -  I = ~ /~~ (2x  ~ + x),  

2 x ~ - - 4  z2  + x - - 3  = q g ( 2 x ~ - - x  + i ) .  

lI ,  4. 

IW~ i. 

f, ( q - ~ ) : ,  

= (¢7  + ~/~)~(3 + ~/~)~, 

- -  ~ ( i  + q~):(~ + v,7)~(¢~ + q~)~, 

- - O .  
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VIII,  I. 
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f , ( ~ - 3 - ~  s ~- 2~/2(3 + ~/7~)(2 -{- qg), 

qTf(q---~)6 = (3 + q77)(~ + / i ) ' ,  

f~(~/--~-4-6) s ~- ~/~(i -4- ~/5)~(~ -t- ~/2)~(3~/~ + 2~/5), 

2~/2ft(~/~----~) 6 ---- (2~/2 + ~/y)(~/3 + ~/7-) a, 

f~(~/~--~48) 8 = 8~/~(i + ~/~)(~/~ + ~/~)2(~ + ~/~,, 

f , ( /=-~)~ ,  = i28(2 + ¢~)'(i + v~)9(~ + ¢~)°. 

f~(~/---8-8) 8 = 4( I  + ~/S)~(3 + ~fi7)~(7 v~ + 3~/77), 

Marburg in April  I888. 
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Berlvhtigungen. 

Das Theorem 2.) Seite 339 muss als unrichtig wegfallen. A u f  die 
l-¢esultate ist dieser I r r tum ohne Einfluss. Aus der Tafel (I6) Seite 342 
schliesst man, allein auf  das Theorem i.) § 1 gestt~tzt, dass die Grossen 
v : u  ~, oder wenn n durch 3 teilbar ist, deren Cuben, Wurzeln einer 
Transformationsgleichun~,,* sind, deren Coefficienten rational aus u ~ ab- 
h~ngen. Die Schltisse auf  Seitc 347 werden nur in soweit berflhrt, als r~ = I 
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und r und s daher so best immt werden mi~ssen, dass ( n - - l ) r ,  (n + l)s 
durch 12 teilbar sind, wie es auf Seite 348 ft. wirklich geschehen ist. 

Scitc 37 I. Formcl (2) ist zu lesen 

~/~f(~/----~) = i + ~g, 

Formcl (3) zweite Zeile 

x ~ - -  (~ + ~/~) x -I- 2 = o .  

Seite 375. Formel (30) 

2~/I3 
v~f~ (~ /~ -~ -6 )  ~ = x + x~--3  


