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ZUR THEORIE DER ELLIPTISCHEN FUNCTIONEN
(Zweite Abhandlung?")

VON

H. WEBER

in MARBURG.

Nach langerer Unterbrechung setze ich meine in dieser Zeitschrift
begonnenen Publicationen aus der Theorie der elliptischen Functionen
fort. Ich beginne mit einigen Betrachtungen uber die allgemeine Trans-
formationstheorie, besonders die Modulargleichungen, welche den Zweck
haben, die Formeln dieser Theorie unter einem gemeinsamen Gesichts-
punkt zu betrachten und dieselben teils zu erweitern, teils zu verein-
fuchen. Diese Untersuchungen berithren sich it den Arbeiten, die in
den letzten Jahren von F. KLemv und einigen seiner Schiiler versffentlicht
sind.” Im zweiten Teile der vorliegenden Arbeit werden diese Formeln
angewandt auf die Berechnung der aus der complexen Multiplication ent-
springenden algebraischen Zahlen (der sogenannten singularen Moduln),
mit Anwendung verschiedenartiger Methoden. Einige dieser algebraischen
Zahlen finden sich in den einschlagenden Arbeiten von HermiTr,® Jounert,*

' Acta Mathematica, Bd. 6, S. 320. Die mit I bezeichneten Citate bezichen
sich auf diese Abhandlung.

* Man vgl. die sehr dankenswerten Ubersichten, die . KLEIN in den Berichten
der Sidchsischen Gesellschaft d. Wissensch. (2 Mirz 1885) und in den Mathe-
matischen Annalen (Bd. 26) iiber diese Untersuchungen und ihren Zusammenhang ge-
geben hat. Voo besonderem Interesse war mir die Dissertation von K. W. FIEDLER, die
im Jahr 1885 der phil. Facultit der Universitit Leipzig vorgelegt wurde, in welcher sich
viele der von mir benutzten Formeln wenn auch in anderer Form finden.

* HERMITE, sur la théorie des équations modulaires, Paris 1859.

* JouBerr, Comptes rendus 1860, t. 5O0.
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Kroxgexer.  Die von mir angewandten Methoden, dic alle bisher be-
kannten Falle umfassen, vermehren dies Material bedeutend und geben dic
Resultate meist in tiberraschend einfacher Gestalt. Die Rechnungen lassen
sich auf densclben Wegen noch weiter fortsetzen. Beztiglich dieser Rech-
nungen bemerke ich noch, dass dieselben, mit Ausnahme der in § 8 beban-
delten Fille, nicht wie bei Henrmrrr und Kroxrcrer auf numerischen
Rechnungen, sondern auf algebraischen Umformungen beruhen, dass aber
trotzdemn viclfach die numerische Rechnung, die bei der enormen Con-
vergenz der in Betracht kommenden Reihen sehr leicht ist, teils zur Con-
trolle der Richtigkeit, teils zur leichteren Auffindung rationaler Factoren
mit Nutzen angewandt wird.

I. ABSCHNITT.

Zur Transformationstheorie.

§ 1. Einfihrung der Functionen f(o), fi(w), filw).
In der Abhandlung 1, § 6, habe ich als absolute Invariante cines
Systems doppelt  periodischer Functionen mit den Perioden 1, @ die
Function

. 1 — LAY
(1) Hw) = 2o Y

cingefithet, deren Entwicklung nach steigenden Potenzen von ¢ den fol-
genden Anfang hat

(2) J(@) =g + 74407 + .. 0).

Hierin ist, wenn o das Periodenverhialtniss bedeutet

7.'im'

q=c

Von derjenigen Function, welche DEpeRixDp (Journal fir Mathematik,
Bd. 83) dic Valenz von o nennt, die mit der von F. Kreix als absolute

! KronNecker, Monatsberichte der Berliner Akademic, 26 Juni 1862.
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Invariante J(w) bezeichneten Function iibereinstitnmt, unterscheidet sie
sich durch einen Zahlenfactor, so dass j(@)=27.64J(w) ist. Der Grund,
der mich zu dieser Abweichung von der sonst schon gebrauchlichen Be-
zeichnung, zu der ich mich ungern entschloss, bewog, war der, dass die der
complexen Multiplication entsprechenden singuliren Werte von j(w) ganze
algebraische Zahlen sind, was fiir J(w) nicht der Fall ist. Derselbe Umn-
stand hat mich auch zu den folgenden Einfuhrungen bewogen, welche
sich ubrigens auch sonst als zweckmassig erweisen.

An Stelle der Invarianten g,, g, (I, § 6) benutze ich die von ihnen
durch Zahlenfactoren verschiedenen Functionen
(3) r(w) = 32/4—(/2(‘0) = ://J_(Z’_) = (j_%(l + 248¢° + .. )

r(e) = s4g,(w) = yj—27.64= q7'(1 — 4929 + . .),

und an Stelle der Hermrrr’schen Functionen ¢(w), ¢(w), y(w) (I, § 4)
sollen drei Functionen f(w), f,(»), f,(®) cingefuhrt werden, welche mit
denselben in folgendem Zusammenhang stehen:

_V: vz
flo) =@ ~ i
. :/55,/1((0) e PZE
(4) hlo) ="~ =2 \/*;L;'
. f/z_gp(w) et ¥
f;(w) - 7(w) =2 \//»_'

Diese drei Functionen lassen sich in folgender Weise durch die Function
7(w) darstellen:

flo) =e *— 5=
(s) (o) = 2552
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Fihrt man hier das unendliche Product

) 7(@) = "I — ¢7)
ein, so crhalt man
flo) =g =TI + >
1
7 o) = 56 — ),

1 v
flo) = \2¢" 111 + ¢¥),
woraus die Reihen:

1
flo)=q *(0+ 0+ 0+ + "+ 0"+ ¢"+2¢°+2¢"+ 2¢"°+ 2¢" ' +...),

1
@) fi(w)=q *(1—q—0"+ ¢*—¢°+ ¢*—¢ "+ 2¢"—2¢" +2¢""—2¢""+ ..)),

(@) =202 (14 ¢* 4+ ¢* 4+ 2¢°+ 2¢°+ 3¢+ ...).

Zwischen den drei T'unctionen f(w),f,(®),f,(®) bestehen die aus (4)
sich ergebenden beiden Relationen

(9) flo)fi(@)f,(0) = Vz,

(10) flo) = fi(o) + (o)

Die Invariante p (w) lasst sich durch f{w) in der Weise ausdriicken
M __ 16

(11) (o) =52,

so dass f*, — /7, — f7 die Wurzeln der cubischen Gleichung
3
' —ar(w)— 16 =0

sind, deren Discriminante 47,(w)* ist, woraus

(12)  plo) =) + (o)) + f(0))f(0) — f(o)]

_ /) + 8J[fi(w) — f(w)]
/(o)

.
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Mittels der Formeln (5) erhalt man (nach I, § 5, 7, 8) die zur Trans-
formation erster und zweiter Ordnung gehorigen Fundamentalformeln

.o

flo + 1) = e—af;(a)),
(13) filw + 1) = ¢ (o),

filw + 1) = efy(w).

Ich fuhre noch dic Formeln fur die allgemeine lineare Transformation
der Functionen f,f,,f, an, die man aus den bekannten HEerMITEschen
Formeln fur die Transformation der Functionen ¢, ¢, y erhalt, die sich
aber auch (wie in I, § 5 angedeutet) leicht mittels der Transformation der
Function %(w) aus (5) herleiten lassen." Ich gebe diese Formeln tabel-
larisch, indem in der ersten Colonne die nach dem Modul 2 reducierten

' Vgl. MouirN, Uber gewisse in der Theorie der elliptischen Functionen auftrelende
Einheitswurzeln. Berichte der Sichs. Gesellsch. d. Wissensch., 1883,
Acta mathematica. 11. Imprimé le 26 Mai 1888.. 43
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Transformationszahlen o, 8, 7, & stehen wonach sechs mogliche Falle zu
unterscheiden sind.

GOl R | R | R

. 3in 2 —§i—ﬂ7"3 ﬁa/,-
.)6? W= ) p<§>e 87 (o) P<2>e 5 (@)

74

NN
QO -
- Q
~——
D
TN
AR

AN
- O
O ~

3ir 3 L iz
(16) <(I) :) —p<g>e?(mﬁ+/ ’ £.(w) _‘,,<g>e 570 () | — pe? o)

<I I) o <E>e—?(“ﬁ+'7’”/(w) — <2>6—E§:raf(w> -— eﬁs—?apf(w)

1 O, f 7 1 r " 3 p

. 2\ _HTsie L _sir,

(i ?> —f <Z>“ FE @) | —pe T @) —f’@e 5 f ()
3ir 25 w' s 3£fa

(C: i) "’(E)GTW' ) | pet ) —P(%)es @)

2i5
— = @+ ar+Bi—oftn)

(17) p=c¢

Far die lineare Transformation von y,, y, erhilt man
7 + dw
7y <a T ﬂw) = pr,(®),

7y + w ofit 7o+ By \
T;;(m;;) = (— )" (o).

Als Erganzung der Sitze am Schluss von Abhandlung I, § 7, ergiebt
sich noch als unmittelbare Folgerung jener Sitze (n° 1)

(18)

1) Wenn eine Function von w, als Function von k* diberall einen
algebraischen Character hat, und durch die beiden Substitutionen

((u,w+2),(a),——l>

ungedndert bleibt, so ist sie eine rationale Function von flw)*
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2.) Bleibt eine solche Function ungedndert dwrch die Substitutionen

1

(w,w+2r),<w,——

w.'l

worin r ein Teiler von 24 und ry, = 24 ist, so ist sie eine rationale Func-
tion von flw)".

Denn bezeichnen wir eine solche Function mit ¢(w) und setzen

—2misry

g=¢e¢ ™

so ist mach 1.) fir jedes ganzzahlige s

floy|g(w) + ep(@ + 2) + ep(0 + 4) + ... + ¢ plo + 2(r — 1)]}

eine rationale Function von fl(w)**.

§ 2. Die Transformation n** Grades.
Ist # eine beliebige positive ganze Zahl und
(1) n = ad

irgend eine Zerlegung derselben in zwei Factoren, ferner ¢ eine nach dem
Modul a genommene Zahl, so dass a,d,c keinen gemeinschaftlichen
Teiler haben, so sind die Grossen

(2) j <c +ada))

deren Anzahl, wenn p die simmtlichen in » aufgehenden von einander
verschiedenen Primzahlen durchlauft

0 y=nI1(x +;)

ist, die Wurzeln einer Gleichung v*® Grades, deren Coéfficienten rationale
Functionen von j(w) sind, der Invariantengleichung (I, § 16).
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Diese Thatsache crgiebt sich sehr einfach aus der Bemerkung, dass
durch die Substitutionen

(5) (_528)= (.=,

die » Grossen (2) nur unter einander vertauscht werden. Es ist namlich

@,0\/1,0\ /[1,0\/a,0
(6) <c, (l)(l , l) _ (2, I><c’, d)’

@) (;25) =@, 0+,

wenn
(7) ¢ =¢+ d— A,
und

a,0 0,1\ Ju,d\/ja,0
(8) <c,(l><—— I,O) - (7,3)((:’,d'>’

M—W=h

wenn
(©) aa' 4 ¢’ = o, pd = «,
9

re’ + o¢ = — d, od = c.

Hiernach ist d' als grosster gemeinschaftlicher Teiler von « und ¢, und
dadurch wegen @'d” =n auch @' bestimmt, und dann ergiebt sich ¢’ aus
der Congruenz
(10) c¢' = — dd’ (mod n).

Aus (9) folgt sodann
() ad = — ¢/, pd = a, pd =,
11

—rn = cc¢ + dd', od' = ¢,

und d ist der grosste gemeinschaftliche Teiler von o, ¢'.
Hieraus schliesst man, dass die Grosszen (2) durch die Substitutionen
(4), (5) nur unter einander vertauscht, und die symmetrischen Functionen
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derselben nicht geandert werden. Letatere sind daher rationale Func-
tionen von j(@) w. z. b. w.

Die Invariantengleichung ist irreducibel in dem Sinne, dass sie sich
nicht in Factoren niedrigeren Grades zerlegen lasst, deren Coéfficienten
rationale Functionen von j(®) sind, wie man am einfachsten aus der fol-
genden Zusammensetzung von Transformationen ater Ordnung erkennt.

Man bestimme bei gegebenen a, ¢, d die Zahl z so, dass

a=ar + c, f=d
ohne gemeinschaftlichen Teiler sind, und dann y, ¢ so dass

ad — ffy = 1.
Es ist dann

1,0\/a,pBy z  ,1\/¢,0
(r2) (0,1»)(;‘,6) —<dr—cé,ao‘><c,d>’

und daraus folgt, dass durch die Substitution

/ 7+ dw
(2 +ﬂw>’

welche j(w) ungeindert lasst, j(nw) in
[t + dw
tibergeht. Wenn also eine rationale Function von % und J() fur u=j(nw)
verschwindet, so verschwindet dieselbe auch fir die sammtlichen Grossen
(2), und da letztere von einander verschieden sind, so ist damit die Irre-
ducibilitit bewiesen.
Wenn nun irgend ein System von y Functionen von e vorliegt, ent-

sprechend den v Zahlensystemen a, ¢, d, die wir, da bei festgehaltenem
#n durch @ die Zahl d mitbestimmt ist, mit

Ds..

bezeichnen, welche ebenso wie die Functionen (2) durch die Substitutionen
(4), (5) in &, , permutiert werden, so sind dies gleichfalls dic Wurzeln
ciner Gleichung v*® Grades, welche rational von J(w) abhangt, und es
lisst sich @, ., rational durch

j(c -:‘U@) und j(w)
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ausdritcken. Letatercs folgt in bekannter Weise daraus, dass fur jedes
ganzzahlige + die Summne

a

Z‘])a,ct/(G + dg)"

durch die Substitutionen (4), (5) ungeandert bleibt, und daher eine ra-
tionale Function von j(w) ist.

Die Werte von @&, , sind entweder alle von einander verschieden
und dann ist die betreffende Gleichung irreducibel, oder sie zerfallen in
Gruppen von gleich viel unter einander gleichen.

Indem wir diese Transformationsprincipien auf die Functionen f, f, , f,
anwenden, setzen wir # als ungerade voraus, und nehmen was alsdann
freisteht

(13) ¢= o (mod 16),
und wenn # nicht durch 3 teilbar ist
(14) ¢=o0 (mod 48)

’

an, was batiirlich auch far die aus (7), (10) bestimmten Zabhlen ¢
gelten soll.
Wird zur Abkirzung

flo) = u, f}(“’)
ot (A - (AR

gesetzt, so erhalt man mit Benutzung der linearen Transformationsformeln
§ 1 (16), wenn man auf dic Anderungen des Zahlensystems a,d, ¢, wie
sie durch (7), (9), (10) characterisiert sind, in der Bezeichnung keine Riick-
sicht nimmt, folgende zusammengehorige Vertauschungen:

ll

17 fz(w) = Uy,

0w ; W o, u w, 3 v, v, , 0

1 H 2 1 2
I
(I6> —; ) [ y Uy y ¥ pY y  PU, y PV
L B i _meiam
o+ 15¢ Mu e Mu,e?u ;0 Mo, 0e *v,o0ey,
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worin p, ¢ dritte Einheitswurzeln sind, welche, falls n nicht durch 3
teilbar ist, den Wert 1 haben.

Hieraus schliessen wir nun durch eine Wiederholung der letzten Sub-
stitution (16), gestiitzt auf den Satz am Schlusse des § 1, dass die drei
Reihen von je v Grossen

() QR ()

falls # nicht durch 3 teilbar ist, die Wurzeln je einer Gleichung p*®
Grades sind, deren Coéfficienten rational von f(w) resp. f,(®), f,(w) ab-
hingen. Ist der Transformationsgrad » aber durch 3 teilbar, so kommt
diese Eigenschaft den Cuben der Grossen (17) zu. Ebenso ergiebt sich,
wenn # ein Divisor von 24 ist, eine solche Gleichung fur

ey,

Q

deren Coéfficienten rational von f(w)™ abhingen. Diese Gleichungen wollen
wir die ScuHLirLI'schen Modulargleichungen nennen. (ScurArri, Journal

fur Mathematik, Bd. 72)

§ 3. Princip zur Aufstellung von Transformationsgleichungen.

Wir betrachten im Folgenden, immer unter Voraussetzung eines un-
eraden 7, rationale Functionen @, ., der sechs Grissen
’ a,c

(1) fle), fi(e), fg(w),f(c_ia_d9> , @f(c + dw> ( ) ( o+ dw)

welche durch die Substitutionen

(2) <w,——(—i>,(a),w—|—1)

in einander ubergehen, und demnach Wurzeln von Transformationsglei-
chungen sind, welche rational von j(w) abhingen,

Diese Gleichungen sind, wie oben gezeigt, entweder irreducibel oder
Potenzen von irreducibeln Gleichungen.

Sind die @, , ganze rationale Functionen der Grosseén (1) oder ent-
halten sie im Nenner nur Potenzen dieser Grossen (i), so wird keine von
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ihnen fur einen endlichen Wert von j(w) unendlich, und dieselben sind
also ganze algebraische Functionen von j(w), d. h. wenn in der Trans-
formationsgleichung, deren Wurzeln die ?, . sind, der Cocfficient der
hochsten Potenz der Unbekannten = 1 ist, so sind die ubrigen Coéffi-
cienten dieser Gleichung ganze rationale Functionen von j(w).

Richtet man nun die Functionen @, , durch geeignete Bestimmung
gewisser Constanten so ein, dass sie fiur ¢ = o endlich bleiben, so werden
dieselben auch fur ein unendliches j(w) alle endlich bleiben, die Cocffi-
cienten jener (ileichung werden mithin constant und die Functionen 1/
selbst sind alle einer und derselben Comstanten gleich.

Auf diese Weise ist man dann zur Aufstellung einer Transforma-
tionsgleichung gelangt, wenn auch nicht in expliciter Form.

Beztglich der Bildung solcher Functionen @, . gelten die folgenden
Bemerkungen.

1.) Hat man zwei dieser Functionen @, die wir in der Folge immer
mit A, B bezeichnen, so ist jede ganze rationale Function von 4, B
ebenfalls eine solche Function &, und man kann die gesuchte Modular-
gleichung in Gestalt einer rationalen Gleichung zwischen 4, B aufstellen.
Demn da 4, B algebraische Functionen von ciner Variablen, j(w), sind,
so lasst sich durch Elimination von j(w) immer eine solche Gleichung
zwischen A4, B herleiten. Damit aber dicsec Gleichung cine wirkliche
Transformationsgleichung, nicht eine Identitat sei, ist selbstverstiandlich
erforderlich, dass aus den Functionen 4, B sich nicht die simmtlichen
Variablen (1), wenn man sie als unabhangig oder nur durch die zwischen
den Functionen £, f,,f, bestehenden Relationen verbunden betrachtet,
eliminieren lassen.

2.) Wenn % keinen quadratischen Teiler hat, so hat man nur dafir
zu sorgen, dass die Functionen @, , fir ¢4 = o endlich bleiben, denn
daraus folgt durch Vermehrung von @ um eine ganze Zahl die Endlich-
keit der ubrigen.

3.) Ist m eine Primzahl, und hat die Function @, , die Eigenschaft
durch Vertauschung von

flw). fi(w), £(@)

2"

/~<i_:’d(,,> ’ G’)]f](it‘l“’_) , <( )/;<1¥‘_”:)

mit




Zur Theorie der elliptischen Functionen. 345

ungeindert zu bleiben, so gentigt der Nachweis der Endlichkeit von @, ,,
woraus ‘durch Vertauschung von ® mit w:n die Endlichkeit von @, ,
und daraus nach 1. die der ubrigen folgt.

4.) Es ist nicht immer erforderlich, dass die in n° 1.) erwahnten
Functionensysteme A4, B durch die ‘Substitutionen (2) vollstandig un-
geandert bleiben. Dieselben konnen auch Einheitswurzeln als Factoren
annehmen, wenn nur solche Producte 4"B* benutzt werden, in welchen
diese Einheitswurzeln dieselben sind. Man erhalt alsdann ein Functionen-
system @, . in der Form

M,  A*B,

welches die Eigenschaft hat, dass eine Potenz desselben durch die Sub-
stitutionen (2) ungeandert bleibt, worauf man die obigen Schlisse un-
geandert anwenden kann. Die weiter unten folgenden Beispicle werden
dies Verfahren klar legen.

§ 4. Die Schlifli’schen Modulargleichungen.

Wenn die Transformationsgleichung, welcher die Functionen @, ,
genligen, nicht von j(w), sondern von f(w) rational abhangen, wie bei
den ScHLAFLI'schen Modulargleichungen, so ist das im vorigen Paragraphen
entwickelte Princip nicht unmittelbar anwendbar. Wenn es in diesem
Falle auch gelungen ist, die Functionen @, , so zu bestinmen, dass sie
fir ¢ = o endlich bleiben, so folgt daraus mnoch nicht, dass die Coéffi-
cienten der Transformationsgleichung fur @, . constant sind, da dieselben
eine Potenz von f(w) im Nenner enthalten konnen. Man kann aber
durch cinen kleinen Zusatz auch in diesem Fall unser Princip anwendbar
machen. Es geht nimlich (nach § 1, 15) durch die Transformation zweiter
Ordnung

(1 (0, 25)

flo) in (2:f(w) tber. Wenn man daher die Functionen &, , so be-

a,c

stimmt, dass sie durch die Vertauschung (1) nur unter einander ver-

Acta mathematiea. 11. Tmprimé le 28 Mai 1888, 44
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tauscht werden, so haben die Coéfficienten der Transformationsgleichung,
deren Wurzeln diese sind, die Eigenschaft, durch die Vertauschung

) (1), 2)

sich nicht zu #ndern, und sind also gamze rationale Functionen von

Bleiben diese nun fir ¢ = o, also fir f(w) = oo endlich, so miissen sie
constant sein und alles ist wie in dem vorigen Fall.

Um Functionen @, , wie die hier geforderten zu bilden, suchen wir
zunichst fir ein gegebenes Zahlensystem a, ¢, d die Zahlen a, 3, 1, 0,
a',c,d so zu bestimmen, dass

G ) =0 )G

(4) ad — ffr = 1.
Dieser Ansatz fuhrt zu den Gleichungen
a=cla+ f)+ ala—p), a = d(a 4 f)

(5)
¢c—d =<+ 0 + «{y—9), ¢+ d=dy + o).
Hierdurch ist zunichst @’ bestimmt als der grosste gemeinschaftliche Teiler
von a und ¢ 4+ d, und aus n = a'd’ ergiebt sich a’.
Man erhalt dann aus (5)

a a(d —¢')
2 | ﬂ - d, ? a4 — ﬂ —_— —_—7’], —
(©) . e+ d W ed —cy—d({d 4 ¢)
r+o0= 7 yr— 0= - )

woraus fir ¢ die beiden Congruenzen folgen:
d+ ¢
’

(7) ¢~

welche mit einander vertraglich sind und ¢ nach dem modul o’ voll-

standig bestimmen. Ausserdem soll, wie immer, ¢/ durch 16, und wenn

# nicht durch 3 teilbar ist, durch 48 teilbar sein.

Ia_
=c¢—d, ¢r=a (mod a’),
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Aus den Formeln (6) ergiebt sich, dass entweder a, ¢ gerade, Bsr
ungerade oder a,d ungerade, 3,7 gerade sind, und im ersten Fall
fr=n (mod 8), im zweiten yé =mn (mod 8), ferner in beiden Fillen

aff — yd=o0 (mod 16), und wenn # mnicht durch 3 teilbar ist,

aff + oy + B0 — af’r =0 (mod 2).

Hiernach ergeben sich nach § 1 (16) folgende zusammengehorige
Vertauschungen

w, f(w)y f(a +dl_!)>’

\ a

N

®) w—1 vz , ("%‘) _ V2
w+ 1’ flw)’ T \n _<c + do\’
=)
42
worin, wie oben, p cine dritte Einhecitswurzel bedeutet, welche, falls #
nicht durch 3 teilbar ist, den Wert 1 hat.
Definieren wir hiernach die beiden Functionen

4= (2 4 ()

\ flw )_ @

B=|ra) (P22 [+ ()" P

| ) (222 ]

worin r, s ganze Zahlen sind, so crgiebt sich, wenn #, als Divisor von
24 so bestimmt wird, dass

(n — 1)rr, =o, (n 4+ 1)sr, =0 (mod 12),

nach § 2 (16), das folgende Systern von Vertauschungen, (wobei auf die
Anderungen der Zahlen a, ¢, d nicht Riucksicht genomnen ist)

w, 4, B,
I
— T A’ B?
@ 1rr sr
(IO) (n—1Yrr, (n41sry

@ + 2r, (—1) ™ 4, (—1) * B,

e ()4 )
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und diese Functionen sind also zur Anwendung des im vorigen Para-
graphen dargelegten Princips geeignet.

Ist » eine Primzahl so geniigt nach den Bemerkungen des vorigen
Paragraphen die Betrachtung des Falles a = 1, fur welchen man die
Entwicklungen hat

_(n——l)r' v (n—1)r v

1 + qn(iv—l) ” I + q2v-—1 r
4= I (Fe) + o )
(11) ( (1)
_ n+1)s r+s 28 24
DB = 24 H I —1\s( g R G <E> 1 .
q ( + (_l ) ( + l ) + n H(I + q2y-—1)s(l + qn(2v—1)>s

Die Wahl der Zahlen r, s ist an sich willkiirlich. Fur kleinere Zahlen
r,8 wird man im Allgemeinen einfachere Resultate zu erwarten haben.
Indessen ist die zweckmassigste Wahl nicht s = 1,7 = 1, sondern die,
bei welcher

(n— I)r (n + 1)s

EZ EZ

welches dic Exponenten der hochsten Potenz von ¢! in den Entwick-
lungen (11) sind, Briiche mit demselben Nenner, und zugleich r,s mog-
lichst klein werden. Eine andere Wahl wiirde gewisse Potenzerhebungen
notig machen. Ausserdem miissen, fir ein durch 3 teilbares =, auch
7,8 durch 3 teilbar sein.

Um die Anwendung des Princips im einfachsten Fall etwas ausfiithr-
licher darzulegen, sei » = 3, also r == 6, s = 3, und

-3 3 -3
qg " —5¢ + ..., B=yq

1
4 — 50— ...,

woraus, da 4 — B keine negativen Potenzen von ¢ enthalt:

A—B=o0

als Modulargleichung folgt.
Auf diese Weise findet man folgende Formeln, worin

v = f<i+ d“’), = flo)

a

gesetzt ist.
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Fon B s 8
Loonwe= g, PRRESS ('LL/) +<:1}, 1)’zu“'u"—~7—l;h?,;
A— B = o.
_ A= (" +(2),  Bew— 4,
n = 5. -—(5> <&>, = u’v 3
A— DB = o.
_ () v\ * ERREIE 8
n=7 A—<z_;>+<1_4)’ B =u' +usvs’
A— B+ 7 = o.
AN v\® , . 2
W= 11. A:<5)+<1_¢>’ L:uv——m,
A—DB° + B? 4 2B = o.
= G I 66 04
n=13. A—v+u, B=u% —ye

A"+ 6A4° + 4° — 204 — B = o.

n= 17' A = <§>3+ (z_;)s, B = u"u" + uITi‘;
A°— B* + 174B — 344° + 34B + 1164 4 440 = o.
n = 19. A= <EL>2+ <1’>2, B:_us_v::__?_&;

v u wv

A? — B® f 194B* — 954°B + 1094* + 128B — 1284 — 0.1

! Die bei Berechnung dieser Formeln benutzten Reihenentwicklungen, die man behufs
Verification derselben nur einzusetzen hat, sind, soweit sie gebraucht werden, folgende:

n = 3. A:B:g_'é(l—SQ...)
n =35, A:B:ggé(l——z_q...)
n =17, Ad=q¢'(1 —4q..)

B=gq¢ (14 11q9...)
n o= 11 A =g_g(1—6g+21f_]’...)

B=gq 1— g4 2¢..)
n = 13. A=(_)—-;(I+2g’—— 2¢°...)
B=g_g([ + 69 -+ 15g2+26g’...)
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Aus diesein ersten System leitet man cin zweites und drittes her
fiur die Functionen f,,f,, indem man  durch o + 1 und darauf o

durch —1:0
Form, nur dass

das andere mal

zu setzen ist.

I. n=3;.
n=5.

"=
n=11I.
n=13.

n = 1j.

n = 19.

ersetzt (§ 2, 13). Diese beiden Systemec haben dieselbe

einmal
2\ . /c+ dw
wetior = (el
. 2 ¢ + dw
w =1e)y o =)
w\° v\ ° . 8
4, = <?> - (?>  Bo=wol + o
4, + B, =o.
_ (=Y )\’ U T S
A4 = (vl) \u,> ’ By =wo + wivl’
4, + B, = o.
J— "’14 /014 4348 8.
4, = <v_1> + KZ> , B, = uiv} + Pt
4, — B — 7 =o.
2w\ v\ . 2
.141 = (—v—l) —_— (7_7;) y 'Bl == ul?)l + ’lbl'vl b
A4, + B} 4+ B} — 2B, = o.
w, v, 64 .
A1=;—u_’ Blzu?vg"}_M’

1 1

Al — 645 + A} + 204, + B, = o.

A= g1 — 3¢ + 6g" — 13¢° + 25¢* — 39¢° + 76¢° .. )
B=q®( +49 + 69"+ 8¢+ 17¢" + 28¢° + 544°..)

A =g (1 —2g + 3¢ — 5¢° + 11¢" — 13¢° + 24¢° — 28¢" . .)

B=q Y1 +3¢+3¢"+48 + 9¢* + 4¢° + 39¢° — 279" .. ).
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Yag N\ ? r\ S 16
n==17. A1=(—’)+(—‘>, Bl=u‘11’i‘+m;

\vll '.'Hl,

A} — Bl — 174,B, — 344 — 34B, + 1164, + 440 = o.

1\ 2 : 3
n = 10. 4, =<El\ —<ﬂ>, B, = wiv} + —=;

v,/ u,,

A} 4+ B} — 194, B} + 954}B, — 1094} 4 128B, — 1284, = o.

§ 6. Die trrationalen Modularglewhungen.

Noch einfacher gestaltet sich die Anwendung unseres Princips (§ 2)
bei den folgenden Annahmen.
Wir setzen wie oben

U = f((t)), U, = f;(w)7 U, = ]‘;(w),

A @), - ()

so dass sich aus § 2 (16) die Vertauschungen ergeben

(1)

w, uv, u, v, U0,

I

(2) _— uv, u,v

w 272 ulvl’

_(n-}-'l)ri _(n+1)7ri (n4N)xr
o+1,e * wov,e ¥ un,e ¥ wupw,.

Nimmt man also

(3) n 4+ 1 =0 (mod 8)
an und setzt:
nii
24 = wv 4 (— 1) ® (w0, + u,0,),
n+1
(4) B = uwouv, + wouw, + (— 1) ° w,0u,0,

n+41
2

=t (=07 2,

UV u,v, uv
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so gehen aus (2) die Vertauschungen hervor

w, 4, B,
I N
(5) ‘—'Z’y A, B,
mi(n+1) mi(n41)

w4+ 1, e ? A, e " B.

Unter der Voraussetzung dass # eine Primzahl ist, hat man also nach
§ 3 aus 4, B ganze rationale Functionen zusammenzusetzen, welche
unter der Annahme ¢ =1,d =u, ¢ = 0 fir ¢ = 0 nicht unendlich
werden, welche nur solche Glieder A" B* enthalten, in welchen (n 4 1)(A—Fk)
bei der Division mit 24 einen und denselben Rest lassen, und diese Func-
tionen Constanten gleich zu setzen, deren Wert sich aus ¢ = o ergiebt.
Auf diese Weise erhalt man durch sehr einfache Rechnung'’

n =7, A=o,
n = 23, 4=1,
(6) n =31, (A*— B)’ — 4 = o,
n = 47, A’ — A — B = 2,
n=7I1, A® — 4A* + 24— B = 1.

Ist # eine zusammengesetate Zahl, so bestehen gleichfalls solche Glei-
chungen zwischen 4 und B, zu deren Ableitung aber nicht die Be-
trachtung des einen Transformationsfalles (@ = 1) ausreicht; und die
demgemiss auch weniger einfach ausfallen. Wir fuhren nur die Formel an:.

(7) n = 15, A*— AB 4+ 1 =o.

! Man benutzt dazu die fiir » >> 7 richtigen Entwicklungen
_ntl
w=q *A+q+¢+¢+¢+¢+q¢ +2¢°..)
_ntl
nwy,=q #(1—9g—¢ +q¢' —¢+¢"—¢ +2¢"..)
ntl
Y = 2¢ (1 + ¢+ ¢ + 2¢° + 29"+ ...).
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Fur grossere zusammengesetzte Zahlen werden sich weiterhin einfachere
Formeln ergeben.

Ist =3 (mod8) so sind den Modulargleichiungen die Functionen

44 = uv® — ulv? — wle?,

(8)

B = u™uiv} + w0 uivd — weiule?

zu Grunde zu legen, fur welche sich die Vertauschungen ergeben

@, A, B,

! A B

(9) w’ ! ’
SELL Gz

w41, e " A, e ° B,
und man findet wie oben

n = 3, A = o,
(10) no=1I, A=r1,
n =19, A’ — 74* — B = o.

Ist =1 (mod4) so muss man, um zu analogen Resultaten zu
kommen

8A = uv' — wtvt — ulet,

I = w'v*ulvi + w'vtubei — wletude?

setzen, was aber nur fur den ersten Fall n = 5 zu einer einfachen
Formel fuhrt

(11) n =3, 4=r1"

' Die in diesem Paragraphen enthaltencn Formeln finden sich teils in der in der
Kinleitung erwihoten Dissertation von E. FIEDLER, andere, wie die fiir =47, 71 lassen
sich aus den dortigen, minder einfachen herleiten.

Acta mathematica. 11. Tmprimé le 4 Jniu 1888, 45
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§ 6. Zusammengesetzte Transformationsgrade.
Tst # eine znsammengesetzte (ungerade) Zahl und
(1) n=nn"

eine Zerlegnng dersclben in zwei Factoren #', " die zu einander relativ
prim sind, so gehort zu jeder Transformation n*" Grades

(2) (29

k)

je eine und nur eine Transformation der Grade »’, n”

W, 0 ‘', O
(3) ’ (l(‘_l’ I_ZI> ! (’(l'.”’ l_'l”)’

Ay b 7 ~

welche durch folgende Bedingungen bestimint sind

l ad = u, ad = ', a'd’ =,
(4) - aa’ = a, dd’ =d,
l d’¢’ = ¢ (mod '), d'¢" = ¢ (mod a”).

Nach (4) sind @, d” bestimmt als dic grossten gemeinschaftlichen Teiler
von d,% und von d,n”’. Bildet man die zusammengesetzten Trans-

o, N\ /a, .0
= (;‘3 3)((‘| . d|>,
_d ﬂ') a,,0
(o)
a7 ey, 0
(;—", (?"._) <('.'1', d;')’

<a,o><1,o)_(x,o 'a,O)
e dJ\t, 1/ T N <c“d_’

\

formationen

(5)

o
NoOR
% 0

. . .
- O
Q -

e’ e e
|

’

6 a’,O)"’I?O"_ '1,0% fa’, 0"
) < d (\1 I_) - (/ 1,)(.\0._1,d’)’

‘@’ 0\ /T, o‘.) 1,0 ('(c”, 0
(CH’ I_l” ([ , 1” —_— /“Il.. 1 \C;I’ d" ?
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so ergiebt sich aus den Formeln (6) bis (11) § 2 leicht, dass auch die
Transformationen

() ‘a, o> ¢y, O ‘a;’, O
7 (o‘,dl Y\, d) 0 \e, dY

und

@, 0 “',0 a”, 0
(8) <62’ d> ’ <("; ’ dl) ’ (c;ly d”>
sich nach den Formeln (4) entsprechen,’ und daraus schliesst man wie
in § 2 dass die Invarianten

.'(d + d'a)> e+ d"w‘)
J ’ ’ J < an ;

a

! Ftir die Zusammensetzungen (5) ergiebt sich nimlich nach § 2 dass

d, der grosste gemeinsame Teiler von @ und ¢,

d » » » » a, » ¢,
d, » » » » & » ¢,
d » » » » a, » ¢,
ferper
ce, = — dd, (mod n), dey=— d'd; (modn),
=y (mod a)
('i t
und da nach (4)
ce=d"¢ (moda) und o = «'u”, d=dd" ist
c’;—’,z —d, (woda) oder cc,=— d'd, (modn),
also
(e, — dyc;) =0 (mod )
und

a'(c, — dy'e;)=0 (mod n'),

weil ¢, und ¢, durch d' teilbar sind. Da nun d; der grosste gemeinschaftliche Teiler von
@', c und n' = dja; ist, so folgt hieraus, in Ubereinstimmung mit (4)

¢, =di'c; (mod ay).

Fir die Zusammensetzung (6) ergiebt sich das Gleiche noch einfacher aus den Congru-
enzen (3 2, 7)

¢, =¢ + d (mod a), eh=c + d' (mod a’), d"cy= ¢, (mod &),
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rational ausdriickbar sind durch

'/.(i+ dm> : ./.(w)'

\ o

Fur die Anwendung auf die Functionen £, f, f, st noch cine Be-
merkung beizufiigen, welche sich auf den Fall bezieht, dass # durch 3
teilbar ist. In diesem Fall ist von den beiden Zahlen #', n” eine,
nehmen wir an n”, durch 3 teilbar. Es kann also dann ¢’ durch 48
tcilbar vorausgesctzt werden und die Zusammengehorigkeit zweier Zahlen
¢, ¢” soll noch naher dadurch bestimmt werden, dass an Stelle der letzten
Congruenz (4) die folgende tritt:

(9) d'¢” =c¢ (mod 3a”).

Ist dicse Congruenz, wie in (4) angenomnmen ist, fir den Modul a” be-
friedigt, so kann man dieselbe fir den Modul 3a” befriedigen, indem
man zu ¢’ ein Vielfaches von @” hinzufugt.

Unter dieser Voraussetzung ergeben sich fur die in den Transforma-
tionen (5), (6) vorkommenden Zahlen «, 3,7, d, 2 nach § 2 (9), (7) noch
folgende Congruenzen:

a=a"d'd;, f=[dd] l
(10) r=r'ad, 0= ¢"dd, J
A= A" (mod 3).

(mod 3),

Wenden wir nun die Bezeichnung », ¢ in demselben Sinne an wic
in (15) § 2 und geben den Buchstaben ', v” dic entsprechende Bedeutung
fur die Zahlen #', n”, welche v fur die Zahl » hat. (wobei jedoch stets die
Zusammengehorigkeit nach den Congruenzen (4), (9) aufrecht erhalten bleibt)
so erhalt man dic folgenden einander entsprechenden Vertauschungen:

© ;5w u o, U, v , v, , Uy
I .
—o U, Uy, U iy, , 00, y  pU

i bl wi niri nTi nmi

24 12
v, , oe v , e’ v,
@ v’ : vy y Uy : v d (28 vy’

v, .
—_— v , U.:, , 'l); : o v , /)n ,L,Ql , pu ’U;, ,

a'ni n'mi n'mi a"xi n"'mwi n'nmi

w+1;e ¥oj,e PV, e u;0%¢ Mo, d%e v, de® v,
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worin p, o dritte Einheitswurzeln sind, welche, falls # nicht durch 3
teilbar ist, den Wert 1 haben.

Auf Grund dieser Betrachtungen konnen wir auf zweierlei Arten zur
Bildung von Modulargleichungen fir zusammengesctzste Transformations-
grade gelangen.

1.) Ist

(12) (W 4 1) + 1) = 8p=o0 (mod 8),

80 setzen wir

(13) U = uwv”, U, = w,v,vv), U, = w,v,050y,
24 = U+ (—1)/(U, + U,),

(14) o
B = UU, + UU, 4+ (— 1)U, U,

Far die letzteren Functionen ergeben sich dann aus (11) dic einander
entsprechenden Vertauschungen:

(U, A:v B,
1
- w41 —(n'+1)
(15) (07 p A’ IO B’
w+ 1, ated 4, g the #[3,

Sind die in (15) vorkommenden dritten Binheitswurzeln = 1, was eintritt,
wenn # durch 3 nicht teilbar und wenigstens einer seiner Factoren den
Rest 2 hat, oder wenn »” durch 3 teilbar, #» den Rest 2 hat, so ist
jede rationale Function von A, B Wurzel einer Invariantengleichung.
In den anderen Fallen kommt dieselbe Eigenschaft dem Cubus einer
solchen rationalen Function von A, B zu, bei welcher die Differenzen
der Exponenten von 4 und B in allen Gliedern bei der Teilung mit 3
denselben Rest lassen. '

Nach § 3 haben wir also solche ganze rationale Functionen von 4, B
zu bilden, deren sammtliche Werte fur ¢ = o endlich bleiben, und diesc
Constanten gleich zu setzen. Sind aber #’', #” zwei Primzahlen, so genugt
es auch hier, wenn der erste von diesen Werten, derjenige, fur welchen

U= flo)f(We)fn o) fnr o)
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ist, keine negativen Potenzen von ¢ enthilt, weil man aus diesem die

tibrigen ableiten kann, indem man @ ersetzt durch

(16) © o o

[ "

o
W (12 1]

und dann @ noch um ganze Zahlen vermehrt.
Durch sehr einfache Rechnung ergeben sich die folgenden Beispicle:

n =13, A =1,

no=2I, (4 — B — 4 = o,

(17) n= 33, A*— B — A4 = 4.
n = 35, A* — B— A = 2,
0w = 55, A —B— 44— 4 + 4 = o.
2.) Ist
(18) (W —1)(n”" — 1) = 8u=o0 (mod 8),

80 setzen wir

wy v Ny U,
£ (Y 4 )
(19) * vy + ) v + vyvy )’
e
P [ v
e Tl e |

woftir sich wieder die Vertauschungen ergeben

w, A, B,
I 1—-n' —1
<20) — FY "AJ 10” ]}’
w
_ 2y
o+ 1, e YA, o te I,

Auf diese Functionen lasst sich dasselbe Verfahren anwenden wie auf die
in 1.) betrachteten, wenn man noch die Beschrankung hinzufugt, dass
man nur symmetrische Functionen von 4, B, d. h. rationale Functionen
von AB, 44 B benutzt, weil nur dann aus demn einen Wert ciner solchen
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Function die sammtlichen tibrigen durch die Vertauschungen (16) hervor-
gehen. Hier ergeben sich die folgenden Beispiele

n =15, AB 4+ 1 = o,
(21) n = 35, 2(A + B) —AB = 3,
n = 39, 2(4 + B)— AB = 3.

Auch wenn # mehr als zwei Primfactoren enthilt, behalten diese
Schliisse mit den ndtigen Modificationen ihre Gultigkeit. Ich fuhre das
Beigpiel # = 105 an, fur welches man zu setzen hat:

A = B Gw)[(Gw)f(1050) + LBo) [ 50)f,(70)f,(105w)
 e)f(5e) f(21w)f(350) ~ [(@)f,(150)f,(21m)f,(350)

£,30)£,(50)£,(70) {105 @)
f( D h(150)f,210) (350’

B — f(@)f(150)[(210)[(35m) | [(@)(150)f,(210)f,(35w)
' f(3)f(5m)f(7w)f(105w)  [,(3w)f,(5w)f,(7w)f,(105w)

f;‘((u)f;(l 50) fe(z I(u)f2(35w)
(30) ,(50)f,(7w) f,(105w) ’

% = 105;

AB*— 4(4 + B)*+ 10AB(d+ B)+ 4(A+ B)'+ 1048+ 14(A+ B)+5 =o.

II. ABSCHNITT.
Anwendungen auf die complexe Multiplication.

§ 7. Die singuliren Werte von f(w).

Wir setzen nun in die Function f(w) fiir w einen der complexen
Multiplication entsprechenden singularen Wert, d. h. die Wurzel einer
quadratischen ganzzahligen Gleichung mit negativer Determinante

(1) Aw® 4+ 2Bw + C = o,
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wenn (4. I, C) cine eigentlich primitive quadratische Form der Deter-
minante — m, also 4, 23, C ohne gemeinsamen Teiler und

(2) AC — B* = m.
Nach der Abhandlung I, § 18, ist alsdann

. 4 u
(n) /.(("> — (f((l))2 _— I6>
. . /‘((’))24
eine ganze algebraische Zahl, welche ungeindert bleibt, wenn die Glei-
chung (1) durch einc iquivalente ersetzt wird, namlich die Wurzel einer
ganzzahligen Gleichung

(4) H(n) = o,
deren Grad gleich ist der Anzahl 7 der Classen cigentlich primitiver
quadratischer Formen der Determinante — m.

Es soll nun nachgewiesen werden, dass bei passender Auswahl des Re-
prasentanten der Classe (1) dieselbe Iigenschaft den Grissen [(w)*, wnd
wenn m durch 3 nicht teilbar ist auch f(w)* z2ukommdt.

Dic sammtlichen cinander aquivalenten Gleichungen (1), die ciner
Formenclasse entsprechen, zerfallen nach folgenden Kennzeichen in drei
Ungerabteilungen

L A1, B=o, C=1,
(5) m=r1 (mod 2). II. A=, B=1, ('=o0, (mod 2)
0l. A4A=o, B=1, C=r1;

fl:

I. A=1, D=1, (=1,
(6) m=o0 (mod 2). . 4=1, D —o, (!=o, (mod 2)
IMI. A=o, B=o, C

I

Nehmen wir an, (1) gehore zur crsten dieser Unterabtcilungen, so bleibt
diese Ligenschaft erhalten, wenn e ersetzt wird durch

7+ ow

——
a + Fo
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0 (5012200 (22) o

7y 0 — 1

wihrend falls

®) (o= Crads (T0) - (60 mos)

(1) aus der Abteilung I in den beiden ersten Fallen nach II, in den
beiden letzten nach III gelangt.

Die Function f(w)™ bleibt aber gleichfalls ungeindert durch die
Substitutionen (7), wahrend sie durch die Substitutionen (8) resp. in
— (@), — f,(w)* ubergeht.

Es ist nun friher bewiesen (§ 2 und Abh. I, § 16), dass die v Grossen

4; + dow

(9) f( a >,

wenn 7 ein Teiler von 24, der, falls # = ad durch 3 teilbar ist, selbst
durch 3 teilbar sein muss, (bei variablem w) die Wurzeln einer Trans-
formationsgleichung y*" Grades sind

ol 4+ dorr
w0 of (1 o] = o
und hierin wollen wir » = 8, und wenn = durch 3 teilbar ist = 24
annehmen.
Damit
x = flw)

die Gleichung
(r1) 0,(z,2) = o

befriedige, ist notwendig und hinreichend, dass wenigstens fir eine der
v Grossen (9) die Bedingung erfullt sei

(12) f(c + dw>"= flw),

a

Acta mathematica, 11, Tmprimé le 4 Juin 188K, 46
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und dafir ist erforderlich und hinreichend (Abh. I, § 6), dass die Zahlen
a, 3,7, 0 sich so bestimmen lassen, dass

¢+ do  y+ do
<I 3) a T u+ Fo’

dass (nach § 1, 16)

I

() (D=(05) ot =(720) (mod 2)

/ s \ 4 s

dass ferner, wenn 7 = § ist,
(15) af + ay + [0 — af’r =0 (mod 3).

Gentigt nun o der quadratischen Gleichung (1) so ergiebt sich durch Ver-
gleichung mit (13), wenn x cinen unbestimmten ganzzahligen Factor be-

deutet:
fd = Ar,

ac — yi = Cr,
ad + ¢ — da = 2Br.
Setzt man also noch
— ald 4 ffic — oa = 2y,

so folgt:
pd = Ax, fle — da = Bx + y,

ac — o = Cr, ad = Bx —y,
(16) n = mx’ + y*.

Nimmt man n, 4 ohne gemeinsamen Teiler an, so muss d = 1 sein,
und man erhilt

a = Br—uy, = Ax,

(17)
ny = — Cr + ¢(Bx — y), ne¢ = cAx — Bx — y

woraus man ersieht, dass z,y ohne gemeinsamen Teiler sind; tubrigens
konnen bei gegebenem m die Zahlen n, 2,y der Bedingung (16) gemiss
beliebig sein.
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Wir machen nun, je nach dem Verhalten von m gegen den Modul 6
die folgenden Annahmen, worin sich die Werte von z,y als notwendig
ergeben:

m = o, n=m 4+ 9= 3 (inod6), r=1, Y=+ 3,
n=3, "= = 3 (mod 6), €r=1, y= O,
m=1, n==m 4+ 16 =— 1 (inod 6), r=1, ¥ =+ 4,
n =2, n=m 4+ 9=-—1 (mod 6), x=1, ¥y==+ 3,
M= 4, n==m 4 =—1 (mnod 6), x =1, y=+1,
m=5, n=m =—1 (mod 6), T=1, y= oO.

Hieraus erkennt man, dass wnur wunter der Voraussetzung (5), (6) 1 die
Zahlen (17) der Bedingung (14) (und zwar der zweiten) geniigen.
Da also hiernach von den drei Wurzeln der Gleichung (3)

(;U —_ 16)3
. L

J(w) =

cine und nur eine der Gleichung (r1) (fur » = 24) genugt, so folgt,
wenn wir des kilrzeren Ausdrucks halber den in Abhandlung I, § 18,
eingefithrten Namen »Classeninvariante» von j(w) auf jede rationale Func-
tion von j(w) tubertragen, durch welche auch j(w) rational darstellbar ist:

flw)* ist eine Classewinvariante.

Ist m durch 3 unteilbar, so erhalt, nachdem (5), (6) I festgesetat ist,
f(w)® durch die lineare Transformation (@, 4 21) noch drei verschiedene
Werte, welche wenn A durch 3 nicht teilbar vorausgesetzt wird, dadurch
unterschieden werden konnen, dass

(18) B=o,1,2 (mdd 3)

von diesen geniigt aber nur der der ersten Annahme entsprechende Wert der
Bedingung (11).
Es gentigt also von den drei Wurzeln der Gleichung

m}! . f(w)24 _
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eine und nur eine der Gleichung (11) (fir # = 8), und daraus folgt:
Ist m nicht durch 3 teilbar, so ist f(o)® eine Classeninvariante.

Beispiele, wie sie weiter unten folgen, lehren dass in vielen Fallen
dieselbe Eigenschaft noch niedrigeren Potenzen von f(w) zukommt.'

Die Hauptform der Determinante — m, (1, 0, m) gehdrt nur bei
ungeradem m in die Unterabteilung I und daher wird nur in diesem
Fall f(y—m)* oder f(y—m)* Classeninvariante sein. Bel geradem m ge-
hort (1, 1,m 4 1) oder (1,3,m 4+ 9) zu I und in diesem Fall sind
also die Classeninvarianten

f(1 + V=)t = — =)
(5 + =P = — fly=m)"

oder

§ 8. Die Classeninvariante y,(o).

Aus den soeben bewiesenen Eigenschaften der Zahlen f(w) folgt,
dass, wenn i nicht durch 3 teilbar ist, auch

_ M) —16
(I) rﬂ(w)_— f<w)s

eine Classeninvariante ist, wenn an der Voraussetzung des vorigen Paragra-
phen, dass B=o0 (mod 3) sei, festgehalten wird. Ls lasst sich dies auch
auf demselben Wege direct beweisen, da auch zwischen den Functionen

\

(2) R B

.

falls % durch 3 nicht teilbar und ¢ durch 3 teilbar ist, einc Trans-
formationsgleichung besteht.

Dieser directe Weg ist deshalb wichtig, weil er sich auch auf die
Classen der zweiten Art anwenden lasst. Gentgt namlich o ciner Glei-
chung zweiter Art

(3) 40’ + Bow + C=o,

! Bs lisst sich #holich wie oben zeigen, dass, wenn m nicht durch 8 teilbar ist,
flw) oder f(w)'* Classeninvariante ist.
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worin B ungerade ist, so wird

(4) r{ ) = 1 (w)

t
daun und nur dann erfallt sein, wenn

¢+ dow  y+ o
(5) a4 + Ao’

(6) 4 + ay + fd — af’r =0 (mod 3).

Setzt man also, wie oben

ad — fiy =1,

2 =_(Br—y), f— Az,

(7) ny = — Cx + Elc(Ba: — ), no = cAx ——; (Bx + y),

4n = mx* + y*,
nimmt 4 durch 3 unteilbar an und setzt
wenn  m=+1 (mod3), w=m+ 4=—1 (nod 3), w=2, y=+4,
wenn  w=—1 (mod 3), n=um =—1 (mod 3), =2, y=o,
so folgt wieder, dass die Bedingung (6) nur unter der Voraussetzung

B=o0 (mod 3)

befriedigt ist, woraus man wie oben schliesst, dass 7.(®) einer ganz-
zahligen Gleichung gentigt, deren Grad # gleich ist der Anzahl der
Formenclassen zweiter Art der Determinante — m, da diesc Eigenschaft
nach Abh. I, § 18, fur r,(w)® feststeht.

Diese Bemerkung fihrt uns zur Aufstellung von Classengleichungen
in einigen interessanten Fallen.

Die Determinanten

_II’_—195‘—43)_677_—I63

haben die Eigenschaft, dass fur jede derselben eine Classe der zweiten und
drei Classen der ersten Art existieren, dass also die Classeninvarianten
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aweiter Art, r,(w), rationale ganze Zahlen sind.’ Indem wir die beiden
ersten — 11, — 19 einer anderen Betrachtung vorbehalten, suchen wir
diese ganzen Zahlen fir m = 43, 67, 163 zu bestimmen. Wir haben also

(=3 +2\f‘f£‘) (= +2\/:7’)7)  n(m3t i/—:‘—@)

zu berechnen.

Hermite hat in der oben citierten Arbeit »Sur la théorie des équations
modulairesy dieselbe Betrachtung auf die von ihm mit a bezeichnete Grosse
angcwandt, welche nach unserer Bezeichnung mit

e [(—34y—m\
_28.,n(__2v )

itbereinstimint, und aus seinem Resultat fur m = 43 folgt:

’

- —3+V—44
(8) — (TR = 960 = 64.15.
Fir die beiden grosseren Zahlen m = 67, m = 163 lasst sich die Rech-
nung in einfachster Weise aus der Entwicklung § 2 (3) fuhren, indem
man mit vollstindig hinreichender Genauigkeit
— 3+ \/"::1-# -—\77"

(T

sctzen und diese Zahl mit siebenstelligen Logarithmen berechnen kann.?
Man erhalt

~ 6
(9) —rj(ﬂ3—+—2‘—~7—>—-528o=32.3.5.11,
(10) —)’,(#3+—:-——l6f3\ = 640320 = 2%5.3.667.

Die Binfachheit dieser Resultate zeigt sich aber erst, wenn man zu den
Functionen f(w) tibergeht, wobei es keinen wesentlichen Unterschied macht,
ob man Formen erster oder zweiter Art zu Grunde legt.

' Nach der auf Induction gegriindeten Vermuthung von Gauss (Disq. Ar. art. 303)
sind diese 5 Determinanten die einzigen, welchen diese Eigenschaft zukommt.
* Auch fiir m = 43 ergiebt dies Verfahren den Wert 959, 98... also wie oben 960.
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Die cubische Gleichung
y'—r(e)y —16 =o
hat namlich nach § 1 (11) die Wurzeln
flo), —fi(0)', — filw)"
Iis ist aber nach § 1, (15), (13)

und wenn daher

(11) = f(y— m)

gesetzt wird, so ist 2 Wurzel der cubischen (rleichung

(I 2) 2 -+ 7 <_——_3_’-2L_ﬁ>m16 — 2% —~

und zwar die einzige reelle positive Wurzel dieser Gleichung.
Die Gleichung (12) lasst sich aber nun far die Werte (8), (9), (10) von
7, in acht rationale Factoren (in Bezug auf &) spalten und man erhalt so:

m = 43, P — 2w — 2 = 0,  Discriminante — 4.43,
(13) m = 67, %' —= 23" — 24 — 2 = 0," Discriminante — 4.67,
m = 103, ©® — 61® + 4r — 2 = o,  Discriminante — 4.163.

Wir wollen die Resultate der beiden letzten Paragraphen noch auf
¢in anderes Beispicl anwenden, welches ebenfalls eine gewisse allgemeinere
Bedeutung hat, auf die Determinante — 58. Fiur diese Determinante
existiren zwei Geschlechter quadratischer Formen und in jedem Geschlecht
cine Classe. Nach Abhandlung I, § 21 lasst sich also jede Classeninva-
riante fur diese Determinante rational durch 2Zg ausdriicken.?

' Diese Gleichung lisst sich auch leicht auf algebraischem Wege aus der Modular-
gleichung fiir den Transformationsgrad 71 herlciten.

* Dass \29, nicht \2 zu adjungieren ist, zeigt die dortige Formel (17), in weleher
m =2, m" = 29 zu setzen ist. Da in der Teilgleichung < nicht vorkommen kann, so
muss zugleich 2 heraus fallen.
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Nimmt man als Repriisentanten der beiden Classen (1, o, 58),
(2,0, 29), so kommen diese in den Gruppen II, III (§ 7, 6) vor so dass
PP N s

AGTS A5V

als die beiden Classeninvarianten zu betrachten sind. Iis ist daher

£ =58 = a + byss,
(14) /1 AP _
14 <5 V— 58) = a — by29,
(15) a’ — 29bh* = 16 €1, 15)

und «, b sind ganze (positive ') Zahlen.
Aus (14) folgt aber

20=£,0 =59 + £,(5v=3%)

wonach der Wert von 2a¢ mit hinlanglicher Genauigkeit durch das erste
Glied der Entwicklung

1 -
AR
o
dargestellt ist. Es ergiebt sich so
t=2.727, h=12.1353

also

f(V=T758)" == 2(727 + 135y29)

' Aus der Formel (T, 4 7, 2)

di* = i k2 d o

folgt, dass wenn — 4w reell ist, k* mit wachsendem — 4@ abnimmt. Es ist also
o .
i 24 . 24 (1—2]‘72)(1 — L)
/1((U> - T /-2(.(”)2 == JXPE
positiv, also /() > f,(w) sobald — iw > 1 und da /,(@)** = 2*/"*: k" mit wachsendem
. . B 7 . . v r I A .
— (m wichst wihrend /,(@)** = 2*k*: 17" abnimmt, so ist /(@) >/, <;m) sobald — 7ew

1 —
den Wert iiberschritten hat, fiir welchen [ (@) = [, <* mj ist, d. h. den Wert 2.
2 /
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woraus sich die vierte Wurzel ziehen lisst:

(16) vafi(V—358)" = 5 + y29.

$ 9. Berechnung wvon Classeninvarvianten aus der Transformation
erster und zweitey Ordnuny.

Wir benutzen nun die Principien des crsten Abschnitts zur Bercch-
nung von Classeninvarianten, und gehen dabei aus von den Formeln des § 1.
Man erhalt zunachst fur m = 1 und m = 3 dic heiden (xleichungen

I 1

W = — - m = — ———
w’ o + 1

(1) mn=r1, ) = vz, f,(i) = f,(i) = V2,
4T It D3y E
(2) m =3, /\__5\__3) — f] \—T\ "‘—;)(3 24

und nach § 1 (13)

. ; . y -
(3) fly—3) = {2
Aus der Transformation 2'" Ordnung erhalt man die Falle w =2 , m = 7t
2 2
0 = — — 0 " ———
w’ w + 1 ’
JV 4.
() w2 (TR =45
. /A
“ — = 3+ v—7 .
(D/ m == 7, f(\,.—. 7) e \:2, /(_—4__‘_) — ]’
und durch eine zweimalige Anwendung m = 15.  Setzt man namlich
1 4 \— I3 o — 1 2
== ———, =y
2 2 )
=
) U e WP LM %
(6) fly—15)fiw)e * = y2

deta mathematiea. 11. Tmprimé le 13 Juin 1388, 47



AT =) Aen(E) =
A =12 Ao (2) =

Eliminiert man auz letzterem System f(w). f(®), f(%) . fl((g) , f,(’(—;>

mittels § 1, (9), (10), so ergicht sich

4 a7 +1=0
und daraus nach (6)

@ mewsy (=T = a0+ V3

Beachtet man. dass von den drei Functionen /%, &, f3 nach § 1, (9), (10),
awei durch die dritte mit Hilfe einer quadratischen Gleichung ausgedriickt
werden, so lasst sich aus einer bekannten Classeninvariante fir die De-
terminante — m die fir die Determinante — 4m herleiten, indem man
sich, je nachdem m gerade oder ungerade ist, einer der beiden Formeln

hedient:
(®) o (20)f = ()1, ()" + \T(o7™ F 64
(9) of, (20) = F(0)*|F(0)" + (o) 64

Auf diese Weise findet man aus (1), (4), (5), (7) die folgenden Re-
sultate:

(10) M= 4 fi(y=—4) = 8.
(11) m =106, fy=T16) = 8y2(1 + y2)"
(12) m =8, (V=28 =8(1 + \2)

(13) m-==32,  fily—32) = 8=,
a? — 8(1 + 2)'r — 2(1 4 \2) = o.
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(14) m=12,  f(y=12)'=2y2(1 + 3)
(rs) m=28,  fi{y—28'=2y2(3 + V7).

(16) m=060,  f(y=60)=y2V2(r +135)'(2 + v3)y5 + v3)-

§ 10. Adnwendung der Schlifli’schen Moduwlargleichungen
zur Berechnung von Classeninevarianten.

Die Scuvirrrschen Modulargleichungen lassen sich in verschiedener
Weise zur Aufstellung von Classeninvarianten benutzen. Das niichst-
liegende ist, dass man einen der bercits bekannten Werte von f(y— m)
oder f,(y—m) fir u oder u, in dicse Gleichungen einsetzt, wodurch man
eine Gleichung fur f(,— mn® oder f,(y— mn®) erhilt, dic man noch von
iiberflissigen Factoren, die sich leicht finden lassen, zu befreien hat.

Auf diese Weise ergiebt sich

9)" = va(1 + v3).

) = 9) f(\/‘
2 w—25 (=3 =370 + Vi)

(3) m=49, V2f(y—49) = =,

' — (1 + ype 4+ 1 =o0.
(4) m = 18, VT8 = i2(2 + 6)
(s) m=50, {2Uh(50) =@+

¥ — 20 4+ 36— 4 = o, Discr. — 4.50."

! Die Classengleichung ist hier vom 6% Grade und lisst sich durch Adjunction
von \5 in zwei cubische Factoren zerlegen, dic man aus obiger Formel leicht durch Eli-
mination ableiten kann. Dass hier, wie in mehreren der folgenden Beispiele die Classen-
invariante rational dargestellt ist durch \5 und die (einzige recelle) Wurzel einer rationalen
cubischen Gleichung ist eine Higentéimlichkeit, die mit der ABEeL'schen Natur der Classcn-
gleichungen zusammenhingt, worauf ich bei einer nichsten Gelegenheit zuriickzukommen
hoffe. Diese rationalen cubischen Gleichungen entsprechen den (Avss'schen Perioden-

Gleichungen in der Kreisteilung.
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(6) o= 27, f(y—27)" = 2,
£ — 32 — 3z — 1 = o. Discr. — 4.27.
(7) m =75, v2/(y—75) = u,

27— 2x? — 20— 4 = 4|

-
g
=

(8) w36, T30 = Vs,

(9) m == 100, r == y2f{y — 100),

(10) m == 63, [(y—63)" = 2z,

{11) mw =175, = 175) = 2z,

Wenn man sodann in den Scuvirrnr'schen Modulargleichungen fur
den #"" Transformationsgrad w = (—, setzt, so wird
Y ’

'

fo) = f(;) = Hy—n)

"N

und man hat » = » und mithin 4 = 2 zu sctzen. Auch hier findet
man leicht die abzusondernden Factoren.

(12) n =3, flv—35)" =1 4 ys.
(13) m == 11, fly—11) = @,
£’ — 20? 4 20— 2 = O. Discr. 4.11.

(14) =13, /J'(V:T—S)'* == 3 + \13.
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([5) M == 17, /(\,/T:I_7>: == \/5.’[7_,
N XY
rto=S
(16) o= 19, f(y—19) =,
rP—o2r —2 = o, Diser. — 4. 19.

Ein drittes Vertahren, die Scurirrrschen

(rleichungen uunserer Auf-

gabe nutzbar zu machen, ist das folgende:

Sctzen wir in der zum Transformationsgrad » gehorigen Modular-
gleichung far o die Wurzel der quadratischen Gleichung

(17)

20 + 2rw + 1 = o,

worin » ecine ganze Zahl bedeutet, also

(18> 20)—|—2r=—-:7’;;
) == ——- " +?\ _—ﬂ’
(19) m o= 2# — i,

so ist (nach § 1,
(20)

also nach (18)

(21)

\
15)

rri

f@)f(z0 4+ 2r) = ¢ 7 3,

£, (‘“) =\ 3¢ 7,

"

rt

.:e— 21
filw) = UL ungerade,
(22) fly—m)
22
L
Vée b

w0y gcrade.

f,(y— m)
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Demnach hat man in dem zweiten System § 4 zu setzen

(23) v, = \z2¢ 7,

(24) u, = -, v, =e¢ *,

je nachdem r und damit zugleich m ungerade oder gerade ist.
Nach (19) ergeben sich fur m folgende Werte

N o= 3, m= 6, §5, 2,

" = 5, w =10, 9, 6,1,

n =7, m= 14,13, 10, 5,

no= 11, m=22,21,18,13,6,
H= 13, m = 26,25,22,17, 10,1,

=17, ’“*:34,33’30725’[8’9’

i

n=19,  m=38,37,34,29,22,13, 2

Wir leiten aus dieser Quelle nur die Formeln fir die in dem Obigen
noch nicht enthaltenen Fille her, wobei dic schon bekannten oder mehr-
fach auftretenden Werte zur Erleichterung der Auffindung der Factoren
dienen.

(25) m == 6, f(V—=06)" =4 + 2y2,
(26) m = 10, v2fily=10)" = 1 4 5.
(27) m o= 14, fily—14)" = y2u,
x4+ % =14 2.
(28) m=21, 2f(y—z20)" = (3+ 7’3 +7)"

(29) m = 22, f,(y—22)" = y2{1 + y2)



(30) e
(31) m
(32) m
(33) m
(34) m
(35) &
(36) m
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z*

— 26, ;m:%y=m+2f%,
P — 2 + 2 — 4 = O, Diser. — 16.26.
=30, AWTI) = 220 + vioe + 3)
=33, V2f(y—33)" = (3 + vt + v3)"
=34 filv—134)" = vz,

— 29, V=) =
20 — gu* — 8r — 5 = y2o(r + 1)%

= 37, fV—737)" = 12 + 2y37.

=38, (T3 = yar,

(" — 8x* + 1605 — 8) = 2(8x> — 8x + 6).

Die gefundenen Resultate lassen sich wieder mit der Transformation
zweiter Ordnung verbinden, und man erhalt so z. B. noch aus (12), (14), (25)

(37) m
(38) m
(39) m

= 20, h(y—20)" = 2yzz,

r? = 1+ \/g- (22 4 1).

2

= 52, fi(y—752)" = 22z,

0.

. + V13
ﬂ~2M+vmw—Lfi=

= 24 A(V=24) = 2"(1 +y2)°(2 + v3) (v2 + v3)"

Endlich lassen sich auch noch zwel der ScurAirrr'schen Modular-
gleichungen mit ecinander combinieren und durch Elimination neue Re-
sultate herleiten.  Wir geben zwei verschiedene Beispiele der Combination
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der Modulargleichungen fir den 5'" und den 11"" Transformationsgrad
mit sich selbst, wodurch wir die Classeninvarianten fiir die Determinanten
— 41, — 105 erhalten, von denen die crste zwei Geschlechter mit je
vier Classen, dic zweite acht Geschlechter mit je einer Classe hat, und
welche beide als erste ihrer Art von Interesse sind.

Nehmen wir zunachst

(40) 1ow* + 6w 4 5 = o, ow = — 3 + \—41,
@\ . < . ;—%i \/5
f?(s) =hl2Go + 3 =e *oly
o) -7 ———— s \’I?;
— ) = 6) = d R [ — R R
f)(s) f,(1om + 6) e " f(y—an), f,(50) e P Nry

Hiernach crgeben sich aus der Modulargleichung fur den st Grad (§ 4, 11)
zwei (rleichungen. die sich mit Benutzung der Bezeichnung

A i

fh—a1) = flo)e*y, a0 (w)e’ =3

so schrethen lassen:

W
Iy

L3 1 ‘ 1
F ke —5) = o
¢ 7

3 ! 2 T
7 +§+ 2(5)“‘;5)=0-

\,

Durch Addition und Subtraction erhalt man hieraus zwei Gleichungen,
welche nach Beseitigung des Factors € — 5 (der zu den Determinanten
— 1, — 25 gehort) nur noch von & + » und &, abhingen.

S

Die Elimination von £ + y licfert, wenn wir

- B o
ey =i =TT, r e
setzen, die Gleichung

0==2"— 092" + 202" 4 65" — 192> — 172 — 6
T3+ 32+ 2).

Der erste Factor, der als zur Determinante

wp

L TR G

49 gehorig, von vorn herein
hekannt ist, wird abgeworfen, und der zweite liefert die gesnchte Glei-



Zur Theorie der elliptischen Funectionen. 377

chung, welche in Bezug auf z vom 8%* Grade ist, und sich durch Ad-
junction von /41 zerlegen lasst. Man erhalt so

(41) m= 41, 22" — 56 + 7 =\41(z— 1).

Es gentige zweitens @ der Gleichung

(42) 11w’ 4+ 8w 4 11 — o,
also-
11w—|—8;—fw—l, Ttw = —4 + - ios.
Demnach, wenn
f(y—1o5) ==
gesetzt wird . .
/‘(Ilw):e%m, f<?w?>=e—%m,

und diese beiden Grossen sind, wenn u = f{w) ist, Wurzeln der Modular-
gleichung fur den 11*" Transformationsgrad. (§ 4, 1)
Setzt man wr=—§&, x:u =7y so folgt

)

1 -‘EE,_ 26;

A——("+5), B—ete—7l

so dass man durch Benutzung beider Zeichen fur £, 7 zwei Gleichungen
erhalt. Durch Elimination von 4 und Fortheben des Factors

2
3 +§
findet sich
" 16 2 4 o
& +m—24(¢ +3) + 02 —0,
woraus

L+ V3 + )"
4

£ = (2 4 V33 + vD) -

Far # findet man sodann

6 1 .
7 +F:66O + 168 13,

Acta mathematica. 11. Imprimé le ¢ Juillet 1888, 48
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woraus leicht folgt:
(43) m =105, G6ayzfy=103)"= (1 +y3)"(1 +v5)’ (V3 +V7)'(Vs +v7)

Die Richtigkeit der Vorzeichen ergiebt sich durch die Verglelchuna der
numerischen Werte.

§ 11. Anwendung der irrationalen Modulargleichungen
zur Berechnung von Classeninvarianten.

Genau in derselben Weise lassen sich die in § 5, § 6 abgelciteten
irrationalen Formen der Modulargleichungen anwenden und fihren zum
Teil in ausserordentlich einfacher Weise zum Ziele. Wenn wir zunichst
in den Formeln (4) § 5 @ = -"u setzen, so wird

11+1 - n+1
2 \/2 - e

24 = f(w)2 + (_‘ I) /'((u) B = 2\,/2f(w) + (_ I) ) /(ZV

oder fur
flo) = 2z,
w1 w1
] . 8 >3 . 3
A.—:.f”—"'(—l—)——, B=4z+(, L
@ @

und dies ist in die Formeln (6) § 5 cinzusetzen. Fur # = 31 erhalt man
sunichst eine Gleichung 3'*" Grades in #® aus der sich durch Factoren-
zerfillung eine einfachere fitr « selbst herleiten lasst. Bein=47,n=71
hat man beziigl. die Factoren z, (z + 1)* abzusondern und findet so:

(1) n=123, f(y—23)=y22, #'—x—1=0.
(2) n=31, f(y—31
(3) V—47)=

1)=y22z, 2'—a’—1=0.
( -
(4) =71, f(V=71)=y22, # —22'—2'+o'4+2'+s'—z—1=0

v2z, a@'—a'—2z'—2x—1 =0

~

=47,

Ebenso lasst sich auch das dritte Verfahren des vorigen Paragraphen
hier anwenden, indem man von den Formeln (17), (18), (19) Gebrauch
macht. Man erhialt aber dann nicht unmittelbar Gleichungen fir eine
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der Functionen £ selbst, sondern Relationen zwischen mehreren dersclben,
aus denen die cinfachen Gleichungen erst durch Elimination herzustellen
sind. Aus der fir n = 23 gitltigen Modulargleichung crhilt man so z. B.,
wenn @ der Gleichung genigt:

20° 4 2ro + 23 == o,

rxt

f(@)f(20 + 21) — £,(0)fy(20 + 21) = 2 + 3 7,

und die Rechnung fir r =o,r =1,7r = 2 ergiebt

(5)  me—az 2V3AT3)° = (2v5 + VWS + Vi)
(6)  m—4s, V=25 = 8(2 + Vi) (4 + V)"
() w46, V=28 = iz,

T+ =3+ 5

In ahnlicher Weise findet man aus der Modularglcichung far #==19
(§ 5, 10) ecinc cinfachere Form der Darstellung fiir m = 38. Setzt man

= (=591 (V 52) — v sea(y/ =) — -
so ergiebt sich
A ==z, D=38xr 46
und, nach Absonderung des Factors 2? 4 z + 3:
(8) @ — ' — 22 — 2 = o, Diser. — 4. 38,

wahrend f,(y—38)® sich so durch # ausdriicken lasst:

(9) \/Zﬂ(\/:ﬁy — + | — ¢5::;-— 3'1

@£ — 2

Es sollen endlich noch far m = 35, 39, 55 dic Modulargleichungen
(17), (21), § 6, verwendet werden. Setzen wir

y — , [ /=7 , e+ &
T = f(\/_ss). r = f(\/%)’ L (]/’ UU,“/ = Z,
/ Ll

' Man vgl. die Anmerkung zu § 10 (3).
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so ergiebt sich aus (17), (21)
(10) y'— 2y* — 4 = o. Diser. — 16.35.
(11) 22 —52—7 =o. Discr. — 4.35.

Die zweite dieser Gleichungen geht in die erste tiber durch die Sub-
stitution
(I 2) Yy = 7' — 3,

wodurch, da die Gleichungen beide nur eine reclle Wurzel haben, y ra-
tional durch z ausgedriickt ist.
Ebenso ist

(13) 2(2 + 1) =47

wonach man nach Adjunction von 5 auch x rational durch y aus-
driicken kann:

W=T5) =y + 2B

Fiur m = 39 ergiebt die Gleichung (21) § 6, wenn

y —— , y —3 & 4 & g

Il

gesetzt wird, nach Abwerfung des Factors 2z + 2

1+VI3

2 = 3 =
(15) P—s—3=o0, 1=

Die Gleichung fir zx’ erhalt man aus der Transformation 3** Ordnung:
(§ 4, I, mit Benutzung von 15)

‘vl2 + w’li 8

T + g Yy =0
woraus

y = 4(3 + v13).

1 Aus dem 71%*® Transformationsgrad crhilt man direct fir & = f(y— 35) die Glei-
chung 2° — 2 = (1 + \5)(@* — o).
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Setzt man schliesslich

(I 6) f(\/féﬁ) 5 \/E:iw
so ergicbt sich fur x die quadratische Gleichung:

)

&

Fiar m = 55 setzen wir

=5y =) = -

und crhalten aus (17), § 6

q 4 B 4E =4
2z ' z"

0 =2"— 82" — 122" — 42° + 325" + 802" + 1627 — 965 — 64
= (3" — 22 — 4)(2° — 2)*(¢* + 22 + 42 + 1)

Der letzte Factor (der zur Determinante — 11 gehort) hat hier keine
positive Wurzel, und da 2* nicht = 2 ist, so muss

2°— 28— 4 = O, 2=14 s

sein.  Setzt man
_ N ~ —1t
(19) o= TR, Ve = (/)

so liefert noch die Transformation fanfter Ordnung

6 4 sc__ 43+ 195
z° 4 2" = G
und daraus

' 4 ot =2 4 /5, r—x =1,

also

(19) ey =—Y2,
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§ 12. Die Multiplicatorgleichungen.

In der Abhandlung T, § 15, sind aus dem Teilungsproblem der cllip-
tischen Functionen zwei Arten von Transformationsgleichungen abgeleitet,
die sich dadurch unterscheiden, dass dic Wurzeln der einen aus geraden,
dic der anderen aus ungeraden elliptischen Functionen der Periodentcile
zusainmengesetzt sind.  Dic ersten heissen Modulargleichungen, dic anderen
Multiplicatorgleichungen.

Die letateren gestatten cine wesentliche Vereinfachung im Falle eines
quadratischen Transformationsgrades.’  Diesc Multiplicatorgleichungen,
welche in umfassender Weise von Kievery studiert sind,® zeigen in ihren
Zahlencosfficienten nicht dic Einfachheit wie die Scniirrr'schen oder die
irrationalen Modulargleichungen, so dass diese fir die practischen Rech-
nungen, die sich auf die complexe Multiplication beziehen, geeigneter
sind. Nur in dem Fall cines quadratischen Transformationsgrades ist in
Vergleich zur Hohe des Transformationsgrades die Einfachheit der Multi-
plicatorgleichung cine geniigende uin mit Vorteil hier verwandt zu werden.
Ich gehe hicr um so licber auf das Beispicl des 25%* Transformations-
grades ein, weil dasselbe cine unmittelbare Anwendung der allgemeinen
Methode liefert, durch welche ich im § 21 der Abhandlung 1 dic Zer-
fallung der Classengleichungen in Factoren nachgewiesen habe.

Nach § 16 der Abhandlung 1 sind dic v Grossen

et (:3 + Jm>
AN VY (L
(I) (")L - \/(l v a == t’

falls ad == n eine durch 2 und 3 nicht teilbare Quadratzahl, c=0 (mod 24)
und e der grosste gemeinschaftliche Teiler von «, d ist, dic Wurzeln

! Diese Vercinfachung der Multiplicatorgleichung im Falle cines quadratischen Trans-
formationsgrades hat zuerst JOUBERT nachgewiesen: Sur les équations, qui se rencontrent
dans la théorie de la tramsformation des fomctions elliptiques, Paris 1870,

? Besonders in der Abhandlung Uber dic Trauwsformation der elliplischen Functionen,
Mathematische Aunnalen, Bd. 26.
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einer Gleichung »** Grades, welche rational von J(o) abhéngt. Ist n =25
so lasst sich dieser Gleichung die folgende einfache Form geben ®

(2) o) =L ESE,

wenn zur Abkiirzung

(3) x =1 4 5t' + 158" 25t + 25

= (e +3) + st +7) + 5]

gesetzt wird.
Es sel nun r eine ungerade Zahl und o Wurzel der quadratischen
Gleichung (zweiter Art)

(4) o+ ro + 25 — o,

— — m.
(5) © = —+—2\/——— , m == 100 — 77,

so ist, wenn ¢ aus der Congruenz
(6) =7 (mod 25), ¢ —7v=— 251 (mod 24)

bestimmt wird,

(7) 125 T 25w

und es wird daher fiir den Wert (5) von @ eine Wurzel der Gleichung (2)

C-—7 I .
(8) P 77( 25 - 5) . ,_%,. e
= “—77(—((')*—— == € \/—— wn

worin die y—4w mit positivem reellen Teil zu nehmen ist. (Abh. I, §5.)

! Vgl. 1. GiersteRr, Notiz iber Modulargleichungen bei zusammengesetztem Trans-
formationsgrad, Math. Auvvalen, Bd. 14 und Kikperr 1. e.
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Wir betrachten die Werte # = 1, 3, 7 und erhalten

r=1, m=99, t=x¢ '(3+iyi),
1, — .-
7= 3, m =9I, t=5(\/13——z\/7),

y = 7’. m == 51, t = ;e—?(\/l_7 - ?\/3)

und hiernach lasst sich aus (2) j(w) berechnen, welches fur » = 3 ein
Cubus wird.
Auf diese Weise berechnet man ziemlich einfach die folgenden Zahlen

72<M> = —48(227 4+ 63/13),

2

(9) y‘<:7f¢5’/~:51) = —2'.27(6263 4+ 1519 17),
[(— 1 +yV—99
e

> = —2'%(4591804316 + 799330532 33).

Von diesen Werten gelangt man zu den viel einfacheren Gleichungen fur
die Grossen f(y— m) in dersclben Weise wie in § 8.
Es ist namlich nach § 1

rri
24

/;<~r+\/:7b> _yze

2 CfY=m)
(=Tt N—m ~%ﬁ_f(\/—m)24— 16°
72( 2 —>e = f(\/— m)w .
Setzt man also fur » = 3
V= =
so crgiebt sich fiir # die Gleichung .
(10) ™ + r(w)2'" — 16" = 0

und wennt man for r = 7, 1

fy=m) = 20
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setzt, so folgt fur diese beiden Falle:
(11) 2 —[3— 27%(w)]z'* + 32°* — 1 =0

und in (10) und (11) hat man fir y,(w) und j(w) die Werte (9) ein-
zusetzen. Jede dieser Gleichungen lasst sich aber successive in zwei in
Bezug auf z*, 2%, # rationale cubische Gleichungen zerfillen wie man
leicht findet und noch leichter nachtraglich verificiert. Man erhilt so
die Classengleichungen:

m= 51, f(\/‘:;)g == 2%,
' — (4 + Vi7)8’ — 2 — 1 = 0.

m =9I, f(y—o1) = =,
2’ — 20" — (1 4 13)x — 2 = o.

m =99,  [(y—o9)' = 2,
' — (13 + 2y33)2" — (4 + V33)r — 1 = 0.

§ 12. Zusammenstellung.

Zur bequemeren Ubersicht sollen hier noch einmal die die complexe
Multiplication betreffenden Resultate zusammengestellt werden, und zwar
geordnet nach der von Gauss gegebenen Einteilung (Disq. ar. art. 303;
vgl. auch die in Bd. 2 von Gauss Werken aus dem Nachlass herausge-
gebene Tafel der Classenzahlen), so dass die romische Ziffer die Anzahl
der Genera, die arabische Ziffer die Anzahl der in einem Genug enthalte-
nen Classen quadratischer Formen von der Determinante — m angiebt.
Die Falle m = 40, 48, 72, 88, 112, 232, die nach den Formeln (8), (9),
§ 9, aus den Fiallen m = 10, 12, 18, 22, 28, 58 leicht zu berechnen
sind, welchen die Classification IV, 1 zukommt, sind hier noch beigefigt.
Es ist bemerkenswert, dass dic Falle I, 1; I, 3; II, 1 erschopft sind,
wenigstens wenn die von Gauss (Disq. ar. 1. ¢.) auf eine weitgehende
Induction gegriindete Vermuthung richtig ist.}

' Vgl. auch JouBerr, Comptes rendus, t. B0, 1860,

dcta mathematica. 11. TImprimé le 10 Juillet 1888, 49
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I fV—1) = Vz,
hi(Y—2) = V2,
fly=3) = V2,
hily—4) = V8,
fV=7) = v
fly—1) ==, x* — 22 + 200 — 2 = o,
fV—19) =z, 2 — 28— 2 = O,
fly—23) = 2z, 2? —x— 1 = 0,
) = 22, @ — 3 —ge—1=o,
fly—31) = 27, 2 —2*— 1 = o,
f—m) —v, ' —2m—2=o,
(T6) =2, @ — 2’ —2m—2 =0,
f(y—163) = =, 2’ — 62 4 42— 2 = o.
flV—47) = 27, 2’ — 2 — 22 — 20— 1 = o,
f(y—71) = 2z, 2’ —22'—2’ 2t 2P 2 —2r—1=0.
I, 1 fV=75)" =1 + s,

(V=6)" =4 + 242,
filv—28)" = 8(1 + y2),
fV=9)" =Vz(1 + y3),
V2fily=T0)" = 1 + s,
LV—12)" = 2yz(1 +3),
fly—13)" =3 + V13,
f(V—15)" = y2(1 + y5s),
L(V-—16)" = 2y8(1 + y2),
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fi(V—18)° = V2(2 + y6),
fi(V=122)" = yz(1 + y2),
V8f(V—25) = (1 + V5),

fi(V—28)" = 2y2(3 + v7),
fV—37)" = 2(6 + v37),

V2fi(V—58)" = 5 + yzo.

I, 2. f(V=13)" = |22,

fW—17)" = yzm,
f(=T) = 2437,
fi(V—32)° = 8a,
h(V—34)" = 22,
fl(\/:Ey = \B/éwy
f(V—=39)" = y8z,
A=39" = v,
fV—49)* = yzu,

oder

V2fV—49) = =,
h(V—752)" = 22z,
V=755 = yzz,

fly—63)° = y8z,
v2/,(y— 1o0) = @,

B =1+4 3,
pt = LV 0y 1)
2" —8(1 + y2)’s — 2(1 + y2) = o,

2' — 4 — 2 = 2\3(z + 1),

z? = 3—+2LI3—(50 + 1),

5+==13+ s,
s+i=24;
zE =1+,
z' — 2(4 + \/Ti)w—3—+2‘/'—_3= ,
g S

V(@' — 2+ 1) = 3(z* + 32— 1),
2 —x— 1 = s(w + 1)
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1L, 3. V2f,(V—26)" =2 + 2V , ' —22°4+ 2z —4=0,

2t — 3
oder
AV=36) = yaa, o — =35V
f(y=29)* = 2z, 20° — 92 — 8z —— 5 = \29(z + 1)’
4f(y—35) =" + ;'fz , @'— 28 —4 =0,
oder
fly—3s5) ==, 8 —2 = (1 + J5)(@" — ),
L(V—138)" = 2z, ©’ — 82" + 162 — 8 = 2 (82> — 8z + 6),
oder

\/Eﬂ(\/r3;—8)2=90+1'—\/5;::2, 2’ — ' — 28 — 2 = o,

Vv8/,(V—s0) =x+%, o’ — 22 + 38— 4 = o,
oder
fV=30) = {3e, PP ST
=5 = 22, o — 4" — 5 — 1 = (T
vV2fV=75) = =, o' — 22" — 20 — 4 = 4|5z,
fy=o1) ==z, x’— 22" — — 2 = /137,
=55 = 22, P 15— gm— s = V(e 4 )
fV-175) = 2z, 20’ — 42 + 51— 3 = 522’ — 2 + 1).

IL 4 a0 = oo, (o4 ) it (v +1) + 7HNa_

2

IV, 1. 2f(V=20" = (vs + v7)'(3 + v7)*,
AV=24)" = 2°(1 + y2)'(2 + v3)' (V2 + v3)’,
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AW30)° = 2y2(3 + Vio)(2 + V5);
V2I(V—33)" = (3 + yiO)(1 + v3),
hV—49)" = yz2(1 + y5)"(1 + v2)’(3v2z + 2v5),
(

2v2fi(y—42)° = (2y2 + V7)V3 + V1)’
fV—=45)" = 2(2 + y5)*(v3 + v5)*
L—48)° = 8vz(1 + y3)(yz + v3)* (1 + v2)%,
H(V—60)" = 4y2(r + y5)*(2 + v3)°(V3 + v5)",
hW—=72)" = 128(2 + VO)* (1 + v2)°(2 + v3)"

IV, 1. (88 =401 + 23 + VD' (742 + 3VT0)
AWTTR) = 8yE(3 + VI + V) (23 + V7%
V=332 = 2(5 + v29) (1 + y5)*(99 + 1338).

VIIL 1. 2R f(y=T05)° = (1 + v3)'(1 + v5)° (V3 + v72)'(V5s + v7)-

Marburg in April 1888.

Berichtigungen.

Das Theorem 2.) Seite 339 muss als unrichtig wegfallen. Auf die
Resultate ist dieser Irrtum ohne Einfluss. Aus der Tafel (16) Seite 342
schliesst man, allein auf das Theorem 1.) § 1 gestitzt, dass die Grossen
v:u", oder wenn n durch 3 teilbar ist, deren Cuben, Wurzeln einer
Transformationsgleichung sind, deren Coéfficienten rational aus »** ab-
hangen. Die Schliisse auf Seite 347 werden nur in soweit beriithrt, als», =1
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und r und s daher so bestimmt werden missen, dass (n— 1)r., (n 4 1)s
durch 12 teilbar sind, wie es auf Seite 348 ff. wirklich geschehen ist.
Seite 371. Formel (2) ist zu lesen

V8f(y—25) = 1 4 s,
(3

Formel (3) zweite Zeile

o — (1 4+ 7)o -+ 2 =o.
Seite 375. Formel (30)




