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0BER DIE BEWEGUNG EINES SCHWEREN PUNCTES 

AUF EINER ROTATIONSFLACHE 

VON 

OTTO STAUDE 
i n  D O R P A T .  

Ein le i t~eng  . 

Ft~r eine Gruppe von Differentialgleiehungen der Bewegung eines 
Systems materieller Puncte hat JAcon~ a die Integrale in der allgemeinen 
Form : 

j \ ~  y f /dq  2 = a, 

\ vh. dq' + -~  dq: = fl + t 

angegeben. Hier bedeuten ql ,.q.2 die beiden unabhangigen Variabeln, 
durch welche Ort und Lage des Punctsystems bestimmbar sein sollen, 
bedeuten h,  k ,  a , /~  Integrationsconstanten, p l ,  P2 gewisse Functionen yon 
(]1, q2, h, ~: und endlich t (tie Zeit. Wenn mit der Auffindung dieser 
Gleichungen die Integration der Differentialgleichungen der Bewegung als 
solche vollsti~ndig erledigt ist, so bleibt das Umkehrproblem der Integrale 

ilbrig, d. h. die Darstellung der Variabeln ql, q2, beziehungsweise ge- 
gebener Functionen derselben, durch die Zeit t. Diese Aufgabe scheint 
selbst for die einfachen Fi~lle noch nicht allgemein behandelt worden zu 
sein, wo die Integralgleichungen die Variabeln q l ,q2  separirt enthalten, 
also a und fl + t je einer Summe zweier einfacher Integrale gleich werden. 

i Vgl. Vorlesungen iiber Dynamik, herausgegeben von ~LEBSCIt~ S. I75 ~ S 5I~. 
Ae ta  mathemat iea .  I1 Imprim~ le 2 Mai 1888. 
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A u f  In tegra lg le ichungen ,  bei denen eine solche Vere infachung  eintri t t ,  

fiahrt die Beweyu~g eines schweren Puuctes  a u f  einer Rotationsflacke mit  ver- 

ticaler Symmetr ieaxe.  Das U m k e h r p r o b l e m  der Integrale  der Bewegungs-  

d i f ferent ia lg le ichungen kann  in diesem Fal le  n u t  bei einer beschrankten 1 

Zahl  von Rotat ionsf lachen als Beispiel f a r  die A n w e n d u n g  der  elliptiscken 

Funct ionen  b e h a n d e l t  werden;  ~ f a r  andere  f i]hrt  es zwar au f  hyperelli2o- 

tische Integrale ,  a aber  n icht  au f  ein J~tco~I'sches Umkehrp rob lem,  welches 

mit te ls  der hypere l l ip t i schen  Func t ionen  15sbar w~re. Es da r f  dahcr  die 

Es giebt 5 1Lotationsfliichen~ darunter die Kugel~ den Kegel und das Rotations- 
paraboloid, bei deneu das Umkehrproblem nut ellil)tische Integrale eathiilt, nach KOBB, 
Sur le mouveme~t d'un poi~t matdriel sur u~2e surface de rdvolution, Acta mathemat iea ,  
Bd. 10, S. 89~ 1887. 

Bei der Kugel hat das Problem wiederholt ausftihrliche Behandlung mittels der 
elliptischen Funetionen erfahren, zuerst wohl durch TlSSOT, Mouvement d'un point matdriel 
pesa~t sur une sph&e, LIOUVILLE'S Jou rna l  de mathdmat iques ,  I. Serie, Bd. 17~ 
S. 88, I852 ; vgl. die spitteren Darsiellungen bci SCHELLBAOt{~ Die Lehre von den ellip- 
tischen I~ffegraleu u~d den Thetafunctionen~ Berlin, I864; DURI',X~E~ Theorie der elliptischen 
Fu,lctio~en, Leipzig~ I878 ; GEELI~IUYI)EN~ Den koniske Pendelbevcegelse, Archiv for 
Mathemat ik  og Naturvidenskab~ Bd. 5~ S. 3o7~ I88I; u. a. Die due Coordinate 
(z in der Bezeichnung des § 3 des obigen Textes) des bewegten Punctes auf der Kugcl 
wird unmittelbar cine elliptisehe Function dcr Zeit. Die Darstellung der andcren Coor- 
dinate (~ in der Bezeichnung d. a. 0.) dureh die Zeit kommt auf die Darstellung der 
elliptisehen Integrale 3. Gattung durch Thetafunctionen zurtiek. Auf wesentlich anderem 
Wege als die genannten Autoren~ nitmlich unter Vermittlung der La3I~'schen Differential- 
glciehung~ gelangt I=IER3IITE~ Sur quelques applications de la thdorie des fonctio~s elliptiques, 
Comptes rendus~ Bd. 93, S. 922~ Paris~ I881~ zur Entwicklung der 2. Coordinat% 
beztiglieh einer Exponentialfunction .derselbeu. Die gleiehe Vermittlung nimmt die Me- 
rhode yon DILLNEI~, Sur l'i~ldgratiou des dqualious &i3rdrentielles &t pe~du.le conique, Nova 
acta soe ie ta t i s  sc ien t i a rum Upsaliensis~ 3. Serie~ Bd. :l]~ I883~ in Anspruch. 

l~lber Kegel und Paraboloid liegen verschiedene Bearbeitungen im Sinne der T~SSOT'- 
sehen Entwieklungen auf Grund der Theorie der elliptisehen Funetionen vor~ vgl. BER- 
TRAM~ Beitrag zur Ken~lniss yon der Bewegu~g ei~es schweren Puncles auf t~otatio~tsfl~ichen 
mit verticaler Axe, Arehiv  der Mathemat ik  und Physik~ Th. 59~ S. I93 ~ I876; 
E. Voss, Bewegu~g eines schwereu Puncles auf der Fliiche elves gerade'n Kegels und eines 
Rotatio~sparaboloids, Sehweri% I878 (I872); Zi)(~E~ Bewegm~g eines schweren Pu~ctes 
auf einem t~otatio~sparaboloid~ Arehiv  der Mathemat ik  und Physik~ Th. 70, 

S. 58~ I884. 
Veto Geschleeht p = 2 ftir das .Rotationsellipsoid, vgl. SCHLEIERMACHER~ Liber 

die Bewegung eines scl~weren 2u.nctes auf &m verli~,tgerteu t~otationsellipsoid, Erlangen, o. J.; 
veto Gesehlecht 1~ -- 3 ftir den Kreisring, vgt. ~ IO des vorliegenden Textes. 
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Frage nach der allgemeinen L6s~tng des Umkehrproblems fiir alle Rohltions- 
fldichen gerechtfertigt erscheinen, zu welcher die vorliegende Abhandlung 
einen Beitrag zu geben beabsichtigt. 

Die Untersuchung umfasst alle gotationsflachen, die yon einer Hori- 
zontalebene in nicht mehr als 2 Parallelkreisen geschnitten werden, unter 
nii, her angegebenen Voraussetzungen (§ 3, § 8) und fi~hrt zu zwci Ha upt- 
resultaten. Das erste derselben bcsteht in dem Nachweis einer yon der ge- 
gebenen RotationsflCiche unabh(ingigen Rotationsfld'che 3. Ordnung (§ 5), welche 
in der Vertheilung ihrer Schniffcurven mit der gegebenen Rotationsfldc]~e den 
Charakter der Bewegung eines schweren Panctes auf dieser bestimmt und im 
Besonderen die Stabilit~t oder Instabilit'at der Bewegung entscheidet. 
Dem anderen Hauptresultate zufolge sind fiir die beiden Normalformer~ 
(§ 4, § 9) jeder stabilen Bewegung eines schweren Punctes auf einer Rota- 
tionsfl(iche die Coordinaten des I3unctes bedingt periodische Functione~ der 
Zeit, welche durch zweifach unendliche trigonometrische Reihen darstell- 
bar sind. Hierbei ist noch hervorzuheben, dass eine dutch ihre Differen- 
tialgleiehungen I. Ordnung definirte Bewegung der betrachteten Art, 
~hnlich wie eine algebraische Curve, aus melweren Zweigen bestehen kann, 
von denen zwei benacbbarte unter Vermittlung yon singuldren Bewegungs- 
formen (§ 6) - -  etwa einer Curve mit Doppelpunct oder isolirtem Punct 
entspreehend - -  aueh in einen einzigen Zweig verschmelzen kOnnen. Auf 
specielle Beispiele zur Erli~uterung dieser allgemeinen Result~te ist nur 
in Ktlrze (§ 7, § 10) eingegangen worden. 

Was die analytische Darstellung der Coordinaten des bewegten Punctes 
angeht, so ist dieselbe eine Anwendung einer allgemeinen, friiher ~ yon 
mir betrachteten Gattung yon Umkehrfunctionen, auf welche ich bier nur 
verweise, um bei einer anderen Gelegenheit den analytischen Charakter 
dieser bedingt periodischen Functionen far  "file reellen und auch far  einen 
beschri~nkten Bereich complexer Werthe der Zeit t darzuthun. Die Haupt- 
shtze fiber jene Umkehrfunctionen sind in einer ftir den vorliegenden 
Zweck erforderlichen Form ihren Anwendungen vorausgeschickt (§ 1, § 2). 

t Vgl. die hiermit verwandten Gesichtspuncte der Untersuchungen vou BOHLIN, 
Ober die Bedeutung des Princips der lebendigen Kraft fiir die Frage yon der Stabilitgit 
dy~tamische~. Systeme, Acta  m a t h e m a t i c a ,  Bd. 10, S. to9~ I887, 

Vgl. M a t h e m a t i s c h e  A n n a l e n ,  Bd. 29, S 468. 
A~ta ma thema t i ca .  11. I m p r l m d  le 3 Mai 1888. 39  
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§ 1. ~ber ei,~le Gattlolg bedingt per iodisehe;  ~unetiolle¢i. 

Die anzuwendenden Siitze beziehen sich ~lle lmf das Umkehrproblem: 

( , )  

,T 1 X.  2 

. . . . . .  - -  0 

, ]  v'F,,(~,-----) d ~/~,,(~,) 
a l  C1'2 

X 1 .T.~ 

{'.% ' < "% ) ~ ~" f <.~" ( ~'  ) ~ "" - -  t, + j 
a 1 a 2 

unter verschiedenen Voraussetzungen fiber die darin auftretenden Fune- 

tionen. 
I. Unter F~,~(x,~), (a , /~  = , ,  _o), sind zuerst gegebene Functionen 

yon x,~ zu verstehen, welehe fflr je zwei Werthe  ~,~ ~ a:~ und .~,~ = b~ ver- 
sehwinden. Setzt man mit  gi icksicht  darauf: 

so sollen L,~(x,~) in den In te rwl len  

(3) .,, __< ~,~ < 1,,, 

eindelttige und ,~tet, igo Funetionen yon z,~ (eventuell yon x~ und 

sein, daselbst einen best~ndig positiven reellen Werth besitzen und weder 
o noch cx9 werden. Ferner  sollen die Functionen [],~z(x,~) in den Inter- 
vallen (3) eindeutige und stetige Functionen yon xj~ (ev. yon x~ und 

/ ,qJ,,?t- (t.fi 
- - ~ / 1 ~ - - - s e i n ,  die daselbst ihr Vorzeiehen niemals wechseln und 

niemals ¢x~ werden. Endlich soll die Deterndnante:  

(4) D(z, x , ) -  a"(~')-- q-"(~*)- .q,,(~,,) ,q,d*,) 
vf,,(,~;,) ~/f~,(,*~) v'l;,(,%) vf,,~(*~) 

far  alle den Ungleichungen (3) gent'lgenden Werthepaare xp best~ndig po- 
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sitiv und yon o verschieden sein. Die doppeltgestrichenen Wurzclzeichen 
bedeuten die positiven Werthe der Quadratwurzeln. 

Alsdann ist eine gegebene eindeutige Function E(x~, x2) der oberen 
Integralgrenzen x I , x~ und der Wurzelfunctionen ~/~e a - -  a,~ , V'b,~ - -  z,~, 
welche ffir alle den Ungleichungen (3) gentlgenden Werthepaarc x~, x 2 
endlich und stetig ist, eine far  alle reellen Werthe von t eindeutige, 
endliche und stetige, sowie bedingt periodische Function yon t. Diesclbe 
kann durch eine ftlr alle reellen Werthe t gleichmhssig convergentc 
Reihc, die zweifach uneudliche FoumEIt'sche Reihe, dargestellt  werden. 

Die Periodicit~tseigenschaft bezieht sich auf die Constanten: 

(5) _ 

,' b f l  bt~ X. 

( . ) e v .  (Orz fl --- - ~ ~ _ ~  -71- 

Widlrend n~mlich die Function E ( x  I , x~) im Allgemcinen nicht periodisch 
ist, wird sic, ~ falls mit irgend zwei positiven odor ncgativcn, yon o ver- 
schiedenen ganzen Zahlen m~, m 2 die Bedingung 

(6) o = 4%¢o~ -t- 4m=w]= 

erft/llt  ist, eine periodische Function von t mit der Periodc 

(7) ] ' ~  4mleo21 ~ 4m2%2. 

EnthMt E(xl ,  x2) die Wurzelfunctionen ~/~.~_ a,~, ~/b,~- x,~ nur theihveise 
oder nur in gewissen Verbindungen oder gar nicht, so tritt  in ( 6 )und  (7) 
2n h an Stellc yon 4m I oder 2m~ an Stelle von 4.n h oder bcidos zugleich. 

Der Beweis dicses Satzes ist a. a. O. yon mir gegeben worden; der 

1 Auf die bedb~gte. Periodicilat der hyperelliptischen Functionen zweier gariabler, 
wenn beide Variable-liaeare Fuuctionen einer dritten sind~ hat C. NEU~tANN aufmerksam 

gemacht, De problemate quodam mechanico, quod ad primam i~itegralium ultr~lli~ticorum 
classem revocatur, J o u r n a l  ftir M a t h e m a t i k ,  Bd. 56) S. 46 . 
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Satz kommt im Folgenden zur Anwendung ohne die in Klammern t0ci- 
geftigten Eventualit~tten, welche nur zur Ablei tung des unter II folgenden 
Resultates dienen sollen. 

II. l~'ber die Functionen F~(x,), 9~,('x~) bleiben die Voraussetzungen 
unter I bestehen; dagegen sollen die Fuimtionen /~.~(x~) nieht, wie dort, 
2 Nullpuncte haben, sondern viehnehr ft'lr keinen reellen Werth yon :~:~ 
versehwinden. Setzt man im Besonderen: 

( 8 )  = 

so sollen f~.,(x~) fi'tr alle reellen Werthe von o%, einsehliesslieh x~ = _4-_ c'~, 
eindeutige und stetige Fmmtionen von a;2 sein, einen bestgndig positiven 
reellen Werth besitzen und weder o noeh c-,o werden. Ferner sollen 
in gleichem Umfllnge die Funetionen b%('z2) eindeutig und stetig sein, 
niemals ihr Vorzeiehen weehseln und niemals oo werden. Die Voraus- 
setzung i'tber D( ,q ,  x=) in (4) bleibt entsprechend beibehalten. Die un- 
tere Grenze % in dem Ansat, z (I) soil jetzt dutch o ersetzt werden. 

Untcr diesen Vorausse/zungen ist ebenf'dls eine gegebene eindeutige 
o 4 ~ Iiunet,on E (x~ , . q )  der oberen Integralgrenzen :~:~,:q in (i) und der 

Wurzelfunetionen ~/ '~,-  a,, ,~/b,--.,, welehe for alle den Ungleiehungen 
a., <_ .'q < / 4  , - -  oo < x= __<_ -Jr- c-,o genflgende Werthepaare x, , x, endlieh 
und stet.ig ist., eine for alle reellen Wel'the yon t eindeutige, endliehe und 
stetige, sowie bedingt periodisehe Function von t, die wie oben dargestellt 
werden kann. 

Auch (lie Periodieitrttseigensehaften drt'mken sieh wieder dureh die 
Formeln (6) und (7) aus, nur hat  ,o~,.~, jetzt den Werth:  

4-~o [. I '1.', ( * ' , )  d~v,~ 
(9) w.,, = - " = - "  . . . . . .  

o / ~i  . . . .  

Der Bewels dieses Satzes II, der a.. a. O. noeh nieht angegeben 
win'de, kanu dadurch gefiiln't werden, da.ss man die Voraussetzungen des 
Satzes auf die dem S I zu ~_atze Grunde liegenden redueirt. Dies gesehieht 
dureh dig Substi tution: 

:c...~ - -  !/.~ - - -  % a.., + b o , ;  _ . _  / : _ ,  - - -  < 
- I + ~  
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Es wird dann: 

X,., "~2 Y2 

- -  'l~' , ~ -  (I 
0 0 a~ 

wo das Vorzeichen der Wurzel  aus f~2(x~,) ohne Beschr~nkung positiv ge- 
nommen werden kann. Da nun, w~hrend x 2 alle Werthe v o n - -  cxv bis 
+ c~ durchl~uft, Y2 immer zwischen a~ und b 2 oscillirt, und da somit 
nach den Voraussetzungen unter II die Functionen g~2(x2)und f~2(x~) 

mit x 2 -~ Vb-~/'V-~----Y,% for alle der Ungle ichung % =< Y2 = < b~ ~ntsprechenden 

Werthe yon Y2 eindeutige, endliehe und stetige Funetionen yon ~ , - - Y ,  

sind, die letztere aberdies positiv und yon o versehieden, die erstere yon 
einerlei Vorzeichen bleiben, so liegt naeh der gesehehenen Substitution 
wieder der Fal l  I mit  y~ ft~r x 2 vor, und zwar treten hierbei die dort 
in Klammern bdgefag ten  Eventuali t~ten ein. 

III. Die beiden S~tze I und II gelten aueh dann noeh, wenn iden- 
tiseh & ~ ( x ~ ) =  o ist, unter den entspreehend speeialisirten Bedingungen 
ihrer allgemeinen Formen. Jedoeh ist dann die Function E(x~), wenn 
sie yon x~ allein abh~ng% eine unbedingt  periodisehe Function yon t mit 
der Periode 

(IO) T = 20)22 , 

die durch eine einfach unendliche trigonometrlsche Reihe yon gleich- 
mi~ssiger Convergenz dargestellt  wird. 

§ 2. ~be,r G,ren~f~lle bedingt periodischer Functione~. 

IV. Ist unter sonst gleichen Voraussetzungen, wie unter I, % = b 2, 
so ergiebt eine einfachc Grenzbetrachtung mit  Benutzung der eben ci- 

Nach WEIERSTRASS~ C]ber eine Gattung reell periodiscker Functionen, Monats -  
b e r i c h t e  der Berliner Akademie, I866. 
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tirten Untersuchung yon WEIEI¢S'rl~ASS, dnss x~ = a2, und E(x~,  a~) eine 
unbedingt  periodische Function von t wird, mit der Periode: 

( i  I)  = 2 A,  ' 

bez0glich 40 ,  wenn in E(x~,  a.~) auch dic Wurzelfunctionen ~/~,--a, ,  
@, -- ~c, vorkommen;  hierin ist: 

V. Wcnn die Function F~(x.2) nicht nur ein, sondern zwei Paare 
aufeinander folgender Nullpuncte x 2 = a2, b~ und x.2 = a~, b' 2 besitzt 
(a,2 <: b2 < a'2 < b~), so konnen die Bedingungen des Satzes I ft~r die beiden 
Intervalle a 2 ~ x~ < b 2 und a'2 < x2 <~ b'~. unabh~ngig yon einander erfOllt 
sein. Wenn man daher (tie untere Grenze a 2 in den Integralen (I) ein- 
real beh~sst und einmal dutch a~ ersetzt, erh'~lt man entsprechend 2 vcr- 
schiedene Gruppen bedingt periodischer Functionen E(x~, x2). 

VI. Wird nun aber unter den Voraussetzungen des Satzcs V: 
b.. = a' ,  so nehmen die Umkehrfunctionen einen wesentlich neuen Cha- 
r;~kter an, d~l die Integrale mit der Variablen x~ in (I) fi;lr x~ = b: lo- 
g~ritlmliscl~ ~ werden. Dann bleiben zwar die Functionen E(x~, x~) 
ffir allc reellen Werthe yon t eindeutige, endliche und stetige Functionen 
yon t, verlieren aber ihre frt~heren Periodicitatseigenschaften. Im Be- 
sonderen kann die Function x~ den Werth b~ for keinen endlichen Werth 
yon t erreichen. Unter der ferneren Voraussetzung g ~ ( x ~ ) =  o (wie 
unter III) n~hert sich x~ dem Werthe b~ mit  unbegrenzt wachsendem t 
asymptotisch. 

§ 3. Gleich~en.qen dev B e w e g u n g  a u f  e iner Rotationsfld$che 
• mi t  ei'nfaehen, ttor.izo~ttalsvhnitten. 

Die Gleichung einer Rotationsfli~che, bezogen auf ein rechtwinkliges 
Coordinatensystem Init vertical abwtirts laufender z-Axe sei: 

(i) x + f = f"(z). 
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Die Function f ( z )  sol1 innerhalb eines gewissen Intervalles 

(2) A < z < B 

mit naher zu best immenden Grenzen A ,  B eine eindeutige und stetige 
Function der reellen Variabeln z, sowie yon positivcm reellen, von o 

und oo versehiedenen Werthe sein; sic soll ferner innerhalb desselben 
Umfanges einen bestimmten, nicht oc werdenden i. Differentialquotienten 
f ' (  z) besitzen. 

Indem mit ~, der Winkel  zwischen der Meridianebene eines Punetes 
der Rotationsfl~che und der zx-Ebene des Coordinatensystcms bezeiehnet 

wird, k0nnen die Coordinaten x , y ,  z des Punctes dutch die Forrneln: 

(3) :r, ----- f ( z ) . e o s ~ ,  y = f (z) . s in  ¢,  z----- z 

als Funetionen yon z und ~, dargestell t  werden. Da der Winkel f in 
seiner Vern,nderlichkeit unbeschrrmkt bleibt, brauehen nur  positive Werthe 

von f ( z )  in Betraeht  gezogen zu werden. 1)ureh die Formeln (3) wird 
die Lage des Punetes x ,  y ,  z der Flrmhe innerhalb des t laumes zwisehen 
den beiden Horizontalebenen z = A und z = B eindeutig bestimmt. In 
demselb(~n Raume wird die Rotationsfl~che yon jedcr  Horizontalebene in 

einem und f u r  einem Parallelkreise gesehnitten (einfache Itorizontalschni#e) 
und hat. sie aueh mit  tier z-Axe keinen Punet  gemein;  in den Grenzen 

z - - A  und z =  B k0nnen die fiber f ( z ) u n d  [ ' ( z ) g e m a c h t e n  Voraus- 
setzungen durehbroehen werden;  es kann bier auch f ( z )  = o sowie 
f ' ( z )  = cx~ sein, also die Flaehe sieh um die z-Axe in einer Spitze oder 
mit  horizontaler Tangentia.lebene zusammensehliessen. 

An Stelle yon f wird fernerhin noeh die Variable 

(4) v = sin~F 

cingefi?hrt. 

Die Differentialgleielmngen z. Ordnung tier Bcwegung eines sehweren 

Punetes m yon der Masse I auf der Rotationsfl:~ehe lauten bekanntl ieh:  

(5) @ ----- 
k~,"l + / " ' ( z ) .dz  

l'(z) v'2(.qz + h.)f~(z)--k" 
(It ---- /'(z)v'1 + f'~(z).dz 

~ H  

v2(,jz + h)/' '(z) - -  k" 

l)atmi i.~t .q die Beschleunigung der Schwere, h die Constante der le- 
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bendigen I(r;~ft und k die doppclte Fl~tchengeschwindigkeit dcr auf  die 
Horizontalebene projicirten Bewcgung; 1~ wird yon o vcrschieden voraus- 
gesefzt und kann ohnc Besehr~nkung als posit.iv angenommen werden. 

Die Abhltngigkcit  der Coordinaten x ,  y ,  z des Punctes m yon der 
Zcit t fin(let hiernach ihrcn Ausdruek in den 5 Gleichungen: 

(6) x ---- f ( z )  ~ i ~ - - v ,  y ---- f ( z )  '- z =  z • • ~ ' V ~  

(7) 

v z 

/2 j' dv #:? I + f ' (z)  dz - -  + :2 . . . . .  ;= :  
~1,,(~ -- . , , )  /(~)~'2(.q~ + D.) f ' (z ) -  ~-~ 

0 z o 

z 

welehe nur  eine anderc Form der Gleichungen (3) und (5) sind und die 
Form des allgcmeinen Umkchrproblems der obigen Einlci tung haben. 
Bei der 0bcr f ' ( z )  gemaehten Voraussetzung ist es, so lange z in dem 
Intervallc (2) bleibt, kcine Besehri~nkung, wenn die Quadratwurzcl 'ms 
I q - f ' ' ( z )  positiv angenommen wird, was durch die doppeltcn Striche 
bezeiehnet ist. Die Werthe z = z  0 u n d v = o , v ' ~ - - v =  i s o l l e n d i e d e m  
Zcitpunct t = o entsprcchenden Anfangswcrthc sein (vgl. § 5). 

§ 4. 2 ~ r o r , m a l / b r m  t i e r  s t a b i l e n  B e w e g ~ n f !  a ~ t f  e t l l e i "  R o t a t i o n . u l ? d c h e  

re, i t  e i , n l ° a c h e n  H o r i z o l l t a l s c h , n i t t e l i .  

hmerhalb  des in (2) bezeichncten Intervalles sind die Functionen 

]~'~ / I 2ff "/""( Z ) 
.ql 2 - -  f( z ) ' ,q~ ---- f(z) v'i--~-~';~(~ 

eindeutig und stetig, positiv und von o und c~ verschicden. Setzt man 
daher voraus - -  einc Voraussetzung, die in § 5 nigher zu erSrtern i s t - - ,  
dass die Function: 

(8) = + k 
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(lie Form habe: 

(9) R(~) = ( ~ -  ~o)(~, - -  4~ (~), 

wo mit Ausschluss der Gleichheit: 

(,o) A < z 0 < z 1 < B ,  

und wo r(z) ft~r das Interval]:  

( I  I )  z 0 < z < z 1 

positiv und yon o verschieden ist, so erft~llen die Gleichungen (6) und 
(7) alle Bedingungen des Satzes § 2, .I in der besonderen Form § 2, III. 
Man hat in die aligemeinen Satze des § 2 neben den bereits angegebenen 
Funetionen gl~ und g22 die Functionen: 

i 
Cell 1 -- ~ 

1 
g : ,  = o ,  ~%~ = ~ ,  = v ( ~  - v) ,  

E ( X l ,  x ~ / ) =  f ( z ) . ~ ¢ / i  - ,o; f ( z ) . ~ / v ;  

und die Constanten: 

einzuft'lhren. 

a 1 ~ -  O~ b 1 = I~ dq~ ~ Zo, 5 2 ~ -  Z 1 

Die Periodicithtsconstanten erhalten die Werthe:  

(i~) 

1 Zl 

o~,, --  ;~O,(, - , , i  - ? '  ~o,, = 7 t Z ~  ' 
0 zo 

zl 

= / r ( : ) v i  + r,:cT)d. 

Z 0 

W~hrend daher z eine eindeutige, unbedingt  periodisehe Function von t 
ist mit  der Periode: 

A~ta matheraatiea. 11. Imprim~ le ;I l%l'ai 1888. 40 
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sind x ,  y eindeutige, bedingt periodische Functionen von t, welche unter 
der Bedingung: 

/ r  

die Periode 

T ~ 2m2co2~ 

erh~lten. Die Function z ist durch eine einfach, die Functionen x ,  y 
durch zweifach unendliche trigonometrische Reihen darzustellen, die ftir 
alle reellen Werthe von t gleichin~ssig convergiren. 

Die Bewegung des Punctes m i s t  auf die zwischen den beiden Pa- 
rallelkreisen z ==-z 0 und z = z~ gelegene Zone beschrankt und schreitet 
in der L'~ngsdimension derselben immer in gleichem Sinne fort, indem 

die Fl'~chengeschwindigkeit iic der auf die Horizontalebene projicirten 

Bewegung constant bleibt. Dabei beriihrt die Bahncurve des Punctes m 
periodisch abwechselnd den obern und untern die Zone begrenzenden 
Par~Hlelkreis, weshalb diese letzteren Wendekreise der betrachteten Be- 
wegung genannt werden mSgen. 

Die Wendekreise z = z 0 und z----z~ sind dutch die beiden in (9) 
vorausgesetzten Nullpuncte der Function R(z) bestimmt, i~ber deren 
Existcnzfrage tier § 5 weiteren Aufschluss gebcn soll. 

5. Die  Rotatio~sl~dehe der  ~Vendekveise der  Beweg~,~g. 

Denkt man sigh die Constan~en h und 1-k der lebendigen Kraft und 
2 

der Flii chengeschwindigkeit in (]er Horizontalcbene gegeben, so bleibt, f('lr 
die durch die Diffcrentialgleichungen (5) definirte Bewegung, noch der 
Anfangsor~ z == z0, ~ = ~0 des bcwegten Punctes m willk('lrlich. Bei 
der Symmetrie der Rotationsfliiche kann, wie in (7) geschchen, ohne Ein- 
schri~nkung der Allgemeinkeit ~z 0 = o gesetzt werden, wahrend for z 0 

t Vgl. die Untersuchungen yon DARBOUX tiber die Bedingung geschlossener Bahnen 
elnes Punetes auf einer Rotationsfliiche in der Abhandlung: Elude d'u~e question relative 

au mouvement d'un poi~t .sur  u~e surface de rdvolutio~G B u l l e t i n  de ]a soei(itd ma- 
t h 6 m a t i q u e  de Frauee~ Bd. 51 S. Ioo~ I877. 
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entweder, wie in (7) mit g~eksicht  auf  (9), ein Nul lpunct  yon /~(z)oder  
aueh ein anderer Werth gesetzt werden darf, der einem yon der Bewe- 
gung aberhaupt  getroffenen Parallelkreis entspricht. 

Da n'~Inlich nach (5) yon den Coordinaten des Anfangsortes Zo, 9:0 
und den Constanten h ,  k die Coordinaten z ' =  z'0, ? ' =  9~'0 der Anfangs- 
gesehwindigkeit mittels der Gleiehungen: 

~,2 R(Zo) , k 
(I 3) ~o = [i + f " ( z o ) ] f 2 ( z o )  ' ~o - -  f , ( z o )  

abh~ngen, so muss z----z 0 der Bedingung: 

(14) R(z )>o  

genagen. Diese Bedingung bestimmt innerhalb der Grenzen A < z < B 
die bei gegebenem h und k ffir den Punct  m erreichbaren Parallelkreise 
der Rotationsfl~che, w'~hrend alle der Bedingung nicht  cntsprechende 
Stellen unerreichbar bleiben. 

In einer Halbmeridianebene nehme man ein Coordinatensystem mit  
den Axen r ,  z an, wo z die bereits eingefi'thrte, der Richtung der Schwere 
folgende z-Axe und r die Durchschnittslinie der Halbmeridianebene mit 
der horizontalen xy-Ebene den bisherigen Coordinatensystems sei. Die 
Gleichung der Durchschnittslinie der Rotationsfl'~che mit  der HMbmeridi~n- 
ebene ist: 

(is) r =  f ( z ) ,  

wo r nut  positive Werthe annimmt. Man kann nun die Gleichung: 

(16) R(z) --= o, 

auf  deren Wurzeln es ankommt,  als Resultat  der Elimination yon r aus 
der Gleichung (I5) und der Gleiehung 

k 
(17) r --  

V'2 (c1~ + h) 

ansehen, wo nach Voraussetzung k > o ist. Demnach sind die Null- 
puncte der Function R(z) die z-Coordinaten der Durchschnittspuncte der 
beiden Curven (.15) und (17). Dies v o n d e r  Halbmeridianebene mit  
r =  qx~+ .v ~ auf den Raum ~ibertragen, giebt den Satz: 
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Die l'Vendelc.reise dev Bewegwng des Punctes m auf der Rolationsfldche 
§ 3, i sind die Schnittkreise der letzteren ~tit der Rotatio'nsfldche 3. Ordnun9: 

] £ 2  

(IS) g2 + ?]:l _ _  

2 (qz + h) 

Zur Discussion dieser Rotationsfl'~che (h, k), welche durch die P~lra- 
meter h ,  k charakterisirt ist, bedarf es n u r d e r  Betrachtung der ttalb- 
meridianem've (i7) , die einen Zweig einer Curve 3. Ordnung darstellt. 
Der andere, den negativen Werthen der Quadratwurzel entsprechend, ist 
fi'lr den vorliegenden Zweek ersiehtlich ohne Belang. Die Curve (17) 
befindet sich in der Halbebene r ,  z ganz unterhalb der horizontalen Ge- 

h 
raden z = ~ - ,  welche eine Asymptote der Curve ist. Eine zweite g 
Asymptote der Curve ist die verticale z-Axe. Die Curve besteht aus 
einem einzigen, horizontal vom Unendlichen her und vertical in's Unend- 

h liche hinablaufenden Zuge, der jede unterhalb des Niveau's z = - - -  die 
g 

Halbebene r ,  z durchzielmnde horizontale oder verticale Gerade einmal 
,¢b' 

und nur einmal trifft. Da ferner in dem betrachteten Umfange ~-iz < o 

und d'r d, ~ > o, so n immt  bei wachsendem z die horizontale Coordinate der 

Curve von c~ bis o bestrmdig ab, und bewegt sich der Winkel a der 
abwitrts laufenden Curventangente gegen die horizontale r-Axe (vgl. Fig. i) 

bestrmdig abnehmend von zr bis -.rt Es ist tiberdies f('tr alle unterhalb 2 
der Curve (auf der concaven Seite derselben) gelegenen Puncte r ,  z der 
Halbmeridianebene: 

lc 

h f~'lr alle oberhalb der Curve und unterhalb der Geraden z - - - - - - - - g e -  
g 

legenen umgekehrt.  

Die Systeme yon Curven, welche bei veriinderlichem 1~: und constan- 
tern h oder bci verrmderlichem h u n d  constantem k entstehen, sind leicht 
zu t~bersehen. Denn der Ver',~nderung von h bei festem k entspricht eine 
blose Verschiebung der Curve in der Pdelatung der z-Axe. Will  man 
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dugegen aus der Curve (h, k) die Curve (h, k') erhalten, so braucht ,,,an 
nur die horizontalen Coordinaten r der ersteren mit k ' :k  zu multiplieiren 
(Systeme der letzteren Art vgl. Fig. 2 und Fig. 3). 

Lasst m,m jetzt die Curve (h, k) urn die z-Axe rotiren, so besehreibt 
sie die Rotationsflaehe (h, k), welehe sieh triehterf5rmig naeh oben gegen 

h 
die Ebene z - -  Offnet und nach unten immer enger um die z-Axe g 
zusammensehlicsst. Ft~r alle Punete unterhalb dieser Flaehe ist 

: (gz + h ) x  + y:) - -  k ~ > o 

und ft'lr alle Punete oberhalb derselben diesseits und jenseits der Ebene 
h 

z .-- umgekehrt. Daraus folgt abet weiter: g 

_~)~r einen Parallelkreis der gegebe.~wn Rotationsfldche 

x ~ + y2 = f~(z)  
ist 

R(z)  > o , ~- o oder < o ,  

]enachdem derselbe unterhalb, auf  oder oberhalb der Rotationsfidche (h, k) liegt. 

Die Rotationsflache (h, k), welche, unabh~ngig yon der gegebenen Ro- 
tationsflaehe, nur von den Constanten der Sehwerkraft (g), der lebendi- 

get, Kraft (h) und dec horizontalen Flachengesehwindigkeit (~k) abh~ngt, 

trennt also einerseits die liar die Bewegung erreichbaren und unerreich- 
baren Puncte dec gegebenen Rotationsflhche und bestimmt andererseits 
in ihren innerhalb des Raumes A < z < B gelegenen Sehnittcurven mit 
dieser die moglichen Wendekreise der Bewegung. 

Mit g ---- o geht sit in einen verticalen Kreiscylinder, verbunden mit 
h der Ebene z ~ o , v  t~ber; mit k - ~ o  in d i e z - A x e u n d d i e E b e n e z - -  
g 

§ 6. Fo,~'men de,J" B e w e g u n g  au]" e invr  Igotat ionsl tdche 
m i t  e i n f a c h e n  Hor~zo~ta lschni t ten .  

Verbindet man dieses Resultat mit der in § 4 tiber R(z )  gemaehten 
Voraussetzung (9), so i:tbersieht man, wenn dieselbe mit ihren Folgen 
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besteht und wenn nicht. Soll n~mlich eine den Differentialgleichungen 
(5) entsprechcndc Bewcgung innerhalb des Intervallcs (2)t'~berhaupt mOg- 
lich scin, so d~rf die gegebene Rotationsfl'~che in dem lctzteren nicht 
ganz oberlmlb der Rotafionsflachc (h, k) liegen, ohnc dieselbc zu treffen. 
Dagegen: 

I. Ragt die gegebene Rotationsfl~he innerhalb des Intervalles A < z < B 

.mit einer Zone in den Raum unterhalb der Rotationsfl(iche (h, k) hinein, 

und ist diese Zo~e yon 2 Parallelkreisen, z ~ z o nach oben und z ~ z~ nach 

un.ten, begrenzt, in dene~.t sich beide Rotationsfla:ehen schneiden, ohne sich zu 

ber Mtren, so findet in dieser Zone eine den Differentialgleichungen (5) ent- 
~'prechende, bedinqt periodische Bewegung des Punctes m m i t  den W'endekreisen 

z = z o und z - ~  z~ start. 

Es liegt die in § 4 behandelte Normalform der Bcwcgung vor; dcnn 
den einfachen Schnittkreisen der beidcn Fl~chen entsprechen einfache Null- 
puncte z -  z 0 , z, der Function R(z) ,  zwischen denen n a c h §  5 die Func- 
tion R(z)  positiv und yon o verschicden ist, w~hrend r(z)  (vgl. § 4, 9) 
zwischcn und in den Grenzen z = z o , z I diese Eigenschaftcn besitzt. 

II. Reicht die yegebene Rotationsflt~che innerhalb der Grenzen A < z < B 

mit mehreren solchen Zonen unter die Rotationsfl(iche (h, k) her~tb, so besteht 

die den Differentialgleichunge~i (5) entspreehende Bewegung aus mehreren 

bedinqt periodischen Zweoen. 

Jcder dieser Zweigc ist yon der erw'~hnten Normalform des § 4, wic 
aus § 2, V unmittelbar hervorgeht. 

III. .Fallen die beiden Wendekreise eines solchen bedingt periodisehen 

Zweoes der Bewegung zusammen, so geht die entsprechende bedingt periodische 

Bewegung in eine unbedingt periodische Bewegung iiber. 

Dicselbe crfolgt dcln Satzc § 2, IV entsprcchend, auf cinem Pa- 
rallelkrcise z--~z 0 dcr Rotationsflache mit constanter Geschwindigkeit. 
l)iesc pcriodischc Bewegung ist stabil, da ihrc Bahn beiderscits yon un- 
errcichbarcn Thcilcn dcr I~otationsfl:,'tche begrcnzt ist. Fi]r die Periode 
dcr ]3ewegung crgicbt die allgcmcinc Formcl § 2, I I: 

( I9)  I '  -~'~ = 
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Dieser Ausdruck lasst sich noch anders darstellen. Denn die Ammhme 
z = z  o , z '  = o  reducirt die Gleichungen § 5, I3 auf: 

R ( Z o )  = o ,  = 

Da aber bei dem Zusammenfall  der beiden Wendekreise z o und z~ nach 
§ 4, 9 auch 

R'(Zo) = o ,  

so kOnnen mittels dieser 3 Gleichungen (20) h ,  k und ~o durch Zo aus- 
gedrtickt werden. Man erhMt dabei ft'lr k den Werth:  

- -  ' q f - % d )  

Es wird daher naeh (19) die Umlaufszeit der l~in:qs des Parallelkreises z ==z o 
stattfindenden periodischen Bewegung : 

V J: (2 x) T ---- 2~ f(z°)f'(z°) 
g 

. b /~-7-- " liefert diese Formel die be- Mit f(z) =v~o '~--z; und f(z) = ~  , z" 

kannten Perioden dcr Bewegung la.ngs eines Parallelkreises z ~ z 0 der 
Kugel und des Rotationsellipsoides: 

1 2 T--- 2= , T-~ 2= b . 

IV. Fallen zwei n(ichstfol.qende ~%ndekreise zweier verschiedener bedin.qt 
periodischer Zweige der Bewegung zusammen, so entsleht durch das Zusam- 
menfliessen der letzteren eine asymptotiscke Bewegung. 

Die Bahncurve des Punctes m flacht sich nach § 2, VI bei Anna- 
herung an den kritischen Parallclkreis, der ,~us dem Zusammenfall  der 
beiden Wendekreise hcrvorgcht, derart  ab, dass sie, wi~hrend sie der 

i Vgl. SCHELL~ Theorie der Bewegung und der Kr~ifte, Bd. 1~ S. 425. (2. Aufl.) 
Vg]. FOUCAULT~ Remarques co~cerna.~d le mouveme,t d'u~ point oscillmd circulaire- 

me,t sur u~e surface de rdvolution du seco~d ordre, Comptes  rendus~ Bd. 61~ S. 5I 5, 
Paris 1865; und Sur uTze modification du moddraleur de WATa' ~ ebd. S. 278. 
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Riehtung des letzteren folgend, in immer neuen Windnngen die Rota- 
tionsflaehe umkreist, sieh dem kritisehen Parallelkreis asymptotiseh ni~hert. 
Auf diese Weise wird die im kritisehen Parallelkreis m(sgliehe Verzweigung 
der Bahneurve umgangen. 1 Bringt man aber den Punet m zu Anfang 
der Bewegung in diesen Parallelkreis hinein, so wird er ihn umgekehrt 
naeh keiner endliehen Zeit verlassen kSnnen, sondern ihn mit eonstanter 
Gesehwindigkeit mnkreisen. Die so entstehende unbedingt periodisehe Be- 
wegung unterseheidet sieh aber v o n d e r  vorhin als stabil bezeiehneten 
dadureh, dass sie nur im labilen Gleiehgewieht steht. Ihre Periode ist 
dieselbe, wie die vorhin unter (2I) angegebene. Die Grenzfalle III und 
IV der bedingt periodisehen Bewegung setzen eine Berfihru, n9 zwische~, 
der gegebenen Rotations/h~che und der Rotationsflache (h, k) 1Cings eines Pa- 
9"allelkreises voraus. Solehe Berflhrungen ksnnen, da die Flgehe (h, k) 
sich nach unten zu best~indig gegen die z-Axe verengt, nur auf solchen 
Zonen der gegebenen Fli~che auftreten, wo das gleiche stattfindet; dem 
entsprcchend giebt die Formel (2i), da f(z) allgemei;~ positiv voraus- 
gesetzt wurde, nur far negatives f'(Zo) einen reellen Werth. Ist lt~ngs einer 
solehen Zone mit negativem f'(z) die gegebene Rotationsfli~che positiv ge- 
krammt, so kann sie die Rotationsfl'~che (h, k) niemals yon unten be- 
rt'lhren, also nur der Grenzfall der stabil periodisehen Bewegung eintreten. 
Ist sie dagegen negativ gekrfunmt, wie die Rot'ttionsfli~che (h, k) selbst, 
so sind beide GrenzfMle, die stabil and die labil periodische Bewegung 
mOglich (vgl. § 10). 

V. Analoge Grenzfrdle bedingt periodiseher Bewegungen, wie die 
eben unter III und IV besehriebenen, finden sieh bei tier Coineidenz yon 
mehr als zwei Sehnittkreisen der gegebenen l{otationsfliiehe mit der [{ota- 
tionsfl~iehe (h, k) ein, deren Discussion kein weiteres Interesse beanspruehen 
diirfte. Jedoeh soil noeh des volhtdndi.qen Zusammenfalles de,r beiden Ro- 
tationsfi/iclm~b also der Voraussetzung 

k 
(22) f(z) V/2(gz + h) 

gedacht werden. Wenn der Punct m an einer beliebigen Stelle dieser 

Denn nach KIRCHHOFF~ Vorlesu~gen iiber mathematische Pl~ysik, I. Vorl., § 2, 

sind die Coordinaten x ,  y ~ z  des bewegten Punetes fill" die Dauer der Bewegung ein- 

wer~hige Funetionen dec Zeit. 
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Rotationsfl'a.che in horizontaler Richtung mit der Flachengeschwindigkeit k 
seine Bewegung beginnt, so verbleibt er immer in dem anfanglichen Pa- 
rallelkreis. Es liegt eine periodische Bewegung vor, deren Gleichgewichts- 
zustand ein indifferenter ist. 

Diese Eigenschaft ftihrt auf folgende mechanische Definition des einem 
gegebenen, h und einem ver~nderlichen k entsprechenden Systems von Ro- 
tationsfi'~chen (h, k), wie es bereits i m §  5 erwithnt wurde: 

Wenn yon einer beliebigen Stelle irgend eines Parallelkreises z = z o 

einer Rotationsfldche des Systems ein schwerer Punct  in der Richtung der 

Tangente des Parallelkreises mit derjenigen Geschwindigkeit ausgeht, die er 
h 

durch den freien Fall  vom Niveau z - ~ - - -  bis zum Niveau des _Parallel- 
g 

kreises z - - - - z  o erhalten haben wi~rde, so bewegt er sich bestgndig in diesem 
Parallelkreis. 

Denn die Differentialgleichung der in die yz-Ebene fallenden Me- 
ridiancurve einer Rotationsfiache, auf welcher ein schwerer Punct immer 
einen Parallelkrcis beschreibt, wenn er in einem beliebigen Niveau z yon 
einer beliebigen Stelle der Fli~che mit der als Function von z gegebenen 
und in die Richtung des Parallelkreises .z fallenden Geschwindigkeit 

= ~(z) ausgeht, ist: ~ 
gy + dy 

• ~ Z  ~ O .  

Die Integration dieser Differentialgleichung mit u2(z) = 2 (.qz + h), giebt 
aber, unter k die Integrationsconstante verstanden, das in Rede stehende 
System: 

k y =  
 /2(yz + h)" 

VI. Neben den unter I ~ V  betrachteten und in verschiedenem Sinne 
stabilen Bewegungszweigen ksnnen auch instabile Zweige vorhanden sein, 
wenn n~mlich eine Zone der gegebenen Rotationsfl'~che, die unter die 

1 Vgl. J'ULLIEN9 Probl~mes de mdcanique rationnelle, Bd. 1, S. 4oi, Paris I855 ; 
tiber die Tendenz dieser Frage auch DE ST.-GERSIAIN~ Des surfaces sur lesquelles un point 
peut se mouvoir suivant u~e certaine loi, L~OlrVrLLF.'S Journal de math6matiques~ 
3. Serie, Bd. 21 S. 325~ I876. 

Acta  mathemat~ca.  11, Impr im~  le 9 ~,Iai 1888. 41 
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Fl~che (h, k) herabreicht, innerhalb des Intervalles A < z < B nur ein- 
seitig begrenzt ist. Auf diese Zweige soll an dieser Stelle nicht n~iher 
eingegangen werden. 

Mit g----o ergeben sich aus den Si~tzen I - - V I  die verschiedenen 
Forme,~ der geod(itischen Bewegung eines Punctes auf einer Rotationsfl~che , 
mit Ausschluss der Bewegung in einem Meridiane. 

Wie die Bestimmung des Intervalles A < z < B filr eine gegebene 
Rotationsflache gcdacht ist, wird aus den folgenden Beispielen leicht er- 
sichtlich sein. 

§ 7. Be i sp ie l e  yon B e w e g u n g e n  a u f  t t o ta t ions f laehen  m i t  e i n fachen  
H o r i z o n  ta lsehni t ten .  

Um die bekannten Beispiele von Bewegungen eines schweren Punctes 
auf einer Rotationsflache unter die allgemeine Theorie unterzuordnen, mag 
zuerst die Kugelfla'che erw~hnt werden. Es ist bier: 

f (z)  = ~/o, '~-- z", 

wo unter a der Radius der Kugel verstanden wird. Die Grenzen A und 
B des § 3, 2 k0nnen A = - - a  und B =  + a  genommen werden, worauf 
f(z) allen Bedingungen des § 3 entspricht. Die Rotationsfl'~che (h,k) 
schneider, wenn tiberhaupt eine Bewegung stattfindet, die Kugel in 2 
Parallelkreisen z = z 0 , z I (vgl. Fig. i), die aueh zu einer Bertlhrungscurve 
beider Fl~chen zusammenri~cken k0nnen, jedoch nach § 6 nut auf der 
unteren Halbkugel. Wahrend daher im Allgemeinen die Bewegung aus 
einem einzigen bedingt periodischen Zweige besteht, wird sie im Grenzfalle 
stabil periodisch. 

Im Wesentlichen dieselben VerhMtnisse wiederholen sich bei allen 
.qeschlossent~ Rotationsfldchen mit einfachen Horizontalschnitten, wenn sie 
zwischen ihren beiden Schnittpuncten mit der Rotationsaxe tlberall den 
Bedingungen des § 3 entsprechen und, in der verticalen Halbebene yz, 
der Winkel der absteigenden Tangente der Halbmeridi,~ncurve der Rota- 
tionsflache gegen die gichtung der Halbaxe y, best~ndig wachsend von 
o his ~r sich bewegt. Da namlich der Winkel der absteigenden Tangente 
der Halbmel'idiancurve del" Rotationsfiaehe (h, k) gegen die Richtung der 
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sich be~vegt (nach § 5), Halb~xe y best~ndig abnehmend yon 7: bis 2 

so k~snnen die beiden Meridiancurven sieh nicht mehr als zweimal sehnei- 
den; sie mt~ssen sieh aber, wenn t~berhaupt, auch wenigstens in 2 g e- 
trennten oder zusammenfallenden Puneten treffen. 

Bei dem Rotationske.qel mit vertiealer Axe ist far den oberen Halb- 
kegel, dessen aufsteigende Seitenlinie mit der z-Axe den stumpfen Winkel 
T bildet: 

= tg r .  z. 

Man kann A -  h B----o nehmen, indem man h als positiv voraus- g '  

setzt. Kleinere Werthe yon z sind unerreichbar, sodass die Annahme 
h 

A = - - -  keine Beschr~nkung enthi~lt. Der obere Halbkegel wird von g 
~v v der Rotationsfli~ehe (h, k), wenn i~berhaupt, in 2 Parallelkreisen z ,~0,zl 

(vgl. Fig. i) geschnitten, die eventuell auch zusammenfallen. Auf den 
unteren Halbkegel fibergehend, hi~tte man 

f(z) = - - t g r . z  

und A = o ,  B = o0 zu nehmen. Es findet sich dann nut ein Sehnitt- 
kreis z = z'2 zwischen Halbkegel und Rotationsfli~che (h, k) und liegt 
daher ein instabiler Zweig der Bewegung vor (vgl. § 6, V]). 

hn Wesentlichen ebenso, wie der nach oben offene Halbkegel, ver- 
halten sich alle unten geschlossenen und oben offenen Rotationsfldchen mit 

h einfachen Horizontalschnitten, wenn sie zwischen dem Niveau z -  und 
g 

ihrem tiefer liegenden Schnittpunct mit der Rotationsaxe tiberall den 
Bedingungen des § 3 gentigen und der Winkel der absteigenden Tangcnte 
der Halbmeridiancurve gegen die Richtung der Halbaxe y best~ndig 
wachsend von einem zwischen o und 7: gelegenen Anfangswerthe bis 7c 
sich bewegt. Sie werden, ~venn tlberhaupt, yon der l~otationsfli~che (h, k) 

h .  
unterhalb des Niveau's z = - - -  m zwei getrennten oder zusammenfallen- 

g 

den Puncten geschnitten. 

Ein Beispiel far den Fall, wo zwei bedingt periodische Zweige der 
Bewegung msglich sind, bietet die durch Rotation der Fusspunctcurve 
einer Ellipse 

(u + (a y + ') = o 
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entstehende Flitche unter der Vor~ussetzung: 

2a ~ < b ~. 

Die Gleichung der H~lbmeridiancurve ist: 

y = f ( z )  = ~/ (~  _ 2~ ~) + ~1~ + 4(b~ _ ~ , )~ , .  

Die Function erfilllt innerhalb der Grenzen A ~ -  b und A - ~  + b alle 
Bedingungen des § 3. Bei geeigneter Wahl der Constanten h werden 
danli mit stetiger Abnahme der Constanten k der Reihe nach folgende 
Formen der Bewegung auftreten. 

So]ange die Flache (h, k) die gegebene Fl'hche in 2 Parallelkreisen 
z = z  0 und z----z 3 schneidet, die respective in der Nahe yon z - - - - - - b  
und z---- W b liegen (vgl. Fig. 2, I) besteht die Bewegung aus einem 
einzigen bedingt periodischen Zweige (Normalform des § 4). Sobald zu 
den beiden Schnittkreisen z ---- z 0 und z ---- z~ noch eine Berfihrung beider 
Fl'hchen in einem zwischen jenen liegenden Parallelkreis z = z~ ---- z 2 tritt, 
liegt die in § 6, IV betrachtete asymptotische Bewegung vor, die auch 
als labil periodische Bewegung langs des letztgenannten Parallelkreises 
betrachtet werden kann. Indem weiterhin die beiden Fl~chen in 4 Pa- 
rallelkreisen z = z0, z = z~ , z = z2, z = z~ sich schneiden (vgl. Fig. 2, 2) 
zerfMlt die Bewegung in 2 bedingt periodische Zweige auf den Zonen 

z 0 < z < z ~  und z 2 < z < z ~ .  Beim Zusammenfall  von z 0 und z I wird 
sodann der obere Zweig stabil periodisch. Weiterhin verschwindet er ganz, 
u n d e s  bleibt (vgl. Fig. 2, 3) nur  mehr  ein bedingt periodischer Zweig 
mit den Wendekreisen z = z 2 und z ~ - z  3 tibrig, der seinerseits in e ine  
stabil periodische Bcwegung tibergeht, wenn die beiden Wendekreise zu- 
sammenriicken. 

§ 8. Gleiehungen der Bewegung  a,uJ einer Rotationsjtd$che mi t  
~.weif aehen l tor izontalschni t tvn.  

Die Gleichung einer Rotationsflache sei mit Bezug auf dasselbe Co- 
ordinatensystem, wie in § 3, wiederum: 

(~) x ~ + v ~ =  f~(~), 
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jedoch soll die Function f ( z )  die Form haben:  

( 2 3 )  f(z) = p(z)  + ~/q(~), 

und soil far  jeden Werth  von z in dem Interval le  

(24) a < z < b 

: im Allgemeinen versehiedene positive reelle Werthe  haben, die nur  an 
den beiden Grcnzen z = a und z = b des Intervalles zusammenfallen.  
Diese Eigenschaft  yon f (z )  soll dadurch bedingt sein, dass die Function 
q(z) die Form hat: 

(25) q(z) -~- ( z - -  a)(b - -  z)r(z) ,  

und dass die Funetionen p( z )  und r (z)  fiir alle der Ungleiehung (24) 
entspreehenden Wer the  v o n ,  eindeutige u•d stetige Funetionen der reel len 
Variabeln z sind und einen positiven reellen, yon o und oo versehiedenen 

Werth  besitzen. Aueh sollen diese Functionen in demselben Umfange 
einen bestimmten, nicht  oo werdenden i. Differentialquotienten p'(z)  und 

~'(z) besitzen. Endl ieh soll in dem betrachteten Intervalle:  

( : 6 )  p ( z )  > Cq(.)  

sein. Die Rotationsfl~ehe ist dann eine geschlossene Ringfldche, welche yon 
jeder  Horizontalebene zwischen z ~ - a  und z-----b in 2 getrennten Pa- 

rallelkreisen gesehnitten und von den Ebenen z = a und z = b selbst 
l~ngs eines solchen beri ihrt  wird. 

Die Differentialgleichungen (5) ft~r die Bewegung eines sehweren 
Punctes m auf  der Flache haben jetzt in dem Interval le  a < z < b insofern 

einen andern Charakter  wie frtlher in dem Interval l  § 3, 2, als f~(z) 
nicht mehr  eindeutig und f ' (z)  nicht mehr iiberall  von o,v verschieden 

ist. Sie konnen aber auf eine der friiheren analoge Form gebracht  
werden durch die Substitution 

a + b  a - - b  
( 2 7 )  z - -  ~ - -  + - T -  c o s u ;  

es wird dann: 

v'q(.)  = ¢(.  - -  a)(b - -  ~) Cr(~) = 
o . - -b  . a - - b  
- -  sm u. ~/~(z), dz = - -  sin u du. 

2 
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Dieses Abhi~ngigkeitsverhMtniss zwischen den Variabeln z und u ist derart,  

dass, w'ahrend u alle msglichen reellen Werthe durchlguft,  z immer  
zwischen a und b oscillirt. Es ist daher bei den gemachten Voraus- 
setzun gen: 

/a+b  a--b "~ a--b . 
(28) f ( z ) = p i - s - -  + 2 eosu/  - -  S l n U  

, 2 

o - '  ) 
r + ~ eosu = F ( u )  

eine eindeutige und stetige Function von u, die irnmer positiv und yon 
o und oo verschieden ist. Ferner wird:  

( :9 )  
q(~) + '(z)~/q(z) + ~q'(z) O(~,) 

+ f ' = ( z )  = (~ - -  ~ ) ( b  - -  ~ ) r ( z )  = (~ - -  . , ) ( b  - -  z ) '  

wo G(u) for alle reellen Werthe von u nicht nur  eindeutig und stetig, 
sondern auch positiv und von o und c~ verschieden ist. Da namlich 

(30) G(u)  = [, + f " ( . ) ] ( . -  .)(b - -  .), 

so ist for alle Werthe von u,  ftir die a < z < b, G(u) positiv und von 

o verschieden; far  solche Wer the  von u aber, fiar die z = a ,  b wird, ist 

G(a) = l q'~(z) 
4 r(z) 

ebenfalls positiv und yon o verschieden. Da ferner for a < z < b weder 
r(z)  verschwindet noch q (z ) ,  p'(z) ,  q'(z) c~ werden k0nnen, so ist nach 
(29) G(u)  ftir alle reel |en Werthe von u endlich. 

Wenn abet  G(u) diese Eigenschaften hat, so wird in dem Differential: 

~/I -4- f'~(z)dZ --  ~/G(u)du 

der Coefficient von du bei stetiger Bewegung von u niemals sein Vor- 

zeichen wechseln und kann daher ohne Beschr~nkung demselben sein po- 
sitiver Werth  beigelegt werden. 

Hiernach nehmen die analytischen Gleichungen der Bewegung des 

Punctes m auf der Ringflache zuni~chst folgende unentwickelte Form an: 
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a . 4 - b  
(3 ' )  x = F(u) .~ /~  - - v ,  y = F ( u ) . q v ,  z - -  ~ - -  

a - - b  
~- COS U 

2 

(3~) 

"9 

f dv k~/G(u)du - - 

2'~/;, ( t - v) o ,  
0 t t  o 

~t 

d vIR ( 4, ) 
UO 

- ~  t ,  

worin: 

+ a - - b  ) + ]  ~ k 2 .  2 c o s u  h F'~(u) 

Man kann ~]berdies far  u in den Gleichungen (31) und (32) auch 
die Variable w einfiihren, indem man setzt: 

I - -  W 2 2 w  2 d w  
(34) cos u "- ~v~, sin u - -  , du - -  - -  , 

worauf  F ( u ) ,  G ( u ) , R ( u )  eindeutige Functionen von w werden, etwa 

F l ( w ) ,  G l (w  ) , / / , (w) und die Gleichungen (3 ' )  und (32) die Gestalt an- 
nehmen:  

a + b  a - - b l - - w  ~ 
(3")  x----- F , ( ' w ) . ~ / [ - - v ,  y ~--- F,(w).~/-o, z - -  + 

2 2 I -91- ?,V ~ 

(35') 

v w 

V'V(~ - -v )  (r + w~)F,(w)v/R,(w) - -  o, 
w 0 

w 

~, -(; + ~ ' )~ /R, ( ,o)  = t; 
w o 

u 0 und w 0 sind die der Zeit t = o entsprechenden Anfangswerthe yon 

u und w. 
Auf  analoge Form wtirden sich die Bewegungsgleichungen ft~r die 

nach oben offenen und nach unten geschlossenen Ringflachen mit  theils 
zweifil.chen theils einfachen Horizontalschnitten bringen lassen; jedoch 
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bietet diese Untersuchung nichts wesentlich verschiedenes yon der eben 
geft~hrten dar. 

§ 9. Die beiden Normalfo, .men de~" stabilen Bewegung a~tf einer 
Jtotationsfldehe mt t  zweifaehen ltorizontalsehnitten. 

In den Formeln (31) sind x ,  y ,  z ftir alle reellen Werthe von u 
und a l l e v  zwischen o und i eindeutige Functionen yon u ,  x/v-, ~ / t -  v; 
ferner gilt  in demsclben Umfange von den Functionen: 

, 

g~ = - - 2 '  ' q ~ - -  F(~) ' 

= g21 = O~ 

in (32), dass sie eindeutig und endlich sind und ihr Vorzeichen niemals 
wechseln. Hat  nun die Function R(u) zwei Nullpuncte % und Ul, sodass 
R(u)----(U--Uo)(U,--u)r(u)  in dem Intervalle zwischen u 0 und u, po- 
sitiv und von o verschieden ist, so ist auch die Determinante: 

D = - -  _i F(,~Q.~(G (u) 
2 V,~. ( ~, ) 

in diesem Intervalle von o verschieden und constanten Vorzeichens. Es 
sind daher, wie friiher, x ,  y eindeutige, bedingt periodische Functionen 
und z eine eindeutige periodische Function von t. Die Bewegung ent- 
spricht der Normalform des § 4. 

Wird dagegen R(u) = ~1 (~0) ft~r keinen reellen Werth von w gleich 
o und ist far  alle Werthe yon w positiv und endlich, so bieten die 
Formeln (3I') und (32') den Fall des Vmkehrproblems { I, II dar mit: 

fa ,  = R , ( w ) ,  

ff 

0)21 = O: 

.D i F1 (w) ~/Gl(w ) 

+:~ 

wl~ ---- 2 I + w ' ) F , ( w )  ~ ' Vl~,(w) 
- - 0 0  

I f 2 F t ( w ) v ' G , ( w ) # w  
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Es wird daher wieder z eine periodische Function von t mit der Periode 
T =  2w.v~ und x ,  y bedingt periodische Funetionen, die unter der Be- 
dingung: 

4n h ~ + 2~n2eo12 ~ 0 

die Periode T-----2m2eo~2 bekommen. Geometrisch kann indessen die 
entsprechende Bewegung als eine zweite Normalform der Bewegung eines 
schweren Punctes auf einer Rotationsflache betrachtet werden, welche sich 
yon jener des § 4 dutch das Fehlen der Wendekreise unterscheidet. Der 
Punct macht volle Umlaufc um die Ringfl~che sowohl im Sinne der Pa- 
rallel- als im Sinne der geschlossenen Halbmeridiancurven. 

Die Untersuchung der Form der Bewegung des Punctes redueirt sich 
nach dem Vorstehenden wiederum auf die Aufsuchung der Nullpuncte 
der Function: 

R(,t)---- R,(.w)---- 2(.qz + h) f"( . . z ) -  k ~, 

also der Schnittkreise der gegebenen Rotationsflache mit der Rotations- 
fl[mhc (h, k) des § 5. Es gelten also unmittelbar die Shtze. 

I. Raqt die gegebene rinfff6r,mige Rotationsfidche mit einer Zone in den 
Raum u~tterhalb der Rot(ttionsfldiche (h, k) hinei~ u~,d ist diese Zone yon zwei 
ParaUelk.reise~z begrenzt, in denen sich die beide~, Rotationsfldchen schneiden, 
ohne sich z~t beriihren, so findet in dieser Zone eine den Diffe.~vntialglei- 
chungen (5) entsprechende bedingt periodische Bewegang des Punctes ~ statt. 

Auch hier ksnnen mehrere bedingt periodische Zweige der Bewegung 
vorhanden sein und die frfiher (§ 6) erwahnten GrenzfMle der sta.bil und 
labil peimdrchen Bewegung auftreten. 

II. Liegt die gegebene ,ring[b'rmige Rotationsfl(~che ganz unterhalb der 
RotationsflCiche (h, k) ohne mit ihr einen Punct gemein zu haben, so ist die 
den Differentialgleichungen (5) entsprechende Bewegung eine bedingt periodische 
Bewegung ohne Wendekreise mit zweierIei vollen [f'mldufen. 

In diesem Falle besteht die Bewegung naturgeinass nut aus einem 
Zweige. Der 5~bergang yon dieser Form der bedingt 19eriodischen Bewegung 
zu einer solche~, mit Wendekreisen findet unter Vermittlung einer asym2> 
totischen Bewegung stutt, wenn die I~ingfl~,che ganz unterhalb der Flache 
(h, k) liegt, abet dieselbe in einem Parallelkreis bert~hrt. 

Acta mathemaliea.  11. Imprim~ le '28 Mat 1888. 4~ 
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{} 10. Beispiel  ties lt~,elsa, l,a~ge.~. 

Far  die Ringfl:ache: 

(z = -]- Y= q" z = "4- a3--  l?) ~ = 4a=(:r = --1- y2) 

sind die in § 8 ,nit /'(z), p(z) ,  q(z),  ,'(z) bezeichnetcn Functionen 

f ( . . )  = .~ + ¢ , , = -  ~., ~,(z)  = ~,, ~ ( . )  = (~ + 1,)(l,--,~), 

und die dortigen Constanten a ,  b dutch - - b ,  b zu e, rsetzen. 
dingung (26) wird: 

a > b .  

,r(z) ---= J 

Die Be- 

Die Gleichungen der Bewegung lquten, wenn man statt des in § 8 ein- 
gcfahrten u noch r , - - u  set.zt: 

:r, = (a + 1, . i .  , , )~ , _ , , ,  ,j --= (,, + I, ,<,-, . ) ¢ ; , ,  ,~ = t, ,..o,~ . .;  

2~,.lv(l - - v )  . (a. + b s i n , t . ) ~ l l ( ~ )  
0 it o 

i t  

j "°b(a + b Sill "tt.)d'tt 
~ i ,(~) ~ t; 

t¢ 0 

1~(,,~) = = ( l :¢ /oo~ ,¢  + h)(~, + ~ , < n , , ) ~ - - l ,  . ' .  

Die Werthe ~t -..-= o ,  u 3u 2'  m' I entspreehen beznglieh dem tiefsten, dem 2 
gmssersten, dern hoehsten und dem innersten Parallelkreis dee Ringfli~ehe, 

sod'~ss der i. und 2. QuadraJat in Bezu.g au f  u die positiv, der  3. mld 4. 
die negativ gekrflmm.ten Theile der Flgehe urnfasst. 

Dueeh die Substitution (34) werden die Integrale mit  der Variqbeln 
"u, auf  die a lgebrMsehe Form gebraeh{; sic sind hyperellil)tisch yore Ge- 

schlecht p -= 3. 

Die Discussion der Schnittcurven der Ringfl~tehe mit  der Rotations- 
ttiiche (h, k) ergiebt nun ohne Schwierigkeit:  Wenn die Ilingfli~che yon 
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der l:{otationsflitehe (h, k) geschnitten wird, w~s ft'lr - -  bg < h < bg immer 
stattfindet und auch flit h > bg (dem Falle h < -  bg entspricht keine 
Bewegung) noch stattfinden kann, so gicbt es jedenfalls unerreichbare 
Theile der Ringfl~che. Es sind entwedec 2 oder 4 Wendekreise vorhanden 
und besteht daher die Bewegung aus einem oder zwei Zweigen, welctie 
bedingt periodische Bewegungen yon der Normalform des § 4 sin& 

Wenn dagegen die l{ingfl'~che ganz unterhalb der gotationsfli~che 
(tz, k) verl'~uft, so liegt die zweite Normalform der bedingt periodischen 
Bewegungen vor und macht der Punct m volle Umlgufe im Sinne der 
Parallelkreise sowohl, wie im Sinne der Meridiankreise der Ringflaehe. 

Wenn das Zerfallen der Bewegung in 2 Zweige moglich ist (wie 
3 bg z. B. %r die der Fig. 3 zu Grunde gelegte Annahme a----b~/~, h = ~]~), 

Y 

so gestaltet sich der Ubergang der einzelnen Formen ineinander folgender- 
maassen : 

Zuerst wenn die Ringflache ganz unterhalb der Rotationsflliche (h, k) 
liegt, (vgl. Fig. 3, I) finder die bedingt periodische Bewequng ohne Wende- 
kreise statt. Sobald alsdann die letztere Fl~ehe die unter ihr liegende 
Ringfli~che in einem Parallelkreise des 3. Quadranten berfihrt, 10st sich 
die Bewegung in eine asy~Jt2~totische Form auf, die dem fraglichen Pa- 
rCtllelkreis immer n'~her kommt, ohne ihn je zu erreichen. Bei weiterer 
Abnahlne yon k schneidet die Fli~che (h, k) bereits eine Zone unerreich- 
barer Puncte aus der gingfl~che aus, w'~hrend die Bewegung auf der 
andern, unterhalb der Fli~che (h, k) gelegenen Zone bedingt periodisch mit 
2 Wendekreisen ist. Weiterhin beriihrt die Flrtche (h, 1~), wi~hrend sie 
noch immer den Ring in 2 Parallelkreisen schneidet, denselben gleich- 
zeitig in einem 3. Parallelkreis der bisher der Bewegung zuggnglichen 
Zone, sodass die Bewegung sich abermals in eine asymptotische aufl5st. 
Bei 4 Schnittkreisen der beiden Flachen zerf'~llt hierauf die Bewegung in 
zwei bedingt periodische Zweige mit je 2 Wendekreisen. Die Zone des 
einen Zweiges liegt ganz im 3. Quadranten, die des anderen greift iiber 
den i. Quadranten herum und n'~hert sich beiderseits der ersteren Zone. 
Bei abnehmendem lc fallen die beiden Wendekreise der ganz im 3. Qua- 
dranten belegenen Zone zusammen (vgl. Fig. 3, 2) und die Bewegung 
besteht aus einem stabil periodischen und einem bedingt periodischen Zweige. 
Der erstere verschwindet alsdann und es bleibt, indem nur mehr zwei 
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Schnittkrc]sc der beiden Flftchen vorliegen nur ein bedi~Lqt periodischer 
Zweig (vgl. Fig. 3, 3), dessen beide Wendekreise sich mehr und mehr yon 
verschicdenen Seiten her gegen den i. Quadranten hinzichen. In diesem 
fallen sie schliesslich zusammen und eine stabil periodische Durchlaufung 
des betreffenden Parallelkreises, in welchem die Rotationsfi~che (h, k) 
den ganz oberhalb liegenden Ring bcrflhrt~ crscheint als letztc Grenzform 
dcr Bewegung. 

Dorpat, im Februar 1888. 
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