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NOTE S U R  LA F O R C T I O N  

~o 
E e,~kItix 

g~(w , z ,  s) = (~, + k), 

P A ~  

~I. L E R C t I  
g V I N O H R A D Y .  

Soit x une quantit6 dont la partie imaginaire est positive ou nulle, .  
w une quantit~ r6elle positive et moindre que l'unit~, et soit s une quan- 
tit6 dont la partie r6elle est sup6rieure g l 'unit& En reprdsentant par 
(w-k  k)' la quantit6 e '~g<'.+~), off le logari thme est prls en sens ar i thm& 
tique, consid6rons la somme 

(,) eg, ka.tx 

~ ( w  , x ,  s) - -  (w + k)~ 
k~O 

convergente pour chaque valeur de s, si la partie imaginaire de x est 
sup6rieure g z6ro, et ne convergente que pour les valeurs de s dont la 
pattie r6elle est positive, si x est une quantit6 rdelle. 

En se rappelant de la formule connue 

I I O U S  a u r o l l $  

I'.(s) 
f e-('~+''z~-'dz = iw + k)~ 
0 

w gt~ 

r(s)g~(w , x ,  s) = ~.. f e-"-" ' - '=" 'e- 'az .  
k~O 0 

.4eta mathemat[ea, I I .  Impr im~ le 2 D6cembre 1887. 
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Or on peut d6montrer  ais6ment l%galit6 suivante 

ao o0 ~o 

d k=0 
k = 0  0 0 

et il s'ensuit la formule 
oo 

r e -  ~- z ~-1 dz  

0 

En appliquant  un raisonnement dfi h ]{IEMANN 1 et employ6 dans uric 

excellente communication de M. Hul~wrrz ~ nous ferons voir que la s6rie 
(I) est une fonction transce~zdante enti~re de s et nous d6velopperons une 
relation qui nous semble m6riter  d'dtre signal6e. 

Considdrons l ' int6grale 

re -- wz Z.*--I d z  
(3) K(w x s ) =  ---~=_,--- 

:' t ]  I - -  e 2 ' "x - z  
(~o, O, ~.) 

prise le long d'un contour ferm6 (~a[?Fac~) enveloppant l'origine au 

moyen d'un cerele a~Fa du rayon a ne contenant ni ~ son int6rieur ni 
~ sa # r i p h ~ r i e  a u c u n  des poin ts  : ~ i ( x  + ~), (,~ = o ,  _+ I ,  + : ,  + 3 ,  . - . ) .  

Nous avons repr6sent~, dans cette int6grale, par z s-1 la quantit6 

e (~-~)'g~, la partie imaginaire de lgz  6tant supposSe ou ~mlle ou positive 
et non sup6rieure h 2~, de sorte que la fonction z '-~ est continue dans 
tout lc plan des z k l 'exception des points de la coupure ( o . . .  ~ )  off 

elle est discontinue de la mani~re qu'on pcut  cxprimer par les formules 

(z + o . i ) ' - '  = z '-~ = e ( ' - ' ' ~  

( z  - o . i )  * -x  ----: e~-'~(s-~)z s -~  = e~~('--~)  e (*-~)~g~,  

le logari thme y 6tant pris en sens arithm6tique. Nous avons 6vidcm- 
n l e n t  

a 

K = j  i - - - ~ . ~  d ~  - -  ~-, - + J ~ - -  ~ 
¢o ( a ~ ? ; - a )  a 

( )ber  die A~Tzahl der  P r i m z a h l e n  u n t e r  efi~er gegebenen GrSs se  ( M o n a t s b e r .  d c r  

P r e u s s .  A k a d .  d e r  W i s s e n s c h .  I 8 5 9  ). 

Z e i t s c h r i f t  f i i r  M a t h e m .  ul~d P h y s i k  t. 2 7  , 1882. 



Note sur la tbuc~ion R ( w ; x , s ) ,  

et en nous rappelant de cc que 

/~e--~°Z z s - I  d z  
lim l-----~,.~_~ = o 
a = o , J  I - -  ~ --  

n O U S  t t U r O l l S  
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et puisqu'on ,r 

il s'ensuit la formule 

(4) 

K = 2ie ~'' s in  xsl"(s)$~'(w , ;C, S), 

,'T 

I ' ( s )  1 ' ( I  - -  s)  = Sin ~s 

E-~ K(w,  x ,  s). 

L'intdgrale K donn6e par la formule (3) existe 6videmment  pour 
chaque valeur finie de s e t  on ddmontre ais6mcnt qu'elle est une fonc- 
tion transccndante enti6re de cctte variable. Cette int6grale devant s'an- 
nuler, d'apr6s le th6or6me de C_avc~-, pour s = I ,  2 ,  3 , . . .  ct la 
fonction F(I - - s )  ne devenant infinie que pour ccs valeurs-ci, il suit de 1~ 
formule (4) que R(w,  ,x, s) est elle-m@~e une fonction transccndantc 
enti6re de s; c. q. f. d. 

La fonction sous le signe . f  dans la formule (3) ne devient infinie 

quc pour z =  27d(x+,~),(v=o,+ ~ , + 2 ,  + _ 3 , . . . ) .  So i tC,  l eccrc le  
du centre 2zcix et du rayon ~r(en + I), cercle qui ne contient ~ sa pdri- 
ph6rie aucun des infinis de la dire fonction, et repr6sentons par ~:[,, le con- 
tour compos6 du contour (),,,aflTa2,) ct du ccrclc C, pareouru dans le sens 
r~trograde, 2,, d6signant 1'intersection du cercle C, avec 1'axe r6el. Ce 
contour 2I, limite une aire finie s implement connexe qui ne conticnt 

d'autres infinis de la fonction sous Ie signe f dans la formule (3) que 
les suivants: 

z = (x + v). ~,=o, .,_,, ~ ,  ~_~ ..... ,_,o 

Cela &ant, lc th6or&nc de C_~ccHY nous donne 

(~) ~ '  - . I T  - ~ - ~  - 
'21,~ 

~ x ~--,',,~-~,{~(~ + k)} ,,-~, 
/¢= --~& 
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en d6signant par {2zri(x + k)} ̀-x la quantit6 e ( '-" 'g ,,'('+'), la partie ima- 
ginaire du logari thme 6tant suppos6e ou nulle ou positive et non sup& 
rieure ~ 2~-. 

La quantit6 w 6tant r6elle, positive et moindre que l'unit6 la fonction 

e-- wz Z8 e(t-- w)z Zm 

I - -  6 2~x-z  e z - -  e 2~x 

sera moindre en valeur absolue qu'une certaine quantit6 finie pour chaque 
valeur de z appartenant g la circonf6rence C., e t  si nous supposons que 
la par t i e  rdelle de s est ndgative, cette fonction-l~ devient infiniment petite 
pour les valeurs ind6finiment croissantes de n, de sorte que nous aurons 

et par cons6quent 

I~o--WZz ~-1 dz  
lira / . . . . .  o, 

I -- 6 "*~rix-z 

e--W* z s-I  (lz 
,,=lim® K,, = . J I  - -  e "~ ' -"  = K ,  

~ O l o v  

de sorte que la f()rmule (a) nous donne 

~--2k~riw 
(5) K ( w  , x ,  s) = - -  2zrie--'"~*Z,:_® {2~/(, + k)}'-," 

II est permis de supposer que la partie r6elle de x est entre les limites 
( o . . .  I); clans ce cas nous aurons 

~--2kr:iw ~ ~--2k~iw ~ 62SriW e2k,'riw 

, = o  1-  : '~; = ;  ¥ k)},, 

Or on a, d'apr~s les conventions faites plus haut:  

{ :~i(~ + k)}~-, = ( : ~ ) ~ - . d  "-') (~ + k) ~-,, 

-- -- (l--s) 

{ - -  : ~ ( ~  - - x  + k)}'-' = (~,~)'-'e : (~ - - x  + k) ~-', 



Note sur la fonetion ~(w~ x ,  s). 

de sorte que la formule (5) devient 
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( 5 ' )  i e~r iwx  
(2rr), K ( w  , x ,  s) 

~ e  
2 (l--s) ~ e -2k~r~w 2;':iw+ ~ (l--s) X e~'rri~ 

(; Y V - - "  + e (~ - -  ~ ¥ l~),-.," 
k=O 

Nous n'avons d6fini la fonction ~ que pour les valeurs rdelles et po- 
sitives de w. Repr6sentons par [u ¢] la quantit6 e ~lg', la partie imagi- 
naire de lgu  devant 4tre contenue entre les limites ( - - r d . . .  ,'zi), de sorte 
que la fonction [u ¢] sera continue et uniforme dans le plan des u affect6 
de la couipure ( - - o a . . .  o) le long de laquelle celle-lg est discontinue, 
et posons d'une mani&re g6n6rale 

e2kr:,ix 

(w , x ,  s) = [0~ + k)']" 
k=O 

D'apr& eerie convention nous aurons 

(~ + k ) ' - ,  = [ (x + k)'--,], ( ,  - -  ~ + k ) ' - ,  = ~,~,(,-,)[(, - -  ~ + k ) ' - , ]  

et la formule (5') deviendra 

~e2~iwx 

(21r)~ K ( w  , x ,  s) 

3wi ~i (l--s) . 2,'r.Dv--~- (l--s) 
= e  2 ~ ( ~ , - - w , ~ - - s ) + e  ~ ( ~ - - x , w , x - - s )  

ou, d 'apr& (4), en changeant s en i - - s :  

(6) ~ ( w  , x ,  I - -  s) 

1"(, ) I ,~;(½,-~,o,) < -  ½ .,+ ~,o¢*--*,) ~ ,  I 
- le  ~ ( x  - - w  s ) + e  a t ~ t - - z  w s) j. (2.) .  , , , , 

Cette formule devient une relation concrSte en supposant que l~ partie 
imagin,fire de x est sup6rieure g z6ro, que w e s t  une quantit6 r6elle 
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entre les limites ( o . . .  i) et que la p'artie r6elle de s est positive;-si 
elle fait pattie de l ' intervalle ( o . . .  i), la mdme chose aura lieu aussi 
dans 16 cas oh la valeur de x est r6elle. En exprimant  les fonctions 
par les int6grales K au moyen de la formule (4) on obtient une rela- 
tion entre les trois int6grales 

K ( w  , x ,  I - -  s), K ( x  , - -  w ,  s), K(I - -  x ,  w ,  s). 

Remarquons encore que pour s = o la formule (5) nous donne d'aprds 
une digression facile 

e -~'"°* __ I l i r a  ~ 

formule qui a 6t6 donn6e par M. KRONECKrm dans les S i t z u n g s b e r i c h t e  
d e r  P r e u s s .  A k a d .  d e r  W i s s e n s c h .  (Avril 1883 et Juil let  I885). 


