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NOTE SUR LA FONCTION

glknmiz
fRw,x,s) z(w-i—k)‘

PAR

M. LERCH

a4 VINOHRADY.

Soit # une quantité dont la partie imaginaire est positive ou nulle,.
w une quantité réelle positive et moindre que l'unité et soit s une quan-
tité dont la partie réelle est supérieure a l'unité. En représentant par
(w + k) la quantité ¢2®+® ou le logarithmne est pris en sens arithmé-
tique, considérons la somme

(1) Rw,o,s) = Z(,; ps

convergente pour chaque valeur de s, si la partie imaginaire de o est
supérieure a zéro, et ne convergente que pour les valeurs de s dont la
partie réelle est positive, si x est unc quantité réelle.

En se rappelant de la formule connue

. - I'(s)
{w+k)z y5—1
ofe &y = W

nous aurons

[‘(3>S¥(w €, S zfe‘W’~k(l-2n[z)zs._1dz.

dcta mathematica. 1}. Tmprimé le 2 Décembre 1887.
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Or on peut démontrer aisément 'égalité suivante

]

w0 o0 w0
z e—wz—lr(z—?ni:c) Zs—l dz _____fzs—ldz z 6——wz-k(z-‘zr.i1)

k=00 S k=0

et il §’ensuit la formule

®

., — 102 45—1 l.
(2) l(s)@(w,m,s)=fi_:2?:_j'

0

En appliquant un raisonnement du a Riemaxs' et cmployé dans une
excellente communication de M. Hurwrrz? nous ferons voir que la série
(1) est une fonction transcendante entiére de s et nous développerons une
relation qui nous semble mériter d’étre signalée.

Considérons l'intégrale

— w2z ps—1
(3) Kw,z,s) = /ﬁ%iz—

1 — eZrmia—s
(0,0, )

prisc le long d'un contour fermé (ccafyaco) enveloppant lorigine au
moyen d’un cercle afya du rayon a ne contenant ni & son intérieur ni
4 sa périphérie aucun des points 27i(x +v), (v =0, + 1, + 2, + 3,...).

Nous avons représenté, dans cette intégrale, par 2" la quantité
¢“~P'82 la partie imaginaire de lgz étant supposée ou nulle ou positive
et non supérieure a 27, de sorte que la fonction #'~! est continue dans
tout le plan des z a l'exception des points de la coupure (o...c0) ol
clle est discontinue de la maniére qu'on peut exprimer par les formules

<‘Z + O.’l:)s‘l = g‘—l f— e(s—l)]gz

(Z’ — 0. 1:):——1 — 82ni(s——1)zs—~1 — e?r.i(s——l)e(s—l)]gz,

le logarithme y étant pris en sens arithmétique. Nous avons évidem-
ment

o

1A
3 £l
—wz .5—1 ], —wz ,s—1 - w2 s—1 .
Ko [ d4+ e vyt dz+ o [ €07 dz
I — ei’,m‘.v—z I — e‘.’m‘z—z I — G?m‘z—z
o

(a350) a

' Uber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grisse (Monatsber. der

Preuss. Akad. der Wissensch. 1859).
* Zeitsehrift far Mathem. und Physik ¢ 27, 1832,
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et en nous rappelant de ce que

I e~ iyl gz

1m —_— == ()
2 —

a=0 I — e mT—2z

(o370
NOUs aurons
K = 2i¢™ sinzsl'(s)R(w , , 8),

et puisqu’on a

T

I'($YI'(x —s) =

sin s
il s'ensuit la formule
(4) Sw, v, s)=e’" (1 ——s);%.K(w , Ty S).

L'intégrale K donnée par la formule (3) cxiste évidemment pour
chaque valeur finie de s et on démontre aisément qu'elle est une fone-
tion transcendante entiére de cette variable, Cette intégrale devant s’an-
nuler, d'aprés le théoréme de Cavcry, pour s=1,2,3,... ¢t la
fonction /(1 — s) ne devenant infinie que pour ces valeurs-ci, il suit de la
formule (4) que K@w, x,s) est elleméme une fonction transcendante
enticre de s; c. ¢ f. d.

La fonction sous lc signe f dans la formule (3) ne devient infinje
que pour 2 == 27i(x +v),v=o0,+1,+ 2, +3,...) Soit C, le cercle
du centre 2ziz et du rayon m(2m + 1), cercle qui ne contient & sa péri-
phérie aucun des infinis de la dite fonction, et représentons par %, le con-
tour composé du contour (2,afrar,) et du cercle C, parcouru dans le sens
rétrograde, 1A, désignant lintersection du cercle C, avec l'axe réel. Ce
contour %, limite une aire finie simplement connexe qui ne contient
d’autres infinis de la fonction sous le signe f dans la formule (3) que
les suivants:

2= (x + v). (=0, L1, 22, 23, . 4m)

Cela étant, le théoreme de Cavcny nous donne

Qriz—
1 e-..:z z =

w2z p5—1 ], n _
(a) ]L’n p— /\f._w_l_ﬁj_éi —_ 271.6"‘2 e—~?mu'(.’c+k){27d<x + ]f)}"_l,
€

Uy
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en désignant par {2zi(z 4 k)}' la quantité e“~DE’E+D 1a partie ima-

ginaire du logarithme étant supposée ou nulle ou positive et non supé-
rieure a 27.
La quantité w étant réelle, positive et moindre que I'unité la fonction

e ¥yt e(l——w)z P

[ — g2miz—z - et — e2miT

sera moindre en valeur absolue qu'une certaine quantité finie pour chaque
valeur de z appartenant & la circonférence C,, et si nous supposons que
la partie véelle de s est négative, cette fonction-la devient infiniment petite
pour les valeurs indéfiniment croissantes de n, de sorte que nous aurons

. el dy
im | I—mm= =0,
n=ow

L.'“

et par conséquent
. e~ dy -
him K, f = K,
1 —— ezmx—z
N=

de sorte que la formule (a) nous donne

g—2kniw

Z {2mi(@ + Ir)}l*‘

(3) Kw,s,s) = — 2mie™®™*

Il est permis de supposer que la partie réelle de x est entre les limites
(0...1); dans ce cas nous aurons

o0 o0 o

e—2kriw ——21 wiw p2riw g2k i
Zw {Zm'(m + k)}“" z Zm(v + k)}l—«f + Z l —2m(l —a + k)}l-—s ’

k= =0 k=0 |

Or on a, d'aprés les conventions faites plus haut:

{2zmi(x + k)}'" = (22)' e§ e (x + k)=,

i
—(1—9)

{—e2mi(1 —a + B~ = (22)e * (1 —az + k),
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de sorte que la formule (5) devient

,b‘e?m'wx

(5’) Wlf(w sy Xy 3)

o

— _(1_5 e—2kmiw 271['10-*—12[ (1—8) — e2miw
e E ——.
z + k)t — (I — 2 + k)

Nous n'avons défini la fonction § que pour les valeurs réelles et po-
sitives de w. Représentons par [u°] la quantité e’*, la partie imagi-
naire de lgw devant étre contenue entre les limites (— zi . . . zi), de sorte
que la fonction [w°] sera continue et uniforme dans le plan des u affecté
de la coupure (— oo...0) le long de laquelle celle-la est discontinue,
et posons d’'une maniére générale

@

Rw,z, s) =z[(we+'k)7j'

k=0

b b .
Dapres cetle convention nous aurons

@+~ =@+ ) (1o R = 1 — o B

et la formule (5') deviendra

ieeriw:c
ey Kw,,5s)
i 3mi
— 5 (1—3) Qi —— (1--3)
=e® R,—w,1—35) +e 2 Rt —z,w, 1 —5)

ou, d’aprés (4), en changeant s en 1 — s:

(6) Rw,z, 1 —3s)

8 ) I m‘(% s——?w.t)

s
=(2—(7§|e Rz, —w,s) +e

MR e, w, 8]
Ly Y *

Cette formule devient une relation concréte en supposant que la partie
imaginaire de x est supéricure a zéro, que w est unc quantité réelle
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entre les limites (0...1) et que la partie réelle de s est positive;-si
elle fait partie de lintervalle (o...1), la méme chose aura lieu aussi
dans le cas ol la valeur de x est réelle. En exprimant les fonctions &
par les intégrales K au moyen de la formule (4) on obtient une rela-
tion entre les trois intégrales

Kw,z, 1 —s), Kz, —w,s), K1t —z,w,s)

Remarquons encore que pour s = o la formule {5) nous donne d'aprés
une digression facile

g2aiwe 1 . 1\ e?kw:i
== -— lim

I — e 2m b — 2’

R=D poeen

formule qui a été donnée par M. Kroxecker dans les Sitzungsberichte
der Preuss. Akad. der Wissensch. (Avril 1883 =t Juillet 1885).




