SUR UNE RELATION DONNEE PAR M. CAYLEY. DANS
LA THEORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES.

Extrait d’'une lettre adressée a M. Mittag-Leffler
PAR

CH. HERMITE.

Le n° d’Octobre 1882, du Bulletin des Sciences Mathématiques de
M. Darsoux, contient & la page 215, une équation intéressante ponr la
théorie des fonctions elliptiques, qui a ¢té découverte par M. CavLey, et
donnée par lillustre géométre soms la forme suivante. Supposons les
quatre quantités w, v, 7, s, assujetties & la condition

H+vtr4 =20
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Cette (quation remarquable se démontre facilement an moyen des for-
mules dont je fais usage depuis longtemps dans mes lecons de la Sorbonne,

et qui donnent la décomposition en élements simples, des trois quantités:

snzsn(e 4 a), cnxen (v 4 a), dnxdn (z + a).

Soit
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la premiére de ces formules, n'est autre que la relation fondamentale de
JACOBI, & savoir:

snxsn (x4 a) = [4(2) — Z(= + a) + Z(a)];

Psn a

nous avons ensuite

cnxcn(z-{-a)—cna——kd [A(v)—- L + a) + Z(a))
dnzdn(x + a) =dna —— [J( 2) — Z{z + a) + Z(a)].

Cela étant, si T'on fait u = z et 7+ s=a, de sorte qu'on ait v = —zx—aq,
la relation a établir devient

E*snawsn(x+ a)snrsns

+ chzen(z+ajcnrens
3

-——7:—, dnzdn (z + a)dnfrdus=-.~k_2.

En cemployant maintenant les formules que je viens de rappeler, et posant
pour abréger:

1

“iPsna sn a

[4(x) — Lz + a) — Z(a)]

on trouve
Uk*snrsns + ecnrens(ena — Udna)

dn a it
—dnrdns —— Uecnal=—4+
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ou bien:
(k*snrsns—ecnrcensdnae + dnrdnscna)l
i
+cnrcnscna-—- dnrdnsdna——z—,«

Il suffit donc de faire voir que Ton a:

KF*snrsns—cenrensdna +dnrdnscna = 0

1 k?
cnrenscna — o dnrdnsdna-—-———]-—
(1

Acta mathematica. 1. 47



370 Ch. Hermite,

sous la condition r 4+ s = a. Soit r = — z, et par conséquent s = a + 7,

les relations que nous obtenons ainsi, a savoir
F*snesn(@+a)+cneen(z+a)—dnzdn(z 4 a)dnae =0

. '
dnzdn{z + a) dna=—-;:T

1

cpwcn(a:+ aycn g — x

reviennent exactement & celles qui résultent des formules de décompo-
sition en éléments simples que nous venons d'appliquer, en éliminant-la
quantité désignée par U. On trouve ainsi en effet:

cnzen (¢ 4+ a)=cna—snzsn(z + a)dna
dnzdn(z 4+ a) =dna —k*snzsn(x + a)cna;

or en multipliant la premiére de ces égalités par dna, la seconde par
cng, on en conclut, en retranchant membre a membre, la premiére des
deux équations a établir. La suivante gobtient par un calcul semblable,
qui revient a l'élimination de la quantité sn z sn (z + a).




