ARKIV FOR MATEMATIK Band 1 nr 31

Communiqué le 11 Octobre 1950 par F. CarLsoN et J. MaLmquisT

Sur les fractions continues monotones non-décroissantes
périodiques

Par Forke RyDE

Soit donnée une fraction continue de la forme

a a a. am
__Iﬁ+_,2i|+j_|+...+_|+‘.._

[sa, @ las |am
ol s; ay, Gy, dg, ... Gm, ... sont des nombres entiers positifs tels qu’on ait

alédgédgé"'gamé'“

Dans un mémoire présenté & 1’Académie des sciences de Stockholm?!, j’ai traité
cette classe de fractions continues sous le nom de fractions continues mono-
tones non-décrotssantes.

Les fractions continues monotones non-décroissantes sont périodigues si et
seulement si tous les nombres @, sont égaux pour tous les indices n & partir
d’une certaine valeur N. Evidemment chaque fraction continue monotone non-
décroissante périodique représente une quantité irrationnelle quadratique réelle.
Mais le probléme inverse présente des difficultés singulidres. Le résultat le plus
précis que j’ai obtenu dans cette direction est contenu dans le théoréme suivant:

Soit donnée une équation quadratique irréductible P62 + Q @ + R =0, dont les
coefficients P, Q et R sont des nombres entiers sams aucun facteur commun et
dont Uune des racines, soit

g V&@—4PR_ @
2P 2P’
satisfait @ la condition
V@*—4PR @

La condition nécessaire et suffisante pour que le développement uniquement dé-
terminé de 0 sous la forme d’ume fraction continue monotone non-décroissamte Sost
périodique, c’est-d-dire qu’on ait

\

* Eine neue Art monotoner Kettenbruchentwicklungen, Arkiv fér matematik Bd 1. Nr 22
(1950).
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F. RYDE, Sur les fractions continues monotones non-décroissantes péricdiques

VQ2—4PR Q all “2] “3'

. A - I L R
2P 2P Isal lay ~ |as
Gm—2 Am—1 Am (o
1 Omez] | ma] | am| n :

Iam—Z |am—1 Iam I'J IO'
oU S; Gy, Gy, O3, ... Ay—-2, Au—1, Ay et o sont des mombres entiers positifs tels
qu'on ait

aléagéagé"'éam—2§am~1§am§0'a

est que

1. o soit contenu dans U'ensemble des nombres entiers
‘"~{T” + (2) 2T —2)(T +2) + (Z) Tr=4(T —2)2(T + 2)® + ~-}—2,

ou n est un nombre entier posztzf et ou (T; U) est le systeme des solutions les plus
petites positives de Uéquation de Fermat-Pell, 2 — Du®=4, ott Q* —4PR = 8% D,
S? étant le facteur entier carré le plus grand qui est comtenu dans Q*— 4 PR;

2. am-1 et an dépendent de P, Q, R, s, ay, as, as, . .. am—2 et o de la maniére

suante
2—4PR -
¢ (BEy—Ey)- ]/Q {PE1¢2+%(E1+1¢2)¢+RE2}
o ElEz(P¢2+Q¢+R> -
et
¢
- — 2+ (B + + RE
" =0._ 0(0+4) PE1¢ 2(E1 E2)¢ 2,
"2 Q*—4PR (B —Ey) ¢
ot
¢:_“1_|+22_|+“i|+, +%:2_|+1
sa;  las  |as | am—2
et
Ep=1+ | omeel 0] al
|am—2  |am-s las ~ |sa
et
Bp—1+ ozl sl
Am—2 lam—a Iag

Dans le cas otr m = 2 les expressions ci-dessus se simplifieni en

! Remarquons ici qu’on peut, en partirant des expressions ci-dessus de a,_, et a,, ob-
tenir des expressions de a, et 0 en P, @, R, s, a1, a3, 03, ... Gp,_ 1.
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o |/ @—4PR_(Q
2 ] oo+ 4) (2+Rs)
al Ead —
s (— +Q + Rs)
el
_o_]/ oletd (@ )
%=y ]/Q2—4PR (2 + Rs
De méme, pour m = 1 les conditions correspondantes deviennent
o
a @"*“’” -k V gy

2

Pour démontrer la nécessité des conditions, supposons que le nombre entier
positif Q> — 4 PR contienne un facteur entier carré S% et que S? soit le facteur
entier carré le plus grand qui est contenu dans Q2 — 4P R. Posons Q*—4 PR =
= 82D et considérons 1’équation diophantienne de Fermat-Pell

(1) 2 — Du® = 4.

D’aprés la théorie générale de cette équation il existe une infinité de solutions
en nombres entiers positifs ¢ et u, et on les obtient toutes par I’équation

t+uVD (T+UVD\"
2 2

&

ot 7', U est la solution la plus petite en nombres entiers positifs et ol I'exposant
doit parcourir tons les nombres entiers positifs. Ainsi nous obtenons

©) t= 21—"{T" + (Z) T*-2DU? + (Z) T4 D2U* + }
En éliminant D par suite de la relation D = (I® — 4)/U® nous obtenons
@) =2 {1“ + (’2‘) Tn=2(T —2) (T + 2) +

+ (Z) Tn-4(T — 202 (T + 2)% + }

De méme, en éliminant D par suite de la relation D = (2 — 4)/w® nous ob-
tenons que le nombre Q> — 4 PR = 82D peut s’écrire

Q*—4PR- & D\:-jf( —4) = Sz{(t——Z) +4(t—2)}-:i—zv(v+4),

ol
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F. RYDE, Sur les fractions continues monotones non-décroissantes périodiques
2"y v=t—2= 21_"{1"" + (Z) 2T —2)(T + 2) +
+ (Z) Tr4(T —2*(T + 2 + -~~}—2.

11 s’ensuit que le nombre 6 = (VQ* —4 PR —Q)/2P peut s'écrire

s V@ —4PE—Q _SVolw+4)—Qu _3280+8v—Qu
2p B 2 Pu = 2Pu ’

ot w= (Voo +4)—0)/2. )
Employons maintenant le théoréme suivant que j’ai démontré ailleurs: 1 «Soit
donnée une substitution linéaire

dont les coefficients «, B, ¥ et d sont des nombres entiers quelconques avec la
seule restriction que ad — By % 0. Soit aussi donnée une équation quadratique
irréductible pw? + g + 7 = 0, dont les coefficients p, ¢ et r sont des nombres
entiers sans aucun facteur commun, d’ailleurs quelcongues avec la seule re-
striction qu’entraine la condition d’irréductibilité. Cela posé, on peut toujours
déterminer — et d’une infinité double de manidres — une autre substitution
lindaire (4w + B)/(Cw + D), dont les coefficients 4, B, C et D sont des nombres
entiers tels que I’équation quadratique donnée peut s’écrire sous la forme

ocw+ﬂ_Aw+B.»
yo+6é Co+D

En vertu de ce théoréme 1’équation w? + vew = v, qui est satisfaite par

¥4+ 4v—0
= =" 7,
2
92 .
peut s8’écrire

280 +8Sv—Qu Ao+ B
0-w+2Pu  Co+D

ot 4, B, C et D sont des nombres entiers, et, par conséquent, le nombre
VQ:—4PR— : e
0= Q 5P E—0Q peut toujours s’exprimer et d’ailleurs d’une infinité double

V@Q*—4PR—Q Aw+B
2P Co+D

et cela pour toute

de maniéres sous la forme 8 =

! Les quantités irrationnelles quadratiques et les substitutions linéaires. Arkiv for mate-
matik. Bd 1. Nr 15 (1949).
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valeur donnée de w =} (Vv(v + 4) — v), ot v est un nombre entier positif arbi-
trairement choisi parmi I’ensemble des nombres entiers positifs (2"').

Quant aux coefficients A, B, O et D nous obtenons les relations suivantes
(3) en identifiant les équations

28w+ 8Sv—Qu Ao+ B

= 2 — e
S Pu Cw-i—Detw +ovw = v:

C(Sv—Qu)—2Pud+28D —

28C
(3)
D(Sv—Qu)——ZPuB:»_v
28C ’
d’ott découle
(34) p-f¥ 4,808 ¢
et
_Sv o, So—Qu
B—Pu C+ 2Pu D,
d’olt par (3 A)
_Sv 4, Sv—Qu(Pu .§£+Q“.)
B‘_Pu ¢+ 2Pu (S 44 28 ¢
_ Sv—Qu Sv | 8% — Q%
Y 'A+(H+ iPus )O
~ Sv—Qu SPo(v + 4) —Q*u®
=g AT 4Puf ¢
_ Sv—Qu S2Du? — Q2>
=—a5 Atz ¢
_Sv—Qu, Y% e n_ 0.
= 25 A+4PS(SD Q- C
_Sv—Qu . wu '
=8 AT ipstPEC
et alnsi
(3B) g-Sv=Qu ,_ Ru o

28 S
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F. RYDE, Sur les fractions continues monotones non-décroissanies périodiques

Il sensuit que le nombre § = (VQ2 —4 PR — Q)/2P peut toujours s’exprimer
sous la forme

Sv—Qu Ru

, V@ iPR—Q _ 4gip_A”+ 25 475 C
2P Cw+ D Pu Sv+Qu
do
o Sv—Qu_Ru C
" o4 25 S 4
C _'_ﬂ 4+Sv+Qu
5 ¢ 38

ol w= %(V?(—L::T)— v), v étant donné par (2”). L’expression (4) peut étre
modifiée de la maniére suivante. Nous avons @*—4PR = S%D et v(v + 4) = Du?,
d’olt Pon conclut que

]/R&ML_E
Q*—-4PR S
{Remarquons en passant que le nombre // Q’Qz)(_b_: ;’)R est rationnel.) Nous
obtenons
v+ 4
e l/Qz P VQ2 LPR
C v+Q l/ 'u(v+4 S
R, 5 S o+ 4) A
@Q*—4PR C

Supposons maintenant pour démontrer la nécessité des conditions du théoréme

énoncé que le développement de 0 = (V@Q* —4PR— Q)/2P en fraction con-
tinue monotone non-décroissante soit périodique, c’est-a-dire de la forme

V@R —4PR—Q a| ay| as]
p Y& AL el G| @l
2P |s +|a2+|a3+ * :
S e P I I e
lam-2 " {am—1  Jam [0 |o
oll 8} ay, Ag, U3, - .. Im—2. Bm—1, An £ ¢ sont des ertiers positifs tels qu’on ait

QWEGE=GS Z0n2=0m-15 an = 0.
D’aprés la théorie générale des fractions continues nous pouvons écrire
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An-3(Vo(s +4) —o0)

{5) ’ b ALY S
2P B+ Bu-1- 3 (Vo (o + 4) — o)
e A
1 — 4o
= An—r f Vo o+ 4)4_f?,,,ﬁ,,4?'1':!,
B 1(Vo(o+4)—0) + Bu_
Bm~1
ol
An _ a|  ao| ag| L ms|  amea] | am]
Bm Isal I 223 Ia3 Iafm-2 |a'm'1 I Um
et
im—l . qlJ + a‘zl + g?l R q’,’,’};zl 4 Z"}i,l,
Bno1 |say  |ap  ay lam—2  |am—
car la quantité positive
T = (Ll + Iy
lo " |o

satisfait évidemment & Iéquation quadratique 2? 4 oz = o.
En identifiant les expressions (4') et (5) de 6 nous obtenons

Vo(o +4)—o+ 24w

(6) Am‘l. Am-1
Bu- Vo(o +4)—o+ 28n

Bm—l

4 Vo +4)—@Q-

C VWIT)+Q.]//@+ 2P‘/f7}@

En posant
_ A
m—1
A
k=%
24
M=—0o+—F""
¢ Am—l
oy 2Ba
a * Bm—l

v(v+4)

|/ gt s Y e —irr
Q* — 4PR 4c

) 4) 4
Q*—4PR " Q®*—4PR C

(M < N)
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F. RYDE, Sur les fractions continues monotones non-décroissantes périodiques
: C v(v+4
— (@ +2R- / T( )
4 @Q*—4PR

(Q+2P )l/Q”EZ;R (M, #~ Ny),

ol toutes les expressions sont rationnelles, Péquation (6) se simplifie en

I

M,

I

Ny

K}%wf4y+M' VM@+M+AA
Vo(o+4) + N Vv (v +4)+ Ny

d’ol1 découle
Kok MoN o MM
Vo+4) +N Vo +4) + Ny

et par suite

K+Km;ma€w?5—m:k k(M,—N,) (Vo (v + 4)—Ny)

o(oc + 4)— N? v(v+4)— N3

On en déduit

W
oo+ 4) — N?

-Vﬂ??@~%ﬂ@7ﬁ%wﬁ@?ﬁ=
KEN(M—N) kNy(My—Ny)
o(c+4)—N*  o(w+4)—N;

—k—K+

En observant que l’expression 3 droite est rationnelle tandis que l’expression a
gauche est irrationnelle, & moins qu’elle ne soit nulle, nous obtenons que le nombre

Vo(o +4)
Voo +4)
positifs sans aucun facteur commun. Cela posé, nous obtenons

doit étre rationnel, soit = 2, olt p et g sont des nombres entiers
q

2

aw+4pqa+m%—4=%-m+2ﬁ—@.
Mais (v + 2, ) est une solution de I’équation 2-—4 = Du?, Il s’ensuit que
2.2 :
w+2ﬁ—4=%§~ﬂ

En observant que ’expression & gauche représente un nombre entier, nous ob-
Y oA . . ! .
tenons que “— doit é&tre aussi un nombre entier. En effet, nous avons supposé

que le nombre D ne contienne pas de facteur carré. Par conséquent, ¢ ne peut
pas contenir de facteur qui n’entre pas comme facteur en w, car au cas con-
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traire D doit contenir ce facteur doublement, ce qui est impossible. II s’ensuit
que (o + 2, pu/q) est une solution de 1’équation (1) de Fermat-Pell et, par con-
séquent, o est contenu dans ’ensemble des nombres entiers (2").

Nous pouvons donc fixer la valeur du nombre v en le posant égal & o.
Observons de plus que les nombres entiers 4 et C dans 'expression (4') sont
encore indéterminés. Ainsi nous sommes en droit de fixer leurs valeurs de la
maniére suivante 4 = 28 Aw—1, C =28 Bn_1, d’olt

A Am 1
7
( ) C Bm 1
, A Am—l 2 . 34 s
En abrégeant nous posons C- B~ ¢. Alors I’équation (6) peut s’écrire
m—1
- m o R
Voo +4) —o+ 24m Va(a+4)—(Q+?—)r
Am—l i ¢ ,
]/0.(0+4)_0.+2B_m VG(G+4)+(Q+2P¢)7’
Bm-—l '
. a(a + 4) ,
ol 7 = F—4PR désigne un nombre rationnel. De cela découle

Vm)'-(r(c) +2Pg) + ;2{7%* lzgf : (‘9 " %))

oo i) saen oo 3) o)

En observant que D’expression & droite est rationnelle tandis que I’expression
a gauche est irrationnelle, & moins que la parenthése dans ’expression & gauche
ne soit nulle, nous obtenons

Bm ‘Am r .
8) Bm_l”‘Z”:=‘;'(P¢2+Q¢+R)
et
9) A"‘ (@ +2Pg) + (Q+—) =§-(P¢2+Q¢+R).

Remarquons en passant qu’il découle de (8) et (9) en éliminant (P¢*+ Q¢+ R)/¢
que -

An 09 —Qr¢—2Rr

B, o+Qr+2Pr¢

_D’aprés la théorie générale des fractions continues nous avons (cf. O. PERRON,
Die Lehre von den Kettenbriichen, Leipzig und Berlin 1929, p. 12)
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F. RYDE, Sur les fractions continues monotones non-décroissantes périodiques

7BL”__aam+,iaﬂ~l+a7mi‘+.“+aL’|+&':am_;_ ‘am
B, lam—1 = |am—2 lag  [say an-1 - By
ot
Byo1b tdpmel el el
|am—2 I“m 3 |a2 |S‘11
De méme nous posons
A tm | | Omo1] ag| | a] Om
e i R
Am—1 " amo1r |am_2 las  |a. "™ m-1- By
oll
E_1+;1_|+(Lmi'+ +a4|+a3|( 2) - (Ey = 1 pour m = 3).
lam—2  |am-s lag o

En faisant usage de ces relations on trouve par 'intermédiaire de (8)

4 a T
P = — . (P¢? + Q¢ + R),
i1 By, ami-By 4 (P¢" + Q¢ + R)

d’olt découle

: an _ BB 1 b
(®) o e (PE QT R

et par l'intermédiaire de (9)

, (2773 Z_R
) (ot g)@r2pe s (s 2o g (e %))
g (Pg?+ Qo + B),
d’ott découle
Q+g§
g R\ o 2 _ O Q+2P¢- ¢
200(Q + Py +3) = 2o g Qo - 2 (O i

En remplacant ici am/am—1 par 1’expression dans (8) nous obtenons

%”-(Nz FQpt B) = 1 (Pg+ Qe+ B)—
2R
Cia
BBy 7 Q+2P¢ " ¢
B, py (PP Qe B \ TS g

En divisant par lexpression 2(P¢* + Q¢ + R)/¢, qui ne peut pas s’annuler,
on trouve, en tenant compte de la valeur de 7,
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I/Q2—4PR (B2 — E1)¢

Par l'intermédiaire de (8') nous obtenons finalement

2—4PR B +E
w3/ SR (png e 0 BBy )

E\Ey- (P¢* + Q¢ + R)

(11) Ap—1 =

Il s’ensuit que les conditions du théoréme énoncé sont de nécessité remplies.
Il reste 4 démontrer que les conditions du théoréme en question sont suf-
fisantes pour que le nombre irrationnel

0=£|+M+£I+..,+am_2l+%-,L|+aﬂl+o;|+g_l+__,,
lsay  lay  |as lam—2  |am—1 |am |0 |o |
oll 8; a1, Gg, @3, - .. Gm—2, Am—1, Om, ¢ sont des nombres entiers positifs tels

qu’on ait

IA
a

NEBERS  Zn-—2=0n-1=an

satisfasse 4 D'équation quadratique P62 + Q6 + R = 0. D’aprés la théorie gé-
nérale des fractions continues nous pouvons écrire (cf. (5))

Ap-1-p+ zian R Am/A@j

0:Bm-l‘fp+Bm B Er;o—_l(P"‘Bm/Bm—l

(22
Am—1 * E2
A
Am—1 - E]_

@+ am+

@+ + -

selon la définition de ¢, E, et E, et en posant

_Vole+4)—0o _d]

4
> |6+| + -

g

En divisant les expressions de a, et an_1 de 1’énoncé du théoréme en question
on obtient

am E1E2 V (0+4) P¢*+Qo+R
P Q*—4PR ¢

En substituant aussi les expressions de ¢ et de a, nous obtenons
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RE
Va(a-;z‘ oo+ 4) PE1¢+Q(F1+E2) 2
0-g- ] Q*—4PR B,—E, ,,,,+
ey T e PE¢+Q(F + By + 25
Voo+4) |/ olc+4 ~ " ST T
2 / Q2_4PR EZMEI
N »A__Elﬁﬁ o(c+4) P+ Qp+R
E,—E Q2—4PR é 7
l/ o(oc +4) P+ Q¢+ R
El Q2—4PR ¢
d’ou
V@ —4PR, 1 RE, QE, QE, RE,
] 2 +E2—E1.(QE1+ ¢ T 9 T o T ¢)
Tt Ve Tirr, 1 5 OE
9 5 H+ET_71'(PE2¢+QE2 PEI¢>~--h 22)
V@* —4PR _Q R
—¢- 2 2 ¢
2
Ve —¢ 24~P—E+Q+P¢

En multipliant le numérateur ainsi que le dénominateur par (VQ®*—4 P R—Q)/2
nous obtenons

(VQ2 —4PR_Q R )(V02—4PR Q)
¢

2 2 2 2
0=¢'Q —4PR @ V@ —4PR_Q
4 __T“LP‘i’( 2"__5)
(VQz—4PR_Q_R)(VQ2—@_Q) o
— g 2 2 ¢ 2 2/ _V@—4PR_ @
P (VQ2—4PR_Q_E) ' 2P 2P
¢ 2 2" 3

c’est-4-dire, le nombre 0 satisfait 3 I’équation P 9%+ Q6 + R = 0.

Tryckt den 28 februari 1951
Uppsala 1951, Almqvist & Wiksells Boktryckeri AB
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