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Communiqu6 le 24 janvier 1951 

S u r  u n  t h 6 o r ~ m e  d ' A x e l  T h u e  

P a r  TRYGVE N A G E L L  

w 

On dolt  ~ AXEL THUE le th6orSme remarquab le  que voici:  1 

Th6or~me 1. Soit p un nombre premier. S i  a est un nombre entier non 

divisible par p, on peut trouver deux nombres entiers positi/s x et y ~ V p  et 
tels qu'on ait 

(1) a --- ~: x_ (mod. p) 
y 

pour l'un ou l'autre des deux signes. 

D6mons t ra t ion .  Consid6rons la total i t6  des nombres  de la forme a y + x, 

oh x et y sont  des nombres  dans  la suite 0, 1, 2 . . . .  , [Vp].  (Comme d 'ordi-  
naire [c] signifie le plus grand hombre  entier  ~ c.) Le hombre  de ces hombres  
6 tant  6gal s ( [Vp] + 1 ) 2 >  p, i] y e n  a au moins  deux qui sont  congrus mo-  
dulo p. Si nous supposons 

nous aurons  
a y l  + Xl ~ ayu + x2 (rood. p), 

(2) 

Ici  on a 6v idemment  

a (Yl - -  yg.) ~ xg. - -  Xl (rood. p). 

o < l y l  - y ,  I <= [V~] ,  0 < 1~1 - ~21 =< [~p]. 

E n  effet, si l 'une des diff6rences X l - - x 2  e t  Y l -  Y2 6tai t  6gale s z6ro, l ' au t re  
le serai t  aussi. Si nous posons dans  (2) Ix1 - -  x21 = x e t  l Yl - -  Y2 [ = Y, nous 
aurons  la congruence 

a y - -  + x (mod. p) 

et le th6or~me 1 se t rouve  d6montr4.  

1 Voir AXEL TmlE, Et  par antydninger til en talteoretisk methode, Vidensk. selsk. Forhandl. ,  
Christiania 1902, No 7. 
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w  

Quand nous parlerons de la representation (1) du nombre a nous supposerons 
toujours que (x, y ) =  1. l l  suffit de consid6rer les valeurs a = 1, 2, 3 , . . . ,  
p - - 1 .  

Pour p = 3 nous avons les repr6sentations suivantes 

1 
1 ~ 1 , 1  2 ~ - - i  (rood. 3). 

Pour p = 5 toutes les representations du type (1) soar donn~es par  

1 - - 1  2 1 3 1 2 1 (mod. 5). 
1 '  2--1-- 2 '  --2-- 1'  4----~ 

Pour p = 7 nous avons ]es repr6sentations 

1 2 1 1 2 1 
l - -  i ,  2 - -  i ,  3 - -  2 '  4 ~ - ~ ,  5 - -  1 '  6--------i-(m~ 

Pour p = 11 on aura les repr6sentations 

i 2 3 3 2 I 3 I 
I----E, 2--i ,  - - i - -  3' 4--3-- 2' 5------ 2' 

1 1 3 3 2 2 1 
6--~, 7-- g--2, 8-- i --g,  9-- i, I0"- -  i, 

oh le module est = 11. 
On voit que dans les cas de p = 3 et /~ = 7 il n 'y  a qu'une seule represen- 

tat ion de chaque hombre a. Dans les cas de p = 5  et p =  11 il y a deux 
representations de certains nombres a. 

S'il existe au moins un nombre a ayant  deux repr6sentations du type (1) 
avec 0 < x < Vp ,  0 < y < ~ p  et (x, y) = 1, nous dirons que le hombre premier 
p e s t  de la premiere catdgorie. Si pour tout  nombre a i l  n 'y  a qu'une seule 
repr6sentation, nous dirons que le nombre premier p est de la seconde ca- 
tdgorie. 

Ainsi les nombres premiers 5 et 11 sont de la premiere cat~gorie, tandis 
que les nombres premiers 3 et 7 sont de la seconde cat~gorie. 

T o u s l e s  nombres premiers ~ -  1 (mod. 4) sont de la premiere cat~gorie. 
En effet, on a p = x 2 +  y2, off x et y sont des entiers positifs < V ~ ;  done 

x =  Y (mod. p). 
y x 
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Th~or~me 2. Le nombre des reprdsentations du type (2) d'un nombre donnd 
a est au plus dgal d 2. S'il y a deux reprdsentations, on a l e  signe supdrieur 
dans l'une d'eux et le signe in/~rieur dans l'autre. 

D ~ m o n s t r a t i o n .  
du type  (1): 

Supposons qu 'on  air les deux representa t ions  diff6rentes 

U I U l  
a ~ - (rood. p), a ~ - -  (rood. p), 

V q)l 

off u, v, Ul, vl sont des entiers (diff~rents de z4ro), don t  les valeurs  absolues 
sont _--<_ [Vp]. La  diff6rence uv~--UlV est  divisible par  p ;  elle est  diff6rente 
de z4ro, puisque (u, v) = (ul ,  vl) = 1. l~ous aurons  done 

~ I ~ v ~ - ~ v l  < 2 (V~,) ~ = 2 p  
et  pa r  suite 

l u v l - u l  vl = p. 

Si u et Ul ont  le m~me signe, on a 
V V 1 

I u Vl - u l  v I < ( V ~ )  ~ - ~ = p - ~- 

I1 fau t  done que _u et  U l soient de signes opposes, i l  en r~sulte qu' i l  ne 
V V 1 

pout  pas exister  trois repr6sentat ions diff6rentes du m6me nombre  a, et le 
th6or~me 2 est d6montr6.  

Pour  qu' i l  y ai~ deux representa t ions  du nombre  positif a, il fau t  que 
T 

a > [Vp]. EI~ effet, supposons que a ~ - - - ( m o d ,  p), O < x < ] / p ,  O < y < V p ,  
y 

(x ,y )  = 1 et que a < [ V p ] - l .  Si nous posons a y + x = p h ,  oh h est un 
entier  positif, nous avons 

d'ofi h = l .  Donc  

contre l 'hypoth~se.  

ph = ay  + x <  [Vp] 2 + [VT] < 2p ,  

p - - x  

Y 
> p - [V~]  > [V~]  - 1 
= [ r ~ ]  

w  

Quand ~ (m) signifie la fonct ion d 'Euler ,  nous posons 

k = l  
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On en d6duit  sans peine l ' identit6 

(41 ~ ( n ) = � 8 9  ~ ( ~ 1  k + ~ �9 
k=l 

A l 'aide de ce r6sultat  on 6tablit facilement la formule approximat ive  

3 n2 (5) r (n) = ~ + 0 (n log  n).  

Pour  la d6monst ra t ion de ces r~sultats je rerivoie ~ HARDY and WRIGHT, An 
introduction to the theory o/ numbers, Oxford 1945, Theorem 330. 

Si nous d6signons par  A (p) le nombre  des nombres  de la forme + x 
y 

et y sont des hombres  entiers positifs < [Vp], tels que (x, y) = 1, il est ~vi- 
dent  que 

(6) A (p) = 4 �9 ([Vp]) - 2. 

T h ~ r ~ m e  3. Les nombres premiers 3, 7, 23 et 47 sont de la seconde catdgorie. 

En  effet, pour  que le nombre  premier p soit de la seconde cat6gorie, il fau t  
et il suffit que 

p - -  1 = A (p) = 4 ~ ( [ V p ] ) -  2. 

Pour  p = 2 3  on a [Vp] = 4  eL 

(4) = r  + ~(2) + ~(3)  + ~(4)  = 6, 
doric 

4 r  = 22 = p - - 1 .  

Pour  p = 4 7  on a [Vp] = 6  et 

donc 

( 6 ) = ~ ( 1 ) + ~ ( 2 ) + ~ ( 3 ) + ~ ( 4 ) + ~ ( 5 ) + ~ ( 6 ) = 1 2 ,  

4~D(6) - -  2 = 46 = p - -  1. 

Nous  savons d6jk que 3 et 7 sont  de la seeonde eat6gorie. 

E n  ver tu  de la formule (5) on aura 

) A (p) --  (v  - -  1) = 4 �9 ( [ V ~ ] )  - v - 1 = ~ - 1 p + 0 ( ~  log v) .  

On en eonclut que la difference A ( p ) -  ( p -  1) est positive pour  t o u s l e s  p 
suff isamment  grands. I1 en r~sulte 
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Th6or~me 4. II n'y a qu'un nombre /ini de nombres premiers de la seconde 
cat~gorie. 

Pour d~terminer tous ]es hombres premiers de la seconde cat6gorie il suffit 
de pr6eiser la Iormule (5) et la remplacer par une in~galit6. On peut p. ex. 
v6rifier que 

) ~ ( x ) >  - - x  2 - � 8 9  x + 1 

pour t o u s l e s  x =>-2. Cependant, cette m6thode entralnerait des calculs nu- 
m6riques trSs p6nibles. Par  cette raison nous allons nous servir d'une autre 
m6thode pour d6terminer t ous l e s  nombres premiers de la secondc cat6gorie. 

w  

Pour tout nombre premier p > 3 on a l'in6galit6 

(7) p =< [Vp] ~ + 2 [Vp] - 1. 

En effet, si nous posons [Wp] = ] f p - e ,  oh 0 < s < ], nous aurons 

p - [ V ~ ]  ~ - 2 [ V ~ ]  = p - ( V ~  - ~ ) ~ -  2 V p  + 2 ~ = 

- - ( 2 e - 2 )  V p + 2 e - e  2 =  (2 e - -  2) ]/p - -  ( 1 - -  e) 2 +  1 < 1 .  

p 6rant un hombre premier > 3 on ne peut pas avoir 

p : [Vp] ~ + 2 [Vp]. 

Ainsi l'in6ga]it6 (7) est 6tablie. 

Th6or~me 5. Tout nombre premier p satis]aisant d l'in~galiM 

(8) p - -  [Vp] ~ < Vp 

est de la premiere cat~gorie. 

Car dans ce cas le nombre [Vp] a l e s  deux repr6sentations 

[l/p] ~ [ - ~  (mod. V) 

et 

[Vp] = p - [ ] J~ ]~  (rood. p). 
[V~,] 
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Th~or~me 6. Tout hombre premier p > 3 satis/aisant aux indgalitds 

(o) p - IVy]  ~ > Vv  

et 

(lO) p ~ [Vp]  2 + 2 [ V p ] - -  1 

est de la premiere catdgorie. 

D~monstration.  Nous avons  

(11) 

et 

(12) 

[V~] + 2 -  

[Vv] + 2 -  

[V~]  2 + 2 [ V p ] - - p  (mod. p) 
[Vv] 

p _  [ V p ] 2 _  []Fp] + 2 (rnod. p). 
I V y ] - -  1 

I1 en r6sulte que le nombre  [Vp]  + 2 a deux  repr6sentat ions.  Car, en ve r tu  
des in6galit4s (7), (9) et (10) nous avons  

et 

1 < IV'p] e + 2 [Vp] - p < [Vp] 

2 < v - [V~]  ~ - IVy]  + 2 < [Vv]  + 1. 

Th6or~me 7. Tout nombre premier p > 47 tel que 

(13) p = [Vv]  ~ + ~ [ V } ]  - 1 

est de la premiere catdgorie. 

E n  effet, dans  ce cas le nombre  [Vp]  + 4 a l e s  deux  repr6sentat ions  

et  

[V~] + 4 : :  [v~l  - 3  (rood. p) 
[V~] - 1 

[Vp]  + 4 ~ 7 (mod. p). 
[ v v ] -  2 

Car, p ~tant  > 47, on a [] /~] > 7. 
On voi t  a is~ment  que les hombres  7, 23 et 47 sont  les seuls nombres  pre-  

miers _--< 47 a y a n t  la forme (13). 
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11 r~sulte de tout ce qui pr6cSde dans ee num~ro: 

Th~or~me 8. T o u s l e s  nombres premiers sent de la premiere catdgorie sau] les 
nombres 3, 7, 23 et 47. 

w  

S i p  est un nombre premier impair, nous ddsignons par y~p le plus peti t  
nombre premier impair, qui est un non-reste quadratique modulo p. 

Dans un travail  ant~rieur nous avons ~tabli les r~sultats suivants:  1 

1) S i p  ~ 1 (mod. S), on a ~p =< [V~]. 

2) Si p -  5 (mod. 8), on a ~pp =< [ V ~ ] .  

3) Si p - - ~ 7 ( m o d .  8) et p > 7 ,  on a ~ p _ - < [ V ~ ] - l .  

4) Si p - - 3 ( m o d .  8) et p > 3 ,  on a ~ p v ~ [ 2 V p ] + l -  

Au troisigme de ces r~sultats nous allons, apporter  la pr4cision suivante:  

Th~or~me 9. S i  p e s t  un  hombre premier ~ 7 (rood. 8), on a 

(14) w --< 

saul pour p = 7 et p = 23. 

D~monstratlon. Le th~ordme n 'est  pas vrai  pour p = 7, vu que IV7] = 2. 
I1 n 'est  pas vrai non plus pour p = 23, puisque [V23] = 4, et que 3 est un 
reste quadrat ique de 23. Le th~or~me est vrai pour p = 47, puisque [ l / ~ ]  = 6, 
et  que 5 est un non-reste quadratique de 47. 

Soit ensuite p un nombre premier - -  7 (rood. 8) qui est de la premiere cat~- 
gorie. Alors, d'apr~s le th~or~me 8 il existe un nombre entier a qui possdde 
deux repr6sentations 

x 
(15) a ~ - (mod. p), 

Y 

_ X l  (16) a = - - -  (mod. p), 
Yl 

oh les  entiers x, y, Xl, Yl sent positifs et ~ ]/p. 

x Voir T. NAGELL, S u r  les testes et les non.restes quadratiques suivant  un  module premier, 
Arkiv f. Matematik, Bd 1, Nr 16, Stockholm 1959. Errata  k ce travail:  Page 186, ligne 18, 
remplacer K ( | / p )  par /~  (V-~p) .  Page 187, ligne 4, comptant en remontant, remplaeer 
p~ par p. Page 190, ligne 20, remplacer q par a. 
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Si a es t  u n  non - r e s t e  q u a d r a t i q u e ,  i l  r4sul te  de  ( 1 5 ) q u e  ou  x ou y est  
u n  non- re s t e  q u a d r a t i q u e .  P u i s q u e  2 est  u n  res te  q u a d r a t i q u e ,  on  en con-  
c lu t  que  

w =< IVY]. 

Si a est  un  res te  q u a d r a t i q u e ,  il r~sul te  de  (16) q u e  ou xl  ou Yl est  u n  n o n -  
res te  quadra . t ique ,  v u  que  - - 1  est  u n  n o n - r e s t e  q u a d r a t i q u e ,  l~uisque 2 es t  
u n  res te  q u a d r a t i q u e ,  il en r~sul te  q u e  

w < [V~]. 

Tryckt den 20 april 1951 
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