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Fast-monotone Kettenbriiche

Von Forke RypE

Wir betrachten einen (n + 1)-gliedrigen Kettenbruch der Form

a a Gn— n
o _1‘+\2,|,+...+,L1'i __l,
las * |as [ an [ @nt1
wo die Zahlen a,, ay, a3, ... Gn_1, @n, Gn:1 ganze, positive Zahlen sind, die
folgende Bedingungen erfilllen a; Z a9 = a3 = --- Z an—1 Z @n. Hinsichtlich der

Zahl an.; konnen folgende Fille unterschieden werden:

1. an+1=1. Der Kettenbruch mag dann ein monotoner, nicht-wachsender
Kettenbruch genannt werden. Ich habe diese Kettenbriiche in einigen
Schriften! untersucht.

2. 1 <ap+1 £ 2an.

3. 2an < apy1. Der Kettenbruch mag dann ein fast-monotoner Kettenbruch
genannt werden.

Hinsichtlich des zweiten Falles gilt folgender Satz:

Aus der Kettenbruchentwicklung

al a . an—-l am,
wamlal, el wl

lag * |as | an " |@nt
WO @y, Oy, A3, ... 0n—1, Gn, An+1 Solche ganze, positive Zahlen sind, dass die fol-

genden Bedingungen erfullt sind: a1 2 ay 2032 - Zan-1Zn und 1 < any1=24an,
kann tmmer durch fortgesetzte Entwicklung der Zahl an+1 wenigstens eine mono-
tone oder fast-monotone Kettenbruchentwicklung erhalten werden.

' Der Algorithmus der monotonen, nicht-wachsenden Kettenbriiche. Arkiv for matematik,
astronomi och fysik. Bd 31 A. N:o 19 (1944). Diese Schrift wird im Folgenden mit M. K. I
bezeichnet.

Uber die rekursorische Berechnung der monotonen, nicht-wachsenden Kettenbriiche, Arkiv
for matematik, astronomsi och fysik. Bd 31 B. N:o 12 (1944). Diese Schrift wird im Folgen-
den mit M. K. II bezeichnet.

Tafel und Nomogramm der monotonen, nicht-wachsenden Kettenbriiche. Arkiv for mate-
matik, astronomi och fysik. Bd 34 A. N:o 11 (1947). Diese Schrift wird im Folgenden mit
M. K. III bezeichnet.

Eine Produktdarstellurig der monotonen, nicht-wachsenden Kettenbriiche. Arkiv for mate-
matik, astronomi och fysik. Bd 34 A. N:o 16 (1947). Diese Schrift wird im Folgenden mit
M. K. IV bezeichnet.
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F. RYDE, Fast-monotone Kettenbriiche
Denn, wenn an+1 eine gerade Zahl bedeutet, fithrt die Entwicklung

On+1=%0n+1 + Tﬂltl“l

zu einer monotonen Entwicklung, da jani1 < an ist, und, wenn an41 eine un-
gerade Zahl > b5 bedeutet, fiihrt die Entwicklung

[Fansi] + 1] I
| 1 | 3 an+1]

zu einer fast-monotonen Entwicklung, weil dann

nt1=[3an1] +1 +

[%an+1] + 1=;2an+1_% + 1=%an+1 + %— =< an .

Denn zufolge der Bedingung a@ni1 S 2a, und weil a1 eine ungerade Zahl be-

deutet, ist @ni1 =< 2an—1, das heisst L ani1+3San. Weiterhin ist [} ani1] > 2,
da ani1 > 5 ist.

Es eriibrigt noch die Fille ay,1=5 und 3 zu behandeln. Im ersten Fall

fithrt die Entwicklung 5 =3 + %l + H + |~1I| zu einer monotonen Entwicklung,
weil 5 <2a,—1 ist, d.h. 3 <a,. Im zweiten Fall filhrt die Entwicklung

2|, 1]

3=2+ ﬁ + |~1 zu einer monotonen Entwicklung, weil 3 < 2a, — 1 ist, d. h.
2 £ ay.

Da die im vorstehenden Satz erwihnten Kettenbruchentwicklungen immer
auf die angegebene Weise zu monotonen, bzw. fast-monotonen Entwicklungen
fortgesetzt werden konnen, konnen wir im Folgenden von diesem Fall absehen.
Dagegen sind die fast-monotonen Kettenbruchentwicklungen als Entwicklungen

neuer Art im Verhiltnis zu den monotonen Entwicklungen anzusehen, was aus
dem folgenden Satz ersichtlich wird:

Aus der fast-monotonen Kettenbruchentwicklung

an—1| an |
| & |ont1

as |
laa

ay +“a1'

— -+
: |a2

+ o+
kann nimmer durch fortgesetzte Entwicklung der Zahl ani1 weder eine meue fast-
monotone Entwicklung noch eine monotone Entwicklung erhalten werden.

Denn es ist diesfalls nicht moglich, die Zahl a,:1 folgendermassen zu ent-
wickeln

by| . byl bm—1| b |

—=p + 22l ooty IR

R TN [bn  [bna
wo by, by, by, ... bm—1, by und bni1 ganze, positive Zahlen der Art sind, dass
by 2by2 b3 - 2 bu-1 2 bu und wo b; £ ay -ist. Denn unter den angegebenen

Bedingungen ist
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b | bnr—ll bm |
by + 2t 2y T2
2 lb3 * + I bm + lbm+1

und somit ay41 £ 26, d. h. ani1 < 2an, was im Widerspruch mit der Annahme
steht, dass der gegebene Kettenbruch ein fast-monotoner ist.

Im Folgenden beabsichtige ich die fast-monotonen Kettenbriiche der Haupt-
sache nach in gleicher Weise zu untersuchen, wie ich in den obenerwihnten
Schriften M. K. I-—-IV die monotonen Kettenbriiche behandelt habe.

I

Die Auseinandersetzungen in M. K. I §§ 1—6 behalten — mutatis mutandis
- ihre Giiltigkeit auch ricksichtlich der fast-monotonen Kettenbriiche. Folgende
Umstande miissen dabei beachtet werden:

1. Der Algorithmus fithrt zum Gclenknennerabbruch bei dem n-ten Gelenk
nicht nur fiir 7, <1 sondern auch fiir », = 1, wo r,, der n-te Gelenknenner bedeutet.

2. Der Algorithmus fithrt zum Abschluss bei dem n-ten Gelenk, wenn der
n-te Gelenknenner eine ganze Zahl bedeutet, die grosser als der doppelte Wert
der n-ten Gelenkzahl ist, d. h. 7, ganz und 7, > 2s,.

3. Bei jedem Schritt des Algorithmus, wie er in M. K. I § 5 formuliert wor-
den ist, muss die Moglichkeit einer Gelenkzahl [r» — 3] + 1 beachtet werden:
Wenn nimlich 1 <Cr, <[rn] + 3 und [ru] : (rn — [7a)]) eine ganze Zahl bedeutet,
liegt Abschluss bei dem (n + 1)-ten Gelenk vor fiir spe1 = [ra], d. h. sp41 =
=[ra — 3] + 1, falls dieser Wert nicht durch die Monotoniebedingung ausge-
schlossen ist. FEine noch grossere Gelenkzahl sni1 ist wegen der Beziehung
rn <[ra] + 1 ausgeschlossen. Wegen derselben Beziehung ist die Méglichkeit
einer Gelenkzahl syi1 > [r, — 1] im Fall #, = [ra] + } ausgeschlossen. Bei einer
Gelenkzahl s,1 < [r, — 3] ist Abschluss bei dem (n + 1)-ten Gelenk ausgeschlossen.
Denn diesfalls wird der (n + 1)-te Gelenknenner =s,y1, falls 1 <<#, < [r,] + 3
ist, woraus nédmlich folgt, dass [rn— 3] <[ra] — 1 ist, und somit sy4;<[r,— 1] =
S [ra] —1 =7, —1. Ebenso wird der (n + 1)-te Gelenknenner < 25,41, falls
tn 2 [ra] + 3 ist, da immerfort [r,] + 1 >, ist, woraus folgt, dass [r,—3] = [ra}
und somit sui1 = [rn — 3] =[ra] £ 72— 4. (Der (n + 1)-te Gelenknenner, 7,41,
ist mit dem w-ten Gelenknenner, r,, durch die Beziehung

Sp+1
n = Sp4+1 + —2
Tn+1

verkniipft.) Vgl. die Erorterungen in M. K. T § 2 und 3 oder den letzten Satz
dieser Abteilung, woraus ebenso folgt, dass Abschluss nur bei einer Gelenkzahl
[rs — 3] + 1 auftreten kann.

4. Wenn im Fall 1 <7, <[rs] + 4 ins besondere [r,] =1,d. h. 1 <7, <3/2
ist, liegt Abschluss bei dem (n + 1)-ten Gelenk vor, wenn und nur wenn 7,
eine Zahl der Form 1-+1/m mit m ganz und > 2 ist. Wenn dagegen [r,]=2,
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F. RYDE, Fast-monotone Kettenbriiche

d. h. 2<r, <b5/2 ist, liegt Abschluss bei dem (n + 1)-ten Gelenk vor, wenn
und nur wenn 7, eine Zahl der Form 2 + 2/m mit m ganz und > 4 ist. Die
genannten Zahlen gehoren zu denjenigen Intervallen, in denen sonst Gelenk-
zahlenabbruch vorliegt. .

Eine erhebliche Umarbeitung ist nur bei M. K. I § 8 erforderlich. Es gilt
der Satz: Es gibt keine rationale Zahl zwischen 1 und 3, die sich auf mehr als
eine Weise in der Form eines fast-monotonen Kettenbruches entwickeln lisst.
Hierber kann die Zahl 3 durch keine grossere Zahl ersetzt werden.

Der letzte Teil des Satzes ist evident. Denn die Zahl 3 +

1
Tt 1 gestattet fiir
jedes m > 2 zwei fast-monotone Entwicklungen, nimlich

3 | 2| 1

1]
3+m und 2+—+‘+|—7n‘

|
-

Zudem ist lim (3 + _L,) = 3.

Der erste Teil des Satzes kann z. B. folgendermassen ermittelt werden: Wir
zerspalten das Intervall 1 < r =<3 in folgende Teilintervalle (die Bezeichnung
ist im Verhiltnis zu M. K. T gedndert)

1<r<3/2 (A) 3/2<r<2 (B)
: 2<r<5/2 (C) 5/2<r <3 (D)

Der Fall » =1 fiihrt zu unmittelbarem Abbruch. Im A-Intervall liegt im iibrigen
Abbrich bei dem zweiten Gelenk vor, wenn nicht der entsprechende Gelenknenner

der Form 1 +% mit #n ganz und > 2 ist, in welchem Fall Abschluss bei dem

ersten Gelenk vorliegt. Der entsprechende Kettenbruch wird (14:#) mit » ganz
und > 2 bezeichnet. Der Fall r =2 fiihrt zum Abbruch bei dem ersten Gelenk.
Im ibrigen liegt Abbruch bei dem zweiten Gelenk im C-Intervall vor, wenn nicht

2 . . .
der entsprechende Gelenknenner der Form 2 -+ " mit % ganz und > 4 ist, in

welchem Fall Abschluss bei dem ersten Gelenk vorliegt. Der entsprechende
Kettenbruch wird (2;:#) mit » ganz und > 4 bezeichnet.

Wenn r zum B-Intervall gehort, kommt der oben im Mom. 3 erwihnte Fall
bei dem ersten Schritt nicht vor. — [—347] wird =1 und [r — 3] =1. s ist
nach M. K. T § 5 eindeutig bestimmt und gleich 1. Fiir r; ergibt sich dann,
da r =g, + s /7 ist, 1 <r, < 2. B-Intervall, bzw. A-Intervall mit nachfolgendem
Abbruch oder Abschluss liegt vor. In der Fortsetzung kommen auch nur dieselben
Intervalle vor. Die einzigen Zahlen im B-Intervall, die sich in der Form eines
fast-monotonen Kettenbruches entwickeln lassen, sind die Zahlen (1;:%) mit [
ganz und > 1 und » ganz und > 2.

Wenn r zum D-Intervall gehort, kommt ebenso der oben im Mom. 3 er-
wahnte Fall bei dem ersten Schritt nicht vor. — [—3}r] wird =2 und
[r—34]=2. s ist eindeutig bestimmt und gleich 2. Fir r, ergibt sich
2 2r,<4. C-Intervall, D-Intervall, der Fall 3 <<r, <7/2 oder der Fall
7/2 £ 7, < 4 liegt vor. Im Fall 3 < r, < 7/2, der vorliegt, wenn 18/7 < r <'8/3,
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liegt der in M. K. I § 4 behandelte Fall mit v =1 vor. — [—}r] wird = 2
und [r; — 3] — ([r] — » — 1) ergibt sich gleich 2. Somit wird auch s, eindeutig
bestimmt und gleich 2. Wegen der Monotoniebedingung ist hier der oben im
Mom. 3 erwihnte Fall ausgeschlossen. Fiir r, ergibt sich 4/3 <r, <2, d. h.
entweder ein Teilintervall des A-Intervalls oder das B-Intervall. Doch gibt es
im Teilintervall 4/3 <<r £ 3/2 des A-Intervalls keinen Abschluss-Fall. Die ent-
sprechenden fast-monotonen. Kettenbriiche sind der Form (2;1;:%) mit I ganz
und >1 und » ganz und > 2. — Im Fall 7/2 < r; < 4, der vorliegt, wenn
5/2<<r £18/7, liegt der in M. K. I § 4 behandelte Fall mit u=0 vor.
— [— 7] wird = 2 und [r; — 3] — ([r] — w — 1) ergibt sich gleich 2. Somit wird
auch s, eindeutig bestimmt und gleich 2. Fiir 7, ergibt sich 1 <r, < 4/3,
d. h. ein Teilintervall des A-Intervalls. Die entsprechenden fast-monotonen Ket-
tenbriiche sind der Form (231,:%) mit » ganz und > 2. — Wenn r, zum C-
Intervall gehort, sind die entsprechenden fast-monotonen Kettenbriiche der Form
(23:m) mit » ganz und > 4. — Wenn zuletzt r, zum D-Intervall gehort,
wiederholt sich der Vorgang. Die entsprechenden fast-monotonen Kettenbriiche
sind entweder der Form (241;:%) mit m ganz und > 2 und ! ganz und =1
und # ganz und > 2 oder der Form (2,:#) mit m ganz und > 2 und n ganz
und > 4. ‘ '

Wie wir gesehen haben, werden die brauchbaren Gelenkzahlen immer eindeutig
bestimmt, wenn 1 < 7 < 3. Die entsprechenden fast-monotonen Kettenbriiche
sind entweder der Form (1;:%) mit ! ganz und Z 1 und # ganz und > 2 oder der
Form (2,:n) mit m ganz und 2 1 und n ganz und > 4 oder der Form (2x1::n)
mit m ganz und = 2 und ! ganz und = 1 und # ganz und > 2. '

Es gilt folgender Satz: Die notwendige und hinreichende Bedingung fir einen
fast-monotonen Abschluss bei dem n-ten Gelenk! kann folgenderweise mittelst des
(n — 1)-ten Gelenknenners ausgedriickt werden: Wenn der (n — 1)-te Gelenk-

nenner als ein irreduzibler Bruch © geschrieben wird, muss p einen Faktor ent-

halten, der =1 (mod q) ist, wikrend das Produkt der anderen Faktoren <<} q ist.

Denn, wenn 7r,—1 =s, -+ pd ist, so liegt fast-monotoner Abschluss bei dem

n
N v
n-ten Gelenk vor, wenn N eine ganze, positive Zahl > 2s, ist. Es ergibt sich
dann 7,3 = g 25'%*;1—)' Da ? ein irreduzibler Bruch ist, kann N =gq¢
geschrieben werden, wo ¢ eine ganze, positive Zahl bedeutet. Es ergibt sich dann
P_sn(gt+1)
q gt

sich p= '%"(qt + 1). p enthdlt somit einen Faktor, niamlich q¢ + 1, der =1

Da gt + 10 (mod ¢) ist, muss s, = 0 (mod ¢) sein. Hs ergibt

(mod q) ist, kWiihrend das Produkt der anderen Faktoren, d. h. ftf kleiner als
3q ist, denn N =gqt ist > 2s,.

! Die Erfillung der Monotoniebedingung wird vorausgesetzt.
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¥. RYDE, Fast-monotor.e Kettenbriiche

Wenn anderseits 7,—1 == p, wo p und ¢ teilerfremd sind, wo p einen Faktor,

Py, enthdlt, der =1 (mod ¢) ist, wihrend das Produkt der anderen Faktoren,
ps, kleiner als 1q ist, so ergibt sich

!
, __Plpzﬁ(qt‘*‘l)i’g_(q[*‘l)pz
Tp—1 = - ° = ———— = : Y234

q q qt

wo die ganze, positive Zahl ¢¢ folgende Bedingung erfiillt ¢¢ > 2pyt, da ¢ > 2,
. . . t
ist. Dann liegt fast-monotoner Abschluss bei dem Gelenk pyt + P I vor.

Die Gelenkzahlen 1 und 2 als letzte Gelenkzahlen nehmen hierbei keine Son-
derstellung ein.

11

Es gilt folgender Satz, der das Analogon des Satzes in M. K. IV, Abschn. 11
ist und der sich in gleicher Weise beweisen lasst:

Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Darstellbarkeit der ratio-
nalen Zahl r durch einen (n + 1)-gliedrigen, fast-monotonen Kettenbruch ist, dass
r in folgender Weise in Faktoren zerlegt werden kann

i -2 ) ()

WO %y, %y, Xg, Xg, . .. Xn Tationale Zahlen sind, die folgende Bedingungen er-
fiillen :
%y — 2y — 1 (it — 2 + (= 1) a — w1 + (— 7Y
1. e S S RN AL S A
S T i e+ (— 1) fur
1=2,3,...n—1 sollen ganze, positive Zahlen sein.

2. Folgende Ungleichungen sollen erfiillt sein :

% = #o
ﬂzé%l(%1+ ) %l’f‘l
#y (33— 1)
< 2\%2 ) 1
3 = xl’l‘l xz

und allgemein fiir 1 =3,4, ... n—2

w; (i + (— 1)i-1) (i
%y (i1 + (— )

Hirl = “ice + (— 1FE) 4w + (— l)i‘l

und schliesslich fir n >3

n—1 (-1 + (— 1"7?)
Hn—2 (#n—2 + (— 173)

o > 2 (2 — Hn—s + (— 1P + Hmey + (— 12
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Fiir n=1, 2, und 3 soll die letzte Ungleichung durch bzw.

> 2y

%2>2%1(?{1 + 1)+%1 Jfl
und

%3>2 ;El+1 —i“%z—'l

ersetzt werden.

Fir n =1 wiederfinden wir den letzten Satz in I.

111

Hinsichtlich der in M. K. II hergeleiteten Rekursionsformeln, womit die An-
zahl der monotonen, nicht-wachsenden Kettenbriiche berechnet werden kapn,
sei Folgendes angefiihrt: Die Anzahl der fast-monotonen Kettenbruchentwick-
lungen der rationalen Zahl r = gk +ql "= 9 __ wir bezeichnen sie Nm’' (r) —
kann mit Hilfe folgender Rekursionsformeln berechnet werden:

Es gilt

Nm'(1) =0 (A1)
und fir k ganz und > 2

—2
N/ (k—1) = Z N/ ( — —_—3—) (As)
il

Es gilt weiterhin

s=k—2

N’ (g{c +ql - 9) B Z ‘Nm, (qk + lsfq — sq) " {_71} (4a)
:_[ qk+l—-]

unter folgenden Bedingungen

1. q = einer ganzen Zahl = 3

2. k= ewner ganzen Zahl = 2,

3. 1= etner ganzen, positiven Zahl,

4. | und g sind teilerfremde Zahlen,
l

5. <<%,
q%
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. '[ k? 1} =1, wenn k—1=0 (mod ), wobei der Wert | =1 nicht ausge-

schlossen ist, und

6

{k? 1 =0, wenn k-—1==0 (mod I).

Fir k=2 und 3 fdllt die Summe auf der rechten Seite in Formel (A3) fort.

Dagegen qilt
s=k—1

w (2L a) w () B
Nm( . )_ Z Nm Py —— (B)

Aﬂ_[_qk+bﬂ]
§= 1]

unter folgenden Bedingungen :

1. q = einer ganzen Zahl = 2,
2. k= einer ganzen Zahl = 2,
3. l= einer panzen, positiven Zahl,
E—1 1
4. = = -<1.
k q

Es gilt weiterhin
s=k—2

ek +1—q\ _ , sq )
Nm( q )_ Z Nm(qk+l—q—sq+

s [_ M]
- e
t=k—1

[

unter folgenden Bedingungen

1. q = einer ganzen Zahl 2
. k= emer ganzen Zahl 3

=
2 2

3. 1= einer ganzen, positiven Zahl,
4

b
3

. %§_l<£—_l.

q k
Fir k=3 fallt die erste Summe auf der rechten Seite in Formel (C) fort.

Hinsichtlich des Falles I=0, d. h. MJL——_Q =k — 1, sel zuerst bemerkt,

q .
dass Nm' (k— 1) fiir k=2 gleich 0 sein muss, denn eine fast-monotone Ketten-
bruchentwicklung kann nicht den Schlussnenner 1 haben, was bei den mono-
tonen Kettenbruchentwicklungen der Fall ist. Daher ergibt sich Nm (1) =0,
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wihrend Nm (1) =1 ist. — Fiir £ > 2 gilt die Formel (A,). Denn laut dessen,
was in M. K. T § 2 angefiihrt worden ist, kénnen dann nur die folgenden Zahlen
als erste Gelenkzahlen auftreten

_ [_‘;1] _[Mk'gl] 1, [ (h—1)]—1,

d. h. fir k=1 (mod 2) und £23 die Zahlen kgl, Bl k—2 und fir
_ . EkE+2 .
k=0 (mod 2) und %k = 4 die Zahlen 9’ g - k— 2. Wenn die erste Ge-
lenkzahl gleich k& — » gesetzt wird, so ergibt sich
k—

k—1=k—»x+ =
7

k_lki(i,f:‘—) = i!}f Fiir » 2 2 ist mithin 7, < &k — % und jede
fast-monotone Entwicklung der Zahl r;, kann ohne Monotonieabbruch verwertet
werden, denn die erste Gelenkzahl jeder solcher Entwicklung ist dann gewiss
< k—x. Die in T Mom. 3 besprochene Moglichkeit einer Gelenkzahl [r—3]-+1 im
Zusammenhang mit fast-monotonem Abschluss ist hier ausgeschlossen.

Hinsichtlich des Falles [ > 0 sei zuerst bemerkt, dass es keine Einschrinkung
der Gemeingiiltigkeit bedeutet, wenn wir voraussetzen, dass [ kleiner als ¢ ist,
und dass ! und ¢ teilerfremde Zahlen sind. Laut dessen, was in M. K. I § 2
angefithrt worden ist, kénnen dabei nur die folgenden Zahlen als erste Gelenk-
zahlen auftreten, nimlich

w[_M], _[_qu;q_] Y1, k1,

wo 7, =

2q 2q
denn — [_ g]z,ir&i—_q] —1 wird diesfalls gleich k¥ — 1. Der erste Gelenk-
nenner 7; wird durch folgende Gleichung bestimmt
ak+l—q_, k—x
q 1

wo die untere Grenze der ganzen Zahl x gleich 1 ist. HEs ergibt sich

- (k—x)q _ (b—=x)a
Yok +l—gq—(k—x)q qx—1)+1

Fir % = 2 ergibt sich hieraus r; <<k — x; jede fast-monotone Entwicklung der
Zahl r; kann wie oben ohne Monotonieabbruch verwertet werden und fast-
monotoner Abschluss bei dem ersten Gelenk ist ausgeschlossen. Nur im Fall

=1 d h r= ﬁt——ﬂ ist eine besondere Untersuchung nétig.
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l . _ T
Wenn dann q< 1 ist, so ergibt sich r; > 2 (k — 1). Wenn r; ganz ist, liegt

dann fast-monotoner Abschluss vor. Sonst folgt Monotonieabbruch. Denn
die erste Gelenkzahl bei jeder fast-monotonen Entwicklung einer Zahl r; muss

(—k—_l—l)ﬁ ist aber

ganz, wenn und nur wenn % — 1==0 (mod [) ist, da [ und ¢ teilerfremde Zahlen

grosser als k — 1 sein, wenn r, grosser als 2 (k-—1) ist. 7, =

sind. Das oben Angefiihrte erklirt das Auftreten des Gliedes I 16*7,1} in der

Formel (Az). — Zu demselben FErgebnis fithrt auch eine Auseinandersetzung,
die den letzten Satz in I zum Ausgangspunkt hat. — Die Formel (Aj) behilt
ihre Giiltigkeit auch in den Fillen £ = 2 und 3. Doch fillt jetzt die Summe
auf der rechten Seite fort.

Wenn dagegen

1= (@v7JM < k; jede fast-monotone Entwicklung der Zahl r; kann jetzt ohne

l . . .
< &< 1 und % = 2 angenommen wird, so ergibt sich

Monotonieabbruch verwertet werden, denn die erste Gelenkzahl jeder solcher
Entwicklung muss kleiner als % sein. Fast-monotoner Abschluss ist ausgeschlos-
sen, denn r; wird nicht grésser als 2 (k — 1). Daher gilt jetzt die Formel (B).

l

Wenn schliesslich § = p < k—

gibt sich £ < (/kfjfllg < 2(k—1). Laut dessen, was in M. K. I § 2 ange-
fiithrt worden ist, konnen dabei nur die folgenden Zahlen als zweite Gelenk-
zahlen auftreten, nimlich ’

Die letzte Zahl ist gewiss = k, denn aus k << &Tl—llg folgt — k=1 <—k

l
und daher [—&l—l)—g] £ — %k —1 und mithin —[*Lllll =k+1.
Diese letzte Zahl ist mithin ausgeschlossen, denr. die zweite Gelenkzahl darf
nicht grosser als & — 1 sein. Da die letzte Zahi in vorstehender Reihe die ein-
zige ist, die zu fast-monotonem Abschluss fithren kann (vgl. die Auseinander-
setzung bei der ersten Gelenkzahl, die gemeingiiltig ist), und da Monotonie-
abbruch bei dem zweiten Gelenk fiir 7, ebenso nur bei dieser letzten Zahl vor-
kommen kann, so ergibt sich, da weiterhin

und daher k¥ 2 3 angenommen wird, so er-

ist, die Formel (C).
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v

Tafel der fast-monotonen Kettenbriiche.

Die nachstebende Tafel der fast-monotonen Kettenbriiche ist mit Hilfe der
Rekursionsformeln in III berechnet worden. Sie gibt die Anzahl Nm' (g_;_g)

der Entwicklungen der rationalen Zahl L |
q

in der Form fast-monotoner Ket-
tenbriiche fiir positive, ganzwertige p =50 und positive, ganzwertige ¢ £ p — 1.
Wo kein Wert angegeben ist, bedeutet dies, dass Nm’ (gjg) hier gleich Null
ist. Die Tafel enthilt auch die beziiglichen Entwicklunqgen selbst fiir jede
Bruchzahl 2;—(1, wo p und ¢ wie oben eingeschrinkt sind.! Wenn P79 gine

ganze Zahl, n, bedeutet, wichst Nm’ (n) rasch mit n. Daher sind die Entwick-
Iungen diesfalls nur fiir » << 20 angegeben. Wo keine Entwicklung angegeben

ist, obgleich N’ (ﬁ;ﬂ) nicht gleich Null ist, bedeutet dies, dass der Bruch

P—4e abgekiirzt werden kann. Die beziiglichen Entwicklungen kénnen bei dem
abgekiirzten Bruch nachgeschlagen werden.

Die Tafel ist hinsichtlich der Anzahl der Entwicklungen mit Hilfe einer geo-
metrischen Darstellung des beziiglichen Algorithmus gepriift worden. Diese Dar-
stellung hat die Form eines Nomogramms, der grosse Ahnlichkeit mit dem ent-
sprechenden Nomogramm in M. K. TII zeigt.

’ 2 — ’ -
q Nm (‘q) g Nm (Z&Q)
q q
1o L e
Nm (—q ) 31 (13:3)
1 0 4 0
2 0
8—4¢
4—¢ Nm’ (*)
Nm'( ) q
q
1 ]
11 (41::3)
2 0 2 0
3 0
Now' (5 q) 4 0
: q
1 Q0 ) 9
2 (1] ’ —4q
w5
3 0 q
N (L = q) 1 1 (T3414:3)
q /- 2 1 (2414:3)
1 1] 3 0
2 0 4 1 (14:4)
3 0 5 0
Y (3i1as iorbei 3 4 31 Ll 1l
(3;12:4) bedeutet hierbei 3 + TIEE + T2 usw
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