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1.69 16 1 Cornm,miqu6  le 3 D~cembre  1969 

Remarques sur une classe d'~quations ind~termin~es 

P a r  TRY~V~ NA~ELL 

§ 1. La representation d'un entier par les formes A x  3 + By 3 

1. Introduction. Les plus importants  r~sultats sur la representation d 'un entier 
pax les formes binaires cubiques ont ~t~ expos6s dans les monographies de Nagell [1] 1, 
p. 41-54, et de Skolem [2], p. 108-112, et derni~rement dans l'excellent livre de 
Mordell [3] Ch. 24. Vu clue ces exposes sont de leur nature tr~s eoneentr6s, fl s 'ensuit 
la n~eessit~ de les completer par des 6claircissements sur l 'histoire et la chronologie 
des d~couvertes ainsi que par la compaxaison des diff6rentes m6thodes. 

Grace aux e~l~bres t ravaux d'Axel Thue les probl~mes des ~quations diophantiennes 
de degr6 sup~rieur m 'on t  attir6 d~s le d~but. J ' a i  eommenc6 par l '~tude des ~quations 
simples de la forme 

ax a + by 3 = c, 

oh les entiers a, be t  c sont dorm,s, et off l 'on eherehe les solutions en entiers x et  y, non 
n u l s .  

Dans le present ehapitre nous allons consid6rer les ~quations de cette forme parti- 
euli~re. Le cas g~n4ral sera trait6 dans le chapitre suivant. 

2. Th~or~me de Delaunay. Dans une note publige en 1916 Boris Delaunay a 
annone6, sans en donner la ddmonstration, le r~sultat suivant (voir [4]) : 

3 

Th6or~me 1. Ddxignons par  0 le hombre VD, o~ D est un  hombre naturel qui n'est 
pas  un  cube. Alors, l'dquation cubique 

x a + D y  ~ = 1 (1) 

poss~de au p lus  une seule solution en hombres entiers x et y non nuls. S i  x, y est une 
solution, le hombre x + yO est l'unitd ]ondamentale de l 'anneau R(0). 

Je n 'ai  observ~ cette note qu'en 1922. La m~me annie  j 'ai  publi4 deux mdmoires 
dans lesquels j 'ai  montr~ par une m6thode tr~s simple que l 'dquation (1) admet au 
plus une seule solution; voir [5] et [6]. Ma d6monstration de ce r~sultat ~tant peu 
eonnu, je me permets d 'en donner une id6e dans le num~ro suivant. 

3. M~thode de Nagell. Soit ~ l'unit~ fondamentale de l 'anneau R(0), 0 < ~ < 1 .  
Pour d~terminer les unit6s (positives) de la forme binaire c+aO, a e t  c'entiers 
rationnels, on aura £ examiner la suite 

¢, ¢~, ¢3 ¢,, .... 

1 Les  n u m ~ r o s  f i g u r a n t  e n t r e  c roche t s  r e n v o i e n t  tt ]a b ib l iograph ie  plae~e k la f in  de ce m~moi re  
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Soit ~/= ~m le premier terme de la suite ayant  la forme binaire ~/= o + aO, et soit 

~M = O + AO 

une autre unit~ binaire; donc M>m>>-l.  Soit encore M = m n + r ,  avec O<~r<<.m-1. 
Maintenant fl est possible de montrer que clans l'~quation 

(c +aO)" = X + YO +ZO ~ 

les nombres Y et Z s'annullent jamais (voir [5], Satz II). Done le cas r = 0  est im- 
possible. Posons ensuite 

e = ~ ' = z + y O  +zO ~, 

oh x, y e t  z sont des entiers. Par d~.flnition zest  4=0. Alors de l'4quation 

~,t= C + AO = (c +aO) = (x +yO + zO ~) 

il suit, en comparant les coefficients de 0 ~, 

x [ ( : )  c n - ' a ' +  . . .] + y [  ( I )cn-Xa+ ""] + z [ c n +  ( ; ) c n - S a a d +  . . .] = O. 

Cette relation entraine 

z - 0 (mod a). (2) 

Or, nous avons ~videmment les ine'galit~s 

~ / < e < l ,  1 < I ~ ' I = I ~ " I < I ~ ' I = I ~ " [ ,  ] 
(3) f 

vu que 

Nous avons de plus 
]c I = Iv-aOL < 1 +  I~lO. 

e = x +yO +zO 2, 

e' = x + yOQ + z02~ ~, 

e" = x + yO~ ~ + zO~Q, 

&ant une racine l'6quation ~ +~ + 1 =0. I)onc 

3zO 2 = e + e " ~ + e"~ ~, 

et ~, cause de (2) 

31alO~ < 31zlO~ <1  +2[e '  I , 

d'oh, en profitant des in6galit~s (3), 

31~[0~ < ~ +2v~(1  + la[0). 
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Or, pour ] a[ ~> 1 et D >/8, nous avons 

3 ]a [0 t>  1 +2~/3(1 + [a[O). 

Cette in4galit4 subsiste encore pour [ a [ >~ 2 et D/> 5. Le th6or6me est ainsi d6montr4 
pour routes les valeurs de D, saul pour D = 2, 3, 4 et 7. 

En d4terminant les unit6s fondamentales dans tous les  corps K(0) pour D = 2 ,  3, 
4 et 7, et en appliquant de nouveau le Satz I I  dans [5] on voit que le th6or6me est 
vrai pour toutes les valeurs de D. 

Cependant, cette m6thode-li  ne suffisait pas pour 4tablir la relation entre une 
solution 4ventuelle et l 'unit4 fondamentale de l 'armeau R(0), relation indiqu6e par  
Delaunay dans le Th6or6me 1. 

4. Gfin~ralisation de la m4thode du numgro prfie~dent. En  1923 j 'ai d4couvert 
qu'il 6tait possible, en g4n6ralisant ma m4thode du m6moire [6], d'6tendre le r6sultat 

l '6quation plus gdn6rale 

A x  a + B y  ~ = C, (4) 

off C = 1 ou = 3. Sans rien perdre de la g6n6ralit4, nous pouvons faire les suppositions 
suivantes : Les entiers A e t  B sont positifs et A > B .  Le nombre A B  n'est  divisible 
par le cube d 'aucun hombre premier. A B  n'est  pas divisible par 3, quand C = 3 .  
Cela pos4, j 'ai  obtenu le 

Thfiorbme 2. L'dquation cubique (4) poss$de au plus  une seule solution en hombres 
entiers x et y di//drents de zdro. II y a l'unique exception Tour l'dquation 

2x 3 + ya = 3 

qui poss~de exactement deux solutions, savoir x = y  = 1 et x =4,  y = - 5 .  

La d6monstration de ce r4sultat fur publi6e en 1925; voir [7]. 
Dans le travail  [6] j 'ai aussi attaqu4 le probl~me de l '6quation (1) par une m6thode 

diff6rente pour possiblement obtenir une d6monstration de la dernibre assertion de 
Delaunay. En  effet, j 'ai montr4 que la puissance e ~ d 'une unit6 quelconque 8 ne peut 
6tre binaire lorsque n e s t  pair ou divisible par 3; pour les autres valeurs de n je n 'avais  
pas encore achev4 la recherche. 

Le 16 novembre 1923 j 'ai regu une lettre de Delaunay dans laquelle il a indiqu6 
que la d4monstration de son r6sultat sur l '4quation (1) a 4t4 publi6e (en langue russe) 

Charkov en 1916 et puis A St. P6tersbourg en 1922; voir les m4moires [8] et [9]. 
Je n'ai  jamais vu le s  deux m4moires; mais Delaunay m 'a  inform6 qu'il a obtenu son 
r4sultat en montrant  que e ~ n 'est  jamais binaire pour n > 1. Alors, grace A rues r4sultats 
dans [5] et [6], j 'ai pu ais6ment reconstruire la d6monstration hypoth6tique de 
Delaunay. Trois ans plus tard j 'ai  appris que nos mgthodes 6taient en r4alit4 
identiques. 

5. Th~or~me g4n4ral de Nagell et la precision de LjunggTen. Cependant, j 'ai  d4cou- 
vert  qu'on pouvait  aller beaucoup plus loin. Ainsi, en g6n4ralisant les m4thodes des 
m6moires [5] et [6], et en d4veloppant diff4rents proc6d6s nouveaux, j 'ai obtenu la 
pr4cision suivante de mon Th4or6me 2 : 
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Th~or~me 3. Soient A ,  B e t  C des entiers satis/aisant aux m~mes conditions que clans 
3 

le TMor~me 2. Lorsque les deux corps cubiques engendrds par les hombres V A B  -~ et 
3 

V-A~ B~ ~ sont identiques, nons dirons que lea deux ~quations 

A x  a + B y  s = C et A~x a + Bxy s = C x 

3 

appartiennsut ~ let mgme ]amiUe, ~ la ]amille du cor~  K ( A ~ ) .  Cela posg, on a 
1 ° L'gquution (4) ~ss&te  au plus une seule solution en hombres entiers x, y, di]]drents 

de zdro, saul dans le can d'exception indiqu~ plus haut avec deux solutions. 
2 ° Parmi  routes lea dquations qui al~artiennent dt la mgme ]amille, il y e n  a au plus 

uns seule qui est possible en hombres entiers, saul dans les cas suivants : D a n s  la ]amille 
3 

du corps K(V2) il y a trois gquations possibles, savoir 

2 x 3 + y S = l ,  2 x a + y a = 3  et 4 x a + y a = 3 .  

3 

Dans la /amiUe du corps K(V~) il y a deux ~luations possibles, savoir 

2 0 x a + y 3 = l  et 5x a + 2y 3 = 3. 

3 ° Excluons les cas B = C = I  et A = 2 ,  B = I ,  C=3.  Alors, si ~ est l 'unitg/ondamen- 
3 

tale du corps engendrd par ~-~-2], 0 < ~ < 1, on a pour une solution x, y de (4) ht relation 

c - 1 . [ ~  + y ~ / ~ 1 8 = ~  ~ , (5) 

o6 m = 2  n avec n>tO. 
II  existe uns in/initd de corps dans lesquels m =  1, pour chacune des deux valeurs de C. 
I1 existe uns in/initd de corps dans lesquels m = 2, pour chacuns des deux valeurs de C. 
4 ° La dgmonstration donne un  cdgorithme pour reconnaCtre si uns dquation donnde (4) 

admet une solution ou non et pour determiner la solution eventueUe. 

Cet algorithme, une ~Sl~Ce de descente in/inie, repose sur le fair que la r~solution 
de l'~quation A x ~ + B y ~ =  1 peut ~tre ramenfie ~ la rfisolution d'une ou plusieurs 
~quations AlxS+BxyS=l ,  oh tous les facteurs premiers de A x B  1 divisent A ou 
bien divisent B. 

La d6monstration de ce r6sultat fur publi6e duns le Journal de math~matiques en 
1925; le manuscrit a ~t~ repu par la r~daetion en d6eembre 1923; voir [10]. 

I1 faut y ajouter le rfisultat suivunt de Ljunggren, publi6 en 1953 (voir [11]) : 

Thfiorbme 4. Dans la formuIe (5) du thgor~me pr~c,&tent l' exposant m n s  peut prendre 
que les deux valeurs 1 et 2. 

La d6monstration, qui est assez compliqu~e, est effeetu~e par des raisonnements 
p-adiques. Le point de d6part est l '6quation (9), p. 256 dans [10]. 

6. Prficision du Th~or~me 1. Duns mon travail [10] j'ai aussi montr6 que le hombre 
x +yO dans le Th~or6me 1 est l'unit6 fondamentale du corps K(0), ou duns un nombre 
fini de cas le carr~ de cette unit~. Plus tard, duns un travail pubh~ en 1930, j'ai pu 
6tablir le rfsultat  plus pr6cis que voici : 
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Th~or~me 1 his, Sous les mdmes conditions que clans le TMor~me 1 le hombre x +yO 
est l'unitg du corps K(0) ou bien il est le carrg de cette unitd. La derni~re possibilitd se 
prdsente seulement dans les trois cas suivants : 

3 3 3 

- 19 ÷ 7 ~/2-0 = (1 ÷ } / ~  - V~)2; 

3 $ 

Pour  la d~monstration voir [12]. 

§ 2. La representation d'un entier par la forme binaire cubique g~n~rale 

7. Th~or~mes sur la representation de l'unit~. Nous ddsignons par  ((a, b, c, d)) la 
forme binaire cubique (irr~ductible) 

ax 3 +bx~y +cxy s +dy 3, (6) 

oik a, b, c et d sont des entiers rationnels. Quand il s 'agit de d6terminer une limite 
sup~rieure du hombre de representations de l'unit~ par cette forme, il suffit 6videm- 
ment  de consid6rer les formes du type 

((1,p, q, r)), 

oik p, q e t r  sont des entiers rationnels. Nous supposons d 'abord que le diseriminant 
de la forme soit nSgatif. 

Dans une note clans les Comptes Rendus, Paris 1920 (voir [13]), Delaunay a 
annoncg le rdsultat suivant : 

Th~or~me 5. Le hombre de reprdsentations de l'unitd par la /orme (6) est au plus dgal 
4. I1 y a une seule exception pour les /ormes dquivalente h la /orme ((1, 0, - 1 ,  1)) 

de discriminant -23 ;  dans ce cas il y a exactement 5 representations. Si la forme n'est 
paz dquivalente h une forme ((1, p, q, 1)), eUe admet au plus 2 reprdsentations. 

Dans eette note Delaunay donne de sa d~monstration une tr~s courte esquisse, 
difficile £ comprendre. Toutefois, il s 'ensuivit que sa m~thode ~tait bas~e sur son 

algorithme de rehaussement ~, m4thode caxacteris6e par  le passage d 'un anneau R 
un autre anneau eontenu clans R mais different de R. 
J ' a i  observ~ la note de Delaunay en 1924 alors ClUe j 'avais d6j~ commenc~ £ 6tudier le 

m~me probl~me. Mes premiers r6sultats l£-dcssus furent publids dans le journal 
~[athematische Zeitschrift en 1928; mon manuscrit  a ~t6 re~u par  la rddaction le 
8 f~vrier 1926 (voir [14]). Mes r~sultats sont contenus clans lc 

Th~or~me 6. Le hombre de reprdsentations de l'unitd par la /orme (6) est au plus gjal 
3, sau/ dans les trois cas suivants : 
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1 ° La/orme est dquivalente ~ ((1, - 1 ,  1, 1)) qui admet exactement 4 reprgsentations et 
qui poss~le le discriminant -44. 

2 ° La/orme est dquivalente & ((1, 0, 1, 1)) qui admet exactement 4 reprgsentations et 
qui poss~de le discriminant - 3 1 .  

3 ° La/orme est dquivalente ~ ((1, 0, - 1 ,  1)) qui admet exactement 5 reprdsentations 
et qui poss~de le discriminant -23 .  

D'aiUeurs, il r~sulte imm6diatement de ma d~monstration (savoir celle du Hilfssatz 
I) que le nombre de representations est ~< 2, si la forme n 'es t  pas ~quivalente ~ une 
forme ((1, p, q, 1)), quoique je ne l 'ai pas indiqu~ dans l'dnonc~ du th~or~me. 

Lorsque Delaunay fur inform~ par  la r~daetion de Mathematische Zeitschrift sur 
mon m~moire [14], fl m ' a  ~crit le 21 d~eembre 1926. Darts cette lettre il m ' a  envoy6 
une traduction en allemand du m~moire dans lequel fl a donn~ la d~monstration 
complete de son thdor~me sur le hombre de representations de l 'unitg par la forme 
(6); il s 'agit du Th~or~me 5 et du m~moire [15], dont je ne eonnais que la traduction 
mentionn~e. 

La eomparaison des deux m~moires [14] et [15] met  en evidence que la dgmonstra- 
tion de Delaunay est essentieUement diff~rente de la mienne. La sienne est enti~re- 
ment  bas~e sur son (~ algorithme de rehaussement ~). La mienne est en r~alit~ une 
g~n~ralisation de ma m~thode ant~rieure pour ~tablir le Th4or~me 2. I1 y a seulement 
deux lemmes dont la d~monstration est presque la m~me dans tes deux m~moires 
[14] et [15]; ce sont les Hilfssatz I et Hi]fssatz I I  dans [14]. En  effet, pour ~tablir 
Hil~ssatz I je me sers en partie de l 'algorithme de rehaussement reconstruit d'apr~s 
l'esquisse donn~e dans [13]. J ' avais  ~tabli Hilfssatz I I  avant  de eonnaltre la note [13]. 

Dans un travail  publi4 en 1927 j 'ai  donn~ le supplement suivant au Thdor~me 6 
(voir [16]) : 

Th~or~me 6 bis. II existe une infinitd de formes indquivalentes qui admettent exacte- 
ment 3 reprdsentations de I'unitd. Un exemple eat donnd par les /ormes ((1, 0, q, 1)) 
pour q >~ 2. 

On doit observer que le m~moire [16] fur publi~ avant  le m~moire [14] quoique 
[16] d~pend des r~sultats de [14]. La cause est le grand retard de la publication de [14]. 

8. Quelques r~sultats de Ljunggren. Le probl~me suivant se soul , re  : Peut  on obtenir 
un r~sultat analogue au Th~or~me 6 lorsque le discriminant de la forme eubique 
fix, y) est positif ? C'est possible, mais jusqu'ici on n ' a  qu 'un peti t  hombre de r~sultats 
num~riques. Ljunggren a d~velopp~ une m~thode pour r~soudre compl~tement en 
nombres entiers rationnels x et y les ~quations diophantiennes de la forme 

/ (x ,  y)  = 1, 

off ](x, y) est une forme binaire cubique ~ discriminant positif; voir [17]. En  partie, 
elle est bas~e sur la m~thode p-adique de Skolem. II a v~rifi~ l'effectivit~ de sa mgthode 
sur l 'exemple 

xa_3xy2 +y8 = 1. (7) 

En effet, fl a 6tabli le r~sultat suivant : 

Th~or~me 7. L'~quaA/on (7) n'admet que les six solutions suivantes en hombres entiers 
rationnels 
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x=2 ,  y =  --1; x =  - 3 ,  y = - - 2 ;  x =  --1, y =  --1; 

x =  l,  y=O; x =  l,  y = 3 ;  x=O, y =  l.  

Les racines de l'6quation x a - 3 x + l  = 0  sont les hombres 2 cos (2~/9), 2 cos (4z/9) 
et 2 cos (8~/9). Le corps cyclique engendrg par ces nombres a l e  discriminant 81. 

Ljunggren a aussi annonc~ le r~sultat suivant : 

Th6or~me 8. L'~quation diophantienne 

x ~ + x ~ y _ 2xy2 _ y8 = 1 (8) 

n'admet que les neuf solutions suivantes en nombres entiers rationnels : 

x=O, y = - l ;  x = l ,  y=O; x = y = - l ;  

x = 2 ,  y =  - 1 ;  x -  - 1 ,  y = l ;  x =  - 1 ,  y=2;  

x =  - 9 ,  y=5;  x = 4 ,  y =  - 9 ;  x=5 ,  y = 4 .  

Les racines de l'6quation xa+ x ~ -  2 x -  1 = 0 sont les nombres 2 cos (2g/7), 2 cos (4z/7) 
et 2 cos (6g/7). Le corps cyclique engendr~ par ces nombres a le  discriminant 49. 

Ljunggren n 'a  pas publi6 sa d6monstration de ce th6or~me. La v6rification du 
r~sultat a 6t6 fa re  par Baulin; voir [18]. 

Par la m~me m~thode on peut m~me 6tablir le 

Th6or~me 9. L'dquation diophantienne 

x a + x 2 y _ 2 x y 2 _ y a  = 7 (9) 

n'admet que les trois solutions suivantes en nombres entiers rationnels : 

x = l ,  y =  - 3 ;  x=2 ,  y = l ;  x =  - 3 ,  y = 2 .  

On montre ais6ment que l'6quation (9) est 6quivalente ~ l'6quation 

u ~ -  8u~v + 5uv 2 + v 3 = 1, (9') 

dont les trois solutions sont 

u = l ,  v=0;  u--0,  v = l ;  u = v =  - 1 .  

En 1923 j'ai montr~ que l'~quation diophantienne 

u 8 + 3u2v - 6uv 2 + v s = w 3 (10) 

n 'admet pas d'autres solutions en nombres rationnels u, v e t  w que 

u = v =  - w ;  u=O,  v = w ;  u = w ,  v=O. 

Voir [6], p. 21. On volt ais~ment que ce r6sultat est ~quivalent au th~or~me suivant : 
L'~quation diophantienne 

x a _ 3xy~ + ya = 3za (11) 
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n ' a dm e t  pas d 'au t res  solutions en nombres  rationnels x, y e t  z que 

x =  - z ,  y =  - 2 z ;  x = - z ,  y=z;  x=2z ,  y=z .  

Alors, en posant  dans (10) et (11) w = 1 et z = 1 on obt ient  le 

Th~or~me 10. Les seu/es solutio~ des dquations 

u a + 3u2v - 6uv 2 + v  a = 1 (12) 
et 

x a - 3 x y 2 + y a = 3  (13) 
sont donndes pa r  

u = v = - l ;  u - - 0 ,  v = l ;  u = l ,  v = 0 ;  

x =  - l ,  y =  - 2 ;  x = - l ,  y - - l ;  x = 2 ,  y = l .  

Une d~monstra t ion du r~sultat sur l '~quation (13) se t rouve  aussi dans Ljunggren 
[19], p. 10. 

Dans  son t ravai l  [17] Ljunggren fair observer que l '6quat ion 

~ + p ~ - ( p + l ) x y ' + y S = l  (14) 

p o s s ~ e  au moins les einq solutions suivantes : 

x = l ,  y = 0 ;  x = 0 ,  y = l ;  x = l ,  y = l ;  x = l ,  y=p;  x = - p - 1 ,  y = l .  

Le discr iminant  de la forme est ~gal 

D = (p~ + p  - 3 )  ~ - 3 2  

et il est positif pour  p~>3 et pour  p ~ < - 4 .  Pour  ces valeurs de p les solutions sont  
distinctes. I1 en rfisulte le 

Th~or~me 11. I1 exi~te une infinitd de/armes binaires cubiques, d discriminant positi/ 
et indquivalentez qui admettent au moins 5 reTrdsentatiows de t'unitd. Un exemple est 
donng par l' dquation (14). 

E n  effet, les formes ((1, p, - p -  1, 1)) et ((1, q, - q -  1, 1)) sont  ~quivalentes seule- 
ment  lorsque 

(p2 + p  _ 3)2 _ 32 = (q2 + q _ 3)2 _ 32. 

Cela entraine ou p = q ou p = - q - 1 .  
Si dans (14) p = 3  il y aura encore 4 solutions, savoir x = - 1 ,  y = - 2 ;  x = - 2 ,  

y =  - 3 ;  x = 9 ,  y = 1 3 ;  x =  - 5 ,  y =  - 1 4 .  Dans ce cas l '6quat ion (14) sera 

xa + 3x2y _4xy2 + ya = 1. 

Si on remplace ici y par  y - x  cette 6quation aura  la forme 

xa ÷ x~y - 2xy~ - y2 = l. 

Ainsi nous sommes tomb6s sur l '~quation (8) qui poss~de exactement  9 solutions en 
ver tu  du Th~or~me 8. Vu que le discriminant du corps engendr~ par  les racines de 
l '6quation x a + x 2 - 2 x -  1 = 0 est ~gal ~ 49, nous pouvons 6noncer le 
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Th~or~me 12. Si la /orme binaire cubique /(x, y) a l e  discriminant 49, l'dquation 
/(x, y) = 1 admet exactement 9 solutions en nombres entiers rationnsls. 

En effet, toutes les formes binaires cubiques de discriminant 49 sont ~quivalentes, 
vu qu'fl n ' y  a qu 'un seul corps eubique et un seul anneau entier eubique ayant  ee 
diseriminant; eomparez Levi [20] et aussi Nagefl [21], p. 45. 

D'une fagon analogue nous obtenons en consequence du Th~or~me 7 le 

Th~oriime 13. Si la ]orme binaire cubique /(x, y) a l e  discriminant 81, l'dquation 
/(x, y)= 1 admet exactement 6 solutions en nombres entiers rationnels. 

En effet, il n ' y  a qu 'un seul corps eubique et un seul anneau cubique qui poss~dent 
le diseriminant 81. 

D'ailleurs il existe d 'autres  cas ayant  6 solutions. En  effet, l '~quation 

x 3 + 4x~y _ 5xy2 + ya = 1 

off le diseriminant de la forme est = 257 admet  les 6 solutions suivantes : 

x = 0 ,  y = l ;  x = l ,  y = 0 ;  x = y = l ;  

x = l ,  y = 4 ;  x =  - 5 ,  y = l ;  x = 7 ,  y = 9 .  

Je  ne sais pas s'fl y e n  a d'autres. 
I1 y a encore beaueoup de probl~mes ~ r~soudre ~ propos de l '~quation 

/(x, y) = 1 (15) 

lorsque/(x,  y) est une forme binome eubique ~ diseriminant positif. Dgsignons par  
M le nombre de solutions de cette dquation. Alors j 'ai  montr~ que M = 0 pour une 
infinit~ de classes de formes/(x, y), m~me si l 'on exige que le triplet de corps engendr~ 
par  les 6quations/(x, 1)= 0 soit constant; voir [22], th~or~me 1 pour n = 3. 

Dans ce num~ro nous avons pr4sent~ le peti t  nombre de r~sultats connus jusqu'iei 
sur la quantit~ M. 

Je  propose les hypotheses suivantes : 

1 ° On a toujours M ~ 9. 
2 ° Si M = 9 le discriminant de ](x, y) est = 49. 
3 ° Seulement pour un hombre fini de classes de formes on a 6 ~< M ~< 8. 
4 ° Chacune des valeurs M = 1, 2, 3, 4 et 5 est obtenue par une infinit6 de classes 

de formes. 
5 ° Soient / (x ,  y) et/x(x, y) deux formes qui engendrent le m~me triplet de corps. 

Alors, si le discriminant D de [(x, y) est plus peti t  que le 4iseriminant D I de / l (x ,  y), 
on a M ~ M 1. 

9. Remarques. I1 faut  observer que les m6thodes de Delaunay ainsi que les miennes 
ne donnent, dans le cas g6ndral, aueun proe4d6 pour d6cider sur la solubilit6 d 'une 
4quation donnfie ni pour effeetivement dfiterminer routes les repr4sentations eventuel- 
les, exception faite de eertains cas particuhers. 

Toutes les recherehes relat6es jusqu'ici sont caract6ris~es par  l 'emploi des m6thodes 
de la th6orie des hombres (surtout la th6orie des unit~s alg6briques)et par la tendance 
constructive, une tendance qui, pour le moment,  n 'es t  que partieflement r~ussie. Le 
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but principal dans ces reeherches est toujours de d~couvrir le caract~re arithm~tique 
des solutions des probl~mes, quoique souvent on doit se eontenter de pouvoir ~tablir 
une ]]mite sup~rieure du nombre de solutions. I1 faut souligner que ees reeherches 
sont enti~rement ind~pend~ntes de celles de Thue. 

Pour faire ses r~sultats plus accessibles, Delaunay a publi~ des traduetions de ses 
m~moires principaux dans le journal Mathematische Zeitschrift; voir [23] et [24]. 
I1 a aussi publi~ un m~moire particulier sur l 'algorithme de rehaussement; voir [25]. 

Dans un petit  nombre de css on a r~ussi, & l'aide de cet algorithme, de d~terminer 
routes les solutions d'une ~quation donnge; voir [24] et [12]. Pourtant,  il est invrai- 
semblable que cet algorithme, un peu trivial, puisse donner la solution complete 
dans le cas g~n~ral. 

§ 3. R~sultat de Thue pr~eis~ darts le cas cubique 

10. Soit donn~e la forme binaire ](x, y) ~ coefficients entiers rationnels, irr~luetible 
et de degrg >/3; et soit de plus M un nombre naturel. Alors, d'apr~s le e~l~bre th~or~me 
de Thue, l '6quation diophantienne 

f(x, y) = M (16) 

n 'admet qu'un hombre finl de solutions en nombres entiers rationnels x et y. I1 est 
bien connu que la d~monstration de ce r~sultat s'appuie exclusivement sur des fairs 
alg~briques (approximation de nombres alg~briques, propri~t~s des polynomes etc.). 
Des raisonnements arithm~tiques n 'y  entrent  point (arithm~tique=thgorie des 
nombres entiers). La mgthode ne permet pas de d~cider sur la solubilit~ de l'~quation 
(16) dans le ca~ g~n~ral. Si eelle-ci est r~soluble la m6thode ne donne aueun proc~d~ 
pour trouver routes les solutions, exception faite de certains cas particuliers. Cepen- 
dant, il est possible d'obtenir une limite sup~rieure du hombre de solutions de~(16) 
en fonction des coefficients. On a m~me soupponn~ qu'fl serait possible d'obtenir 
une limite qui ne d6pend ni de M ni des coefficients de la forme. Siegel a, le premier, 
montr~ que cette hypoth~se est vrai pour les formes cubiques & discriminant positif. 
En  1929 il a, en effet, ~tabli le r~sultat suivant (voir [26]) : 

Th~or~me 14. Lorsque la /orme /(x, y) eat cubique avec un discriminant positi/ 
> y M  aS, o~ ~ eat une certaine constante positive, l'dquation (16) admet au plus 18 solu- 
tions en hombres en~iers rationnels x et y. 

La d~monstration repose sur l'emploi de la th~orie des fonctions hyperg~om~triques; 
l'id~e de eet emploi vient de Thue. 

En appliquant la m~me m~thode dans le cas d 'un discriminant n6gatif L. Fjellstedt 
a obtenu le r~sultat analogue (voir [27]) : 

Th6or~me 15. Lorsqus la /orme /(x, y) eat cubique avec un discriminant nggati] D 
tel que I D I >~xM s3, o~ ~x eat une certaine constante positive, t'dquation (16) a~met au 
plus 14 solutions en hombres entiers rationnel8 x et y. 

De plus, si [D]>FxM 5~, l'inggalit~ diophantienne 

0 </(x, y) <<. M 

admet au plus 14 solutious en hombres rationnels entiers x et y. 
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Les constantes ~ et ~1 peuvent  ~tre d~termindes. I1 est dvident que ces th~or~mes 
ne peuvent  servir aux ealculs numgriques. 

La d~monstration de ces deux th~or~mes est enti~rement alggbrique, exception 
faite d 'un lemme ~l~mentaire sur les coefficients de certains polynomes (Satz 5 
chez Siegel). 

§ 4. Th~oremes sur les families d'gquations diophanfiennes 

11. Introduction. I1 existe une certaine cat~gorie de th~or~mes sur les ~quations 
diophantiennes ~ deux ind~termin~es qui n 'a  pas attb.~ l 'a t tent ion autant  qu'elle 
le m~rite. Je  parle d 'un type  de thgor~mes regardant la solubilit6 des ~quations 
appar tenant  £ un ensemble limit~ par les propri~t~s des coefficients, lesquels sont 
soumis ~ eertaines restrictions. I1 s'agit des ensembles d'~quations de la forme 

A x ~ - B y n = C ,  ( n > l )  (17) 

off A et B sont des nombres naturels variables, satisfaisant aux conditions suivantes : 
On a (A, B) = 1. Le produit A B  n'est  divisible par  aucune puissance a ~, off a est un 

hombre premier. Le hombre ~/A--B -~-1 est toujours du n-i~me degr~. Le corps K 
engendrg par ce nombre est le m~me pour toutes les valeurs de A et B. On dit alors 
que les ~quations (17) appart iennent ~ la m~me famille, £ la famille du corps K. 
C est un hombre naturel, premier £ AB,  et diviseur de n ou, dans certains cas, diviseur 
de 2n. Dans le Th~or~me 21 le nombre C varie d 'une mani~re diff~rente. Lorsque 
n e s t  impair  nous supposons que A < B. 

Cela pos~, on a montrg, pour certaines valeurs de C, qu'il y a, dans l 'ensemble (17), 
au plus une seule ~quation (exceptionnellement deux ~quations) admet tant  des 
solutions en nombres entiers x et y avec xy ~0. 

Ce r6sultat est vraiment  surprenant. On en aura l'impressi4~ que les ~quations 
diophantiennes binaires de degrg supgrieur admet tant  des solutions enti~res soient 
rares. 

Passons maintenant  aux r~sultats particuliers. Nous eommenTons avee les cas 
n = 2 ,  3, 4 e t  6. 

12. Le eas n = 2. Dans un travail  publi~ en 1955, j 'ai  ~tabli le r~sultat suivant (voir 
[28] et [29]) : 

Th~or~me 16. Soit donng le hombre naturel D > 1, qui n'est divisible par aucun carrg 
> 1. De plus, 8oient A e t  B des hombres naturels variables tels que A B  = D. Soit en/in 
C = I  ou=2, et soit (C ,D)=I .  Alors, abstraction ]aite de l'dquation x 2 - D y 2 = l ,  il 
y a exactement une et une seule dquation parmi les gquations 

A x 2 - By ~ = C, 

qui est rgsoluble en nombres entiers x et y. 

La m~thode de d~monstration est ind~pendante de la th~orie des formes binaires 
quadratiques. Par  une m4thode analogue on obtiendra les r~sultats plus g~n~raux : 

Th~or~me 17. Soient A, B, C et D des hombres naturels dd/inis comme au thdor~me 
prdcddent. Soit P u n  hombre premier ]ixe qui ne divise pas 2 D, et ddsignons par m l e  
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hombre d'dquations rdsolubles en hombres entiers x et y parmi les dquations 

A x  ~ - B y  ~ = Cp. 

Alors on a ou m = 0  ou m = 2 .  

Pour les formes d6finites on aura le 

(18) 

Th~or~me 17 his. Soient A,  B, C, D et p dd/inis comme au th~or~me prdcddent et soit 
A < B. S i m  ddsigne le nombre d'dquations rdsolublea en hombres entiers x et y l~armi les 
dquations 

A x  ~ + B y  ~ = Cp, (18 bis) 
on a ou m = 0  ou m = l .  

Dans le cas exceptiomael D = I = A = B ,  p=--1 (rood4) on a 4videmment m = 2 .  

13. Le eas n = 3 .  D a n s  la seconde partie du Th~or~me 3 du present travai l  nous  
avons  d~j~ annonc~ le r~sultat qu'il  nous  faut  dans ce cas. Sous les m~mes condit ions 
que dans ce th~or~me nous avons  alors : 

Th~or~me 18. Parmi tontea lea dquations qui appartisnnsnt h la m~me /amille (pour 
C = 1 ou-- 3), il y e n  a au plus uns seule qui est rgsoluble en hombres entiers x et y avec 

3 

xy 4=0, sau/ dans les cas suivant~ : Dans la /amille du corps K(V2) il y a trois dquations 
rdsolubles, savoir 

2xS+yS--1, 2xa+yS=3  et 4xa+yS=3.  
$ 

Dans la /amille du corps K(~/~) il y a deux dquations rdsolubles, savoir 

2 0 x a + y a = l  et 5xa+2ya=3.  

14. Le eas n- -4 .  On doit k Ljunggren le r~sultat clue voici : 

Th$or~me 19. Su/rposons dans (17) que n =4 et qu'on air C = 1, 2, 4 ou 8. Alors, il y a, 
parmi /es gquat/ons (17) de la mgme /amille, au plus une seule ~quation qui eat r~soluble 

4 

en hombre8 naturels x et y. II  y a la seule exception dans la /amiUe du corps K(V5), 
oft lea deux dquations 

x 4 - 5 y ~ =  l et x 4 - S y 4 =  - 4  
sont rdsolubles. 

Pour  la d~monstration voir [30]. 

15. Le eas n = 6. Dans ce cas Ljunggren a ~tabli le 

Th~or~me 20. Suptmsons clans (17) qus n = 6 et qu'on air C = 1, 2, 3, 4 ou 6. Alors, il y 
a, parmi les ~quations (17) de/a m~me famille, au plus uns seule ~quation qui eat r~soluble 
en nombrea naturels x et y. 

Pour la d~monstration voir [31]. 

16. Remarques sur les numfiros prficfidents. Dans les num6ros 11, 12, 13, 14 et 15 
les m~thodes pour 6tablir les r6sultats sont par tout  arithm~tiques; elles sont en 
premier lieu bas6es sur la thfiorie des unitds dans les corps quadratiques, cubiques, 
biquadratiques et mfime corps du sixi~me degr6. Dans t o u s l e s  cas les mdthodes 
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permet tent  de d6cider s'il existe une fiquation r6soluble dans la famille et, dans le 
cas affirmatif, de la trouver et la r6soudre. 

Illustrons un peu la thgorie par l 'exemple numfirique suivant : Prenons n =3,  et 
3 

soit K(~/1-0) le corps de la famille. Alors, les ~quations de Ia famille sont 

xs+10yS= 1, xa+10ya=3,  4 x a + S y a = l ,  4xa+5y3=3,  

2x s + 25y 3 = 1, 2x 3 + 25y s = 3 ,  x 3 + 1 0 0 y  3 = 1 ,  x s + 1 0 0 y  3 = 3 .  

Ici on volt  que la seule ~quation r6soluble en hombres entiers non nuls est 

4x a + 5y 3 = 1. 

D'apr~s le Th~or~me 18 routes les autres gquations sont sans solutions en nombres 
entiers ~:0. Un fair curieux est que routes ces ~quations sont rdsolubles si consid~r4es 
comme des congruences pour un module quelconque; voir [36]. 

8 

On trouve ais~ment que dans la famille du corps K(~/~) il n 'y  a aucune ~quation 
r~soluble. 

Soit toujours n = 3, et soit m l e  nombre de nombres premiers diff~rents qui divisent 
A B .  Alors, le hombre d'gquations dans la famiUe est ~gal ~ 2 ~÷1 si A B  n'est  pas 
divisible par  3, et 6gal ~ 2 m dans le cas contraire. 

I1 y a des r~sultats analogues sur le nombre d'~quations dans la famille quand 
n = 2 ,  4 et 6. 

17. Les r~sultats d'Ekenstam. Dans les cas n = 5  et n >/7 l 'application des m6thodes 
arithm~tiques ~ l '6quation (17) deviendra t rop compliqu~e, et il est invraisemblable 
qu'on puisse obtenir des rgsultats par cette voie. En  consequence, Ekens tam a 
attaqu6 le probl~me avec d 'autres m~thodes. Ses rechcrches sont surtout bas~es 
sur les proprigtgs des fonctions hyperg~omgtriques, ainsi que chez Siegel dans le 
travail  [26]. Voici le r~sultat principal d 'Ekens tam : 

Th~or~me 21. ~oient Av,  By et Cv des nombres naturels, tels que (A~B~, C v ) = l  et 
que A v B ~  = T~ ne soit divisible par  aucune puissance a ~, o3 a est un  nombre premier et 
n u n  nombre naturel /ixe >14. Considgrous routes les ~quations diophantiennes 

I A ~ x ' - B , y "  t = C , ,  (19) 

pour ~ = 1, 2, etc., appartenant ~ la mSme ]amilIe. Posons rain. T~ = T et max. Cv = C 
pour ~ = 1, 2, etc. Supposan8 qu'on air 

4 

>~Crn "+~ pour n>~6, 

~/T/>12000C a pour n = 5 , 

VT~>16384C ~ pour n = 4 ,  

oit / = n  lorsque 6~<n~<13 et / = ~ ( n - 3 )  lorsque n~>14. Cela dtant, il y a parmi  les 
dquations (19) appartenant ~t la mdme /amille au plus une seule qui admet des solutions 
en nombres naturels x et y, premiers entre eux. 

En cutre, il a ~tabli le 
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Th6or~me 22. P a r m i  routes les dquations 

IAx'-Bynl = 1  

appartenant ~ la m~me /amille il  y a pour n >1 5 au plus  deux dquations qui admettent 
des solutions en hombres naturels x el y. 

De plus, Ekens tam a 6tabli le r~sultat suivant, que je pr6sente sons la forme 
corrig6e donn6e par  Hyyr5  : 

Th~or~me 23. So/ent d/> 2 et n >~ 5 des entiers donnds. Alors, l'~quation 

o~ x>~2, y~>l, 0~<s<n,  et x >~ 3 pour n = 5  et n = 6 ,  admet au plus  une seule solution en 
nombres entiers posit±Is s, x et y. 

Pour les d6monstrations voir Ekens tam [32] ct Hyyr5  [33]. 
I1 est 6vident clue le Th6or~me 21 d 'Ekens tam ne peut  ~tre effectif que pour des 

tr~s grandes valeurs des coefficients. Le casn  = 3 ne se laisse pas traiter par  la mgthode 
d 'Ekenstam.  Pr6cis~ment comme dans les cas de Siegel et Fjellstedt dans le § 3 la 
m6thode ne donne aucun algorithme pour d6terminer les quantit6s qu'on cherche. 

Note 1. Je  profite de l'occasion pour corriger un lapsus dans mon travail  [34]. 
I1 s 'agit  de la d6monstration du Lemme 7, p. 383. En  supposant N = 6  et M = I  
j 'ai obtenu les relations 

r=2 q-p et 

Le nombre 5T 4 + 4  dolt donc ~tre un carrY. Alors on a l e s  trois possibilit6s p = 0 et 
p =  ±1.  I1 y a cependant encore la possibilit6 p =  _+12, valeur que j 'ai  manqu6e. 
En effet, j 'ai  montr6 dans [34] que la relation 5p 4 + 4 = h  ~ entraine l '6quation 

aa - 5b4 = _1 ,  

o~ ± 2 a b = p .  D'apr~s un r6sultat de Ljunggren (voir [34], Satz X I V  et Satz XVI) 
cette fiquation n ' admet  clue les solutions a = 3, b = 2 (signe sup6rieur) en nombres 
naturels. 

Nous aurons donc p =  ___12, ce qui entralne ou q = 8 9  ou q = - 2 3 3 .  Or, d'aprbs 
l'in6gaht6 (5") dans [34] nous avons q >~ - 1 .  Ainsi fl suffit de supposer q = 89. Pour 
p = + 12 nons obtenons alors r =408. Or, d'apr~s l'in~galit6 (5) dans [34] nous aurons 
q ~>p + r - 1  =419, relation impossible. Pour p = -  12 nons obtenons alors r = -408 .  
Or, d'apr~s l'in6galit~ (5') dans [34] nous aurons q~> - T - r - 1  =419, la m~me rela- 
tion impossible. Par  cons6quent, le Lemme 7 se trouve compl~tement d6montr~. 

Note 2. A propos des deux premiers paragraphes je dois mentionner le livre de 
Delone et Faddeev sur les irrationnalit6s cubiques publi6 en anglais en 1964; voir 
[35]. Dans ce livre f l y  a, entre autres, un chapitre sur la repr6sentation des entiers 
par  les formes binaires cubiques ~ discriminant n~gatif, oh les r6sultats de Delaunay 
(Delone) sont exposSs avec les d~monstrations. ILl est 6vident que cet expos6 donne 
une id6e fausse et injuste de rues m6thodes et r6sultats dans ce domaine. Je viens de 
pr6senter, au commencement de ce m~moire, les fairs sur les d~couvertes et les 
m~thodes en question rang6s dans l 'ordre chronologique. 
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Note 3. Duns le livre [3] de MordeU f l y  a, duns les pages 302-304, la question de 
l'4quation y~ - 1 = x v, p hombre premier /> 5. On y trouve in extenso une d4monstra- 
t ion de l'impossibilit4 de eette 4quation pour J yJ > 1 par le chinois Chao Ko. 
Cette d4monstration, qui ~st trbs ing4nieuse, repose our le lemme suivant : Pour 
que l'6quation en question soit possible il faut que y soit divisible par iv. Ko a annonc6 
que ce lemme rut pubh6 duns un travail duns leo Aeta Scientiarum Naturalium Uni- 
versitutis Szechuanensis, t. 2, 1960. Or, ce travail n'a pus 4t4 accessible ~ moi et non 
plus £ Mordell. Cependant, l a  d4monstrution de ee lemme a 4t4 donn4e par moi duns 
un m6moire publi4 en 1921; voir [37]. On se d4mande si la d4monstration eventuelle 
de Ko est la m6me que la mienne. Le lemme n'est pas un r4sultat superfieiel, ainsi qu'il 
est indiqu6 duns le livre de Mordell, p. 302, ligne 7 d'en bas. 

On doit se rappeler ClUe le th4or~me our l'4quation en question a 4t4 4tabli par moi 
30 ans avant Ko, exception faite de la moiti4 des nombres premiers p = 1 (rood 8) 
pour lesquels le hombre 2 est un r4sidue biquadratique; voir [38] et [39]. Par cons4- 
quent, e'est seulement pour 1/8 des valeurs de p que le r4sultat de Ko est nouveau. 
Alors on est vraiment 4tonn4 de voir que le th4or~me est earactdris4 eomme le 
(~ th4or~me de Chao Ko )); voir [3], p. 304, ligne 6 d'en bus. Duns le travail [39] j'ai 
reeapitul4 toutes rues recherches sur l'4quation y ~ - I  = x  v. 
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E r r a t a  au  t r ava i l  [7] 

P .  428, l igne  9 d ' e n  bas  : R e m p l a c e r  T 2u 2 p a r  ~ 2v 2. 
8 3 

P.  432, l igne  4 d ' e n  bas  : R e m p l a c e r  + ~ / ~  p a r  - ~ / ~ .  
P .  434, l igne  11 : R e m p l a c e r  z p a r  w. 

8 

P.  443, l igne  19 : I l  f a u t  l i re  ~ = V3. 

E r r a t a  au  t r ava i l  [10] 
3 

P. 209, l igne  9 d ' e n  bas  : R e m p l a c e r  VD p a r  V'L}. 
3 4 

P. 214, l igne  16 : L i r e  V4 au  l ieu de  V4. 
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P. 218, ligne 8 d 'en bas : Remplacer xD~ par yDs. 
P. 225, ligne 3 d 'en bas : Lire X a ÷  D ya. 
P. 242, ligne 11 d 'en bas : Lire 

8 8 

P. 244, ligne 9 d 'en bas : M~me correction qu'en p. 242. 
s 

P. 247, ligne 11 d 'en bas : Lire V ~ .  
8 

P. 251, ligne 9 : Life 7 V ~ - 1 9 .  
P. 254, ligne 13 d 'en bas : Remplacer uniform~ment par univoquement. 
P. 259, ligne 10 : I1 faut  lire z 1 = - 1 .  
P. 268, ligne 11: La congruence doit ~tre Z---nzx '~-1 (mod g}. 

Errata au travail [14] 

P. 27, ligne 14 : Remplaeer par k - 1  " 

P. 24, ligne i9 : Ajouter reeUe entre les roots vie1 et kubisehe. 

Tryck~ den 21 april  1970 
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