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Mitgeteilt am 14. September 1955 durch T. NaceLr und O. FROSTMAN

Uber eine besondere Halbgruppe

Von BENGT StoLT

§ 1. Einleitung

In einer Arbeit von 1926 hat Suschkewitsch eine Halbgruppe behandelt, siehe
1] Sie wird in folgender Weise definiert:

Es sei eine Menge (Komplex) von Elementen gegeben; ausserdem sei auch einé
Verkniipfungsart (Operation) dieser Elemente definiert, mittelst der zwei beliebige
(in bestimmter Ordnung genommene) Elemente miteinander komponiert werden
konnen, so dass sich ein bestimmtes Element als Resultat (,,Produkt‘) dieser Kom-
position herausstellt. Diese Elementenmenge insgesamt mit der Operation soll nun
folgenden Grundpostulaten unterliegen:

L. Die Operation ist eindeutig und unbeschrinkt anwendbar.

II. Es gilt fir sie das assoziative Gesetz.

II1. Die Menge enthilt nur eine endliche Anzahl von Elementen.

IV.. Es gilt das linke Gesetz der eindeutigen (also nach IIT auch der unbeschrank-
ten) Umkehrbarkeit, d.h.: Aus der Gleichung BA = CA folgt B = C. ([1], S. 32-33.)

Das obige System wird ,eine endliche Gruppe ohne das Gesetz der eindeutigen
Umkehrbarkeit* genannt, und ihre Eigenschaften werden eingehend studiert.

In 1946 hat Prachar eine Halbgruppe studiert ; siche [2]. Er geht von der folgenden
Definition einer Gruppe aus:

Eine Gruppe ist eine Menge @ von Elementen, welche folgende Forderungen er-
fillt:

1. Zu jedem geordneten Elementepaar a < @, b < G existiert ein eindeutig bestimm-,
tes drittes Element ¢ < @, welches das Produkt von a und b heisst und mit ab be-
zeichnet, wird. '

2. Das in 1. definierte Produkt ist assoziativ: fira< @, b< G, ¢ < G gilt

a(bc) =(ab)c.
3. Es existiert mindestens ein Element e, so dass gilt:
ea=a
fir allea = G.

4. Zu jedem a < @ existiert mindestens ein Element ¢~%, fiir das die Gleichung

alag=e
besteht.

! Die Zahlen in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am Schluss die-
ser Arbeit.
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Daraus ergeben sich dann die Folgerungen:
5. Fir jedes a gilt auch die Gleichung:

aal=¢ ([2] 8. 97.)

Prachar studiert nun alle Systeme S mit endlich vielen Elementen, welche 1., 2.,
3., b erfiillen. Seine Arbeit scheint ohne Kenntnis der Arbeit Suschkewitschs geschrie-
ben zu sein. Es leuchtet namlich ein, dass die Halbgruppen von Suschkewitsch und
Prachar identisch sind.

Es ist das Ziel vorliegender Arbeit, die Identitit dieser Halbgruppen zu zeigen.
Diese Untersuchung ist um so mehr von Interesse, als die Halbgruppe in der Gruppen-
axiomatik sehr oft als Gegenbeispiel benutzt wird.

Zunichst werden wir eine Halbgruppe S auf eine dritte Art definieren. Dann wer-
den wir ihre Eigenschaften bestimmen und die einfachsten Beispiele solcher Halb-
gruppen aufstellen. Schliesslich werden wir eine axiomatische Untersuchung vor-
nehmen, wobei simtliche irreduzible Axiomensysteme aufgestellt werden, die S
charakterisieren. Es wird gezeigt, dass die Definitionen von Suschkewitsch und
Prachar auf solche Axiomensysteme zuriickgefiihrt werden kénnen.

§ 2. Definition und Eigenschaften der Halbgruppe S

Ehe wir die Halbgruppe S definieren, werden wir zunéchst an die folgende Defini-
tion einer Gruppe erinnern.

Eine abstrakte Gruppe kann als eine nichtleere Menge definiert werden, in welcher
die folgenden vier Axiome erfillt sind.

1. Es ist eine Zusammensetzungsvorschrift gegeben, so dass jedem geordneten
Paar a, b von Elementen der Menge eindeutig ein drittes Element der Menge zuge-
ordnet; ist, in Formel ab =c.

2. Fiur drei beliebige Elemente a, b und ¢ besteht das assoziative Gesetz: (ab)c =
a(bce).

3. Zu zwei beliebigen Elementen b, ¢ der Menge gibt es genau ein Element a, das
ab = ¢ erfiillt.

4. Zu zwei beliebigen Elementen a, ¢ der Menge gibt es genau ein Element b, das
ab = ¢ erfiillt.

Wir definieren nun die Halbgruppe § als eine Menge, in welcher nur die Axiome
1.-3. aber nicht das Axiom 4. erfiillt sind. § kann endlich oder unendlich sein.
Wir werden nun die folgenden Sitze beweisen.,

Satz 1. Zu jedem Elemente a aus S gibt es genau ein Element e,, das e,a = a erfiillt.
Ferner ist e, ein rechtsseitiges Einselement.

Beweis: Fir jedes a aus 8 folgt unmittelbar die Existenz eines e, mit e,a = a aus 3.
Aus
(e en)0 =¢€4(e,a) =e,a =a
folgt e e, = ¢, aus 3.
Wenn b ein beliebiges Element ist, gilt wegen 3. bye, =b. Aus
bea = (blea)ea = bl (eaea) = blea =b

folgt, dass e, ein rechtsseitiges Einselement ist. Hiermit ist der Satz bewiesen.
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Aus diesem Satz folgt unmittelbar
Satz 2. In 8 gibt es mindestens 2wei rechisseitige Einselemente.

Beweis: Aus dem vorigen Satz geht hervor, dass man zu jedem @ aus S ein e,
bestimmen kann, das e a = a erfiillt und ein rechtsseitiges Einselement ist. Wenn es
in S nur ein rechtsseitiges Element géibe, wiren alle e, untereinander gleich. Folglich
bestéinde ein linksseitiges Einselement, was gegen die Voraussetzung ist.

Wir werden nun die Elemente von S in Klassen einteilen.

Zwei Elemente b und ¢ gehéren zu derselben Klasse, wenn die Gleichung ab =ac
fiir jedes a erfiills ist.

Es ist klar, dass alle rechtsseitigen Einselemente eine Klasse bilden. Denn fiir zwei
solche Elemente ¢; und e, besteht ja immer ae;, = ae; = a, wo a beliebig ist. Die Klasse
aller rechtsseitigen Einselemente werden wir die Einheitsklasse nennen und mit B
bezeichnen. Es leuchtet unmittelbar ein, dass E nur rechtsseitige Einselemente
enthilt.

Zunichst werden wir drei Lemmata beweisen.

LeMmA 1. Wenn e; und e; zwei rechisseitige Einselemente sind, e, # e;, so gilt e;a # e,
fiir jedes beliebige a.

Bewseis: Sonst bestinde
e; =e;0=(ee;)a=e;(ea)=¢e; =¢e,
was gegen die Voraussetzung ist.

Lemma 2. Es sei e, ein rechisseitiges Einselement. Wenn e,g = e, fiir ein gewisses
Element g gilt, so ist auch g ein rechisseitiges Einselement.

Beweis: Fir jedes beliebige a gilt

ag = (ae)g = ale,9) = ae,.

Nach der obige Definition gehéren folglich g und e; zu derselben Klasse, wodurch
das Lemma bewiesen ist.

LemMA 3. Es seien b und ¢ gewisse Elemente aus S und e, ein rechisseitiges Einsele-
ment, das e;b = ¢ erfilli. Dann gehoren b und c zu derselben Klasse.

Beweis: Wenn a beliebig ist, so gilt
ab=(ae,)b =a(e,b) =ac,

wodurch das Lemma bewiesen ist.
Es ist nun moglich, den folgenden Satz zu beweisen.

Satz 3. Wenn die Halbgruppe S genau m rechisseitige Einselemente enthilt, zerfalll

ste in Klassen mit je genau m Elementen. Jedes Element von S gehdrt genaw einer
Klasse.
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Beweis: Wir nehmen an, dass e, e,, ..., ¢, die Elemente der Einheitsklasse sind.
Es sei a, ein gewisses Element, das zur Einheitsklasse nicht gehort. Wegen Axiom
3. gibt es ein Element e, der Einheitsklasse, das e,a, =a, erfiillt. Wegen Axiom 1.
ist es moglich, der Reihe nach die folgenden Produkte zu bilden. Bei geeigneter
Numerierung der Produkte erhalten wir

¢, =0,
€@y = Gy
€@y = Qe

Es ist klar, dass alle a, verschieden sind. Denn wire ¢;a, = ¢;a, = a;, so wire e; = ¢,
was gegen die Voraussetzung ist. Weil ¢, kein rechtsseitiges Einselement ist, gehort
kein a; zur Einheitsklasse. Den wire ¢,a, =e¢;, so folgte ¢; =e; aus Lemma 1, und
wegen Lemma 2 wire dann a, ein rechtsseitiges Einselement, was gegen die Voraus-
setzung ist. Wegen Lemma 3 ist klar, dass alle a; zu derselben Klasse 4 horen.

Fir die in obiger Weise numerierten Elemente gilt allgemein

Denn man erhilt leicht :
e;a; =e,;(e;a,) = (e,¢;)a; = e,0, =a,.

Es bleibt iibrig zu zeigen, dass 4 nur die m Elemente a,, a,, ..., a,, enthilt. Denn
wire b ein Element, dass zu A gehérte, so bestinde ab = aq, fir jedes a aus S. Fir
a = e; folgte dann e,b = =ga,. Wenn e, simtliche Elemente von E durchliuft,
durchliuft folglich das Produkt e;b simtliche Elemente ay, Gy, ..., &, Aber ein Ele-
ment aus F muss die Gleichung xb b erfiillen. Dieses ist nur mbglich, wenn b mit
einem gewissen a, identisch ist.

Sei ferner b, ein Element aus S, das nicht zu ¥ oder 4 gehért. Dann erhalten wir
bei passender Numerierung:

e;by =b,
esby = b,
enby = b
Samtliche Elemente by, by, ..., b,, bilden offenbar eine Klasse, die wir B nennen. Es

ist klar, dass wir in dieser Weise simtliche Elemente der Halbgruppe in Klassen ein-
teilen konnen, die untereinander kein Element gemeinsam haben. Folglich ist der
Satz bewiesen.

Aus diesem Satz folgt unmittelbar.

Satz 4. Wenn die Anzahl der Elemente n von S endlich ist, so ist die Anzahl m der
rechisseitigen Einselemente ein Teiler von n.

Aus der Numerierung der Elemente, die wir in Satz 3 vorgenommen haben, folgt
nun Lemma 4.

Lemma 4. Die Gleichung
zb;=c,

kann nur von einem Element mit dem Index k erfillt werden.

278



ARKIV FOR MATEMATIK. Bd 3 nr 23

Beweis: Bs ist klar, dass es in S genau ein Element a, gibt, das a;b; = ¢, erfillt.
Aus e,a, = a, ergibt sich dann

= a;b; = (e;a,)b; = e;(a;b;) = e;c,, = ¢,
woraus ¢ = k folgt.
‘Wir bewéisen auch

Lemma 5. Die Produkte von Elementen der Klasse A und Elementen der Klasse B
gehoren zu derselben Klasse C.

Beweis: Bs seien a; und a, zwei Elemente aus 4 und b; und b, zwei Elemente aus
B. Wegen Lemma 4 gilt a,b; = ¢,, a,b, = d,. Hieraus ergibt sich

¢; = a;b; = (e;a,) (e;b) = e;(a,e;)b; = €;(a,by) =€, d; =d;.

Dadurch ist gezeigt, dass ¢, und d, zu derselben Klasse gehoren.

Das Produkt der Klassen A und B definieren wir als die Gesamtheit der Produkte
a;b; =c, aller Elemente a, der Klasse A und aller Elemente b; der Klasse B. Aus
den bisherigen Uberlegungen leuchtet ein, dass alle Produkte ¢, eine Klasse C bilden.
Es gilt folglich AB =C.

Das Produkt a, B von einem Element @, und einer Klasse B wird in analoger Weise
als die Gesamtheit der Produkte a,b; = ¢, definiert, wo b, die Elemente der Klasse B
durchlduft. Aus den vorigen Lemmata leuchtet ein, dass

a,B=c,
gilt.
Wir beweisen nun
Lemma 6. Die Gesamiheit von Losungen x der Gleichungen

zb

i = Cp

wo b, die Elemente der Klasse B und ¢, die Elemente der Klasse C durchlaufen, gehéren
zu derselben Klasse X = A.

Beweis: Wegen Lemma 4 ist klar, dass die Gleichung
zb, =c¢,

von einem Element x = a, erfiillt ist. Wenn b, und ¢,, die Klassen B bzw. C durchlau-
fen, werden wir zeigen, dass alle Elemente zu derselben Klasse gehéren. Denn
bestinde a,b;, =c, und d,b; =c,, so wire

arb; = (e,a,) (¢;0,) = e, (an€;)b; = e (@, b;) = €46, = ¢y

woraus d, =a, folgt. Die Gleichung X B=C ist also von einer gewissen Klasse
X = 4 erfullt.

Mit Hilfe der Komposition von Klassen ist es moglich, den folgenden wichtigen
Satz zu bewiesen. :

Satz 5. Die Klassen von S bilden eine Gruppe G.
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Beweis: Fiir die Komposition von Klassen ist klar, dass die Axiome 1.-3. bestehen.

Wenn ¢, die Elemente der Einheitsklasse F und a, die Elemente einer beliebigen
klasse A durchlaufen, durchliuft das Produkt e,a; = a,; simtliche Elemente von 4.
Also gilt E.A = A, woraus folgt, dass E ein linksseitiges Einselement von @ ist. Die
Klassen von § bilden folglich eine Gruppe G, womit der Satz bewiesen ist.

Die folgenden Sitze gehen aus den bisher bewiesenen Satzen hervor.

Satz 6. Die Halbgruppe S ist villig bestimmi, wenn man die Gruppe G der Klassen
und die Anzahl m der rechisseitigen Einselemente von S kennt.

Satz 7. Die Untermenge aller Elemente aus S mit demselben Index ¢ ist eine Gruppe
G;, die mit der Gruppe G der Klassen isomorph ist. Ferner gilt e; G =G, wo e; das
rechtsseitige Einselement 1ist.

Satz 8. Wenn G die Gruppe der Klassen von S und e,, e, ..., e,, die rechtsseitigen
Einselemente von S sind, ist es moglich, die Halbgruppe S in folgender Weise als
eine Summe isomorpher Gruppen zu schreiben.

S=¢G+eG+- +e,G.

Wenn die Halbgruppe S endlich ist, ist eine analoge Formel ohne Benutzung des
Klassenbegriffes von Suschkewitsch und Prachar gefunden. In einem Referat in
den Mathematical Reviews 9 (1948) 8. 491 vermutet Jennings, dass der Fall einer
unendlichen Halbgruppe schwieriger ist. Es leuchtet aber ein, dass die Sitze
vorliegender Arbeit sowohl fiir endliche Halbgruppen S als auch fiir unendliche
Halbgruppen § mit einer endlichen Anzahl rechtsseitiger Einselemente hergeleitet
worden sind.

§ 3. Beispiele von Halbgruppen S

Tn diesem Abschnitt werden wir die einfachsten Beispiele der Halbgruppe S kon-
struieren. Die Elemente von S werden mit den Ziffern 1, 2, ... bezeichnet. n sei die
Anzahl der Elemente, m die Anzahl der rechtsseitigen Einselemente.

Das einfachste Beispiel ist m = n = 2, das in gruppenaxiomatischer Literatur als
Gegenbeispiel sehr oft benutzt wird.

11
2 2

Wenn n = p eine Primzahl ist, so leuchtet ein, dass nur der Fall m = = p mdglich
ist.

Das einfachste Beispiel mit m # #n ist n = 4, m = 2, das in folgender Weise geschrie-
ben werden kann.

B WD
OO DD
— DD W
el P Y

Fiir n = 6 erhalten wir drei Halbgruppen 8, nimlich m = 6 und m = 3, die mit den
vorigen Beispielen analog sind, und m = 2, wobei die Klassen eine zyklische Gruppe
von der Ordnung 3 bilden.
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WD O Ot
QB = O O

Fiir » =8 sind vier Halbgruppen méoglich. Wenn m = 8 oder m = 4 ist, erhalten
wir Halbgruppen von schon behandelten Typen. Fiir m = 2 gibt es die folgenden zwei
Halbgruppen, die der zyklischen Gruppe der Ordnung 4 und der Vierergruppe ent-

sprechen.

R =T O W -~
00«1 U WD =
DO = QO ~T Sy Ot W O
DO QO I Ot W

WD o ~1 Ot

5 7 7
6 8 8
711
8 2 2
1 3 3
2 4 4
3 5 5
4 6 6

1133556 717
2 2 4 4 6 6 8 8
331171755
4 4 2 2 8 8 6 6
5 5 7 7113 3
6 6 8 8 2 2 4 4
775 5 3 311
8 8 6 6 4 4 2 2

Schliesslich teilen wir eine Tafel der Anzahl aller verschiedenen Halbgruppen S
mit gegebener Anzah! von Elementen mit, n < 25.

Anzahl der Anzahl der Anzahl der Anzahl der
Elemente Halbgruppen Elemente Halbgruppen
2 1 14 3
3 1 15 3
4 2 16 9
5 1 17 1
6 3 18 7
7 1 19 1
8 4 20 7
9 2 21 3
10 3 22 3
11 1 23 1
12 7 24 17
13 1 25 2

§ 4. Axiomatische Untersuchung

Wir wollen schliesslich eine axiomatische Untersuchung vornehmen. Zunéachst stel-
len wir einige Axiome auf, die von Baer-Levi {3], Lorenzen [4] und Stolt [5] eingefithrt
worden sind. Dann werden wir simtliche vollstéindigen irreduziblen Systeme aufstel-
len, die aus diesen Axiomen gebildet werden kénnen. Zum Schluss wird gezeigt, dass
nur die gegebenen Systeme vollstindig und irreduzibel sind.

Zugrunde dieser Untersuchung liegt eine nichtleere Menge, in welcher eine drei-
stellige Relation ab > ¢ definiert ist, wo a, b und ¢ Elemente der Menge sind.

Die betrachteten Axiome sind wie folgt.
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Assoziativaxiom.

A: Wenn zu drei Elementen a, b und ¢ die Produkte (¢b)c und a (bc) existieren,
bestimmen sie denselben Wertevorrat.

Allgemeine Ezxistenz- und Unilitsaziome.

E: Zu je zwei Elementen o und b gibt es mindestens ein ¢, das ab > ¢ erfiillt.
IE: Zu je zwei Elementen b und ¢ gibt és mindestens ein a, das ab > ¢ erfiillt.
U: Zu je zwei Elementen a und b gibt es hichstens ein ¢, das ab > ¢ erfiillt.
1U: Zu je zwei Elementen b und ¢ gibt es hichstens ein a, das ab > ¢ erfillt.

Eins- Existenzaxiome.

rl: Es gibt mindestens ein Element e, das ae > a erfiillt, wo a beliebig ist.
I: Es gibt mindestens ein Element e, das ee > e erfiillt.
li: Es gibt mindestens ein Element ¢, zu welchem es mindestens ein e gibt, das
ec O ¢ erfiillt.
ri: Es gibt mindestens ein Element ¢, zu welchem es mindestens ein e gibt, das
ce > ¢ erfiillt.
i: Es gibt mindestens ein Element d.

Mit J wird eines der Axiome rI, I, Iz, r¢ oder 7 bezeichnet.

Allgemeine Inversaxiome.

1E.J: Es gibt mindestens ein Element e mit der Eigenschaft J. Zu jedem beliebigen
‘a gibt es mindestens ein a’, das a’a > e erfillt.

1U.J: Es gibt mindestens ein Element ¢ mit der Eigenschaft J. Zu jedem beliebigen
a gibt es hochstens ein a’, das a’a > e erfiillt.

Spezielle Inversaxiome.

le.J: Es gibt mindestens ein Element ¢ mit der Eigenschaft J. Zu mindestens ein
Element ¢ gibt es mindestens ein ¢’, das c¢'¢ = e erfiillt.

lu.J: Es gibt mindestens ein Element e mit der Eigenschaft J. Zu mindestens ein
Element ¢ gibt es hichstens ein ¢, das ¢’¢ > e erfiillt.

Endlichkeitsaxiom.
N: In der Menge gibt es nur eine endliche Anzahl » von Elementen.

Wenn in einem System mehrere Inversaxiome bestehen, wollen wir voraussetzen,
dass simtliche Inversaxiome fiir ein gewisses Einselement bestehen.

Wenn die Komposition der Menge eindeutig ist, ist {U mit dem Axiom IV, von
Suschkewitsch identisch. Sonst ist IU starker als IV,.

Wir wollen nun die Vollstindigkeit der folgenden Systeme zeigen.

1) 4, 1B, U, ri

2) A4, E, U, 1B+
3) 4, E, U, B
4) A, E,1E, U, lvi
5) A, N, IE, U

6) A, N, E, U
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Von diesen Systemen ist das System von Prachar mit 2. identisch, wihrend das
System von Suschkewitsch umfassender als 6. ist.
In den Volistindigkeitsbeweisen werden die Symbole 3 (es existiert) und — (es

folgt) verwendet.
Vollstindigkestsbewers von 1.

3¢ und e, die ce =¢ erfiillen. a,¢ =a und g¢ = a, wegen lE, o beliebig. —

a=a;e={gc)e=g(ce) =gc=ay.
—>ae=g—>emit rl.

3b'b=e, byb" =e, e;b=>b und byb' = e, wegen LE, b beliebig. —
by =bye = by (b'b) = (byb")b =e,b =b.
—bb’ =e,. Zunachst werden wir beweisen,dass e, die Eigenschaft I hat und dass
die Giiltigkeit von E hieraus folgt.

de'ey =e, e,¢’ =e, e3¢, = e, und e, e’ =e¢; wegen lE. —

eg=ege=c¢ (e'e,) =(eqe')e; =ege; = e,
1re.e’ =e3—>e; =€ wegen U. —>ee; =e,.

Jezb=>b, und byb' =e; wegen lE. —

by =bge = b3 (b'b) = (b30")b = e5b = b,
—=b,b =e;—>e;=e—>eb=b,.
Ferner bilden wir
e, =ce; =e(bd’) = (eb)b’ = b, b =e.
—>ee; =e—>aye, =aq wegen lH. —>
as = age =ay(ee;) = (aze)e, = a,e; =a.
—>ae; =a, d.h. e, hat die Eigehschaft rl.

3¢;b" =aund azb =c, Wege;l lE, wo a und b beliebig sind. —

ag =age, = ag(bd’) = (ab)b' = ¢, b’ =a.
—ab=¢,;, d.h. F gilt.

Es bleibt tibrig zu zeigen, dass IU gilt. Sonst 3¢,b = ¢ und a,b = ¢ filr mindestens
ein Elementenpaar b und c. —bb’ =e,;, cb’ =a, und ¢b’ =a,, was soeben bewiesen
worden ist. —a, = @, wegen U, d.h. IU gilt. Hiermit ist die Vollstéindigkeit bewiesen.
: Vollstdndigkeitsbeweis von 2.

Wir werden dieses System auf 1. dadurch zuriickfithren, dass wir die Gilltigkeit von
lE zeigen. .

de mit IErI.—b'b = e und ¢b’ =a, wo b und ¢ beliebig sind. —
ab = (cb’)b =c¢(b’b) =ce =c.
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Hiermit ist 2. anf 1. zuriickgefiihrt.

Vollstindigkeitsbeweis von 3.
3d mit IEi—ed> d, fa> d, a beliebig. —
(ee)d =e(ed)>ed> d
—>ee>De wegen A, £ und IU.
dae> a, wegen K. —
(ae)e=a(ee)Dae>a,
—>ae> a,, a,e > a, wegen A und E. —>a, =a, wegen {U—ae > a. Folglich hat e die
Eigenschaft r1.
3dd>d* d'd*>d. —
(dd)yd=d' (dd)>d'd*>d.
—d'd> e wegen A, E und IU. Wir bilden ferner
(dfla=d (fa)yod'd>e.
—d'f>a,a’a> e wegen A, E und IU. e hat also die Eigenschaft [E.rI.

Zunichst werden wir zeigen, dass U gilt. Sonst 3ab> (¢, g) fiir gewisse a, b.
—=>b'b>e, c'coe,g'goewegenlErl. —

(Ca)b=c (@b)>c'c>e,
@'a)b=g'(ab)>g'g>e.
—c'a>b,g'a> b wegen 4, E und IU. —¢' =g¢'.
Wir bilden ferner
(cc')e=c(c'c)DceDec,
(gc)g=g(c'9)>ge>g.
—cc'De, ecOcund gc'De,, e,9> g wegen 4 und E. —

(e,a)b=¢e (ab)>e.cOc,
(e;a)b=e (ab)>e,g>g.

—ea>a, e;a>a wegen A, E und IU. —e,=e, wegen lU. = cc'De, gc'2e, -
¢ =g wegen IU. Folglich besteht U, womit 3. auf 2. zuriickgefiihrt ist.
Vollstindigkestsbeweis von 4.
3¢, d mit &'c = d wegen IE und lv.i. — ec = ¢ wegen lE. Wir bilden
(We)e=H(ecy=Rh'c=d

~>h'e =h' wegen A, E und lv.i. Dann besteht ri, womit 4. auf. 1. zuriickgefiihrt ist.

Vollstindigkeitsbeweise von 5. und 6.

Diese Beweise sind mit den Beweisen von Baer-Levi [3], S. 11, und Stolt [6],
S. 114, véllig analog. Wir werden uns auf den Fall beschrinken, wo E und IU
bestehen und betrachten die Produkttafel der zugrundeliegenden endlichen Menge.
Wenn ¥ besteht, gibt es in jeder Parzelle der Produkttafel mindestens ein Element.
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Eine beliebige Kolonne enthilt folglich mindestens n Elemente. Aber wegen U
kommt jedes Element in jeder Kolonne hochstens einmal vor. Dann miissen simtliche
n Elemente in jeder Kolonne genau einmal vorkommen, d.h. 1E besteht. Weil
jede Parzelle genau ein Element enthalten muss, besteht auch U.

Der Beweis fiir den Fall, wo IE und U bestehen, ist derselbe, wenn E durch U
und IU durch IE ersetzt und die Worte ,,mindestens‘‘ und ,,héchstens® miteinander
vertauscht werden. Hiermit ist die Vollstindigkeit von 5. und 6. gezeigt.

Es bleibt iibrig zu zeigen, dass es nur die obigen vollstindigen Systeme gibt. Mlt
Hilfe folgender unvollstindiger Systeme ist dies leicht zu bestitigen. Es leuchtet
ferner ein, dass die vollstindigen Systeme irreduzibel sind, d.h. dass kein Axiom
durch ein schwicheres Axiom ersetzt werden kann.

Die unvollstindigen Systeme sind wie folgt.

N,EIE UIU,rI

0 «~I O O i QN -
N N S e N et

Die Unvollstindigkeit der Systeme 1.-6. geht aus den folgenden Beispielen hervor.

1. 2.

1,2, 3)

1 1 1
2 2
2,3) (2,3) 293

O DD =

G2 DY
bo
[

3

4 6 6 8 8 10 10
7 11 11 15 15 19 19
8 12 12 16 16 20 20
11 11 17 17 23 23 29 29
24 24 30 30
15 15 23 23 31 31 39 39
16 16 24 24 32 32 40 40
19 19 29 29 39 39 49 49
20 20 30 30 40 40 50 50

O WW-TDNT W=
o
oo 0 =T > W
et
[\]
o
@*
et
xR

O W WT O WN -

—
o]
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B. STOLT, Uber eine besondere Halbgruppe

Die Unvollstindigkeit von 7. geht aus {3] 8. 7, {4] S. 320 oder [5] S. 51, von 8. aus
[4] 8. 320 oder [5] S. 32 hervor.
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