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Mitgeteil t  am 14. September 1955 durch T. NAGI~-LL und O. FROSTMAN 

tJber eine besondere Halbgruppe 

V o n  BENGT STOLT 

§ 1. E in ld tung  

In einer Arbeit yon 1926 hat  Susehkewitsch eine Halbgruppe behandelt, siehe 
[1]. 1 Sie wird in folgender Weise definiert: 

Es sei eine Menge (Komplex) yon Elementen gegeben; ausserdem sei aueh eine 
Verkniipfungsart  (Operation) dieser Elemente definiert, mittelst  der zwei beliebige 
(in bestimmter 0rdnung genommene) Elemente miteinander komponiert  werde~ 
kSnnen, so dass sieh ein bestimmtes Element als Resultat ( , ,Produkt") dieser Kom- 
position herausstellt. Diese Elementenmenge insgesamt mit  der Operation soll nun 
folgenden Grundpostulaten unterhegen: 

I. Die Operation ist eindeutig und unbesehr~nkt anwendbar. 
II .  Es gilt fiir sie das assoziative Gesetz. 
III .  Die Menge enth~lt nur eine endliche Anzahl yon Elementen. 
IV v Es gilt das linke Gesetz der eindeutigen (also naeh I I I  aueh der unbeschr~nk- 

ten) Umkehrbarkeit,  d.h.: Aus der Gleiehung . B A  = C A  folgt B = C. ([1], S. 32-33.) 
Das obige System wird ,,eine endliche Gruppe ohne das Gesetz der eindeutigen 

Umkehrbarkei t"  genannt, und ihre Eigenschaften werden eingehend studiert. 
In  1946 hat  Prachar  eine Halbgruppe studiert ; siehe [2]. Er  geht yon der folgenden 

Definition einer Gruppe aus: 
Eine Gruppe ist eine Menge G yon Elementen, welche folgende Forderungen er- 

fiillt: 
1. Zu jedem geordneten Elementepaar a c G, b c G existiert ein eindeutig bestimm- 

tes drittes Element c c G, welches das Produkt  yon a und b heisst und re_it a b be- 
zeiehnet wird. 

2. Das in 1. definierte P roduk t  ist assoziativ: fiir a ~  G, b c G, c ~ G gilt 

a ( b c )  = (ab )c .  

3. Es existiert mindestens ein Element e, so dass gilt: 

e ~ a  
fiir alle a ~ G. 

4. Zu jedem a c G existiert mindestens ein Element a -1, fiir das die Gleichung 

besteht. 
a - ] a  = e  

x Die  Z a h l e n  in  e c k i g e n  K l a m m e r n  bez iehen  s ich  auf  da s  L i t e r a t u r v e r z e i e h n i s  a m  Sch lus s  die-  
se r  Arbe i t .  
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Daraus  ergeben sieh dann die Folgerungen: 
5. Fiir  jedes a gilt auch die Gleiehung: 

a a  -1 = e. ([2] S. 97.) 

Prachar  studiert nun alle Systeme S mit  endlieh vielen Elementen, welche 1., 2., 
3., 5 erfiillen. Seine Arbeit seheint ohne Kenntnis der Arbeit Susehkewitschs geschrie- 
ben zu sein. Es leuehtet n~mlich ein, dass die Halbgruppen yon Suschkewitseh und 
Prachar  identiseh sind. 

Es  ist das Ziel vorliegender Arbeit, die Identit/~t dieser Halbgruppen zu zeigen. 
Diese Untersuehung ist um so mehr  yon Interesse, als die Halbgruppe in der Gruppen- 
axiomatik sehr oft als Gegenbeispiel benutzt  wird. 

Zun~ehst werden wir eine Halbgruppe S auf eine drit te Art  definieren. Dann wer- 
den wir ihre Eigensehaften best immen und die einfachsten Beispiele solcher Halb-  
gruppen aufstellen. Sehliesslich werden wir eine axiomatisehe Untersuchung vor- 
nehmen, Wobei s~mtliche irreduzible Axiomensysteme aufgestellt werden, die S 
eharakterisieren. Es wird gezeigt, dass die Definitionen yon Susehkewitsch und 
Prachar  auf solche Axiomensysteme zur/iekgefiihrt werden kSnnen. 

§ 2. Definition und Eigenschaften der Halbgruppe S 

Ehe wir die Halbgruppe S definieren, werden wir zun~chst an die folgende Defini- 
tion einer Gruppe erinnern. 

Eine abst rakte  Gruppe kann als eine nichtleere Menge definiert werden, in welcher 
die folgenden vier Axiome erfiillt sind. 

1. Es ist eine Zusammensetzungsvorsehrift  gegeben, so dass jedem geordneten 
Paa r  a, b yon Elementen der Menge eindeutig ein drittes Element  der Menge zuge- 
ordnet ist, in Formel a b  = c. 

2. Fiir drei beliebige Elemente a, b u n d c  besteht das assoziative Gesetz: ( a b ) c  = 

a ( b c ) .  

3. Zu zwei beliebigen Elementen b, c der Menge gibt es genau ein Element  a, das 
a b  = c erfiillt. 

4. Zu zwei beliebigen Elementen a, c der Menge gibt es genau ein ElemEnt b, das 
a b  = c erfiillt. 

Wir  definieren nun die Halbgruppe S als eine Menge, in welcher nur die Axiome 
1.-3. aber  nicht das Axiom 4. erffillt sind. S kann endlieh oder unendlieh sein. 

Wit  werden nun die folgenden S/itze beweisen. 

S a t z  t .  Z u  j e d e m  E l e m e n t e  a a u s  S gibt es g e n a u  e in  E l e m e n t  e a, das  eaa = a er/i~llt. 

F e r n e r  i s t  e a e in  rechtssei t iges  E i n s e l e m e n t .  

B e w e i s :  Ftir jedes a aus S folgt unmittelbax die Existenz eines e a mit  eaa = a aus 3. 
Aus 

(eae~)a = % ( % a )  = eaa = a 

folgt %% = % aus 3. 
Wenn b ein beliebiges ElemEnt ist, gilt wegen 3. ble  a = b. Aus 

b e  a = (ble~) % = b 1 ( e a e a )  = ble  a = b 

folgt, dass e a ein rechtsseitiges Einselement ist. Hiermit  ist der Satz bewiesen. 
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Aus diesem Satz folgt unmit telbar  

S a t z  2. I n  S gibt es mindestens zwei rechtsseitige Einselemente.  

Beweis:  Aus dem vorigen Satz geht hervor, dass man  zu jedem a aus S ein e~ 
best immen kann, das % a  = a erffillt und ein rechtsseitiges Einselement ist. Wenn es 
in S nur ein reehtsseitiges Element  gi~be, waren alle e~ untereinander gleich. Folglieh 
besti~nde ein linksseitiges Einselement, was gegen die Voraussetzung ist. 

Wir werden nun die Elemente von S in Klassen einteilen. 
Zwei  Elemente  b u n d  c gehSren zu  derselben Klasse,  wenn  die Gleichun 9 ab = ac  

]iir ~edes a er/iillt ist. 
Es ist klar, dass alle rechtsseitigen Einselemente eine Klasse bilden. Denn fiir zwei 

solche Elemente e i und ej besteht ja immer ae~ = aej  = a, wo a beliebig ist. Die Klasse 
aller rechtsseitigen Einselemente werden ~ die Einhei tsk lasse  nennen und mi t  E 
bezeichnen. Es leuchtet unmit telbar  ein, dass E nut  rechtsseitige Einselemente 
enth~lt. 

Zun~chst werden wir drei Lemmata  beweisen. 

Lr~MMA 1. W e n n  e~ und  e~ zwei rechtsseitige Einselemente  sind, e i # e~, so gilt e ia # e~ 
/iir jedes beliebige a. 

Beweis:  Sonst best/£nde 

e i = eia = (eiei)a =e  i (eia) = e t e  j = ei, 

was gegen die Voraussetzung ist. 

L ~ M y ~  2. E s  sei e i e in rechtsseitiges Einselement .  W e n n  e~g = e i / i i r  e in gewisses 
Element  g gilt, so ist auch g ein rechtsseitiges Einselement .  

Beweis:  Fiir jedes beliebige a gilt 

ag = (aei)g = a(eig  ) = ae  i. 

Nach der obige Definition gehSren folglich g und e~ zu derselben Klasse, wodurch 
das Lemma bewiesen ist. 

L~MMA 3. Es  seien b u n d  c gewisse Elemente aus  S und  e~ e in  rechtsseitiges Einsele-  
ment,  das e i b = c er/iillt. D a n n  gehSren b u n d c  zu derselben Klasse.  

Beweis: Wenn a beliebig ist, so gilt 

ab = (aei) b = a(e~b) = ac,  

wodurch das Lemma bewiesen ist. 
Es ist nun mSglich, den folgenden Satz zu beweisen. 

Sa t z  3. W e n n  die Halbgruppe  S genau m rechtsseitige Einselemente  entMilt, zer/dllt 
sie in  Klassen  mi t  ]e genau m Elementen.  Jedes E lement  von S gehSrt genau einer 
Klasse.  
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B e w e i a :  W i r  n e h m e n  an, dass  ex, e2 . . . . .  e ~  die E l e m e n t e  de r  E inhe i t sk lasse  sind.  
Es  sei a 1 e in  gewisses E lement ,  das  zur E inhe i t sk lasse  n ich t  gehSrt .  W e g e n  A x i o m  
3. g ib t  es e in  E l e m e n t  e i der  E inhe i t sk lasse ,  das  e l a  i = a 1 erfii l l t .  Wegen  A x i o m  1. 
i s t  es mSglich,  de r  Reihe  nach  die  fo lgenden P r o d u k t e  zu bflden.  Bei  gee igne ter  
N u m e r i e r u n g  de r  P r o d u k t e  e rha l t en  wir  

e l a  1 ~ a 1 

e 2 a  1 ~ a s 

e m a  1 ~ a m .  

Es  i s t  k lar ,  dass  alle a t ve rseh ieden  sind. Denn  w~re e~a 1 = e~a I = a~, so w~re e i = e~, 
was gegen die  Vorausse tzung  ist .  Wel l  a 1 ke in  reehtsse i t iges  E inse lemen t  ist ,  gehSr t  
ke in  aj  zur  Einhei tskIasse .  D e n  w~re e i a  1 = %, so folgte ej = e~ aus  L e m m a  1, u n d  
wegen L e m m a  2 w~re d a n n  a I e i n  rechtsse i t iges  E inse lement ,  was gegen d ie  Voraus-  
se tzung ist .  W e g e n  L e m m a  3 i s t  k lar ,  dass  alle a s zu derse lben  Klasse  A h6ren.  

F i i r  d ie  in  obiger  Weise  numer i e r t en  E l e m e n t e  g i l t  aUgemein 

e i a  i ~ a i .  

Denn  m a n  erh~l t  le ieh t  

e i a  t = e i (ejal)  = (e ie~) a ,  = e~a 1 = a~. 

Es  b l e ib t  i ibr ig  zu zeigen, dass  A nur  die  m E lemen te  a l ,  a s . . . .  , a m enth~l t .  Denn  
w~re b e in  E lemen t ,  dass  zu A gehSrte ,  so bes t~nde  a b  = a a j  fiir jedes  a aus  S.  F i i r  
a = e i folgte  d a n n  e~b = e ia  j = a i. W e n n  e i s~mtl iehe  E l e m e n t e  yon  E dureh l~uf t ,  
durch l~uf t  folglieh das  P r o d u k t  e ,b  sgmtl iche  E lemen te  al ,  a 2 . . . . .  am. Abe r  e in  Ele-  
m e n t  aus  E muss  die  Gleichung x b  = b erfi i l len.  D i e s e s i s t  nur  mSglich,  wenn  b m i t  
e inem gewissen aj  ident i seh  ist.  

Sei fe rner  b 1 e in  E l e m e n t  aus S, das  n i eh t  zu E oder  A gehSrt .  ] ) ann  e r h a l t e n  wir  
bei  pas sende r  Numer ie rung :  

e lb  i = b 1 
e2b 1 = b~ 
. . .  

emb 1 = b~ .  

S~mtl iche  E l e m e n t e  bl, b2 . . . . .  bm bi lden  of fenbar  eine Klasse ,  d ie  wir  B nennen .  Es  
i s t  k lar ,  dass  wir  in  dieser  Weise  s~mtl iche E l e m e n t e  de r  H a l b g r u p p e  in K las sen  ein- 
t e i l en  kSnnen,  die  un t e r e inande r  ke in  E l e m e n t  gemeinsam haben ,  l~olglich i s t  de r  
Sa tz  bewiesen.  

Aus  d iesem Sa tz  folgt  unmi t t e lba r .  

S a t z  4. W e n n  d ie  A n z a h l  der  E l e m e n t e  n yon  S end l i ch  is t ,  so i s t  d ie  A n z a h l  m der 
rech tsse i t igen  E i n s e l e m e n t e  e in  T e l l e r  yon  n.  

t 

Aus  der  Numer i e rung  der  E lemen te ,  d ie  wir  in  Sa t z  3 vo rgenommen  haben ,  fo lgt  
n u n  L e m m a  4. 

L ~  4. D i e  G l e i c h u n g  

x b j  = e~ 

k a n n  n u r  y o n  e i n e m  E l e m e n t  m i t  d e m  I n d e x  b er/i~llt w e r d e n .  
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B e w e i s :  Es  ist klar, d a s s e s  in S genau ein Element  a i gibt, das a~bj = c  k erfiill$. 
Aus  ei a i = a i ergibt sich darm 

c~ = a i  bj = (e~ai)b~ = ei (a  i5i)  = e~ c~ = c~, 
woraus i = k folgt. 

Wir  beweisen auch 

Lv . Imv~ 5. D i e  P r o d u k t e  y o n  E l e m e n t e n  der K l a s s e  A u n d  E l e m e n t e n  der  K l a s s e  B 

gehSren z u  derselben K l a s s e  C.  

B e w e i s "  Es seien a~ und  a a zwei Elemente  aus A und  bj mad bk zwei Elemente  aus 
B. Wegen  L e m m a  4 gilt a~b¢ = ci, a~b~ = dn. Hieraus ergibt  sich 

ci = a i b  ~ = (eiaa) (ejb~) = e i (ahem) b k = e i (ah b~) = e i d  a = d i. 

Dadureh  ist  gezEigt, dass c~ und  d a zu derselben Klasse gehSren. 
D a s  P r o d u k t  der K l a s s e n  A u n d  B definieren wit als die Gesamthei t  der P roduk te  

a i b  j = c i aller Elemente  a i der Klasse A und  aller Elemente  be der Klasse 13. Aus 
den bisherigen f~berlegungen leuchtet  ein, dass alle P roduk te  c i eine Klasse C bilden. 
Es gilt folglich A B  = C.  

Das P r o d u k t  a i B yon  einem ElemEnt a i u n d  einer Klasse B wird in analoger Weise 
als die Gesamthei t  der P roduk te  a ib  ~ = c i definiert, wo bj die Elemente  der  Klasse B 
durEM~uft. Aus den vorigen L e m m a t a  leuchtet  ein, dass 

a i B = C i 
gilt. 

Wir  beweisen nun  

L E M M A  6. D i e  G e s a m t h e i t  yon  I_,Ssungen x der G l e i c h u n g e n  

x b  i = ca, 

w o  b~ d ie  E l e m e n t e  der K l a s s e  B u n d  e a d ie  E l e m e n t e  der  K l a s s e  C d u r c h l a u / e n ,  9eh6ren  
z u  derselben K l a s s e  X = A .  

B e w e i s :  Wegen L e m m a  4 ist klar, dass die Gleichung 

x b  i = c h 

yon  einem Element  x = a a erffillt ist. Wenn  b~ und  ca die Klassen B bzw. G durchlau-  
fen, werden wir zeigen, dass alle Elemente  zu derselben Klasse gehSren. Denn 
best~nde ahb  i = c h und  dkb  j = %, so wiire 

akb  J = (%aa)  ( e l b i )  = el: (cta ej)  b i  = e k (anb~) = ekc a = ck, 

woraus d k = a~ folgt. Die GleiEhung X B = C ist also yon  einer gewissen Klasse 
X = A erfiillt. 

Mit Hilfe der Komposi t ion  yon  Klassen ist es mSglich, den folgenden wichtigen 
Satz zu bewiesen. 

S a t z  5. D i e  K l a s s e n  v o n  S b i lden  e ine  G r u p p e  G. 
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Beweis: Fiir  die Komposi t ion  y o n  Klassen is~ klar, dass die Axiome 1.-3. bestehen. 

W e n n  e i die Elemente  der Einheitsklasse E und aj die Elemente  einer beliebigen 
klasse A durehlaufen,  durchl~uft  das P roduk t  e~a~ = a i sgmtliche Elemente  yon  A. 
Also gilt E A  = A ,  woraus folgt, dass E ein linksseRiges Einselement  Yon G ist. Die 
Klassen yon  S bflden folglieh eine Gruppe G, womit  der Satz bewiesen ist. 

Die folgenden S~tze gehen aus den bisher bewiesenen S~tzen hervor. 

S a t z  6. Die Halbgrutrpe S ist vSllig bestimmt, wenn man  die GrupTe G der Klassen 
und die Anzahl  m der rechtsseitigen Einselemente yon S kennt. 

S a t z  7. Die Untermenge aller Elemente aus S mit demselben Index  i ist elne Gruppe 
Gi, die mit  der Gruppe G der Klassen isomorph ist. Ferner gilt e i G = Gi, wo ei das 
reehtsseitige Einselement ist. 

S a t z  8. Wenn G die Gruppe der Klassen yon S und el, % . . . . .  e,~ die rechtsseitigen 
Einselemente yon S sind, ist es mSglich, die Halbgruppe S in /olgender Weise als 
eine S u m m e  isomorpher Grulrpen zu schreiben. 

S = e l G  + e2G +. . .  ÷ e,~G. 

W e n n  die Ha lbgruppe  S endlieh ist, ist eine analoge Formel  ohne Benu tzung  des 
Klassenbegriffes yon  Suschkewitsch und  Pracha r  gefunden. I n  einem Refera t  in 
den Mathemat ica l  Reviews 9 (1948) S. 491 ve rmute t  Jennings,  dass der Fall  einer 
unendlichen Halbgruppe  schwieriger ist. Es leuehtet  aber ein, dass die Sgtze 
vorliegender Arbei t  sowohl fiir endliehe Halbgruppen  S als aueh fiir unendliche 
Halbgruppen  S mi t  einer endlichen Anzahl  reehtsseitiger Einselemente hergeleitet 
worden sind. 

§ 3. Beispiele yon  Halbgruppen S 

I n  diesem Abschni t t  wcrden wir die einfaehsten Beispiele der Halbgruppe  S kon- 
struieren. Die Elemente  von  S werde~ mit  den Ziffern 1, 2 . . . .  bezeichnet, n sei die 
Anzahl  der Elemente,  m die Anzahl  der rechtsseitigen Einselemente.  

Das einfachste Beispiel ist m = n = 2, das in gruppenaxiomat ischer  L i te ra tu r  als 
Gegenbeispiel sehr oft benutz t  wird. 

1 1 
2 2 

W e n n  n = p eine Pr imzahl  ist, so leuehtet  ein, dass nur  der Fall  ra = n = T mSglich 
ist. 

Das einfachste Beispiel mi t  m ~ n ist n = 4, m = 2, das in folgender Weise gesehrie- 
ben werden kann.  

1 1 4 4 
2 2 3 3 
3 3 2 2 
4 4 1 1 

Fiir n = 6 erhal ten wir drei Ha lbgruppen  S, n~mlich m = 6 und  m = 3, die mit  den 
vorigen Beispielen analog sind, und  m = 2, wobei die Klassen eine zyklische Gruppe 
yon  der Ordnung  3 bilden. 
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1 1 3 3 5 5 
2 2 4 4 6 6 
3 3 5 5 1 1 
4 4 6  6 2  2 
5 5 1 1 3 3  
6 6 2  2 4 4  

F i i r  n = 8 s ind  v ier  H a l b g r u p p e n  mSglich.  W e r m  m = 8 oder  m = 4 ist ,  e rha l t en  
wir  H a l b g r u p p e n  yon  schon behande l t en  Typen .  F i i r  m = 2 g ib t  es die  fo lgenden zwei 
H a l b g r u p p e n ,  die  de r  zykl i schen Gruppe  der  Ordnung  4 u n d  der  Vie re rg ruppe  ent-  
sprechen.  

1 1 3 3 5 5 7 7 1 1 3 3 5 5 7 7 
2 2 4 4 6 6 8 8 2 2 4 4 6 6 8 8 
3 3 5 5 7 7 1 1 3 3 1 1 7 7 5 5 
4 4 6 6 8 8 2 2 4 4 2 2 8 8 6 6 
5 5 7 7 1 1 3 3 5 5 7 7 1 1 3 3 
6 6 8 8 2 2 4 4 6 6 8 8 2 2 4 4 
7 7 1 1 3 3 5 5 7 7 5 5 3 3 1 1 
8 8 2 2 4 4 6 6 8 8 6 6 4 4 2 2 

Schliessl ich te i len  wir  eine Tafel  de r  Anzah l  a l ler  ve r sch iedenen  H a l b g r u p p e n  S 
m i t  gegebener  Anzah l  yon  E lemen ten  mi t ,  n < 25. 

Anzahl der Anzahl der Anzahl der Anzahl dor 
Elemente Halbgruppen Elomonte Halbgruppen 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 

14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 

3 
3 
9 
1 
7 
1 
7 
3 
3 
1 

17 
2 

§ 4. A x i o m a t i s c h e  U n t e r s u c h u n g  

W i t  wol len  schliesslich eine ax iomat i sche  Un te r suchung  vo rnehmen .  Zun~chs t  stel- 
l en  wi t  einige Ax iome  auf, d ie  von  Bae r -Lev i  [3], Lorenzen  [4] u n d  S to l t  [5] e ingef i ihr t  
worden  sind. D a n n  werden  wi t  si~mthche vollsti~ndigen i r r eduz ib len  Sys t e me  aufstel-  
len, die  aus  diesen A x i o m e n  gebf ldet  werden  kSnnen.  Z u m  Schluss wird  gezeigt,  dass  
nu r  die gegebenen Sys t eme  vollsti~ndig und  i r reduzibe l  s ind.  

Zugrunde  dieser  Un te r suchu ng  heg t  eine n icht leere  Menge,  in  welcher  eine drei-  
s tel l ige RelaWon a b  ~ c def in ier t  ist ,  wo a, b u n d  c E l e m e n t e  de r  iV[enge sind.  

Die  b e t r a c h t e t e n  Ax iome  s ind wie folgt.  
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Assozlativaxiom. 

A: Wenn zu drei Elementen a, b und c die Produkte (ab)c und  a(bc) existieren, 
bestimmen sie denselben Wertevorrat. 

Allgemeine Existenz- und Unitdtsaxiome. 

E:  Zu je zwei Elementen a und b gibt es mindestens ein c, das ab ~ c erfiillt. 
1E: Zu je zwei Elementen b und C gibt es mlndestens ein a, das ab ~ c erffillt. 
U: Zu je zwei Elementen a und b gibt es hSchstens ein c, das ab ~ c erfiillt. 

1U: Zu je zwei Elementen b u n d c  gibt es hSehstens ein a, das ab ~ c erfiillt. 

Eins-  Existenzaxiome. 

r I :  Es gibt mindestens ein Element e, das ae D a erfiillt, w0 a beliebig ist. 
I :  Es gibt mindestens ein Element e, das ee ~ e erfiillt. 
li: Es gibt mindestens ein Element c, zu welchem es mindestens ein e gibt, das 

e c D c erfiillt. 
ri: Es gibt mindestens ein Element c, zu welchem es mindestens ein e gibt, das 

ce ~ c erftillt. 
i: Es gibt mindestens ein Element d. 

Mit J wird eines der Axiome rI ,  I ,  li, ri oder i bezeichnet. 

Allgemeine Inversaxiome. 

1E.J: Es gibt mindestens ein Element emi t  der Eigenschaft J .  Zu jedem beliebigen 
'a  gibt es mindestens ein a', das a 'a  ~ e erfiillt. 

1U.J: Es gibt mindestens ein Element emi t  der Eigenschaft J .  Zu jedem beliebigen 
a gibt es hSehstens ein a', das a ' a  ~ e erfiillt. 

Spezielle Inversaxiome. 

le .J: Es gibt mindestens ein Element e m i t  der Eigenschaft J .  Zu miudestens ein 
Element c gibt es mindestens ein c', das c' c ~ e erfiillt. 

lu .J :  Es gibt mindestens ein Element e m i t  der Eigenschaft J .  Zu mindestens ein 
Element c gibt es hSehstens ein c', das c' c ~ e erfiillt. 

Endlichkeitsaxiom. 

N: In  der Menge gibt es nur eine endliehe Anzahl n yon Elementen. 

Werm in einem System mehrere Inversaxiome bestehen, wollen wir voraussetzen, 
dass s~tmtliche Inversaxiome ffir ein gewisses Einselement bestehen. 

Wenn die Komposition der Menge eindeutig ist, ist 1U mit dem Axiom IV~ yon 
Suschkewitseh identisch. Sonst ist lU sti~rker Ms IV z. 

Wir wollen nun die Vollst~ndigkeit der fo]genden Systeme zeigen. 

1) A, lE, U, ri 
2) A,  E,  U, l E . r I  
3) A,  E,  lU, IE.i 
4) A,  E,  1E, U, lv.i 
5) A , N ,  IE, U 
6) A , N , E ,  IU 
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Von diesen S y s t e m e n  i s t  das  S y s t e m  yon  P r a c h a r  m i t  2. ident isch,  wEhrend das  
S y s t e m  y o n  Suschkewi tsch  umfassender  als 6. ist .  

I n  den  Vollst /~ndigkeitsbeweisen werden  die  Symbo le  B (es exis t ier t )  u n d  --> (es 
folgt)  ve rwende t .  

V o l l s t ~ i n d i g k e i t s b e w e i s  y o n  1.  

~ c  u n d  e ,  d i e  c e  = c erfiillen. B a l e  = a und  g c  = a 1 wegen I E ,  a beliebig.  - ~  

- - > a e  = a- - -~e  m i t  r I .  
a = a l e  = ( g c ) e  ~- g ( c e )  = g c  = a 1. 

3 b ' b  = e, b i b '  = e ,  e l b  = b  und  b 2 b '  = e 1 wegen l E ,  b beliebig.  --~ 

b~ = 52e  = b ~ ( b ' b )  ~ ( b 2 b ' ) b  = e l b  = b .  

- - > b b '  = e 1. Zungchs t  werden wir  beweisen,dass  e 1 die  E i g e n s c h a i t  r I  h a t  und  dass  
die  Gi i l t igke i t  y o n  E h ieraus  folgt.  

~ e ' e  I = e, e~e'  = e,  e 3 e  1 = e~.und eae' = e3 wegen 1 E .  --~ 

e~ = eke = e , (e 'e l )  = (%e')e  1 = ese 1 = e 2. 

:->e2e' : ea-->e 3 = e wegen U. -->ee 1 = e 2. 

~ e s b  = b 1 u n d  b 3 b '  = e 5 wegen l E .  ---> 

b 3 = b a e  = b 3 ( b ' b  ) ~- ( b a b ' ) b  - e s b  = b 1 

--->bib' = e 5 - - ~ e  5 = e - - > e b  = b 1. 

F e r n e r  b i lden  wir  
e~ = e e l : =  e ( b b ' )  = ( e b ) b '  = b i b '  = e.  

--->ee I = e - - ~ a 2 e  1 = a wegen 1 E .  --> 

a 2 = a 2 e  = a ~ ( e e l )  = ( a 2 e ) e  I = a 2 e l  = a .  

--->ae I = a ,  d.h.  e I h a t  die  E igenschaf t  r I .  

9 C l b "  ~ a u n d  a 3 b  = c 1 wegen I E ,  wo a und  b bel iebig  sind. -~  

a S = a s e  1 = a 3 ( b b '  ) = ( a a b ) b '  = c l b '  = a .  

- - > a b  = c l ,  d .h .  E gil t .  

E s  b l e ib t  i ib r ig  zu  zeigen, dass  l U  gilt.  Sons t  ~ a l b  = c u n d  a , b  = c fiir mindes t ens  
e in  E l e m e n t e n p a a r  b und  c. - - - > b b ' =  e l ,  c b ' =  a 1 und  c b ' =  a2,  was soeben bewiesen 
worden  ist .  -->a2 = a l  wegen U, d .h .  I U  gilt .  H i e r m i t  is t  die Vol l s t~ndigkei t  bewiesen.  

V o l l s t d n d i g k e i t s b e w e i s  y o n  2 .  

W i r  werden  dieses  S y s t e m  auf 1. d a d u r c h  zur i ic ld i ihren,  dass  wir  die Gi i l t igke i t  y o n  
l E  zeigen. 

3e  m i t  l E . r I . - - > b ' b  = e u n d  c b '  = a ,  wo b u n d  c bel iebig  sind, - ~  

a b  = ( c b ' ) b  = c ( b ' b )  = c e  = c, 
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Hiermit ist 2. auf 1. zurfickgeffihrt. 

Vol ls t i~ndigkel t sbeweis  yon  3. 

9d mit 1 E . i - + e d ~  d, ]' a ~  d, a beliebig. --> 

(ee)d  = e(ed)  ~ e d  ~ d 
--> e e ~ e wegen A, E und lU. 

9 a e D  a 1 wegen E. --> 
(ae)e  = a (ee ) ~ a e  ~ a 1 

, > a e  ~ a~, a~e ~ a 1 wegen A und E. -+a~ = a 1 wegen l U - - > a e  ~ a. F01glieh hat  e die 
Eigensehaft r I .  

9 d d ~  d 2, d '  d 2 ~  d. ---> 
(d' d ) d  = d '  (dd)  ~ d '  d 2 ~  d. 

--->d' d ~ e wegen A ,  E und IU.  Wir bilden ferner 

( d ' / ' ) a  = d'  (/ '  a) ~ d ' d  D e. 

--->d'/' ~ a ' ,  a '  a ~  e wegen A, E und 1U. e hat also die Eigensehaft I E . r I .  

Zun~ichst werden wir zeigen, dass U gilt. Sonst ~ a b D  (c, g) fiir gewisse a, b. 
--->b'b ~ e, c" c ~ e, 9" g ~ e wegen l E . r I .  --> 

(c 'a )b  = c' (ab) ~ c 'c  ~ e, 

(g' a )b  = g' (ab) ~ 9 '9  D e. 

--+c' a ~ b' ,  g'  a D b" wegen A, E und 1U. --->c' = g'.  

Wir bilden ferner 
( c c ' ) c  = c ( c ' c )  ~ c e ~  c, 
(gc ' )g  = g(c '  g) ~ ge  D g. 

--->cc' D e~, e ~ c D  c und gc '  ~ %, % g D  g wegen A und E. --> 

(e~a)b = e¢(ab) ~ ece ~ c, 
( % a ) b  = % ( a b )  ~ egg ~ g. 

--~e~a ~ a, % a  ~ a wegen A, E und 1U. -+e~ = % wegen 1U. ~ cc '  D ec, go'  D e c --> 
c = g wegen l U .  Folglich besteht U, womit 3. auf 2. zuriiekgefiihrt ist. 

Vol l s tdnd igke i t sbewe i s  vor~ 4. 

~c, d mit h ' c  = d wegen 1E und lv.i .  -+ ec = c wegen IE .  Wit bilden 

(h' e)c = h'  (ec) = h'  c = d 

--->h'e = h '  wegen A, E und lv. i .  Dann besteht ri ,  womit 4. auf. 1. zuriickgefiihr$ ist. 

V o l l s ~ n d i g k e i t s b e w e i s e  yon  5. u n d  6. 

Diese Beweise sind mit den Beweisen yon Baer-Levi [3], S. 11, und Stolt [6], 
S. 114, vSllig analog. Wir werden uns auf den Fall besehr~nken, wo E und l U  
bestehen und betrachten die Produkttafel der zugrundeliegenden endlichen Menge. 
Wenn E besteht, gibt es in jeder Parzelle der Produkttafel mindestens ein Element. 
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Eine beliebige Kolonne enth~lt folglich mindestens n Elemente.  Aber wegen IU 
k o m m t  jedes Element in jeder Kolorme hSchstens einmal vor. ])ann miissen s~mtliche 
n Elemente in jeder Kolonne genau einmal vorkommen,  d.h. 1E besteht. Well 
jede Parzelle genau ein Element enthalten muss, besteht auch U. 

Der Beweis ffir den Fall, wo lE und U bestehen, ist derselbe, wenn E dutch U 
und 1U durch 1E ersetzt und die Worte  ,,mindestens" und ,,hSchstens" miteinander 
ver tauscht  werden. Hiermit  ist die Vollst~ndigkeit yon 5. und 6. gezeigt. 

Es bleibt fibrig zu zeigen, dass es nur die obigen vollst~ndigen Systeme gibt. Mit 
Hilfe folgender unvollst~ndiger Systeme ist dies leicht zu best~tigen. Es leuchtet  
ferner ein, dass die vollst~ndigen Systeme irreduzibel sind, d.h. dass kein Axiom 
durch ein schw~cheres Axiom ersetzt werden kann. 

Die unvollst~ndigen Systeme sind wie folgt. 

1) N, E, 1E, U, 1U, rI 
2) A, N, 1E, lU, rI 
3) A, N, U, IU, lE.rI 
4) A, N, E, lE, lU.rI 
5) A, N, E, U, lE.I, IU.I 
6) A, E, U, IU, le.rl 
7) A , E ,  IE, U, li 
8) A, 1E, U, lU, li 

Die Unvollst~ndigkeit der Systeme 1.-6. geht aus den folgenden Beispielen hervor. 

. 

1° 2.  

1 1 3 1 1 - 
2 2 2 2 2 - 
3 a 1 3 a (1 ,2 ,3)  

3. 4.  

1 1 
2 2 
3 3 
4 4 
5 5 
6 6 
7 7 
8 8 
9 9 

10 10 
. . .  

1 1 1 1 1 1 
2 2 2 2 2 2 
3 3 - (2, 3) (2, 3) (2,3) 

5. 
1 1 1 
2 2 2 
2 2 2 

3 3 5 5 7 7 9 9 
4 4 6 6 8 8 10 10 
7 7 11 l l  15 15 19 19 
8 8 12 12 16 16 20 20 

11 11 17 17 23 23 29 29 
12 12 18 18 24 24 30 30 
15 15 23 23 31 31 39 39 
16 16 24 2 4  32 32 40 40 
19 19 29 29 39 39 49 49 
20 20 30 30 40 40 50 50 
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Die Unvollst~ndigkeit yon 7. geht aus [3] S. 7, [4] S. 320 oder [5] S. 51, yon  8. aus 
[4] S. 320 oder [5] S. 32 hervor. 
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