
MASSTHEORIE IN DER GEOMETRIE DER ZAHLEN 

VON 

WOLFGAN(; SCHMIDT 

Wien 

Einleitung 

In der Geometrie der Zahlen ist es zweckmgssig, ein Mass im Raum der Punkt-  

gitter einzufiihren. Am besten ist es, sich auf Gitter A mit Determinante 1 zu be- 

schriinken und das yon C. L. Siegel [19] eingefiihrte Mass zu beniitzen. Dieses ist so 

normiert, dass die Menge aller Gitter mit Determinante 1 Mass 1 besitzt. Es ist also 

f d,t--- 1. (1) 

Zungchst wurde in [19] die Formel 

f . ~ A  ~(g) g # =  f ~ ( X )  g X  (2) 
a#o 

bewiesen. Dabei ist ~ (X) = Q @1 . . . . .  xn) >/0 eine Riemann-integrierbare Funktion, (2) 

wurde in [11] auf 

f [gl E A  . . . .  ,gin E L  ] ~ f  k Dim (gl . . . . .  gm)=mJ p(g* .. . . .  gm) dtt= "'" ~(X1 . . . . .  Xm) d X  1 ... dXm (3) 

verallgemeinert, wobei m ~< n -  1 und ~ (X 1 . . . . .  Xm) > 0 Ms Borel-integrierbare Funk- 

tion im Rn• vorausgesetzt wird. In [19] wurde auch noch 

EA 1 f 5[~primitiv]e(g)d~=~)fQ(X)dX (4) 

gezeigt, allgemeiner ist naeh [7] und [17] 
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[gl . . . . .  gm E A ] 
f z / l a s s e n  sich zu einer ] ~ (gl . . . .  g~)d# 

[Basis von A erg/inzenJ 

=[$(n)$(n--1)...~(n--m+l)]-~f...f ( X  1 . . . . .  Xm) (~ X 1 . . .  d X m (5) 

unter derselben Voraussetzung wie in (3). In Satz 14 dieser Arbeit werden (3) und (5) 

weiter verallgemeinert. Eine Verallgemeinerung in anderer Richtung findet sich in [17]. 

In [17] wurde noch 

f ~ [gl . . . . .  gn E A 1J e(g.., gn) d /~ 
kDet [gl . . . . .  gn I = + "' 

. . . .  X n - l , X § 2 4 7 2 4 7  

�9 dXl ... d X n - l d X  1 ... dXn-1  (6) 

gezeigt. Hierbei ist X = X ( X ,  . . . . .  X~-I) ein Punkt ,  fiir welchen 

D e t ] X  I . . . . .  Xn_1, .X I= § 1. (7) 

In [17] finder sich auch eine Formel fiir 

[g l  . . . . .  gk e A = n] 
f 5  [Dim (g~ . . . . .  gk) e (g, . . . . .  g~) d ~  (8) 

im Fall k = n. Der allgemeine Fall k~> n wird im Kapitel 1 behandelt werden. 

In  [11] wurde fiir m < n  eine Formel fiir 

f Y [gl E A . . . . .  g~ E A] Q (gl . . . . .  g~) d #  (9) 

in Gestalt einer unendlichen Reihe gegeben, yon der in [16] gezeigt wurde, dass sie 

konvergiert, falls ~ beschri~nkt ist und ausserhalb eines kompakten Bereiches ver- 

schwindet. Ist  m~> n, so divergiert (9) im allgemeinen, wie man sich etwa durch das 

Beispiel in w 2.2 fiberzeugen kann. 

Sei nun S e i n e  Borelmenge im Rn. Ein Punktgi t ter  A heisse S-zul~ssig, falls 

kein Gitterpunkt yon A, ausser even~uell der Ursprung 0, in S liegt. A (S) sei die 

Menge der S-zuli~ssigen Gitter mi~ Determinante 1. Von besonderer Bedeutung ist 

m (A (S)), 

das Mass yon A (S). In Kapitel  2 leiten wir eine Formel ffir m ( A  (S)) ab. Die For- 

reel ist gfiltig, falls S beschr/Cnkt und Borel-integrierbar ist. Sie besteht im allge- 
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meinen aus einer unendlichen Summe yon gewissen Integralen, reduziert sich aber bei 

SternkSrpern oder RingkSrpern (Definition in w 4.4) im R 2 auf eine endliche Summe. 

Die Hauptsehwierigkeit des Beweises besteht in einer Konvergenzfrage, die in KapiSel 

3 gelSst wird. 

In Kapitel 4 finden sich Anwendungen der Formel. Es stellt sich heraus (Satz 7), 

dass in der bekannten Formel [5] 

r (S) 1> 
Q (S) = A-- ~ 1 (10) 

das />-Zeichen durch > ersetzt werden kann. Dies ist neu im R 2. Hier ist V (S) 

das Borelmass yon S und A(S) die kritisehe Determinante. Weiter wird m(A (S))fi ir  

Kreise und einige Kreisringe explizit berechnet. 

Es ist wiinsehenswert, m(A (S)) dureh V(S) abzuseh~tzen. Es gelten die 1Kngst 

bekannten Sehranken 
m (A (S)) >~ 1 - V (S) 

und 

falls S* symmetrischer 

ist niemals zugleich X E S und - X  G S, so gilt 

m (A (S)) = e- v (1 - R), 

wobei I R ] < 6 (~)�89 n e' v + V n-i Tb- n +1 e'v+ n, 

m (A (S*)) >~ 1 - V (S*)/2 ~ (n), 

SternkSrper. Ist  n > n o und ist S Halbbereich, das heisst es 

falls V<~n-1 ,  nach [18], hingegen 

] R I < c n 2 (~)�89 e~V + V,~-I n-~+~ eV+n, 

falls V <~ n/8 nach [15]. 

In Kapitel 5 werden wir zeigen, dass ftir n >n o (8  ) und V < ~ n - 1  

]R l< V n-xn -n+le  v+n (1 +e)  +e .  

Daraus folgt fiir n > ~0 

Q(S)>~nr-2 ,  r = 0.278 . . . .  

(11) 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

Frfihere Absch~tzungen yon Q (S) werden in [15] aufgeziihlt. 

In Kapitel 6 fragen wir naeh dem Mass der Menge der Gitter, die unendlich 

viele Gitterpunkte in S haben. Dabei lassen wir die Voraussetzung ]A I = Det (A ) s  1 

fallen und nehmen das Volumen im Koeffizientenraum als Mass. (I~heres im Satz 15.) 

Wir beweisen: Ist  n>~2m+ 1 und V(S)= c~, dann gibt es fiir fast alle Gitter unend- 
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lich viele m-tupel von Git terpunkten gl . . . . .  gm in S, die sich zu einer Basis yon A 

erg~nzen lassen. Dieser Satz wurde fiir m =  1 yon C. A. Rogers [11] bewiesen. Durch 

einen Druckfehler wurde in [11] der Satz auch fiir m =  1, n = 2  behauptet ,  doch ist 

der Beweis dann nicht stichh~ltig. Es ist unbekannt ,  ob der Satz ftir n ~  2 m rich- 

tig ist (1). 

C. A. Rogers, der mir in sehr ffeundlicher Weise sein Manuskript vor dessen 

VerSffentlichung sandte, bemerkte,  dass man die obigen Methoden auch auf folgende 

Probleme anwenden kann:  

In  Kapi te l  7 verstehen wir unter 8 (S, A) die Dichte der Menge der Punkte,  die 

in keiner der Mengen 
S + g, wobei g E A 

liegen. Es wird eine Formel ffir 

M ( S ) =  f ~ ( s ,  A ) d #  (16) 

gegeben. Die Abseh~tzung fiber die Diehte der rationellsten Gitteriiberdeckung des 

Raumes durch konvexe KSrper l~sst sich yon 

in [15] auf 

v~(K, A)~< (1.85 ...)" 

v~(K, A) ~< (1.75 ...)" 

(17) 

(18) 

verbessern. Aueh die Probleme von Kapi~el 6 ]assen sich sinngem~ss fibertragen. 

I m  Anhang werden zwei Integralabseh~tzungen hergeleitet, die in Kapitel  5 be- 

nStigt werden. 

Wir beginnen die Nummerierung in jedem Kapitel  yon neuem. Wird eine Formel 

aus einem anderen Kapitel  zitiert, so bedeutet  etwa (5.3) Kapi tel  5, Formel 3. Ka-  

pitel 5 sowie Kapitel  6 kSnnen getrennt vom fibrigen gelesen werden. 

1. Ein Mittelwertsatz 

1.1. Seien k, m natiirliche Zahlen, /c~> m. M i t r  (k, m) bezeichnen wir Einteilungen 

(rl . . . . .  Vm;/zl . . . . .  /Zk-m) der Zahlen 1, 2 . . . . .  k in zwei Folgen 

~I ,  " " ~  ~)m 

und /~1 . . . . .  /tk-m, 

(t) In einer bei den Trans. Amer. Math. Soe. eingereiehten Arbeit ,,A metrical theorem in geo- 
metry of numbers" konnte ieh inzwisehen zeigen, dass der Satz auch fiir m = 1, n = 2 gilt. 
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wobei l~<vl< ... <Vm<~k 

1~<~I< "'" <#k-m ~<k, 

Ist  k = n ,  dann muss v(k, k) die Form (1, 2 . . . . .  k;) haben. Wir setzen 

v (k, m) > Q (k, m), (1) 

f a l l s  vl  : ~1, f2 = ~2 . . . . .  ~l-1 = ~ l - I ,  ~'! > ~l 

fiir ein l ~< m. 

Ist  R eine m x k-Matrix, das heisst eine Matrix mit m Zeilen und k Spalten, so 

soil R(v(k,  m)) die quadratische Teilmatrixe mit Spalten v 1 . . . . .  vm und Det R(v (k, m)) 

der Absolutbetrag der Determinante yon R(v(k ,  m)) sein. 

Unter Am, Em . . . .  verstehen wir Teilgitter des natfirlichen Gitters im Rm. ]Aml 

sei die Determinante yon Am. Is t  R =  (r~j) eine rationale m• so setzen wir 

R~Am, (2) 

falls ~ r~jaj=ganz rational (l~<]~<k) 
i=l  

genau dann, wenn der Punkt  A (a 1 . . . . .  am) E Am. 

Jedes R kann in der Form 
D 

R = - -  
q 

geschrieben werden, wobei D eine ganzzahlige Matrix und der grSsste gemeinsame 

Teiler der Elemente yon D relativ prim zu q ist. q h/~ngt, falls R~Am,  nut  yon Am 

ab. q = q (Am). 

1.2. SATZ 1. Sei k>~n und ~ ( X  1 . . . . .  Xk) eine nicht negative Borelintegrierbare 

Funktion im Rnxk. Dann ist 

Y L D i m  ( g l  . . . .  , gk) 0 (gl . . . . .  gk) d[~ = ~ ~ ~ I An  I - n + l "  
= n v(k,n) A n I ~ A  n 

qn([r[) 5 ffff(  _.') �9 r . 0 1 r l n _ l  2 ~  _ r  -1 . . . . . .  ~ ,~1~ r , , X ,  . . . . .  ,Z ~,~X, ~ ... d ~ n - l ~ X ~  ... ~ X n - ~ ,  
(3) 

wobei Xn = x 1X  x + " -  + xn-1 Xn-1 + r I An I ~" (4) 

Die Summe erstreckt sich iiber sgmtliche Teilgitter An des natiirlichen Gitters A ~ Her- 

nach summiert man iiber alle ]ene R ~  An, /iir welche 
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R (v (k, n)) = I (5) 

Det R(~(]c, n ) )=0 ,  /alls ~(]c, n)<u(k ,n) .  (6) 

Schliesslich ist ~t(r), ebenso wie in [17], durch 

~1 (r) = 1 

era(r) = ~ dra-l era-1 (r/d) 
al r 

erkl5rt. X ist durch (0.7) de/iniert. 

(7) 

Zusatz: Summiert man in (3) links nur fiber k-tupel yon versehiedenen g, so ist 

rechts nur fiber R zu summieren, die keine zwei gleiche Spaltenvektoren haben. 

Da man in (3) fiber x 1 . . . . .  xn-1 integriert, kommt es auf die spezielle Wahl 

yon X nich~ an. 

1,3. Wir erw~hnen ein Lemma, das in [11] mit  anderer Bezeichnung aufgestellt 

wurde : 

LEMMA 1. Ist ~ (X~ . . . . .  Xk) >1 O, so ist 

m,o<,.o> I-"1 . . . . .  ' ra 

r  m=l v(k,m) q : l  D ~I i = l  

Die Summation erstreckt sich iiber ~ene ganzzahligen D =  (d~s), deren Element ganz ratio- 

nal sind und einen gr6ssten gemeinsamen Teiler relativ prim zu q haben. Welter soll 

D 
q 

Bedingungen (5) und (6) er/iiUen. 

Aus Lemm~ 1 iolgt sofort 

L~M~A 2. Ist wieder ~ (X  1 . . . .  ,Xk)>~O, so ist 

e(gl  . . . . .  gk) 
gieA 

mtn(k,~) [hi . . . . .  hraEA 1 ( 
~ ~ ~ E [ D i m ( h  1 . . . . .  hra)=mQj ~ r ,  lh , , .  

~~=I u(k,m) A m R~-am ,.(h~ . . . . .  hra)oAra i=1 

Die Summe ist iiber iene R~Ara, die (5) und (6) er]itllen. 

<8> 



(h I . . . . .  hm) o A m 

bedeutet ,  dass ~ r~h~EA ffir alle (r x . . . . .  r~), ffir die 

A (a 1 . . . . .  am) e A m. 

Als Folgerung yon  L e m m a  2 erhal ten wir fiir n ~< k 

X ~ (g~ . . . . .  gk) 
eDim (gl . . . . .  gk) = n 

= 2 2 2 ~ ] D i m ( h  I . . . . .  h n ) = n  

.(~,n) a .  R=a. e(hl . . . .  , h n ) o A .  

1.4. L E M ~ A  3. 
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(9) 

~ r ,  a~ = ganz fiir beliebiges 

) f r,1 h~, . . . ,  l~lr~kh~ . 

( lO)  

) f (g~ . . . . .  gn) = e ci~ g~ . . . . .  c~. g~ 
i ~=1 

[ h 1 . . . . .  h~ EA ] 

Y~ ] D i m  (h 1 . . . .  , hn)= n 
! 
L(h~ . . . . .  hn)  o An  

Setzen wir 

e ( h l  . . . .  ' h n ) =  X LDim (gl . . . . .  gn) = e ,==~1 c' 'g~ . . . .  ' ,=a~c*ng'' 

f [h 1 ..... h~EA ] r 
X / D i m ( h  ~ . . . . .  hn)=n e(h~ . . . . .  hn) d # = ]  nJ Z ~ l l ~ / ? )  " 

L(hl . . . . .  hn) oAn r*O Irl j=~ 

]alls e (...)>~0 Borel-integrierbar ist. Dabei gelten (4) und (0.7). 

Beweis. Wir gehen wie bei Satz 3 in [17, I]  vor.  

Es gibt  eine n x n-Matr ix  c~j mi t  Dete rminante  I An I, so dass Y (Yl . . . . .  Yn) alle Gitter-  

punk te  yon  A n durehl/~uft, falls 

yj= ~c~jx~ (1 < ~ '<n) 
1=1 

und falls X (x 1 . . . . .  xn) die Gi t te rpunkte  des natfirlichen Gitters durchliiuft.  D a n n  ist 
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und wenden wit Satz 4 aus [17, II]  an, so folgt 

f . . . . .  g,, A } ~ ~,, <1,'1) .;-,. 
L Dim (gl . . . . .  gn) = ] (gl . . . . .  gn) d/x = ~ ~ is. ~' ( j )- l .  n r.0 Irl s:~ 

Da dieser Ausdruck invariant gegen Transformationen mit Determinante 1 sein muss, 

ist das Integral gleich 

f . . . f f . . . f~<xl  ..... ~ : - , ,  i,,',: i (~1..u + ... + ~ : - : , .~ : - ,  + , . ~ ) ) .  
d l  1 . . .  d x n - l d X  1 . . .  d X n - 1  

=iA:l-:+' f ... f f ... f ~(x1 ..... Xn-l, a lX l+ " "+Xn- lXn- l+r 'A .  iX) 

d l  1 . . .  d x n - l d X  1 . . .  d X n - 1 .  

1.5. Beweis yon Satz 1. Indem wir in Lemma 3 

r t l  h~, . . .  , rtk hi e (h 1 . . . . .  h,) =~ t -  , = 1  

setzen und (10) benfitzen, erhalten wir Satz 1. Der Beweis des Zusatzes ist unmit- 

telbar klar. 

2. Eine Formel fiir m (A ( S ) )  

2.1. Sei S eine Borelmessbare Menge mit  charakteristischer Funktion ~ (X). Wir 

erkl/iren A (S) als die Menge der S-zul/issigen Gitter mit Determinante 1, und setzen 

= / 1, falls A E A (S) 
:r [ 0  sonst. (1) 

Welter soll ~ (A) die Anzahl der Gitterpunkte =#0 yon A in S sein. Dann ist 

:r (A) i> 1 - e (A). (2) 

Fiir das in der Einleitung definierte m (A (S)) gilt offenbar 

.4 (S)  

I)as Funktional m ( A  (S)) hat  die Eigensehaften 

O ~ m ( A  (S)) <~ 1, 
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m (A (SI)) ~< m (A ($2)), falls $1~ S~, 

und nach [19] 

m (A (S)) = 
J 

167 

f (1 -e(i))4 =l-fe(X)dX=l- r(s). (4) 

Ist T eine weitere Borelmessbare Menge, und bedeutet 

XES ,  die ~/T, so ist 

m (A (S - T)) + m (A (T)) ~ m (A (S)) + 1 
und nach (4) 

1 - v ( s -  T) + m (A (T)) < m  (A (S)) + 1. 

m (A (T)) ~ m (A (S)) + V ( S -  T). (5) 

Indem wir noch den Abstand 

d (S, T) = V ( S -  T) + V (T - S) (6) 

einfiihren, erhalten wit. 

LEMMa 4. m (A (S)) ist stetig in tier durch (6) einqeli~hrteu Topoloyie. 

2.2. Wie in [15] erwghnt wurde, ist 

a ( i ) = X +  k-1 ~-~ k!  ~ ' / g i : l=g , '  ~alls g:gt=]Jr=I~l~ (gr) (7) 
Lg~ ~e 0 

Urn m (A (S)) zu berechnen, w/ire es naheliegend, (7) gliedweise zu integrieren. Es 

wird hier abet gezeigt, dass die Ausdriicke 

2 [g, =~ gj, fails i =~ ] 1-I 0 (gr) d # (8) 
Lg~ ~= 0 ~ ~ 1 

im allgemeinen divergieren. 

Nehmen wir niimlich einen symmetrischen SternkSrper im R~ und berechnen wir 

[gDg2EA, ~e0 ] 

@ (gl) ~ (g~) d/~ > / f  ?~ [Dim (gi ,  g2) = l j  Q (gl) ~ (g2) d/u 

I-]gl[*lg~[ 

q=l -q<r<q geA 
(r. q)=l g*0 

(8) fiir k =  2. 

S - T  die Menge der 
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Wir benutzten [11], Theorem 3. Die Summe 

(q___))> ~ p - 1  
1 q2 v p2 

p Primz. 

ist divergent. 

Wir mfissen daher (7) umordnen. 

2.3. Zun/iehst ffihren wir eine Ordnung ffir die Punkte des Rn ein. 

spiel ordnen wir lexikographisch und setzen 

Zum Bei- 

X (x I . . . . .  Xn) < Y (Yl . . . . .  Yn) (9) 

falls 

f fir ein l, l ~ < l ~ n .  

Wir setzen nun 

xx = Ya . . . . .  xl-1 = Yz-1, xt < y~ 

und ffir k > l  

~k(X~ . . . .  Xk) = / ~  (X~) 
' (u sonst. 

e~ (x) = q (x) 

(Xk), falls X 1 > X 2 > ... > Xk 0o) 

Nun erkl//ren wir ?~m (A): 

[gl . . . . .  gkEA, 4 0  ] 
( -  1 ) ~  |Dim (gl . . . . .  g )=m / 

~,~ ( A ) = k ~ m - - ~ . Z  kg~:4:gj, falls i #  ] J 

= ~ ( _ l ) k ~  [gl . . . . .  geEA, #Om]  
k=m k Dim (gl . . . . .  gk) = 

k 

YI Q (gr) 
r = l  

~k(ga . . . . .  gk). (l~<m~<n) 

(n) 

Indem wir yon Lemma 2 Gebrauch machen, erhalten wir 

I . . . . .  0re(A) = ~ ( - 1 )  k ~ ~. ~ X Dim(hl  . . . . .  hm) = ~ r , e  ) 
k-m ~(k. m) ~,~ n=A,. [(hl . . . . .  hm)O Am m j  ~=1 ra h, . . . . .  ,=1 h~ . 

Die Summe erstreckt sieh fiber alle rationalen R ~ A , n  , die (1.5) und (1.6) erffillen. 

Da wir g~ + gj, g~ # 0 voraussetzten, besitzt R keine zwei gleichen Spaltenvektoren, und 

kein Spultenvektor ist der Nullvektor. 

2.4. Daher ist 

(A) = 1 + ~ tgm (A), (12) 
m = l  



wobei 

und 

y ~ ( A ) =  ~ ( - 1 )  ~ 
/r 
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Om (A)= ~ Ya (A) 

169 

(13) 

Y ~/Dim(h l  . . . . .  hm)=m ~k = ~ l r | l h l  . . . . .  ~ r l k h t .  (14) 
~,(k. m) R-Am L(h l  . . . . .  hm) Oim i i= l  

ttier, wie im folgenden, setzen wir manehmal A start A m. Der Sinn dieser Anordnung 

ist der, dass, wie wir in der Folge zeigen werden, nieht nur 

ya (A) dtz Fa (15) 

existiert, sondern dass auch 

II r~ II = f I r~ (A) I d~ (16) 

existiert und ~ ]l P~ II (17) 
Am 

konvergiert. Daher ist Summation und Integration vertauschbar und 

Om (S) = f a m (A) d #  = E Pa. (18) 
J ~rn 

Wir bringen jetzt gleich unsere Hauptformeln: 

SaTZ 2 . . E R r  beschrgnktes, Borel-messbares S ist 

m (A (S)) = 1 + ~I | (8), 
m - l  

wobei liir m< n 

Om (S) = ( - 1)m [C (n) C (n - I) . . . 'C (n + m + 1)]-1 g ic ( -~-~  (19) 
~.lAml " 

Hier bedeutet c (Am) das Volumen des Bereiches der m-tupel (XI, X~ . . . . .  Xm) [iir welche 

1. em (X1 . . . . .  Xm) > 0 

2. Es gibt kein X E S, so dass 

i) x q : x ~ ,  X=~o (20) 

ii) z = ~ r~ Z~, so dass ~ at r, = ganz tiir jedes A (% . . . . .  am) e Am. 
t = l  t = l  

iii) Ist X > Xj, ~o ist rj = r~+l . . . . .  rm = O. 
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Hingegen ist On (S) = ~ FA, 
An 

wobei 

F A =  ~ ( - - 1 )  k ~ ~ [ i n l - n + l  2 0n([rl ) 
k-n ~(e,n) R~A,~ r .0  Jr] n - l "  

n n n 

. ~ , ( , ) - ~ f . . . f  f ' ' ' f ~ k ( t ~ l  r i l i t  . . . . .  l~=lrtki,)dXl . . . .  

sowie (0.7) und (1.4) gelSen. 

(21) 

, d x n - l d X  1 ... dXn-1, (22) 

2.5. Wir entwickeln nun Hilfsmittel, um Satz 2 beweisen zu kSnnen. Seien G, 

H endliche Abelsche Gruppen. Wir schreiben 

GIH (23) 

falls G Untergruppe von H ist. Die Gruppe, die aus dem Einheitselement allein be- 

steht, bezeichnen wir mit I.  

L ~ M A  5. (Delsarte). Es existiert eine eindeutig bestimm~e Funk~ion # (G), so dass 

# ( G ) = ~ ( H ) ,  /aUs G ~ H  (24) 

: /~ (G)={10 ,  /alls H = I  (25) 
aln sonst. 

Beweis. Siehe [4]. 

Sei A ~ das natiirliche Gitter im Rm, A, E, F Teilgitter. Ist  E Teilgitter yon A, 

so setzen wir E c A. Unter 
A/E 

verstehen wir die (stets endliche) Faktorgruppe. 

Wir erw~hnen eine Variante des Umkehrsatzes yon Delsarte: 

LEM~A 6. Sei A * ~ A  ~ Sind qJ (A) und ~ (A) /iir ]edes A in 

* A ~ A ~ A =  

erkliirt, und ist /i~r jedes solche A 

yj (A)= ~ ~ (E), (26) 
ACECA ~ 

dann ist auch ~ (F) = ~ v 2 (A) ju (A/F),  (27) 
F CACA ~ 

/alls A* = F c  A ~ 
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Beweis. 

F ~ r  ~. ~. c f ( E ) f ( A / F )  
F ~ A C A  o A C E  r ' A  o 

= 5, ~ (E)  Z ff(A/F)= :~ ~(E)  Z ff(H)=q~(F). 
F ~ E C A  ~ F ~ A ~ E  F ~ E ~ A  ~ HI(ElF) 

SATz 3. Sei z eine komplexe Zahl mit  Realteil R z ~ m +  l.  Dann  gilt 

und 

I h I-z=~ (z)~(z- 1)... ~ ( z -m+  1) 
Am 

/.~ ( A O / A )  I A I-z = [~ (z) ~ (z - 1 ) . . .  ~ (z - / /~  -~ 1)] -1. 
Am 

(28) 

(29) 

Beide Reihen #ind absolut konvergent. 

Der Beweis von Satz 3 wird in Kapitel 3 nachgetragen. 

2.6. Nach (14) ist 

hi . . . . .  hm e A ] 

7A (A) = 5` /Dim (h i . . . . .  hm) = m ~v (A, h I . . . . .  hm), (30) 
!l_(h 1 . . . . .  hm) 0 A m 

wobei 
(m m ) 

(Jg(A, h l  . . . . .  hm)= s ( -1)  ~ Z ~ ~,~ ~xr,1 h, . . . .  ,t~=lr,k h, �9 
k = m  v(k ,m)  R ~ A m  = 

(31) 

R ~ A m  (32) 

soll bedeuten R ~ E m  ffir ein E m ~  Am. Ist also A (a 1 . . . . .  am) EArn, so folgt 

m 

~lr~J a~ = ganz (1 < j ~< ]c), 

w/ihrend die Umkehrung nicht allgemein richtig ist. 

Wir definieren nun 

I]) ( A ,  h 1 . . . . .  a m )  = ~.. ~ ( E r a ,  h I . . . . .  h m  ) 

A,nC_Em C=A~ 

s s )s  r~kh~ = ( - 1 ) ~ Z ( A ,  h l , . .  hm, k), (33) = ( - 1 )  ~ ~. ~. ~ r~lh~ . . . . .  ~ ., 
k = m  v(k,m) R D_ Am ~.: k : m  

( m ) 
wobei g(A ,  hl . . . . .  hm, k) = Z Rs ~ r , ,h,  . . . . .  ~=lr,kh, . (34) 

v (k.m) : I= i  

Hier wie fiberall wird selbstverst/~ndlich nur fiber R summiert, die (1.5) und (1.6) 
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erfiillen. 

schieden. 

2.7. 

so ist  

W O L F G A N G  S C H M I D T  

Die Spa l t envek to ren  yon  R sind un te re inander  und  yore  Nul lvek to r  ver-  

Sei / c>m.  I s t  ~ (h 1 . . . . .  hm) > 0  und  v (k, m) = (~)1 . . . . .  ~m;  th  . . . . .  / tk-~)  fest,  

) ~Lx rtk h~ ~e r~l ht, . . . ,  t 
R m t 

die Anzahl  der  k- tupel  g~ > g ~ >  . . - > g k ,  g, E S, g , 4 0 ,  so dass  g~l=h~, al lgemeiner  

m 

wobei R =  (rtj) (1.5) und (1.6) erffillt und  wobei ffir A (a 1 . . . . .  am) E Am 

~ r~ja~ = ganz (1~< ]~</~). 
t = 1  

Dies g ib t  eine separa te  Bedingung fiir jedes gj. Wegen  (1.6) soil daher  

De t  (go . . . . . .  go,,,) = 0 
sein, falls 

( k ,  m )  = ( e l  . . . . .  e r a ;  o'1 . . . . .  O'k--m) ~:  ~) ( ~ '  m )  = (~1 . . . . .  ~)m; ~ 1  . . . . .  ~,~k--m). 

Diese le tz te  Bedingung k a n n  auch so ausgedri ickt  werden,  dass  aus  gj > h~ folgt, g~ 

h~ngt  I inear von h I . . . . .  hl-~ ab.  Zusammenfas send  sieht man ,  

(S1 ) X (A, h, . . . .  , hm, k) = ~ ~ r~l r~k ~(k. ~) a ~ ~k h~,  . . . ,  h i  
_ . t = l  

ist  die Anzahl  yon ]c-tupeln g ~ > g 2 > . . . > g k ,  g t E S ,  gt#:O, so dass h z > h ~ >  ... >hm 

Teilfolge ist, und  wobei jedes g yon  der Ges ta l t  

g = ~ r} g) h~ 

ist, wobei  fiir jedes A (a 1 . . . .  am) E A m auch  

~ r} g) ai = ganz; 
t = I  

ist  schliesslich g > h~, so wird r} g) =-~+l~(g) -- "m~ sein. 

Dahe r  ist  Z (A, h~ . . . . .  hm, k) die Anzahl  der  (It - m ) - t u p e l  yon  P u n k t e n  der fol- 

genden Ar t  in S: 



(36) bleibt auch fiir 

Z (A, h I . . . . .  h~, m) = 1. 

Wir  schliessen weiter 
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i) g#O,  g#h~ ( l ~ < i ~ m )  

m 

ii) g = ~ r~ g) h~, wobei r~ g) so ist, dass fiir jedes (35) 
t=1  

A (a 1 . . . . .  am) E A m folgt ~ r~ g) a~ ist ganz. 
t=1  

iii) Is t  g >h~ ftir ein i, so ist ,t~(g)--~(g)-~+1 . . . . .  r~ ) =0 .  

Is t  N die Anzahl der Punk te  mit  Eigenschaften i), ii) und iii), so ist  

z (A, hl . . . . .  hm, k )=  (k  N_m ) �9 (36) 

k = m  richtig, denn wegen ~z (h 1 . . . . .  h~)=  1 folgt 

~ ( A , h  I . . . . .  hm)=k=m ~ ( - -1)zZ (A 'h l  . . . . .  hm, k )=  k=m ~ ( - 1 ) k ( k - N m )  

= (--1)m,~0(--1)~ (2~) = {(--~ )'~' 

2.8. Zusammenfassend ergibt sich 

LE~MA 7. 

(A, hi . . . . .  h~) = 
t 

falls N = 0 (37) 
sonst. 

( - 1) ~, /alls ~m ( h i  . . . . .  hm) = 1 und es kein g in S gibt, 
das Bedingungen i), ii), iii) aus (35) er/iiUt. 

0 sonst. 

L~MMA 8. Ist  m < n  und Am~=Em, so /olgt 

Fh 1 . . . . .  hm E A ] 
t" l c (Em) 

J ~ ] D i m  (h 1 . . . . .  h m ) = m ]  y~(E,~,h 1 . . . .  h ~ ) d # = ( - 1 )  m 
- t ( 4  . . . . .  hm) O A ~  ' I A~  I"' (as)  

wobei c (E,~) wie in Satz 2 erkliirt ist. 

2.9. Beweis yon Satz 2. In  diesem Paragraphen beweisen wir (19), wir berechnen 

also Om fiir m < n .  In  w 2. 10 beweisen wir (21), berechnen also 0n. 
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Aus (33) und  den Erw/igungen yon w 2.5 folg~ 

(Am, h i , . . . ,  hm) = ~ ~0 (E, h 1 . . . . .  hm)/~ ( E / A )  (39) 
Am C Em C A ~ 

und  weiter,  un te r  Zuhi l fenahme yon  L e m m a  8, 

m - -  C ( E )  
r a  = f T a  (A) d r = ( - 1) Z I a I~/~ (E /A) .  (40) 

Am C---Em C ~m I 

I n d e m  wir zun/ichst  ohne Bedenken  In t eg ra t ion  und S u m m a t i o n  ver tauschen ,  er- 

ha l ten  wir  

Om(s)= fo,~(A)d~= f ~rA(A)d, 
= yA (A)d/~ = ( - 1 ) m ~  z~ [ ~m [~/~ (Em//Am) 

�9 ,m .~ c ( E , D  ~ ( E r a ~ A m )  

Em I J a m  I 

nach Satz 3. 

Es  bleibt  die Konvergenz  yon  

= ( -  1 ) m [ ~ ( n ) . . . ~ ( n - m +  1)] - I  ~ c(Em) lEml -" 
Em 

~E II rA II (17) 
Am 

zu zeigen, wobei II FA II in (16) definier t  ist. 

N u n  ist  nach  L e m m a  7, /~hnlich wie in L e m m a  8, 

h . . . . .  h m e A  

f 5  / Dim (hx . . . . .  hm) = m  

,. (h I . . . . .  hm) �9 A m 

und  infolge (39) 

Daraus  folgt 

c (Em) 
J~v (Em, hl, ..., hm) l a ~  = [ am[ . 

I ~ (Am, hi . . . . .  hm) l ~< ~. l w (Era, hi . . . . .  hm) l It  (Em/Am) l. 

~: c (Era) 

D a  aber  c (Era)~ Vm/m!, geniigt  es, die Konve rgenz  y o n  

A~ Am~Em~ A ~ 

zu zeigen. Diese ist aber  durch  Satz  3 gew//hrleistet.  

(41) 

(42) 
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2.10. Wit  wenden uns dem Fall m = n  zu. Aus (13), (14) und Satz 1 folgen 

{21) und (22) rein formal. Wir werden die Richtigkeit der letzten beiden Gleichun- 

gen daraus folgern, dass die auftretenden Summen stets nach endlich vielen Glie- 

dern abbreehen. 

Da S beschr/inkt ist, gibt es ein K, so dass [Det[  ]71 . . . . .  Yn[l<<.g  fiir jedes 

n-tupel von Punkten  Y E S .  Da aber wegen (0.7), (1.4) der Ausdruck 

ffff(   ) . . . . . .  Qk r a X t  . . . . .  rik X i  d x  I . . . d x n _ l d X  1 . . . d X n - 1  
i~  t = l  

in (22) versehwindet, falls eine n•  yon R Determinante  > K  besitzt, 

diirfen wir uns auf R besehritnken, deren n•  Determinante  ~< K be- 

sitzen. Nun gibt  es naeh (1.5) eine n •  von R, welche Einheitsmatrix.  

Daher  diirfen wir uns auf Matrixen R beschr/tnken, deren Elemente ~< K sind. Da 

weiter die Nenner von R nicht grSsser sein diirfen als q (Am) , gibt es nur endlieh 

viele MSglichkeiten fiir jedes Element yon R. Da R n Zeilen hat, gibt es ffir jede 

Spalte yon R nu r  endlieh viele MSgliehkeiten. Da schliesslieh keine zwei Spalten von 

R gleich sein diirfen ist aueh die Zahl der Spalten, also /c, beschr/inkt. 

Da in (1.4) 

X n  = x 1 X  1 + ... + X ~ - l X n - l  + r l A n [ X ,  muss [ r [ I A  n] besehr/inkt bleiben, wenn 

I Det]  X 1 . . . . .  X ,  I[ beschr/inkt sein soll. Es gibt folglich nur endlich viele MSglichkeiten 

fiir r und I Anl. 

3. Ein Konvergenzproblem 

3.1. In  diesem Kapitel  soll Satz 3 bewiesen werden. Formel (2 .28)wurde  in 

[7], Lemma 10, fiir den Fall bewiesen, dass z eine natiirliche Zahl. Der allgemeine 

Fall geht indessen genau so, und die absolute Konvergenz stellt hier kein Problem 

dar. Es bleibt (2.29) zu zeigen. 

Zun/ichst ist 

II • I- 1 = ( )lo (G) I. (1) 
A~ G 

Hier wird fiber alle abst rakten Abelschen Gruppen summiert,  o (G) ist die 0rdnung 

yon G und ~r (G) ist die Anzahl der A c A~, so dass 

A~ -~ G. (2) 

3.2. Jede Abelsche Gruppe kann bekanntlich als direktes Produkt  yon Gruppen 

yon Primzahlpotenzordnung dargestellt werden, 

1 2 -  593805. Acta  mathematica.  102. I m p r i m 6  le 16 d6cembre  1959 
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oder 

Nach Delsarte [4] 

/ (G) = / (~ , ) - / ( aT . )  ... / (G,,). 

Wir nennen /(G, H) multiplikativ, falls aus (3), (4) folgt 

/ (G, H) = / (G,,, H~,) ... / (G,,, H~,). 

DEyI~ITIO~.  Seien G, H Abelsch. 

u (G, H) 

sei die Anzahl der Gruppen J ,  so dass J I G und J~ -H .  

v (G, H) 

sei die Anzahl der Gruppen J ,  so dass J I G  und G IJ~-H.  

WOLFGANG SCHMIDT 

G= G~ x G~ x ... x G~, , (3) 

H = H ~  • • •  (4) 

nennen wir eine Funktion /(G) multiplikativ, falls aus (3) folgt 

(5) 

(6) 

LEMMA 9. u ( G , H )  sowohl wie auch v(G, H) sind multiplikativ. Welter ist 

u (G, H) = v (G, H). (7) 

Beweis. Die Multiplikativit~t folgt aus dem Hauptsatz fiber Abelsehe Gruppen. 

(7) folgt aus dem Dualit~tsprinzip. 

3.3.  L E M M A  10. 

5 I t  (a)[ ~ (~) I o (G)-~ I = Vi (1 + ~ I~ (G~)l ~ (G~) I o ( ~ ) - ~  [ ). (s) 
G p Gp 

Das Produkt erstreckt sich i~ber alle Primzahlen p, die Summe rechts i~ber alle Abelschen 

Gruppen G~ yon Primzahlpotenzordnung. Beide Seiten yon (8) kSnnen auch unend- 

lich sein. 

Beweis. Das Lemma folgt aus der Tatsaehe, dass 

(G), ~ (G), o (G) 

multiplikativ sind. ]:)ass ~u multiplikativ ist wurde in [4] gezeigt; offenbar ist o (G) 

multiplikativ. Es bleibt ~ (G). 

Mit l A ~ bezeichnen wir das Teilgitter jener Git terpunkte h, die yon der Form 

h =  lg, 

wobei g E A ~ 

Aus a ~  A~  
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folgt, dass o (G).g E A ffir jedes g E A ~ Daher ist 

o (G) A ~ c A 

und G~-- A ~  ~-- ( A~/o (G) A ~  /o  (G) A~ 

woraus g (G) = v (A~ (G) A ~ G) = v (Z m (o (G)), G). (9) 

Hier  ist Zm(o(G))  die m-re Potenz der zyklisehen Gruppe Z ( o ( G ) )  der Ordnung 

o (G). Aus (9) folgt mittels Lemma 9 die Multiplikativit~t yon g (G). 

3.4. Beweis yon Satz 3. Delsarte [4] zeigte: I s t  Gp yore Typ  (p . . . . .  p) = Z r (p), 

das direkte Produkt  yon r zyklisehen Gruppen der Ordnung p, dann ist 

~u (Gp) = ( -  1)rp r(r-1)/2. (10) 

I s t  G~ nieht yon diesem Typ,  so ist  /x (G~)=0. 

Da nun g (Gp)=0, falls G ~ = Z  r (p) und r > m ,  folgt 

m 

I~ (G~)[ ~ (G~)Io (Up) ~1 = Y pr(r-1),~ (Z r (p))]P-~I" (11) 
Gp r = I  

Nun ist, falls A~ ~ Z ~ (p), 

p A~ ~ A und 

n (Z~(p)) = v ( A ~  A ~ Z ~ (p)) = v (Z ~ (p), Z ~ (p)) = u (Z "~ (p)), Z r (p)) <. c p  r(m-r) 

naeh Lemma 9 und Satz 51 in [20]. Nach (11) ist daher 

Gp r = l  

falls R z>~m§ 1. Deshalb konvergiert  nach Lemma 10 die Summe in (2.29) absolut. 

Endlich ist 

( 5 IEI-:)( 5~(A~ IAI-:)= 5 IEI-:5~(E/A)(IAI/IEI) - ~  

E ~ A  ~ A ~  A~ E ~  A ~ A C E  

A ~ A  ~ A=CE~A ~ A ~ A  ~ GIA~ 

3.5. Bemerlcung. Die Summen (2.28) und (2.29) sind mit  der Redei 'schen Zeta- 

funktion [10] verwandt.  Verwenden wir die vor Formel 40 in [10] stehende Formel,  

die der Definition 1 aus [10] wahrseheinlich in vielen F/~llen vorzuziehen ist, weft sie 

eher konvergiert  (man kann die #-Funkt ion noch fiber den Bereich der Abelschen 

Gruppen ausdehnen), so ist dort  
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~ ( z ) = ~ ( z ; A  1 , A 2 , . . . ) = ~ '  ~ /~(K/H)o(K) -~, (12) 
H HC_KC_~ 

wo man fiber die kein At enthaltenden Untergruppen H von G und alle Gruppen K 

zwischen H und G zu summieren hat. Fiir die duale Funktion ~' (z) gilt 

~'(z)=Q'(z;A 1,A 2 . . . .  ) = ~ '  ~ # (H/K)o (G/K)  -~, (13) 
H G~K~H 

wobei fiber jene H zu summieren ist, die in keinem At enthalten sind. 

Sei nun G das Punktgi t ter  A ~ (das ja auch als Gruppe auffassbar). Durehlaufe 

A1, A2, ... alle Teilgitter, aber nicht A ~ selbst. ])ann wird H nur A ~ sein dfirfen und 

wir erhalten 

d(z)= Z ~(A~ -~ 
A ~ A  

4. Spezialisierungen und Anwendungen 

4.1. Wir stellen diesem Kapitel Untersuchungen voran, die ein Licht auf die 

Beziehungen zwischen m(A (S)) und A (S), der kritischen Determinante von S, werfen. 

Zun~chst ist klar, das aus m(A (S))> 0 folgt A (S)~< 1. Etwas interessanter sind 

die beiden folgenden S~tze: 

SATZ 4. (i) Sei Sn eine wachsende Folge o//ener Mengen, S= USn. 

Ist entweder 
0 innerer Punkt von S 

S beschrdnkt, 

m(A(Sn))>O, A (S) < 1. 

T c S  und S beschrSnkt. Ist m(A(T))=O und existiert ein e>O, so dass 

oder 

so /olgt aus 

(ii) Sei 

stets I X - Y ] > I ~  ]alls X E T ,  Y ~ S ,  dann ist 

A(s)~=l. 

S.~Tz 5. Ist S* SternkSrper, dann ist 

• (s*) =)i~n, 

wobei )io = min )i: {m(A ()iS*)) =0}. 

(1) 

4.2. Wir erw~hnen das folgende in [3] bewiesene Lemma (Lemme D'Approxi- 

marion). 
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L~MMA 11. Ist Sn eine Folge nicht abnehmender ollener Mengen, S =  [J Sn und 

0 (~ S, so ist 
A (S) = lim A (S,). (2) 

n - - ) ~  

t i ler beweisen wit das analoge 

L]~MMA 12. Ist Sn eine Folge nicht abnehmender ollener Mengen, S=  (J S= und S 

beschr~inkt, so gilt wieder (2). 

Beweis. Wir nehmen zungchst an, nieht alle Sn seien vom Nulltypus, das he iss t  

A (Sn)>0 ab einem n 0. Wir wghlen eine Folge An yon Sn-kritisehen Gittern (d.h. An 

ist S~-zulgssig und I AnI=A(Sn) .  Die Existenz Sn-kritiseher Gitter fiir beschrgnkte 

Mengen S~ wurde in [9], Theorem 3 gesiehert). 

Wir zeigen, dass die Folge An besehrgnkt im Sinne yon Mahler [8] ist. Das 

heisst, es gibt Konstante K~, K s, so dass [An]~<K~ und I g]~> Ks fiir jedes g4=0 aus 

eiuem An. Sei nun S in der Kugel I X I ~  Q enthalten. W~re die zweite Bedingung 

nicht erfiillt, so gi~be es eine Teilfolge yon Gittern An~ und Git terpunkten g~j E A~j, 

so dass I gnjl ~< 2-J- Da die ganzzahligen Vieltaehen yon gnj nicht in Sn~ sind, kann man 

g~j zu einem Snfzul~ssigeu Gitter mit Determinante 2 -j n - 1  ergiinzen, so dass 

A (Snj) ~. 2 -]  e n -  1 

lira A (Snj) = 0. 

W e g e n  Sn+I~=S n folgt daraus A (Sn)=0 ffir jedes n, was einen Widerspruch zu un- 

serer Annahme bedeutet, die Sn seien nicht alle yon Nulltypus. Daher muss I gl~> K s 

und die Folge der An beschr~nkt sein. Es gibt daher eine konvergente Teilfolge An~ 

mit Limes A etwa. 

Offenbar ist A ein S-kritisches Gitter. W~re ns ein Git terpunkt g im In- 

neren yon S, dann wi~re er auch im Inneren yon Sn~ ab i > i 0. Doeh da ]im A m = A, 

kSnnte dann An~ nicht S,~-zuli~ssig sein, falls i gross genug ist. 

Daher ist A S-zul~ssig. Aus I AI = lim I hn~ Iund  A (S) i> lim A (Sn) folgt I h l  = A (S) 

und A ist S-kritisch. 

Es bleibt der Fall, alle Sn sind vom Nulltypus. Dann gibt es zu jedem e > 0  

und jedem n ein gn mit 0 <  Ign[<e, so dass die Vielfachen yon gn, •  falls 

m 4 = 0. Es gibt daher ein hn, e ~ [ hn [ < 2 e, so dass ~ m hn ~ Sn, sofern m ~: 0. Eine kon- 

vergente Teilfolge hnj der hn konvergiert gegen ein h m i t e  ~< I h I ~< 2 e. Fiir i > ] ist 

wegen des Wachsens der Sn 
• ~ Snj, 
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daher •  (~ S~ fiir m~= 0, n > 0. Folglich ist aueh -bmh (~ S. Man kann daher ein 

Gitter A finden, in welchem h primitiver Git terpunkt,  und dessen Determinante 

wegen I hi ~<2e und [ X[ ~Q ffir X e S sicher 

befriedigt. Daher ist auch S vom Nulltypus. 

4.3. Beweis yon Satz 4. 

i) Infolge Lemma l l u n d  Lemma 12 folgt (2) aus unseren Voraussetzungen. Da 

A (Sn) < 1, gilt die Behaulatung. 

ii) Sei A ein S-kritisches Gitter. Aus den Voraussetzungen folgt, dass es eine 

Umgebung 1I yon A im R a u m  der Gitter mit  Determinante I AI geben muss, so dass 

jedes A '  E 1I T-zul~ssig ist. Dann w~re aber, falls A (S) = 1 w~re, I AI = 1 und m (A(T)) > O. 

Daher ist A (S) ~ 1. 

Beweis von Satz 5. m (A (0 S*)) = 1 und m (A (4 S*)) = 0, falls 2 gross genug ist. 

Da m ( A  (4 S*)) nach Lemma 4 stetig in 2 ist, existiert 40. Setzen wir 

R * =  Inneres von S* 

dann ist 2 o R * = I . J R * .  Da m(A(R*))>O ist, folgt naeh Satz 4 i) A(~oR*)~<I , 

A (R*) < 2g n. 

I s t  hingegen 2>20  , so ist T = 4 0 R * c ~ R *  und es existiert ein e > 0 ,  so dass 

I X -  Yl>~e fiir X e T ,  Y(~2R*. Nach Satz 4 ii) ist folglich A(2R*)~=I,  A ( R * ) 4 2  -~. 

Wir sehliessen daraus A(R*)~>2o n und somit 

A (S*) = A (R*) = 2~ n. 

4.4. DEFINITIONEN.  Ein Sternbereich S* ist ein Bereieh, so dass mit  jedem 

X E S auch 2 X E S, wenn 0 ~< 2 ~< 1. Ein Ringbereich S ist ein Bereich der Gestalt  

S = S* - u S*, 

wobei S* Sternbereich und der Quotient u in 0 ~< u < 1 liegt. Ein Halbbereich H ist ein 

Bereich, fiir den niemals zugleich X E H und - X  E H sein kann. Bei der Berechnung 

yon m(A (S)) daf t  man sich auf Halbbereiche beschr~nken. 

Wir bezeiehnen mit  fl(A) die Anzah] der Geraden G durch 0, auf denen ein 

g E A, g =~ 0, g E S, liegt. Offenbar ist 
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:r (A) >1 1 - / / ( A )  = 1 + ~9~ (A). (3) 

Das zweite Gleiehheitszeichen folgt aus der Definition yon v~l (A) und denselben ~ber-  

]egungen, die zu (2.7) ffihren. 

LEMMA 13. Fi~r ]eden Halbringbereich ist 

f { '  fl (A) d#  = - 01 (~) = (V (k~) /~"  (n)) 1 + ~-~ + . . -  

wobei mo = [ .~_1  ] , (5) 

+ ( t o o _ l )  n ~m~ ( l _ u  n , (4) 

1 
das heisst, die grSsste ganze in ~ _ ~  enthaltene Zahl. 

Bemerkung 1. Es folgt die wichtige Tatsache, dass wir m (A (S)) ftir Ringbereiche 

im R 2 durch eine endliehe Summe yon Integralen angeben k6nnen. Denn 01 (S) ist 

naeh Lemma 13 gegeben und der Ausdruck ffir 02 (S) in Satz 2 enthKlt im R~ von 

Vornherein nur endlich viele Terme. 

Bemerkung 2. Lemma 13 war ffir u = 0, also Sternbereiche, schon lange bekannt.  

Bemerkung 3. Aus (3) folgt m (A (S)) > 0 und A (S) < 1, falls 01 (S) > - 1. Daher ist 

1 1 1 } 
A ( S ) < ( V ( S ) / ~ ( n ) )  1 + ~ + . . . - ~  ( m o _ l ) , ~ §  . (6) 

Beweis. Wir brauchen nur den in Satz 2 gegebenen Ausdruck ffir O1 (S) zu be- 

rechnen. Wir dfirfen dabei noch annehmen, es sei ffir X E S niemals - X  X E S, falls 

0 < ~ <  1. Die Summe (2.19), m =  1, erstreckt sich fiber alle Teilgitter des natiirlichen 

Gitters im Rp Die Teilgitter sind jeweils die Vielfachen einer festen ganzen Zahl m > 0. 

Indem wir die Gitter selbst mit  m bezeiehnen, erhalten wit 

c(m) 
- O~ (S)  = ~ (n)  < m" ' (s) 

wobei 

X E S gibt, so dass 

i) 

ii) 

iii) 

c (m) das Volumen des Bereiches jener Punkte  X 1 e S ist, ffir welche es kein 

X4=X 1, X 4 O  

X = d x  1. 
~fb 

Ist  X > X  1, so ist X = 0 .  
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Aus i) und  iii) folgt, c(m) ist das Volumen jener X 1 ~S,  ffir die es kein X <  X1, 

X E S, X = d i l  gibt, wobei d 4 0. Wir  ordnen nun  so, dass aus ]X[  < ] Y] folgt X < Y. 
m 

D a n n  ist 
c(1)= V, 

denn ] X]  < [ X~ ], X = d X~, d 4= 0 ist unm6glich. Allgemein wird c (m) das Volumen 

des Bereiches jener X 1 E S, fiir welche ((m - 1)/m) X 1 ~ S. Solange (m - 1) /m ~< n, dass 

heisst m ~< mo, ist 
c (m) = V. 

Is t  aber  m > mo, so erhal ten wir 

(mn(m - 1) -~ - 1)u n 
c (m) = 1 -- nn V. 

Es ergibt sich daher  

o1( , § - -  
(m o -- 1) n 

1 (m o+ l~nm-~ 1 ] 0 - - 1  n 

1 1 } 
r  ( t o o - l )  n ~m~( un) �9 

q (m o§ n(m o§ -n -1  } 
( m o §  u n §  . . . .  

4 . 5 .  DEFINITION. 
Vo ( S ) =  2 sup F (0, X1, X2) , (9) 

XteS 

wobei F(O, XI,  X~) die Flgche des Dreiecks mi t  den Eckpunk ten  0, X1, X 2 ist. 

SATZ 6. Fiir Halbsternbereiehe im R 2 mit  Vo(S*)~< I ist 

(A (S*)) = 1 - V (S* ) /~  (2). 

Beweis vou Satz 6. Nach  Satz 2 ist m (A (S)) = 1 + O1 (S) + 02 (S). 01 (S) ergibt 

sich nach L e m m a  13 zu - V (S)/~ (2), wogegen 02 (S) wegen Vo (S) <~ 1 verschwindet .  

4.6. L e m m a  13 ergab eine Versch~rfung des Satzes von  Minkowski-Hlawka fiir 

Ringbereiche. Tatsiichlich gilt sogar 

SATZ 7. Es gibt eine absolute Konstante c mit der /olgenden Eigenscha/t: Sei S 

eine Borelmenge im R2, die in einem Sternbereich S* mit endlichem Volumen enthalten 

ist. Falls 
v (s) < 1 + e / V  3 (S*), (10) 

dann ist A (S) <~ 1. 
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Welter ist 
Q (S) = V (S)/A (S) > 1 (11) 

fiir ]ede (beschrdnkte oder unbeschr~inkte) Borelmenge. 
Um Satz 7 zu beweisen, cliirfen wir uns auf Borelmengen beschr/~nken, die im 

Halbraum x 1 >~ 0 liegen. Wir ordnen wieder so, dass X1 < X~ mit [Xx ] < ] X 2 ] gleich- 

bedeutend ist. 

LEM~A 14. Es gibt eine absolute Konstante c1< 1, 8o dass 

.. c(m) c ( m - 1 )  c ( m - ] + l )  V(S*)( l+3?~ 1 
k i1~1  

lalls j < c 1 m, 

Beweis. Nach w 4.4 ist c(m) da.s Volumen des Bereiches jener X ES fiir die 

keiner der Punkte 1 X ,  2 X , . . . ,  m - 1  X in S ist. Es ist daher 
7?b ~n ~n 

S* 

Definieren w i r c  (m, ]) ffir 0 ~< j <  m durch 

c(m, 0)=  f Q (X )dX =  V(S) 
8 *  

und c(m,j)= f 
S* 

(13) 

(1 ~< j < m ) .  (14) 

Dann ist e(m)<~c(m, ]) (0~<j<m) (15) 

und C(m,j)<c(m,  j - l )  c ( m - l , j - 2 )  c ( m - j + l , O )  
m ~ ~- ( m -  1) 2 + "'" + ( m -  j + 1) 2. (16) 

dX. 

Wir schs nun e (m, j - 1) ab : 

8" 

- 1 2  f { 1 - p  ( ~ - ~ X ) ( 1 - P ( ~ - X ) ) ' " ( X - p ( m - ? m + l x ) )  
8" 

- ~ ( ~ m 2 X ) ( 1 - Q ( ~ m 3 X ) ) " ' ( 1 - Q ( m - ~ + I x ) )  
(17) 
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Nun ist aber 

f d X =  V(S*), 
$* 

f ~ , ( ~ X ) ( 1 - ~ ( m - - ~ - l x ) ) " ' ( 1 - ~ ( m - ] m + l X ) d X  

8" 

_ - ,  _ ( m - ~ §  = ( ~ - / ) 2  f Q ( Y ) (  1 ~ ~  1 ~ \  m - i  

m - t  S *  
In 

vermittels der Substitution Y =  m - i  X .  Der letzte Ausdruck ist 

('- 
So erhalten wir mit HiKe von (17) 

c ( m , j - 1 )  ~ V(S*) [14  2 m - 1  2 m i - i  2 
m S % m ~ [ ( m - l )  ~ + ' ' "  + ( m - i )  ~ 

+ . . . +  2 r e ( j -  1) - (j- 1) 2] 
( m - j + l )  2 J 

Hieraus folgt sofort 

( ? C(m, j) ~ V(S*) 1 + 
m~-- ~ ~= ~ 

c(m--  1, j - 2 )  
(m - 1) 3 

2 m i - iu~ 

Es gibt ein c1<1 , so dass fiir j < c l m  

J-1 2 m i _ i  2 3j2 
(m - i) 2 < t~1 m 

woraus Lemma 14 folgt. 

4.7. Beweis von Satz 7. Nach Lemma 14 ist 

~_~ v(s*) (1 
<. V (S) ~ (2) + - - ~ - -  (l + 3 jVn)  - V (S) -~ + ... + 

m = l  

< v (0) (~ (2) - j / n  ~) + ( V (S*)/n 2 ) (1 + a jVn)  

ffir beliebiges j, n mit j < c l n .  Ist j~< ~n, so ist nach (8) 

1 
(n -- j + 1)i/ 

V ( S ) j  4V (S*) 

1y)) 

c (m- j+ l ,O)  
( m - j +  1) 2 

d Y  

(18) 

01(S)>~ - V(S)+ n2~(2~ nS (19) 
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so ist 

Daraus folgt (11). 
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v(,9")/! 
Setzen wir ] = I.[ V ( ~  JJ' n = i 2, (20) 

wobei {( }} die n/~chst gr6ssere ganze Zahl bedeutet, so ist 

v (,9*) _ v (,9)'  
01 (s)/> - v (,9) + ~ r -  ~ - V (,9) + c V ( ,9.)3.  

Daher ist nach (3), (4) m (A (S)) > 0 und A (,9) ~< 1, ausser 

V 4 (,9) o 
V(S)>~ 1 + V a - - ~ c >  1 + Va(S,~. 

Damit ist der erste Teil von Satz 7 bewiesen. Man sieht sofort Q( ,9 )> l  Ifir be- 

schriinkte Borelmengen, Ist  ,9 nicht beschri~nkt, so gibt es immerhin einen Sternk6rper 

,9* yon endlichen Volumen, so dass 

V (S n ,9*) >~ �89 V (S). 

Indem wir in S N S* C (m, i) wie oben absch/itzen, und in S - ,9 N S* C (m, i) trivial dutch 

1 

absehgtzen, erhalten wit start  Lemma 14 

V ( S N , 9 * ) ( I + 3 i ~ / m ) + V ( S - S N , 9 *  ) -~  -t ( m _ i + ] )  (21) C (m, i) ~< m ~ 

wenn nur i <  61 m. Man schliesst nun /~hnlich welter wie oben und erhi~lt: 

V (S) <. 1 + 6/V a (S*), (22) 

A (,9) <<. 1. 

4.8. SATZ 8. Sei S der Kreisring Q<~IXI~R.  Dann ist /i~r 0 ~ < R ~ I :  

1 1 R ~ ) 
m ( A ( S ) ) = 1 - 3 ~ ( R 2 - ~  ~) l §  ~ q  w 2 R i - - ~  ~ " 

Hierbei ist 
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I < R <  V4/3: 
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4 

V4/3 ~< R < V2: 

Folgerungen. Ist C der Einheitskreis, so ist 

0,-- 3 ~t2/re, wenn ~ ~< 1 
m (A (~ C)) = 3 /g  (A S + 2 arc cos 2 -3 - 2 g ~ -  1 fiir 1 < ~ < ] / i /3  

4 

wenn ~>~ V4/3.  

Insbesondere ist in der Ausdrucksweise yon Satz 5 

3 (R2_~2) ( 1 1 1 R 2 ) 
m ( A ( S ) ) =  1--  l + ~ + ' " + ( w _ l ) 2 ~  w ~ R i ~  2 

+ 2 arc cos 1 / R  2 -  <4 arc cos I / R e >  + <<2 arc cos l/e2>> 

- 2 V ~ - -  1 + <4 V ~ e  ~ -  1> - <<2 V ~ -  1>>. 

Hier sind die in < > oder << >>-Klammern stehenden Ausdri~cke nur  

zu beri~cksichtigen, /alls R ~  > 1 bzw. Q2 > 1. 

0, falls 0~<Q~<R/2 
m(A(S) )=  >0,  falls R / 2 < Q < R .  

4 

20 = V4/3 

und daher A (C) = 2~ 2 = V3/2. 

Eine andere Folgerung ist 

(23) 

SATZ 9. Ist  R < ~ 2  und ~ > R / 2 ,  so gibt es eine positiv definite quadratische 

Form / (x, y) = a x 2 + 2 b x y + c y2 mit  Diskriminante a c - b 2 = 1, so dass die Ungleichungen 

~2<~/(x, y) < R  ~ 

keine ganzzahligen LSsungen =4= (0, O) besitzen. 

Es ist klar, dass man bei Aufwendung entsprechender Miihe Satz 7 und Satz 8 

verallgemeinern k6nnte. 

4.9. Beweis yon Satz 8. Da m ( A  ( S ) ) = m ( A ( S ' ) ) ,  wobei S'  der Halbbereich des 

X E S ist, fiir die xl~> 0, wollen wir zun~chst 01 (S') ermitteln. Nach Lemma 13 ist 

O I ( S ' ) =  - -  ( R 2 - 0 ~ ) ~ / 2 ~  l + ~ + ' " + ( w _ l ) ~ + w 2  R i , 

wobei ~ = Q/R, 
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Also ist 01 ( S ' ) 3  (R i -Q2)  (1 1 = . _  + ~ + . . . + - - - -  ( w -  1) 2 + (24) w e R ~ 

i) Is t  0 ~ < R E  1, so ist wegen Vo(S')  ~< 1, 02(S ' )  = 0  und  

( , m(A(S))=l-3-7~(R2-~2) l + ~ + . . . - ~ ( w _ l ) 2 ~  w~ Ri . 

4 
ii) Sei 1~<R~<]/4/3. Wir berechnen O~(S') nach (2.21), (2.22). In  S' gibt es kein 

Punk tepaa r  X 1 6 S',  X s 6 S'  mit  Determinante  ] X1, X 2 [ (1) ~> 2. Daher  d a d  man  sich auf 

r = • 1, ]As I=  1 beschr~nken. A 2 ist folglich das Einhei tsgi t ter ,  die r~k sind ganze 

Zahl~n. Is t  I Xi,  X 21 = 1, 8o wird X 3 = q X 1 + ri X s nu r  dann  IX1, X 31 < 2, IX=, X a I < 2 

erfiillen, wenn rt = +__ 1. Es ist jedoch leioht einzusehen, class wenn X 1 6 S',  X 2 6 S' ,  

IX1, X 2[ = 1, dann  _+X 1 ___X= (} S'.  Man beschr~nkt  sioh folglich in (2.22) auf r = _+ 1, 

( 10 ) ,  k = 2 ,  v ( 2 , 2 ) = ( 1 , 2 ; ) .  Somit  erh/ilt man  A s =  k~, R =  01 

02  (S') = F~o, (25) 

l~h. = ~ (2) -1 f f  {~2 (Xl, XlX1 ~- i )  Dl-~2(Xl, X l X l -  i ) } d x l d X  1 
J J  

F 
= ~  (2) -I  j J ~' (X1) Q' (x 1X 1 + .X) dxl d X 1 (26) 

={$(2)-l f f Q(x1)Q(XlXl+Ji)dxldX1 �9 

Dabei  ist ~' die charakterist ische Funk t ion  yon S',  e~ ist die zu S' gehSrende Funk-  

t ion ~2. 

4.10. Sei nun  zun~ichst R ~ <  1. Ff ihr t  man  Polarkoord ina ten  ein, so erh/ilt man  

ir f f e(x)e(xX+ )dxdX 
R 

= � 8 8  f ~ [ / R 1  ~ iX]_2dX=~(2)_ , f ]/~_r_2d r 
R>]X]>R -1 R-I 

= - 7~ ~ (2) -1 (arc cos R -~ - [ / ~ - -  1). 

Sei als n~chstes R -I < Q < 1. 

I') }x.x,l=IDo Ix.x,)1. 
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I f  VR'-lXl-2dX-  (2) -' f 
R>lxl>~ R>IxI>~-I 

==:(2)-' f R =r f " 

1 
i- l Vd-Ixl-2 dx 

3 

21: 
-- -- - (2 ~/~-:-- 1 - -4  ] / ~ @ 2 _  1 - -2  arc cos R - ~ + 4  arc cos R - '  0-1). 

I s t  1 ~<@, so erh/Clt m a n  

f 1 VR~_,XI_2dX_�89  1 f 1 
n> ]xl >e R> Ixl >~ 

d X  

und  wieder die in Satz 8 gegebene Formel .  

4 4 

iii) V4/3~<R<V2. Da m ( A ( S ) ) = 0 ,  falls Q = 0 ,  R = ] / 4 / 3 ,  bleibt  m ( A ( S ) ) = 0 ,  
4 4 

falls ~ = O, R >1 V4/3. 0 f f enba r  ist  aber  auch m (A (S)) = 0, falls R >1 [/4/3, e ~< 1R. 

I s t  R <  V2, so wird sich an  02 (S') n ichts /~ndern,  wenn ~ yon  R/2  bis R -1 w//chst. 

Andersei ts  wird aber  01 (S') zunehmen,  wenn  @ den W e r t  ~R  fiberschreitet .  

I s t  n/imlich Q ~< ~ R, so ist  

0 I ( S ' ) =  - 3 R 2  
Y~ 

nach (24). Hingegen  ist in R/2 <~ Q <~ 2 R/3  

R 2 
1 R ~ )  = _ 3  R2 + 3 (~2 _ R2/4).  01 ( S ' ) = - 3 ( R 2 - ~ 2 )  (1 § 4 ze 

Folglich ist  in R < V2, ff > �89 R, m (A (S)) > O. 

5. Absch i i t zungen  fiir  grosses  n 

5.1. I n  diesem Kap i t e l  beweisen wir 

SATz 10. Ist V ~ n - 1  und n>no(s), so ist 

m (A (S)) = e- v (1 - R), 

wobei I R I < Vn 1 n-n+1 eV+n (1 + s) + e. 

(1) 

(2) 
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Eine Folgerung davon ist 

SATZ 11. Ist n>~0,  SO ist 

Q (S) = V (S)/A (S) >~ n r - 2, 

wobei 

Bemerkung. Satz l0 

189 

l + r §  log r=O, 

0.278 < r <  0.279. 

(3) 

(4) 

und Satz 11 sind Verseh~rfungen yon S~tzen in [18] und 

[15], wo sich weitere Literaturangaben finden. Der wesentlich neue Gedanke ist Satz 12, 

der Theorem 1 in [18] ersetzt. Dadurch werden Ausdrficke wie 

f f Q(x)e(r)e(z+ Y ) d X d Y  

in der Abschi~tzung vermieden. 

5.2. Unter K, L . . . .  verstehen wir Punktmengen im Rn. Unter Kk, Lk . . . .  Punkt-  

mengen mit k verschiedenen Elementen. Weiter sollen Ek, F~ . . . .  Mengen bezeichnen, 

deren Elemente Kk sind. Ek sind daher Mengen yon Mengen; fiber die Zahl der 

Elemente yon Ek ist nichts ausgesagt. 

Eine Folge von Mengen Ek, n~tmlich El, E~ . . . . .  Ez habe Eigenschaft 

A, falls aus K k _ l c K k  und K~EEk folgt Kk-IEEk-1 (2~k~</).  
t p 

Eine dazugehSrende zweite Folge El, E2 . . . . .  Ez' habe Eigensehaft 

A', falls fiir jedes K~-IEEk-1 und jedes KIEE1, wobei KI~:K~_I, gilt 

Kk= K~-I U K1EE'k (2~</c~<l). 

Beispiel. Die Folge El, E~ . . . . .  En, wobei Ek aus allen K~ mit  linear unab- 
t h~ngigen Punkten besteht (1), hat Eigensehaft A. Die Folge El . . . . .  E'n, wobei Ek 

aus allen K~ mit k Punkten vom Rang k - 1  oder Rang k besteht, hat dazu Eigen- 

schaft A'. 

Sei T eine endliche Punktmenge. Sind Folgen Ej, E~ mit A bzw. A' gegeben, 
! t 

so bilden wir neue Folgen Fj . . . . .  Fz; F1 . . . . .  Fl dureh die Festsetzung 

Kk E Fk, falls Kk e Ek und Kk ~ T 

Kk e F~, falls Kk E E~ und K k ~  T. 

(I) Wir meinen: die Vektoren OP sind linear unabh~ngig. 
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Die neuen Folgen haben  wieder die Eigenschaf ten  A und  A' .  
F t Zahl  der E lemente  yon Fk mi t  a~, die Zahl  der  E lemen te  von k mi t  ak. 

definieren wir vk und  z~ durch  

/ ak, falls k gerade 
T k 

lCrk, falls ]c ungerade  (1 ~/c ~ l) 

und  

5 . 3 .  

gegeben. 

Wir  bezeichnen die 

Endl ich  

(6) 

/ak, falls k ungerade  
tak,  falls ]c gerade (1 ~< ]c ~ 1). (7) 7~ k 

L E M M i  15. Seien El ,  E~, .. E~; E~, E '  . ,  ~ . . . . .  El  mi t  Eigenscha/t  A und A '  

Welter  bestehe E 1 sowie E'I aus si~mtlichen K 1. Ferner  gegeben sei eine P u n k t -  

menge T mi t  m ~ 0 Elementen.  W i r  bilden Tk und zr wie vorhin. Sei  nun  r = rain (l, m) und 

a o = b o = 1 

(o) 
sowie ~k= ak k ' :~e= bk (l~<k~<r).  (8) 

W i r  behaupten: Die a~ belriedigen 

1 = a 0 -- al, a2~ ~> a2t+2 (0 ~ 2 t ~< r - 2) (9 a) 

und aut<~au~+l ( 0 ~ < 2 t ~ < r -  1). (10a)  

Die b~ hingegen be/riedigen 

sowie 

Beweis.  Aus T l = m = a  1 

l = b o = b l ,  b2~_l>~b~+l ( 2 ~ < 2 t ~ < r -  1) (9b)  

b2~_l<<.b2~ (2~<2t~< r). ( lOb)  

( 1 )  folgt a l = l .  Wel te r  definieren wir  ck durch  

( m )  (l~</c~<r). ( l l )  (~k ~ ck ]c 

D a n n  folgt 

(~ 
Ck+l k +  1 (12) 

Diese Ungle ichung gilt, well jedes K k + I E F , + I  in k + l  Weisen als Vereinigung eines 

Kk E Fk und  eines K 1 E F 1 dargeste l l t  werden kann .  N u n  g ib t  cs aber  genau  ak solche 

Kk, und  wenn Kk gegeben ist, g ib t  es m -  k weitere K 1 E F1, so dass K 1 5  Kk. 
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Aus (12) folgt ck+l<<,Ck. Da fiir gerades k ak=ck, folgt aut~a21+2, falls t > 0 .  

Doch  ist  auch  
a 0 = a j  = c 1/> c 2 = a ~ .  

Dies beweist  (9 a). 

I s t  /c gerade,  k > 0 ,  so ha t  m a n  

ak+l k + l  = T k + l = O k + l ) ~ k ~  a~ = T ~ m ~  1--  ]c ] c + I  

( / )  
= a k  + 1 " 

Die Ungleiehung folgt aus  der Tatsaehe,  dass die Vereinigung eines Kk E-Fe und  eines 

.K1E_F1, wobei Klf~K~,  ein K k + I E F ~ + I  gibt,  und  dass m a n  jedes Kk+~ auf diese 

Weise h6ehstens  k + 1 ma l  erh/ilt. Andersei ts  ha t  Fe ae Elemente ,  und  sobald  Ke ~ Fe 

gew/ihlt~ ist, g ib t  es noeh m -  k n ieht  in K e gelegene E lemen te  K~ ~ N~. 

Aus (13) folgt (10a) .  

(9b)  und  (10 b) beweis t  m a n  ~tmlieh. 

5.4. Wir  setzen 

SATz 12. Unter den 

sein) ist 

10, falls T leer, (14) = a (T) = 
s o n s t .  

Vorawssetzungen yon Lemma 15 (es dar[ abet auch m =  0 

h h 

( -  1) ~ ~ <~ ( - 1) ~ + ~ ( - 1) ~§ o~ + ~ ( o ~ -  o~), (15) 
k ~0 k~2 

l < h ~ l .  w e n n  

Beweis von Satz 12. Sei zun~chst  h ungerade  und  m=~0. Wir  definieren a0, a 1 . . . . .  ar 

wie vorhin.  D a n n  diirfen wir L e m m a  2 aus  [18] anwenden  und  erha l ten  

falls en tweder  h* ungerade  oder  falls h * =  m. Somi t  ist  
h h 

( - 1) ~ + ~ ( - 1) ~+~ o~ + ~ (o;  - o~) 
k = l  k = l  

>~ - 1 - k=l ~ ( - 1)k ok + ~ [k ungeradeJ (ak - ok) 

= - l -  2 ( - 1 ) ~ =  - Y. ( - 1 )  ~ a~>~0 
k - l  k=O 

= ( -- 1) h a. 

Hierbei  ist  h* = min (h, m). I s t  aber  m = 0, so ist a = 1 und alle o, o' sind gleieh Null .  

13 C 593805. A c t a  m a t h e m a t i c a .  102. I m p r l m 6  le 16 d6cembre  1959 



192 WOLFGA~G SCI-IMIDT 

Ahnlich beweist man  Satz 12 fiir gerades h. 

5.5. Unter  dem Kern  ~ yon Kk verstehen wir die Menge jener g EKk,  die yon 

den anderen Elementen aus K~ linear abh/~ngig sind(1). H a t  der Kern  t = t ( K ~ )  

Elemente, so ist der Kern  ein ~ = K t ~ K ~ .  Unter  K 0 verstehen wir die Nullmenge. 

D E r I ~ o l ~ :  K ~ L ~ ,  falls t ( K ~ ) = t ( L ~ )  und falls man die Elemente gl . . . . .  gt 

aus ~ (K) und h~ . . . . .  ht aus ~ (L) so anordnen kann, dass 

a~ g~ + ... + at gt = O 

genau dann gilt, wenn 

a 1 h I + "" + at ht  = O. 

Hierbei sind a I . . . . .  at reelle Zahlen. 

Wir haben eine )kquivalenzrelation definiert. Wir bezeichnen J~quivalenzklassen 

mit Q. S/~mtliehe K m i t t  ( K ) =  0, also s//mtliehe K mit  linear unabh/~ngigen Punkten,  

bilden eine J~quivalenzklasse Qo- 

Wir setzen QI<<-Q~, falls es ein KqQ1,  ein LfiQz gibt, so dass K ~ L .  Es ist 

Q0~< Q fiir jedes Q. 

LEM~A 16. Sei  U eine nicht leere Menge vor~ ~4"quivalenzklassen Q, so dass mi t  
' ~< Q' Q q U und Q --~ Q auch fi U. W i r  de]inieren nun  E 1 . . . . .  E,~; E1 . . . . .  E'n so: 

Kk  fi Ej,, /alls Kk  e Q, wobei Q fi U. 

K ~ E E k , / a l l s  K k -  k-1U K 1, K k - I E E ~ - I ,  K 1 E E  1. 

? t 
W i t  behaupten: Die E 1 . . . . .  En; E1 . . . . .  En er/iiUen A und A ' .  

Beweis.  Sei K k _ l c K k ,  KkEE~.  Es gibt dann ein Q E U ,  so dass K k E Q .  Folglieh 

gehSrt Kk-1 einem Q' an, wobei Q'<~Q. Indessen ist Q ' E U  und K k - I E E k - 1 .  Dies 
! 

beweist die Giiltigkeit von A. A'  folgt aus der Definition der Ej. 

5.6. Seien gl . . . . .  gt die Punkte  aus ~ (K). Unter  Z (K) verstehen wir die An- 

zahl der Anordnungen (il . . . . .  it) yon (1, 2 . . . . .  t), so dass 

al gl + "'" + atgt = 0 (17) 

genau dann, wenn 

algt,  +alg~. + ... +a tg i ,=O (18) 

(1) Wir  me inen  die Vek to ren  OP. Beispiel: K 4 be s t eh t  aus (1, 1, 0), ( 1 -  1, 0), (1, 2, 0), (0, 1, 1). 
D a n n  be s t e h t  ~}~ (Ka) nu r  aus den  ers ten  drei  P u n k t e n .  
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Z (K)=z (Q) h/~ngt nur yon der J~quivalenzklasse Q ab, zu der K geh6rt. Unter d (Q) 

verstehen wir den Rang der Punkte eines ~ (K), wobei natiirlich d (Q)4t  (Q). 

Unter rationalem Q verstehen wir eines, bei welchem (17) h6chstens gilt, falls 

die Quotienten aJa~ rational sind. 

Ist  Q rational und ist t= t  (Q), d=d(Q), so gibt es eine Matrix M = M  (Q) mit 

rationMen Elementen, 

, (19) 

so dass 

[gl . . . . .  g,~EA 
t 

KIeQ g~.Kt 
geA gi= v~jg~EA 

- i= l  

Da in (20) fiber g~ ~ ge summiert wurde, hat M keine zwei gleichen Spalten, und kein 

Spaltenvektor yon M i s t  yon der Form 

- - 0 -  

0 
1 
0 

0 

Man kann M so w~hlen, dass [vtj[~< 1. Auch unter dieser Bedingung ist M (Q) im 

allgemeinen nieht eindeutig bestimmt, doeh greifen wir eben ein passendes M(Q) 

heraus. 

Allgemeiner als (20) ist 

[gl . . . . .  ga; gt+l . . . .  , g~EA-] 
i-i ~ (g)= I / l inear  unaabh/ingig ~ k 

K,,og,~c, z (Q)(k- t ) !  ~ U q (g,). (21) 

~ 1  

5.7. L~,MMA 17. 

f Z YI e(g)a~ Kk~Q gEKk 
g e A  

- ( k - t )  t z ( Q ) l A I  n "'" e ( X l ) . . .  
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Hierbei ist I AI die Determinante des Gitters ]ener ganzzahligen Punkte 

X (xl . . . . .  xd) 

im R,~, /i~r die 
d 

v,j x, = ganz (d + 1 ~< i ~< t). 
~=1 

Beweis. Folg t  aus (21) und  [11], Theorem 2, oder  [17, I I ] ,  L e m m a  4. 

L~MMA 18. 

(Q)I 1 f (~= ) (cz ) "'" e (X1)  "'" e (Xd)  e V, d+l  X ,  . . .  e ,--~1 v t t  X i  d X 1 . . .  d Xa <~ 2 V a (3/4) �89 Z 

Beweis. N u r  ffir ] A I =  1 bleibt  e twas  zu beweisen. D a n n  sind die v~ ganz ra-  

tional. I n  jeder Spal te  yon M in (19) sind mindes tens  zwei v, welche + 1 oder - 1  

sind. Unser  Ergebnis  folgt  nun  sofort  aus  L e m m a  5 in [12]. 

LEMMA 19. Sei h entweder fleich n - 1  oder gleich n - 2 .  Dann ist 

g e A  

[alls n > n I ((~, Q) und V <~ n - 1. 

Beweis. Aus L e m m a  17 und  L e m m a  18 folgert  man ,  dass der  l inks s tehende 

Ausdruek  

< 2  (3/4) ~ 1 -  V + ~ - + . . .  + ( - 1 )  h - ~ - -  v ~ 
- ( h - t ) !  

(3/4) �89 (3/4) t~ - -  n t 
( h - - ' t ~ )  !] _ (h + 1)! ) vd 

< 2 e-  v [ ( 3 / 4 ) ~ .  + nt (3/4)�89 Vn-1 n-n+1 eV+.] V,~ 

< r e-  v (1 + V n-1 n -n+l eV+n), 

wenn nu t  n geniigend gross ist. 

5.8. Wir  setzen 

V - d  d 

wobei v~j die E lemente  yon M ( Q )  sind, d = d ( Q ) ,  ] A ] = ] A ]  (Q) wird in L e m m a  17 

erkl/irt.  
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LEMMA 20. (C. A. Rogers) 

(S, Q) < ~ (C, Q), (23) 

wobei C die Kugel im Rn mit Mittelpunkt 0 ist. 

Beweis. Siehe [13], "Theorem 1. 

SATZ 13. Sei 8 > 0 .  Dann ist 

(C, Q) = O (8 ~) (24) 

tiir alle his au/ endlich viele Q. (~ (C, Q) hiingt natiirlich yon n a b . )  

Die folgenden w 5.9 bis w 5.11 dienen dem Beweis yon Satz 13. Hier bedeuten 

a (X) die charakteristische Funktion der Einheitskugel im Rn, und V (C) deren Volumen. 

5.9. Wir beginnen mit  zwei Lemmas, die im Anhang bewiesen werden. 

LEMMA 21. Seien al, a s . . . . .  ar reelle Zahlen, so dass 

0 <  [a,[ <~ la,_ll ~<--. <[all<~l, 
Dann ist 

V(C) -~ ... a ( X 1 ) . . . a ( X r ) a ( a x X l + . . . + a ~ X r ) d X 1 . . . d X ~ - <  \ r ~  ] 

Dabei bedeutet c~ ~ dn 

r.lln /dl/n lira sup .~ j n ~<1. (25) 
n - - ~  

Insbesondere ist /i~r r >c~ (8, q) und r nicht verschwindende b 1 . . . . .  br 

v (c)-~f...fa(xl)...o(x~)a(~x~+...+ q b zX~)d X t " ' d Xr= O (8 ~)"  (26) 

LEMMA 22. Unter den Voraussetzungen von Lemma 21 ist 

V ( C)-r-  l f "" f a (Xo) a (X1) ... a (Xr) a (al Xo + X1) ... a (ar X0 + Xr) d X0 d X 1 ... d Xr 

"<~ \(r  _[_ 1)r+lav2 �9 

Insbesondere ist liar r >c 2 (8, q) und ganzzahlige nicht verschwindende b 1 . . . . .  br 

(27) 
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I m  Beweis yon  Satz  13 diirfen wir uns a u f l A  [ ~<6 -1 beschr~nken. Insbesondere  

aber auf  q ~ 6  -1, wobei q der kleinste gemeinsame Nenner  der v~j yon  M (Q). Wegen  

L e m m a  21 gibt  es daher  ein c a (6), so dass (24) gilt, wenn in einer Spalte yon  M (Q) 

mehr  a l s c  a (6) n icht  verschwindende E l e m e n t e  sind. Daraus  folgt 

5.10. Lv.MMA 23. Sind in einer Spalte vo~ M (Q) mehr als ca(~ ) nicht ver- 

schwindende Elemente, dann gilt (24). 

L~MM)~ 24. Ist  M eine Matr ix  mit  rationalen Elementen vii, [v~[~  1, deren Nen .  

ner <~6 -1, mit  keinen zwei gleichen Spalten, in einer Spalte h5chstens c a ((~) nicht ver- 

8chwindende Elemente, und ist die Spaltenzahl 

S>~ c a (r, 6), 

dann gibt es mindestens r nicht verschwindende Elemente 

( l ~ a < b ~ l ) ,  

wobei V~jb = O, /alls a :# b. 

Beweis. Fiir jedes v~j gibt  es nur  endlich viele MSglichkeiten. Es  gibt  daher  ein 

c a (5), so dass fiir die Zahl der Zeilen 

z i> 2 c a (6), (28) 

falls S>~% ((~), denn keine zwei Spal ten diirfen gleich sein. Sei nun  S~> c a (6) und  wir 

bilden die aus der ersten c a (6) Zeilen yon  M gebildete Tei lmatr ix T. Die Zahl der 

verschiedenen Spal ten yon  T ist beschr~nkt.  Es  gibt  ein c a (5), so dass es hSchstens 

c a (6) verschiedene Spal ten in T gibt. N u n  beweisen wir das L e m m a  mi~ 

c a (1, 6) = c a (6) (29) 

c a (r + 1, ~) = 2 c 4 (r, 6) c a (6) (30) 
durch  I n d u k t i o n  nach  r. 

Sei S~> % ( r +  1, 6). Es gibt  eine Zeile mi t  hSchstens 

ca (6) S Z -1 

nicht  verschwindenden Elementen.  Sei v114:0 ohne Beschri~nkung der Allgemeinheit  in 

dieser Zeile und  sei 
V k l  = 0, falls /c > c a (6) 

Vlk = 0, falls/c > c a (6) S Z -1. 

Die Tei lmatr ix M '  der v~ mit  i > c a (5), i > ca (~) SZ-1  hat  mindestens  S (1 - c a (6) Z -1) ~> �89 S 
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Spalten wegen (2g). Da h6chstens % (~) davon  gleich sein diirfen, gibt es eine Teil- 

ma t r ix  M "  mit  mindestens 
�89 SIc .  (O) >1 c a (r, 5) 

verschiedenen Spalten.  Nach  Induk t ionsannahme gibt  es in M "  Elemente  

Vie]  I ~ �9 �9 �9 ~ W i t §  1 

yon der gewiinschten Eigenschaft ,  die mi t  v n zu 

V i l j z ,  V ~ J  z , � 9 , V ~ r + l J r +  1 

erg~nzt werden k6nnen.  

L~MMA 25. Sind in einer Zeile von M (Q) mehr als c 7 (O) nicht verschwindende 

Elemente, dann gilt (24). 

Beweis. Wir setzen 

c~ (6) = c 4 (r, 0), r = c~ (0, [0-1]) - l o g  0/ log 2 + 1. 

Seien etwa in der ersten Zeile die ersten c 7 (0) Elemente  nicht  verschwindend.  Is t  

nun  M die Tei lmatr ix  der ersten c~ (0) Spalten, so gibt es die im L e m m a  24 be- 

schriebenen Elemente  
V t l j  I , � 9  ~ V~rJ r �9 

Sind mehr  als - l o g  ~/log 2 dieser v~ s nicht  ganz rational,  so ist ]Al>~2-1~176 -1 

und  (24) gilt. Man daf t  daher  annehmen,  

V ~ ] ~  ~ �9 . .  ~ V i f l a ,  

wobei s = c  e (~, [5-1]), sind ganz rational.  Dann  schi~tzt man  

f ... f a (x1) a (X,l) ... a ( x , )  a ( ~  X l  + X, , )  ... a ( ~  XI + X,.) d Xl d X,, ... d X," 

mit  L e m m a  22 ab und erhi~lt wieder (24). 

5.11. L~MMA 26. Ist  M eine Matrix,  so dass in einer Spalte mindestens 2, aber 

hSchstens c a (3) nicht verschwindende Elemente, in einer Zeile h6chstens c 7 (3) nicht ver- 

schwindende Elemente sind, und ist die Gesamtzahl der nicht verschwindenden Elemente 

E>~c s (r, (~), so gibt es mindestens 2 r nicht verschwindende Elemente 

V h ] ~ ,  V k l h ;  V ~ , t , ,  Vlc,  l~ ;  . . . ; V ~ f l , ,  V k r i r  , 

( l l~<a~ r ) ka4=kb (l<~a<b<~r),  

so dass v~,j b = O, Vk, Jb = O, /alls aee b. 
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Beweis. ~hnlieh wie Lemma 24. Kann  dem Leser iiberlassen werden. 

Beweis yon Satz 13. Wir setzen r = 2 log 0 / log  (3/4)+ 1 -  log 0/log 2. Sei die Anzahl 

der nicht verschwindenden Elemente yon M (Q) 

E~> c s (r, 0) - (2 8 -1 + 1) log 0 / log  2. 

Man daft  annehmen, h6chstens - ( 2  8-~+ 1) log 0 / log  2 dieser Elemente sind in Spal- 

ten mit bloss einem nicht verschwindenden Element. Denn hSchstens 2 8 -1 + 1 Spalten 

haben dieses eine nicht versehwindende Element in derselben Zeile, und hSehstens 

- l o g  8 / log  2 Zeilen diirfen nieht ganze Elemente haben, die in solchen Ausnahms- 

spalten liegen, da sonst [A[ >2-1~176 

Die Teilmatrix yon M, die keine Spalten mit nur einem einzigen nicht ver- 

sehwindenden Element besitzt, hat mindestens c s (r, ~) nieht versehwindende Elemente. 

Wegen Lemma 23 und Lemma 25 daft  man Lemma 26 anwenden. Man erhiflt so 

Elemente 
Vi~l~ , � 9  Ylct.Jr~ 

unter denen mindestens s = 2  log 0 / log  (4/3) ganzzahlige Paare sein mtissen. Man 

sch~tzt nun 

/ "./5 (x , , )  . . .  Q ( x , , ) 0  ( x , ,  + x l) . . .  ( x , ,  + d x , ,  . . .  

durch Lemma 21, r =  2 oder Theorem 5 in [12] ab und erh~lt (24). 

Mit der Anzahl E der nicht verschwindenden Elemente ist die Zahl Z der Zeilen 

und, da keine zwei Spalten gleich sein diirfen, die Zahl der Spalten yon M beschrKnkt. 

Dies beweist Satz 13. 

5.12. Beweis yon Satz 10 (An]ang). Sei im folgenden 0 <  0 <  1 lest. Wir bilden 

die Menge U jener J~quivalenzklassen Q, fiir welehe nicht 

( c ,  Q) = o (82n). 

, .< Q, U ist nach Satz 13 endlich, und mit  Q E U, Q -~ Q ist anch G U. Wit  bilden nach 

Lemma 16 Mengen E 1 . . . . .  En; E~ . . . . .  E'~. Bedingungen A und A'  gelten. 

Wir bilden nun noch T = S N A - O .  T ist die Menge der Gitterpunkte gGA,  

g g=0, die in S liegen. Wir diiffen Satz 12 anwenden, woraus 

h h 

( -  1 ) h ~ = ( - - 1 ) h a ( A ) < ( - - 1 )  h+ ~ (-- 1)k+hak+ ~ (a~--(~k)- (31) 
k = l  k = ~  

Wir wenden (31) fiir h = n - 1  und h = n - 2  an. Da 
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( __ h V h  
( - 1 ) a ( i - V ! . . . - t  - 1) ~ . ) < . ( - - 1 ) h e - V §  

~< (- -  1 )he -V+  Vn-ln-n+len, 

und  infolge L e m m a  17 (Q= Qo) und  L e m m a  19 ist 

( - 1 ) h m ( A  (S))<~(-1)he-V +e-V {vn- in-n+l  eV+n +(Vn- ln-n+l  eV+n + l )~}+  

(ak - ak) d #  (32) 
k = 2  - -  ,] 

fiir n > n  2 ( (~)=max n 1 (e)/K, Q), wobei K = K  ((~) die Anzahl  der E l emen te  yon U be- 
Q e U  

deutet .  

I m  folgenden mfissen wir noch die rechte  S u m m e  abseh// tzen.  

5.13. a~ (A) - a~ (A) ist die Gesamthe i t  der k- tupel  Kk, Kk E F~,  Kk r Fk.  Das  

heisst, m a n  ha t  K~@ Fk und  es ist Kk=Kk_IU K1, wobei Kk-1  E-~k- l ,  K 1 E ~1" 
Daher  ist  

[ K,~_I e "~k-1 ] 
a~ (A) - ak (A) = ~ / K ,  e F ,  J l-I ~ (g) 

[- Kk-1 U K 1 ~ Fk g..~l,_,uK, 

[ K~_~ eQ ] 
= Z Z / K k - I  ~ A, K 1 = A J I-[ e (g) = Z eok (Q). (33) 

t(Q)<~k-1 L Gib t  kein E U mi t  Kk-1 U K 1 E Q' g~K, ~uK, ,(Q)<k-1 

Lv.~MA 27. Ist wieder t = t ( Q ) , d = d ( Q ) , w = k - t - l  +d, so ist /iir n>na(~ ) 

(34) f 1 , ~ ]~ (a), ~ok ( Q )  d ff  < (k  - 1 - t)  . 

wobei tk(a)---min Dim �9 (35) 

L h w + i = ~  a , h , E A  J 

Dabei wird iiber alle a (a 1 . . . . .  aw) mit rationalen Elementen summiert. 

Beweis. Jedes  Kk-1 fi Q bes t eh t  aus  k - t - 1 + d = w l inear  unabhi ingigen P u n k t e n  

gx . . . . .  ga; gt+~ . . . . .  gk-1 und  den davon  abh/~ngigen P u n k t e n  

d 

gj= ~.v,sg~ ( d +  1 ~ / ~ t ) .  
t - 1  

K 1 bes teh t  aus e inem P u n k t  gk, der  wegen Kk-1 U K 1 {~ Q yon  gl . . . . .  gk-1, also yon 

gl . . . . .  ga; gt+l . . . . .  gk-1, d . h .  yon  h i . . . . .  h w l inear abh/ingt;  g~ = hw+ 1 ~ ~ ai h i. N u n  ist 

infolge 
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K~_~ U KI (~ Q', wobei Q' (~ U, ffir n > n a ((~) 

f [gl,--~,~Td;g~+~ . . . . .  ffk_lEA, lin. unabh. ] k 
~Lg,=,~lv,,ff, EA(d+l ~]<~t);9~= ~a,h,~.A ~ ( g , ) d # ~ e )  nV  w. 

y = l  

Anderseits ist das obige Integral 

r h  1 . . . . .  hwEA, lin. u.] ~+1 

< < ' f ~ [ h w + l : ~ a ~ h ~ E A  J--IJl~ (hi) d Ju" 
i~1 

Aus Lemma 27 folgt noch 

f w + l  ~*/(a) ,  (36) eok (Q) d l~<~ ( k -  1 - t )  ! 

wobei jetzt fiber a mit l a~l~< 1 summiert wird. 

LEMMA 28. 
* / (a) < cq (~)(4V~) ~ V w. (37) 

Beweis. Wir betrachten drei Fiille A), B), C). 

A) Wir summieren fiber a, deren kleinster gemeinsamer Nenner q~< ~-�89 Ist  q 

gegeben, so gibt es ffir a h5chstens (2(~-�89 + 1) w MSglichkeiten. Die Gesamtheit dieser 

Terme gibt wegen w ~< k - 1 < n (~-�89 (2 (~-�89 + 1) w 5n V w ~ (3 (~-�89 (~n VW< (4 ]/~)~ V w. 

B) Nach Lemma 21 gibt es zu jedem ~ > 0  ein C(5), so dass 

I ' ' " / q  (Xl) . . .  q ( X c )  q (a 1 X 1 ac Xc) X1. . .  Xc ~ ( 
? 

+. . .  + d d V c 
d 

falls ]a~l ~> (~�89 

Wir betrachten nun jene a mit  q > 5  -�89 ffir die es weniger als C(~) Indices i 

mit lai[>~�89 gibt. Ist  q vorgegeben, so gibt es 

~< (2 q ~�89 + 1) w-c(o) (2 q + 1) cr w e(~ 

solche a bei gegebenen q, und es gilt 

/ ( a ) <  V~q -~. 
Daher ist insgesamt 

~. q-~(2q(5�89 c(~)(2q+l)C(O)VW< ~ q-n(3qd�89 ~ 
q>~-�89 q>~-�89 

< ~ 3nqW-n~ �89 VW<~ ~. 3nq-2~�89 VW<~clo ((~)4n~ �89 V w. 
q>~- �89 q>~-  �89 
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C) N u n  sei q > 6 - � 8 9  und  es gebe mindestens  C(6) a~ mit  [a~l~>6*. Es sind 

hSchstens ( 2 q +  1) ~ soleho a vorhanden  und  es ist 

/ (a) < v w q-'~ 6�89 

So erhal ten wir wegen w < ~ n -  2 insgesamt h6chstens 

4 n 6~ n V ~,. 

5.14. Beweis von Satz 10 (Ende). Aus (33), (36) und  (37) folgt fiir n > n  a (6) 

f (a~ ( A ) -  az (A)) dff  ~< % (6) 
Oeu 

t (Q)~k-I  
( k -  1 - t) t 

4" 6 �89 V ~' (w + D, 

wobei w = k - l - t + d ,  t=t (Q) ,  d=d(Q) .  

n - 1  [" ,, 

J = eV  k=~2 J | (a~ (A)- 
n-1 V ~ 

a~(A))d#<<'c~(6)4n6~n ~ ~ i k - 1  t) ~ e v ( w + l ) "  
QeU k=t(O)+l -- �9 

(33) 

N u n  ist infolge V ~ n - 1 

n-1  V w n-1  nw  

X (k l - - t )  iev<~ 
k = t ( O ) - i - J .  - -  �9 k=t(O)+l ( k -  1 - t )  ! 

n- t+1  n k [ n n - t  
en < na ~ b~ en < ~ect ten en. k. (39) 

Da 
I n  n n - t  \ q 1/n 

e n + - -  e n 1 0  l im at (n-t)') J =e~'< 

ist, kSnnen wir, indem wir 
6 = min (�89 s, 80 -2) (40) 

setzen, und  wenn wir n o (e) passend w/~hlen, infolge (38) und  (39) erreichen, dass 

J < � 8 9  
wenn n > n o (s). 

Aus (32) folgt nun  

I m ( A ( S ) ) - e - ' l <  e -~ [V'~-~n-'~+~e v+" (1 + ~ ) + 6 + J ] < e  - v  [vn-Xn-n+le v+n (1 +e )  + el. 

6. Ein weiterer Mittelwertsatz; Mengen mit unendlichem Volumen 

6.1. Un te r  Hm(A) vers tehen wir die Menge jener m-tupel  gl . . . . .  gm YOn Gitter- 

punk ten  aus A, die sich zu einer Basis yon  A erg/inzen lassen. I n  w 6.2 bis w 6.6 

beweisen wir 

SATz 14. Sei ~ (X 1 . . . . .  Xm) >~ 0 eine Borelmessbare Funktion im m • n-dimensionalen 

Raum der m-tupel yon Punkten X 1 . . . . .  Xm, m <  n. Seien ]1 . . . . .  jt nati~rliche Zahlen 

O<~t<m, jl + . . . + ] t < m .  
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Setzen wir zur Bequemlichkeit ]o = 0, so ist 

j =  
f ~ "  [ h  1 . . . . .  am; Dim (h 1 . . . . .  hm) = m  (A)] 

@ (h I . . . . .  hm) d/~ 

=A( 10C(n-i))lffe(x1 . . . . .  X )dX, (1) 

I m  Falle t = 0 f~llt das P r o d u k t  weg und  wir erhal ten (0.3), ftir t = 1, ~'1 = y~ (0 .5) .  

Fiir t=2 ,  ]1=]~= 1 erhs m a n  Formel  (53) aus [11]. 

I n  w 6.7 bis w 6.9 zeigen wir 

S i T z  15. Sei ~ (X) >~ 0 eine beschrdnkte, Borel.messbare Funktion, die/iir alle Punkte 

X des R~ de/iniert ist. 

A. Die Summe ~ Q (g) (2) 
g e A A  ~ 

ist endlich fi~r fast alle Matrizen A, falls das Integral 

fe (x) (3) d X 

endlich ist (n>~l), 

B. Die Summe ~ ~ (gl) ... ~ (gin) (4) 
(g,." ". gin) e Hm (AAo) 

divergiert /i~r /ast alle A,  falls das Integral (3) divergiert und /alls n >1 2 m + 1. 

,,Fast alle" verstehen wit  dabei im Sinne der dutch d s 2=(~ (dA'  d A ) =  ~ (da~j) 2 
t./=i 

einge/i~hrten n2-dimensionalen euklidischen Metrik. 

Der A-Teil des Satzes wurde fiir n>~2 yon  Rogers  ( [ l ] ] ,  Th. 6); fiir n = l  y o n  

Lekkerkerker  ([6; If, Th.  2) gegeben. Auch  der B-Teil wurde fiir m =  1, n~> 3 yon  

Rogers  bewiesen. Auf m =  1, n = 2  ist Rogers '  Methode nieht  anwendbar ,  da sein 

Theorem 5 nur  fiir n>~ 3 giiltig ist. Trotz  meiner  Bemiihungen konnte  ich in diesem 

Fall  keine En tsehe idung  erzielenl, Fiir m =  1, n = l ,  wi~re der  B-Teil falsch ([6, If ,  

Th. 3). Theorem 10 in [6, I I ] ,  das das Gegenteil von B behaup te t ,  ist n icht  stich- 

h~ltig. 

Wir  brauehen also nur  den B-Teil zu beweisen. Der  Beweis wird sieh eng an  

[11] halten. 

(1) In einer bei den Trans. Amer. Math. Soc. eingereiehten Arbeit ,,A metrical theorem in geo- 
metry of numbers" konnte ieh inzwischen zeigen, dass der Satz aueh ffir m = 1, n = 2 gilt. 



6.2. U n t e r  

Se ien  d ie  V o r a u s s e t z u n g e n  v o n  S a t z  14 erf t i l l t .  

W i r  se t zen  v = / t, fa l l s  71 + "'" + it = m 

t t + 1 sons t .  

I s t  v = t + 1, so se t zen  wi r  n o e h  ] ,  = m -  ?'1 . . . . .  i t .  

Z u r  A b k i i r z u n g  s c h r e i b e n  wi r  

k 

i~= 5J~ (0<k<v). 
lffi0 
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U, U~, V v e r s t e h e n  wi r  e i g e n t l i c h e  u n i m o d u l a r e  T r a n s f o r m a t i o n e n .  

S t e t s  i s t  71 + "'" + ?, = m.  

(5) 

(6) 

N u n  f i i h r en  wi r  v e r s c h i e d e n e  J ~ q u i v a l e n z r e l a t i o n e n  ein.  D a b e i  s ind  g, h . . . .  P u n k t e  

a u s  A ~ a lso  P u n k t e  m i t  g a n z z a h l i g e n  K o o r d i n a t e n .  

t t 
1. (hi  . . . . .  h~) ~ (hi  . . . . .  hm), 

fa l l s  es e in  U g ib t ,  so d a s s  Uh~=h~ ( l ~ < i ~ < m ) .  

2. W i r  f f ihren  v A q u i v a l e n z r e l a t i o n e n  e in  d u r c h  

( g t k _ l + l  . . . . .  gtk) ~ ( k )  ~ ( g / k _ l + l  . . . .  , ~ k )  , 

fal ls  es e i n  U g i b t ,  so d a s s  U g u = g u  ( i z - l < u < i k ) .  

D a b e i  i s t  k l e s t  g e g e b e n ,  1 ~< ]c~< v. 

J e d e r  A q u i v a l e n z k l a s s e  o r d n e n  wi r  e inen  R e p r ~ s e n t a n t e n  (g~,_1+I . . . . .  g~k) zu,  des-  

sen  P u n k t e  y o n  d e n  E i n h e i t s v e k t o r e n  E~_1+I ,  . . . ,  E~ k a u f g e s p a n n t  w e r d e n .  

t i 
3. W i r  se t zen  (gl . . . . .  gin) ~ ~ (gl . . . . .  gin), 

fa l ls  a l le  ~ (k) ~ / ~ q u i v a l e n z r e l a t i o n e n  zug le ich  ge l t en .  ( A b e r  n i e h t  n o t w e n d i g  m i t  d e m -  

se lben  U.) 

4. (U 1 . . . . .  U~)~-(U; . . . . .  U'~), 

fa l ls  es e in  V g ib t ,  so d a s s  

V U k E j = U ' ~ E j  ( ik_ l<j<~i~ ,  1 ~<k~<v). 

L E M M A  29. 

( h  I . . . .  , h m )  = ( G i g  1 . . . . .  Vlg~ ,, U 2  g t l + l  . . . . .  U2g ~ . . . . . .  V v ~ i , _ l + l  . . . . .  Uvgm) ( 7 )  

durchldu/t genau ein Reprdsentantensystem ~ ,  wenn (gl . . . . .  g,n) ein Reprdsentantensystem 

~ ~ und (U 1 . . . . .  U,) e in  Reprdsentantensystem ~ durchlau/en. 
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Beweis. I )u rch  h~_1+1 . . . . .  h~k ist auch g~k_l+l . . . .  , g~ modulo  ~ (k) ~ gegeben. Da-  

her ist durch  (h 1 . . . . .  hm) auch (gl . . . . .  gin) gegeben, wenn m a n  vereinbart ,  dass 

g~k-i+l . . . . .  gik der jeweilige Repr/~sentant der Klasse rood ~ (/c) ~ ist. 0 f fenbar  gibt  

es ein (U 1 . . . . .  Ut), so dass (7) gilt. 
t t ! �9 

I s t  nun  (h i . . . . .  hm) ~ (hi . . . . .  hm), so wird (gl . . . . .  gm)=(gl . . . . .  gin). Es ist aber  

auch (U x . . . . .  Uv) ~ (U~ . . . . .  U~). Denn aus 

( U l V  1 . . . . .  Uvgm) ,~' ( U ; g  I . . . . .  Vv grn) 

folgt wegen unserer Wah l  der Repr~sentan ten  

(U1E 1 . . . . .  Uv Era) " (U~ E 1 . . . . .  U~ Era),! 

woraus (U1 . . . . .  Uv) ="~ (U'I, .. . ,  U~). 

Daraus  folgt L e m m a  29. 

6.3. Zu jedem m-tupel  gl . . . . .  gin, m<~n, g ~ E A  ~ gibt  es ein U, so dass 

Ugh= ~ c o E  j (1 4 i < ~ m ) .  (8) 

Wir  setzen nun  n (g~ . . . . .  g~) = I Det[  c~j I[- (9) 

D h~ngt  nicht  yon  U ab. 

Nach  dem L e m m a  in [17, I I ]  gibt  es genau Q~ (r)(1) ~quivalenzklassen yon  m- 

r mi t  I )e te rminante  r i m  Rm (rood ~ ). Es  gibt  dann  auch 

em (r) 

)~quivalenzklassen (rood ~ ) yon  m-tupeln  mi t  D (91 . . . . .  gin) = r i m  R~. Ebenso gibt  es 

ea (r) 

Aquivalenzklassen (mod ~ ( k ) ~ )  yon  ]k-tupeln (gik_l+x . . . . .  gtk) mi t  

D (g~_l+l . . . . .  g~) = r. 
Wir  setzen schliesslich 

D (UI . . . . .  U~) = D (U1 E~ . . . . .  U~ Era). 

Mit ~ (r) bezeichnen wir die Zahl der J~quivalenzklassen (rood ==-); fiir welche 

D (UI . . . . .  Uv) = r. 

(lO) 

(x) Definition (1.7). 
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Ist 

und 

D(g~k_ ~ . . . . .  g~k)=rk (l~<k~<v) 

D (U 1 . . . . .  Uv) = r, 

V 

so ist D (U 191 . . . . .  Uv gin) = r 1-I rk. 

6.4. LEMMA 30. 
or ~ (r) 

m-1 r ~ = 1 - 7  , /alls v = t 

1-~ ~ ( n - i ) / k = I ~  1 ( i ~ 1 ~ ( n - i ) )  = or ~(r)  or ~tv(8, 
sonst. 

(1l) 

Beweis.  Es ist ~ Q~(r) ~-1 ~=1 r ~ = Y l ~ ( n - i ) '  
i = 0  

wie der Leser als t3bung nachweisen kann. Aus (11) und Lemma 29 folgt 

l=  0 k=l \ t = 0  \r=l r / 

Ist v = t ,  so sind wir fertig. Ist  aber v = t +  1, so wird 

~ 1  ( n _ i )  = f l  ( y ~ l ~ . ( r ~ _ i ) ) ( ~  ~ -~--|~yv(r)~/~ ~(r)~ 
i=0  k = l  \ i = 0  \r~=l r~ / \ r = l  ~.n ] "  

6.5. Wir erinnern uns jetzt daran, dass 

f q  (A) # d 

Abkiirzung fiir f ~  (A A ~ d # (A) eine 
F 

ist, wobei fiber den Raum die Matrizen A mit Determinante 1 integriert wird. F i s t  

ein Fundamentalbereich in diesem Raum ([19], [7]). 

L~M~A 31. 

f m-1 / /  e ( A h l  . . . . .  A h m ) d # ( A ) = k  -n  y~ $ ( n - i )  -x .... o ( x  1 . . . . .  Xm) d X x . . . d X m ,  
(hl,...,hm)eK |=0 

F 

w e n n  i~ber alle m- tupel  einer ~4:quivalenzklasse K (rood ..~ ) summier t  wird.  K sei so, dass 

D (h 1 . . . . .  hm) = k /i~r (h 1 . . . . .  hm) e K .  



206 WOLFGANG SCHMIDT 

Beweis.  Im Falle /c= 1 ist unser Lemma richtig, denn in diesem Falle ist 

K = H m ( A ~  das heisst die Menge jener m-tupel, die sich zu einer unimodularen 

Matrix erg~nzen lassen, und nach [17, II], Satz 1 und [7] ist 

f ~ o ~ (A hi (hi ..... hm)Ettm(A ) 
F 

. . . . .  A h~) d #  (A) 

m-i  f f  = ~ ~ ( T t - - / ) - 1  . . .  ~ ( X 1 ,  " 
5=0 

. . , X m ) d X ~ . . . d X , , .  (12) 

Im allgemeinen gibt es ein (/1 . . . . .  fro) E K ,  so dass 

m 
(1 ] Det ]  = k 

Das allgemeine (gl . . . . .  g~) E K ist dann yon der Gestalt 

gs= ~ c~jh5 ( l  ~ i ~ m ) ,  

wobei (h 1 . . . . .  h~) EH~ (A~ Infolgedessen ist 

(A g, . . . . .  A gm) d ~t (A) 

F 

rn-i f f(S  x,) �9 "" C~nj d X 1 ... d Xm. =5=ori ~ ( n - i )  -1 Q J cljXj . . . .  ,j 

Unsere Behauptung folgt nach einer Variablentransformation. 

6.6. Beweis von Satz 14. Offenbar ist 

j =  
h 1 . . . . .  h~ ; Dim (h 1, .... hm) = m ] 
(h,k_~+~ . . . . .  h~k) E H ~  (A ~ ] ~ (A 

( l<k<t)  
]/1 . . . . .  A hm) d/~ (A). 

Wir haben fiber jene m-tupel h 1 . . . . .  hm zu summieren, welche in J~quivalenzklassen 

liegen, ffir welche 
(h~k_l+l . . . . .  h~k) E/~j~ (A ~ ) (1 ~< ]c<t). 

Nach Lemma 29 kommen J~quivalenzklassen von m-tupeln 

(Ul gl . . . . .  Ul gf,, U2 g5,+1 . . . . .  U2g~ . . . . . .  U~g~_l+l . . . . .  Uv gin) 

in Betracht, bei welehen 

(gsk_l+l . . . . .  gs~) EHj, (A ~ (1 ~< k < t). 
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I s t  zun/~chst v=t ,  so ist also (g~ . . . . .  g~) (mod ~ ~ ) bes t immt,  wogegen (U 1 . . . . .  U,) 

willkiirlich ist. Weil in diesem Falle 

D ( U  1 gl  . . . . .  Uv gin) = D ( U  1 . . . . .  Uv) , 

ist  un ter  Benu tzung  yon  L e m m a  31 

J - . . . - - ~ -  ~ ( n - i )  -x ... Q(X 1 . . . .  Xm) d X 1 . . . d X m .  
r = l  r t=0 

Satz 14 folgt nun  aus L e m m a  30. 

I s t  v = t + 1, so ist n icht  nur  (U1 . . . . .  U~), sondern auch (g~t+l . . . . .  g~) willkiirlich und  

D (U~ gl . . . . .  U,  g~) = D (U~ . . . . .  U~) D (g~,+~ . . . . .  gin). 
Daraua  folgt 

j =  ~ ~ ,9", ~ ~Yv (8' m-1 i ) - 1 (  f 
n r ( n  . . . .  ~ ( X  x . . . . .  Xm) d X  1 . . . . .  d X  m. 

r--~l r n s = l  8 n t=0 

6.7. L E ~ M A  32. Sei ~ (X) 8o gegeben wie in Satz 15. Es gibt dann also ein K, 

so dabs 0 <<. ~ (X) <~ K. Falls n >1 2 m + 1 und /alls (3) konvergiert, ist 

1-I r  + V2m-1). 0 (gl)  "'" ~ (gin) d / ~  = t=0 
(gl ..... gin) e Hm (A) 

Hier ist V = 

~ (X)  mit O<~(X)<<.K. 

Bewei8. 

o <  y 
(g~ ..... gin) E ~m (A) 

f ~ (X) d X und das O-symbol ist bei gegebenem m, n, K gleichmdssig /iir alle 

] 3 r (g l  . . . . .  gin) eHm ( A ) ]  
e(gl) . . .~(gm) - ~ / ( h l  . . . . .  hm) e H m ( A )  / f f ( g l ) ' " ~ ( h m )  

[ Dim (gl . . . . .  hm) = 2 mJ 

,lso ] 
< L Dim (fl . . . . .  /~m) ~< 2 m - -  1 0 (f~) --- 0 (f~m). 

(13) 

Daraus  schliesst m a n  mi t  Hilfe yon  Satz 14 

~- o(gx).. .~(gm) d l ~ -  l-I r  ~m 
(g~. -... gin) eH,n(A) i=0 

< Y [Dim (fi . . . . .  /2~) <- 2 m -  I 0 (1~)... 0 (/~m) d ~ 

l = l  J I_Dim (/1 . . . . .  / ~ m )  . . . .  

1 4 -  593805. Acta mathematica. 102. Imprim6 le 16 d$cembre 1959 

(14) 
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Die Konvergenz der auftretenden Integrale wurde in [16] nachgewiesen. In Formel 

(21) yon [16] wird (in der dortigen Bezeichnung) 

gleich 0(1)  gesetzt. In unserem Falle kann man die auftretenden Integrale 

- (k = 2 m) 

durch 

absch/itzen. Daher ist 

~. = V*) = 

(Xl) d X 1 ... d Xz 

0 ( 1 + Y 2m- ~). 

6.8. LEM~A 33. Gelten die Voraassetzungen von Satz 15, so haben, wenn (3) 

unendlich ist, die Matr ixen  A mit  Determinante 1, /iir welche 

~ (A ga) ... ~ (A g,,) 
(g, . . . . .  ~,~) ~ ~,~ (Ao) 

konvergiert, Mass  nul l  im Sinne  des Siegel'schen Masses.  

Beweis. Sei qR (X) = { ~o (X),o sonst.falls ] X l <~ R 

f 
Wir bilden mR = | ~R (X)d X. Angenommen, es g/i, be ein M > 0  und eine Teilmenge 

! 

CE E F  mit Siegel'schem Mass e > 0  (wobei F der Fundamentalbereich im Raum der 

Matrizen mit Detcrminante 1 ist [19]), so dass 

~ (A gl) .-- ~ (A gin) < M 
( g, . . . . .  gin) e N,~ (Ao) 

for alle A EC~. Ist  R so gross, dass 

m - 1  

m~ 1-I ~ ( n - i )  - I > M ,  
i=O 

d a n n i s t  fiir alle A E C~ 

m - I  m - 1  

m~ I-[ r  - 1 -  ~" o n ( A g O  . . . o R ( A g m ) > m ' ~  I-I ~ ( n - i )  - 1 - M > O .  
I = O  ( g l  . . . . .  gin) F'I':Im i = O  

(15) 

Dahcr 
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f [  =1 
~(Agl) . . .~R(Ag,~)-  1-~(n- i ) - lm'~ d#(A)  

(gl ..... am) e Rm ~=0 
Ce 

m I - I  r  8 .  

209 

(16) 

Anderseits folgr aus dem Satz 14 und Lemma 32 

f [  =1 
F 

Dies gibt, wenn R und daher mR geniigend gross ist, einen Widersprueh zu (16). 

6.9. Bewei8 yon Satz 15. Unser Ergebnis folgt aus Lemma 33 und der folgenden 

Gleiehung yon Rogers ([11], Lemma 2) 

N 

A in = c(n)f~,n_l{f(~(vl/n 
0 F 

tIierbei ist C der KegeI jener A, welehe A E ,~F ftir ein ~ > 0  leisten. Somit divergiert 

(4) fiir fast alle A in C. Da aber jedes beliebige A yon der Form A = A' U, wobei 

A 'E  C, ist (4) far fast alle A divergent. 

7. t~berdeckungen durch Figurengitter 

7.1. Sei S e i n e  Borelmenge mit charakteristischer Funktion ~, A ein Punktgi t ter  

im Rn. Nach Hadwiger bezeichnen wir die Vereinigung aller Mengen der Form 

S -F g, wobei g E A, 

als Figurengitter F (S, A). ttierbei ist S + g die Menge aller Punkte  X + g, wobei X E S. 

Ein Figurengitter bedeckt den ganzen Raum oder nur einen Tell davon. Ebenso wie 

in [14] und [15] sei e (S, A) die Dichte der Menge jener Punkte,  die nieht in F(S, A) 

liegen. Von Rogers s tammt die Idee, die mit e(S, A ) u n d  l~berdeekungen des Raumes 

zussammenhgngenden Probleme ghnlich zu behandeln wie die mit ~ (A) und der kri- 

tischen ])eterminante zusammenhgngenden. 

Man kann einige der bisher gewonnenen Sgtze fibertragen. Da aUes analog zu 

ffiiheren l~berlegungen ist, werden wit die Beweise zu den folgenden Sgtzen meistens 

nut  skizzieren. 

7.2. Zun~ichst definieren wir 

M ( S ) =  f e(S, A) d/~. (1) 
J 
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Genau wie ffir m(A (S)) gilt 

0 ~ < M ( S ) < I ,  

M (81)  x < M (St), falls S 1 ~ 82, 

M (S) ~> 1 - V (S). 

Schliesslieh ist nach Theorem 1 in [14] 

Auch gilt 
M (S) ~< 1 - V (S) + �89 V 2 (S). (2) 

LEM~tA 4". M(~q) ist stetig in der durch (2.6) de/inierten Topologie. 

Wir fiihren wieder eine Ordnung der Punkte des Rn ein. Unter S<X> verstehen 
wir die Menge jener Y, die 

X + Y E S ,  X + Y < X  
erfiillen. 

/. 
SATZ 2". M (S) = 1 - 

Beweis yon Satz 2*. Sei 

~z(A, X) = / 1, 
t 0 

Q (X) m (A (S <X>)) dX.  

falls X ~ F (S, A). 
(3) 

sonst. 

Sei weiter (A) ein Fundamentalparallelogram des Gitters A. 

Dann ist 

und 

Nun ist 

~ ( A , X ) = I +  ~. (-1)k 

=1- -  ~ ~ ( g l + X ) -  
glGA 

glcA k = l  

= l - a ~ A  ~ ~ (g~+X){ l+  

e ( S , A ) =  f a ( A , X )  d X  
(A) 

M(S)=  f f a(A, X)dXd/u .  
(A) 

gl, "", gk E A" 
g~ 4= gk, e (gl + X) .... ~ (gk + X) 
falls i + k 

hl . . . . .  hk E A ] 
h~4:h~ ffir i # k  ~k+l(gl+X, g1+X+h I . . . . .  g l+X+hk)  
ht4=O 

[ ' h ~ h k E A ]  } . . . . .  
( - 1)~ ~ | h , .  h~ f~r ~ .  k ~ G . . . . .  h~) Eg~ + X ] .  

k=l Lh~ # 0 

(4) 

(5) 

(6) 
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Hierbei  ist ~k (h~ . . . . .  hk) [gl + X]  das ~ (h 1 . . . . .  hk) fiir den K6rper  S (g~ + X}.  Ver- 

gleicht m a n  (6) mi t  (2.7), so sieht m a n  

(A, X) = 1 - ~ ~ (gl + X) ~ (A) [g~ + X].  (7) 
gzEA 

(A) R 

-- ( Q (X) m (A (S (X})) 1 dX.  
e.s 

t t  

7.3. D ~ F I ~ I T I O ~ .  

V (S) = 2 sup F (X .  X2, X3), (s) 
X ~ e S  

wobei F (X 1, X v X a) der F1/~cheninhalt des Dreieeks mit  den Eckpunk ten  X1, Xs, X a ist. 

SATZ 6*. Sei K eine konvexe Menge im R 2 mit V (K)<~ 1. Dann isi 

M (S) = 1 - V + V~/2 $ (2). (9) 

Beispiele. Sei C der Kreis mi t  Radius  r=2�89 Dies ist bekannt l ieh der 

kleinste Kreis, zu dem es ein Git ter  A mit  Determinante  1 gibt, so dass e (C, A ) = 0 ,  

das heisst, F ( S ,  A) bedeekt  den ganzen Raum.  Einsetzen in (9) ergibt  

M (C) = (13 - 2 ~ V3)/9 ~ 0.232. 

Fiir das Quadra t  Q mit  Seitenl/~nge 1 ist M(Q)= 3 / ~ 0 . 3 0 2 .  

Beweis yon Satz 6. Naeh  Satz 2* ist 

M ( S ) = l  - f m ( A ( S ( X ) ) ) q ( x ) g x .  

Zur Berechnung yon  m(A(S(X} ) )  kann  m an  Satz 6 anwenden und  erh/ilt 

m (A (S ( X ) ) )  = 1 - ~ (2) -~ V (S ( X ) ) .  

V ( S ( X ) ) =  f o ( r ) d Y .  
Y < X  

Alles zusammen erhalten wir 

N u n  ist 
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M(~V)=I-V+$(2)-l f e(x) f ~ ( Y ) d Y d X  
Y < X  

= l - V + ~ ( 2 ) - l f f ~ , ( X .  Y, d X  d Y 

= 1 - V + V2/2 ~ (2). 

7.4. SATz 10". Ist  V < . n - 1  und n>no(e) ,  so ist 

i (S) = e-  v (1 - R*), (10) 

wobei JR* ] < V n - i  n - n + l  e v+n  (1 + 8) + 8. (11) 

Beweisskizze zu Satz 10". Der  Beweis ist eine Verfeinerung des Beweises yon  

Theorem 1 in [15], ebenso wie der  Beweis yon Satz  10 eine Verfeinerung der Beweis- 

methode  yon Theorem 4 in [18] und  Theorem 4 in [15] darstel l t .  E r  soll in w 7.4 

und  w 7.5 skizziert  werden.  

Zun~ichst sind w 5.2 bis w 5.4 wortw6rt l ich zu i ibernehmen.  

Ab w 5.5 sind einige Ji.nderungen vorzunehmen.  

D E F I N I T I O N .  Wir  nennen P u n k t e  gx . . . . .  gz l inear abh~ngig* (1. a.*), falls es 

reelle Zahlen a 1 . . . . .  a k # 0  . . . . .  0 gibt ,  so dass 

k k 

t__~l a, g/= 0, t ~  a , = 0 .  (12) 

Sonst  heissen sie l inear unabh//ngig* (1. u.*). Wei te r  nennen  wir gl I. a.* yon gl . . . . .  gk, 

falls eine Rela t ion  (12) mi t  a x # 0  besteht .  D a n n  ist  fiir passende d 2 . . . . .  d ,  

k k 
g l :  ~2 d, g, ,=~2 d, =1.  

I m  folgenden ersetzen wir den Begriff  1. a. yon  Kap i t e l  5 durch  1. a.*. Un te r  dem 

K e r n  ~ *  yon  Kk vers tehen  wir die Menge jener g E Kk, die yon den anderen P u n k t e n  

au t  K~ 1. a.* sind. •hnlich definieren wir nun  t* (K) als die Zahl  der  E lemen te  yon  

~ *  (K). Wir  setzen 
K~ ~ L~, 

falls t* (Kk)=  t* (L,) und  falls m a n  die E l emen te  gl . . . . .  gt aus  ~ *  (K) und  h I . . . . .  ht 

aus  ~ *  (L) so ordnen kann ,  dass  

a x g l + ' " + a t g t = O  und  a 1 + . . . + a t = O  

genau dann  gilt, wenn 

a l h l + . . . + a t h t = O  und  a l + . . . + a t = 0  
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ist. Auf Grund dieser Aquivalenzrelation definiert man nun Aquivalenzklassen Q*. 

Insbesondere ist Q~ die Klasse der K mit t* (K)= 0. 

In (5.17)und (5.18) ist noch a l +  ... + a t = 0  hinzuzuffigen. 

In  (5.19) gelten noch die Gleichungen 

Aus (5.21) wird 

YI [g E gk] 
K~Q. [ g e A  J 

Vl]Jr .." +vaj= 1 (d+l<j<t) .  

gl . . . .  , gd; gt+l ,  ---,  gk ] 

1 1 1. u.* Punkte aus A ] k 
e (g) = z (Q*) ( k -  t) ! ~ ~ FI e (g~). 

5=1 
7.5. Aus Lemma 17 wird 

(13) 

(14) 

ff 
(A) 

LEM~A 17". 

Kk~Q* eA J ~(g+X) d X d #  

(]C--~)! z (Q*)  f ''" f ~ (XI)  "'" ~ ( X d ) ~  C~1 V'd+i X,)) ... ~ (i=~ 1 vii Xl) dX  1 ... dXcl. 

Beweis. Nach (14) ist 

H EA J e(g+X) 

1 1 

z (Q*) (k - t)! g,~h Z 

h . . . . .  ha; ht+l  . . . . .  h~EA ] 
linearaunabh. Punkte 

hj = ~2 v~j h~ E A (d + 1 < i < t) 

k 
e (x+g , )  17 q ( x +  g~+ h,). 

/=2 

Integration fiber (A) und Summation fiber gl E A gibt ein Integral fiber den Rn. So 

erh&lt man 

1 1 j ~ ]lineara unabh&ngig [h2 . . . . .  ha;ht+l ..... hkEA ~ I f  k 
z(Q*) (k--tf! Z ~(X) rI e(X+h~)dXd[~ 

[hj=t~= v,jh, eA (d+ l <~j<<.t) ~-2 

- vk-~ IA'l-nf f (k - t) ! z (-Q~ ... e (x) Q (X + Y2) .-. e (X + Yd)" 

vk-~ IA, I-n 
- (k-  t) ' z(Q*) f "" f Q (X,) ... e (Xd)e (,=~ V,a+l X,) ... e (,_~ v,t X,) d X 1 ... d Xa. 
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Hier ist I A ' I  die Determinante des Gitters jener ganzzahligen Punkte  (Y2 . . . . .  Ya) im 

Ra-a, fiir welehe 
d 

v~s y~ = ganzzahlig (d + 1 ~< j ~< t). 
t=2 

d d 

Wegen (13) ist ~ v~jx~ = ~ v~j (x~-xl)  + x  1 
i ~ l  i=2 

und I ~ ' I = I A I .  
Lemma 18 uncl Lemma  19 sind leieht iibertragbar. Satz 12" gilt umso mehr, 

als wir uns auf Q* mit  (13) beschr/~nken. In  Analogie zu w 5.12 nehmen wir jetzt  

T* = (S - X) (1 A, wobei S -  X die Menge der Punkte  Y mit  X + Y fi S ist. Wir erhalten 

h h 

(-1)h~=(-1)~(A,X)<(-1)~+ Y (-1)k+'~a,,+ ~ (a;~-ak). 
k = l  k=2 

Mit Lemma 17", Q*= Q~ und Lemma 19" erh~lt man weiter 

. iff ( - 1 ) h M ( S ) < < . e - V ( l + V ~ - l n - ~ + l e V + n ) ( I + O ) +  ~.. ( e ' k - a k ) d X d # ,  
k ~ 2  

(A) 
falls n >/n 2 (d). 

Die Abseh/itzung der reehten Summe ist nun /ihnlieh wie in Kapi te l  5 durehftihr- 

bar, so dass Satz 10" folgt. 

7.6. SATz 11". Sei n > n  o. Dann gibt es zu ]edem konvexen Kdrper K im R= 

eine Oberdeckung des Raumes durch Figurengitter /V(K, A), wobei ]iir die Dichte der 

Oberdeckung 

V (K) ~ ...)n. (15) O(K, A) = - ~ - - ~  (1 +~)"  = (1.75 

ist die reelle Nullstelle yon 

e log ~ + ~ = 0. ~ N 0.75 ... (1) (16) 

Beweisskizze yon Satz 11.* Der Beweis folgt der Idee des Beweises von Theorem 

2 in [15]. Wir dfirfen annehmen, K habe das Volumen 

V = r n ,  

wobei r die in w 5.1 definierte Zahl ist. Wir bemerken hier gleich 

~ = r e = e  -r. 

Naeh (2) ist M (~ K) ~< 1 - ~ V + �89 ~ V ~ 

Q) A n m e r k u n g  be i  der  K o r r e k t u r .  Sa tz  11" i s t  i i be rho l t  d u t c h  die  k t i r z l i ch  e r sch ienene  Arbe i t :  

C. A. ROGERS, L a t t i c e  cover ings  of space,  M a t h e m a t i k a  6 (1959), 33-39.  
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und nach Satz 10" ist, falls n > n  o (1) 

M (K) < 2e-V + 2 vn- l  n-n+l e n. 

Es gibt daher ffir n > n  o (1) ein Gitter A mit Determinante 1 und 

e (~/K, A) + e ( K ,  A ) <  1 _~n V + �89 v/2,~ V 2 + 2 e - V + 2  V n - l n - n + l e  n 

= 1 - ~ n r n +  � 8 9  ~n 2 + 2  e -rn + 2 r  ~-1 e n 

< 1  
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B. Fiir /ast #des A (ira Sinne von Satz 15) wird /ast jeder Punkt X yon F (S, A A ~ 

unendlich o/t i~berdeckt, /alls (17) divergiert. 

Satz 15 ist eng verwandt mit Theorem I I  in Kapitel VII  aus [2]. Siehe auch 

[1], Theoreme 1, 3. 

Der A-Teil des Satzes ist trivial. Im Falle der Divergenz yon (17) ist nach Satz 15 

Y e ( X - g )  
geAAo 

divergent fiir fast alle A (n>~ 3). Daher wird X ffir fast alle A yon F(S ,  A A ~ un- 

endlieh oft iiberdeckt. Umgekehrt  wird daher ffir fast alle A fast jedes X yon F (S, A A ~ 

unendlich oft iiberdeckt. 

Dieses Argument ist erst ab n>~ 3 brauchbar. Wir geben daher fiir den B-Tell 

einen einiaeheren Beweis. 

7.8. Definieren wir ~R(X) wie in w 6.8, so ist 

(A) 

(18) 

wenn n gross genug ist. Alles weitere folgt wortwSrtlich wie in w 1.3 yon [15]. 

7.7. DEFINITION. Wir sagen, X werde vom Figurengitter F (S ,  A) k mal be- 

deckt, falls es genau k Gitterpunkte 9 E A gibt, so dass 

X E S + g .  

SATZ 15". Sei S e i n e  Borelmenge mit charakteristischer Funktion ~ (X). 

A. Fast ]eder Punkt X wird yon F(S ,  A) nut endllch o/t bedeckt, /alls 

V(S)=  f e (X)  d X  (17) 

endlich ist. 
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(A) 

(A) (19) 

LEMMA 33*. Ist V(S) unendlich, so ist liar /ast aUe A mit Determinante 1 
(,,last aUe" im Sinne des Siegel'schen Masses) ]i~r /ast alle X 

e(X-g) 
g e A A o  

divergent. 

Beweis (indirekt): Angenommen, es g/~be ein M > 0 und eine Menge C mit  posi- 

t ivem Mass im Raum der A derart ,  dass fiir jedes A E C es eine Menge D(A) mit  

positivem Mass im Rn gibt, so dass 

Y~ e ( x -  g) < M (20) 
g e A A  o 

ffir A EC, XED(A).  Man daf t  annehmen, D(A)~(AA~ Dann gibt es auch ein J > 0  

und eine Menge C~ yore Mass 6 im Raum der A derart ,  dass es fiir jedes A E C~ 

eine Menge Dt(A)c= (AA ~ von Mass 6 gibt, so dass wieder (20) gilt. 

Wit  w~hlen nun R so gross, dass mR > M. Dann  w/~re 

(A) 

Qa(X-g)]~dXdt~>~ 2 (mR - M)2 > 0. 

Anderseits ist nach (18) und (19) 

f f [mn-- gG~Ao~R(X-g)]~dXd/~=O. 
(A) 

Beweis yon Satz 15. Genau wie Satz 15 aus Lemma 33 folgt Satz 15" aus 

Lemma 33*. 
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A - h a n g  

A. 1. Wir  beweisen L e m m a  21 in A. 2 bis A. 7, w/~hrend in A. 8 und  A. 9 

L e m m a  22 bewiesen wird. L e m m a  21 ist eine Veral lgemeinerung yon  Theorem 5 yon  

Rogers  [15], in welchem der Spezialfall a~ = 1 be t raehte t  wurde. Unser  Beweis h/ilt 

sich /~usserst eng an die Methode yon  Rogers,  ihn aber wegzulassen sehien mir doeh 

unangebraeht .  

A. 2. Zur  Bequemlichkei t  setzen wir a o =  1, so dass 

1 =ao>~al>~ ... >~ar>O. 

Wir definieren 

, (Z>= f ... f X: + ... ++Xr>a(X:> ... a ( X r )  d X  1 ... dX~.  

Uns interessiert natiirlich / (0). 

hal ten wir 

f /  e 2n~(zT> d Z  (z) 

a (Z + a 1 X 1 + ... + ar X,.) a (XI)  ... a (Xr) e ~*(z T) d Z d X 1 ... d X~. : f f  
=ff 

(1) 

I s t  nun  

so folgt, genau wie bei Rogers,  

Verstehen wir unter  (Z T) das Skalarprodukt ,  so er- 

(; (X0) ... a (Xr) exp 2 ze i (a o (X o T) . . . . .  ar (Xr T)) d X 0 ... d Xr 

(X) cos (2~ae  ( X T ) )  d X } .  

ITI= Vt~+ ... +t~, 

f a (X) cos (2 ~ a~ (X T)) d X = a~ �89 ~ IT1-�89 J�89 (2 ~ ak IT I). 

f t<z)~'~''(~'dz= ~-oH~YlTI-+"++"<2"a~ITI>" 

(2) 

Daher  (3) 
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Nun �89 wie in Rogers' Beweis ausfiihrlicher gezeigt wird, 

]im f e-'T'"R' f /(z) dZdT=/(O).  

Anderseits �89 

/(0) = lim f e -Irl'R' f / ( Z )  e 2"'(zr) d Z d T 
R - * ~  J 

f ] = lim e -Irl'/n* a;�89189 dT R--->oo 
r 

= f lTl-in(r+l) L~oas189189 (2~ak[T])]dT 

0 

0 

wobei V das Volumen der Kugel I XI~< 1 im Rn bedeutet.  

A. 3. Sei ~ eine Zahl 0 < ~ < 1  und sei ~ > 0  durch 

definiert. Nun bilden wi~r 

n Tk=~ak$ (0<k<r),  

woraus T O ~< T 1 ~< ... ~< T,. 

Ferner definieren wir T_I=O, T r + l =  oo und 

T~ 

~= f t-�89 [k=rJoa~�89 J�89 (2~akt)] d't 

Wenn es nns gelingt, 

~ ~ ( ( ( r+  1)*-1~ �89 V,_ 1 
~a~ ! (0~<i~<r+l)  

zu zeigen, so folgt daraus wegen (5) auch Lemma 21. 

(0~<i~<r+ 1). 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 
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A. 4. I m  In te rva l l  J~ = [Tt_l, Tt] sch/~tzen wir den In t eg randen  folgendermassen 

ab: zuni~chst folgt  aus  Wa t son  [21], Seite 169 beziehungsweise 161 

woraus  

J�89 (x) <J�89 (~n)- 1.5868, 

J�89 (�89 n) < (�89 n) -�89 0.44731, 

J�89 (2 ~ a~ t) < 1 (0 ~< k ~< r). (9) 

4: rg  
Wir  setzen y = - -  t. 

n 

D a n n  �89 f i i r t  E J~ 

a~ y ~ ak T~ = a~ $. 
n at 

I s t  ]c>/i, so folgt  a k y ~ < ~ <  1. Ffir  

J�89 (2 ~ ak t) = J�89 (1 n a~ y) 

kSnnen wir fiir k>~i wegen aky< 1 eine Forme l  aus  W a t s o n  [21], Seite 156 beni i tzen 

und  erha l ten  

atn y�89 exp i n  V1 -- a~ y2 
J�89 (2~  a k t ) <  - - -  

(1 + 1/1 - a l  y~)�89 (~n)�89 (1 - a~ y~)~ 
(tEJ~, k>~ i) (10) 

.<a t  n y i "  exp  ~ n V1 --a~ y~ 

(1+ Vi )�89 ' 

denn 
1 1 

I m  In te rva l l  J~ (O<<.i<~r+ 1) benii tzen wir  nun  (9) ffir die F a k t o r e n  im P r o d u k t  

mi t  k = 0, 1 . . . . .  i - 1 (d. h. in J0 beni i tzen wir (9) gar  nicht) .  Hingegen  benii tzen 

wir (10) fiir die F a k t o r e n  mi t  k = i , i + l  . . . . .  r (d .h .  in J r+ l  beni i tzen wir (10) 

gar  nicht).  

I n sgesamt  erha l ten  wir daher  

T~ 

~ ' < ~  a~�89 f t-�89189189 k=~ (1 ~- ~ ~ ) � 8 9  dt 

Ti-1 
T~ 1 ( 

= I-I a~ �89 t - � 8 9  ( n - 1 ) I o g t +  (11) 
k = - I  

Ti-1 

n ~ [Ul_a~y~_ log (1 + ~ ) ] I d t  
/ 
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wobei wir, um  auch i = 0  mitzuerfassen,  a-1 = 1 gesetzt  haben.  Wei ter  ist 

A .  5 .  

~r+l ~k--1 ~ a~�89 f t-�89 dt" 
T~ 

Sei je tz t  i <  r. Wir  bilden 

(12) 

g(t)=(n--1) log t+ 2 ~ [Vl-a~y ~- log ( 1 + ~ ~ ) ]  

n I [ n  ] -r-i+~l ~ ~ ~l-l~176 

nZln  k=t~l~ 

4 ~  
U ~ - - V ~  

n 

h (v) = n - 1 log v + ~ (r - i + 1) [V1 - u i - log (1 + V1 - u~)], 

Setzen wir 

(13) 

so ist h' (v) = ~v  [ ( r -  i + 1) Ul - u  ~ - (r -- i -- 1 + 2 /n) ] .  

Tb 
Is t  zun~chst  i <  r, so ist in 0 < v < ~ - ~  genau eine Nullstelle yon  h' (v), n~mlich 

v = v 0 =  ~ 1 -  r-i+l ] ] 
und 

n , r  n (, 
h (v) ~< h (Vo) = ~ - -  [log ~ + log - - i + 1 ] ] J 

[r-i-l+2?n ( 1 +  r : i + i  ] J  + � 8 9  / ~ - - i - + i  log r--i--l+2/n~i 

n ( ( r - - i - - l ~ � 8 9  2 ( r - -  i)] 
< l o g ~ + l o g  1--\r_i+l ] ] +~ r--i--l--(r--i+l) log r_i+lj 

n [ 4 (r - i) (r -- i + 1) log 2 (r -- i) ] 
= l o g ~ + ~ -  r--i--l+ l o g ( r _ i + l ) ~  r - - i + l J  

n + ~ [(r -- i -- 1) (1 -- log 2) + (r -- i -- l) log (r--  i + 1) -- (r--  i) log (r - i)] = log 

(14)  

n 1 ~< log ~ + ~  [ ( r -  1) (1 -- log 2) + ( r -  1) log ( r +  1) - - r l o g  r], 
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weil (s - 1) (1 - log 2) + ( s -  1) log (s + 1) - s log s 

mi t  s mono ton  w/ichst. 

I s t  hingegen i = r, so ist in 0 < v < n/4 ze h' (v) > 0 und  

h(v)<.h(~--~) n < l o g -  
4~"  

Da  der Ausdruck  (15) p o s i t i v i s t ,  gilt wieder (14). Daher  gilt  (14) ffir i<r. 
Also erhalten wir 

n n 
g (t) < n log ~ + ~ [(r - 1) (1 - log 2) + (r - 1) log (r + 1) - r log r] 

n -  1 
log ak. r - i +  l k=i 
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(15) 

Da  aber - ~ log ak~< - ( r - i + l )  log a~, 
k=l  

ist weiter 
( n )-  (: i  �89 1, ((r + ~-)' !i �89 

e~176 ~ 1,2] \ rr ] a~ ~ (i<<.r). 

A. 6. Nach  (11) erhal ten wir also, wenn wir noch 

k = - I  

beriicksichtigen, 

T~ 
"f..<a~)~'a~n (~_~)�89 (2)�89 ((r+l'r-l~�89 

, rr ] f t -�89 dt 
Ti  --  1 

I s t  nun i > O, so erhalten wir 

T~ 

f t- �89 
T~ _ 1 

/ n \ -in~ 
d t  < T~')ln'+l'< | 7 - - - - -  ~1 

\'~ Ze a~_l / 
( l < i < r ) .  

I s t  aber  i = 0 ,  so ist 

T i  T~ 

f f dr= dt= T O 4r~ a o 
Tf  _ 1 0 

= - - ~ < 1 .  

(i<r). 

(16) 
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Daher ist allgemein 

\ rra~ ] ~(}n)�89 -�89 

A. 7. 

(i ~< r). (17) 

Es bleibt noch i = r + l .  Indem wir (12) beniitzen, beachten wir zun/ichst 

r 
I-I a~ �89 < a r  �89 

k=-I  

und 

und 

ff t-�89 dt<T:�89 ~)-�89 
Tr 

"~ [ ( 4  ~r~)�89 1 

t _~ 1) r - l i  �89 ( :71~�89 ~r-1 
"<I~ (r r-ra~ ] ~(�89189 -�89 

(18) 

well 
2~ r-1 _< ( r + l )  r-1 

e ] "~ r r " 

Da 0 < ~ <  1 beliebig, ist infolge (17) und (18) 

/(r+ 1)'-1\ �89 r-1 
) (~ n + 1)) 

( r§  1)r-l] tn Vr_,. 

e ~  / 

(0<~i~<r+l)  

A. 8. Stellt E einen Einheitsvektor dar, so ist 

f f Xo+X1)...a(arXo+Xr)dXodX 1...dX~ 

1 

=nVn f f " ' f  tn-l(y(Xl)...(~(Xr)(Y(altE-i-Xl)...(l(artE-]-Xr)dX1...dXrdt 
0 

1 

=nV. f t"-i[~lf ~(X) o(a~tE+X)dX ] dr. 
o 

Vn ist das Volumen der Einheitskugel im Rn. Wir miissen daher 

(19) 
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f a (X) a (a~ tE  + X) d X  ( O < t <  I) 

berechnen. Dieser Ausdruck �89 aber gleich 

Hieraus folgt 

f a ( X - a k t E / 2 )  a (X+~ak tE)  d X  

= 2  f a ( X + ~ a k t E ) d X  
(XE) > 0 

1 

= 2 ( n - l )  Vn-1  f ( 1 - 8 2 ) � 8 9  

a~ t/2 

<~ 2 (n -- 1) Vn-1 (1 - a~ t2/4) �89 

~<2 ( n -  I) V~-I (1 - ar~ t2/4) �89 

1 

J < n V~ (2 (n - 1) Vn_l) ~ f t ~-x (1 - a~ t~/4) t('-1)~ d t 
0 

1 

.,~ r + l  n - 1  __ Vn f t (1 a~t2/4)�89 dt. 
0 

A. 9. Bilden wir 

g (t) = t n-1 (1 - a~ t~/4)  �89 

2 2 �89  r 1 2 t) g'( t )=(n--1) tn-e(1--a~tU/4) �89 ~(n--  1) ( - ~ a r  

= (n -- 1) t n-2 (1 -- a~ t~/4) �89 r(n-1)-I [(1 -- a~r t2/4) -- r a~ t2/4]. 

Dann liegt die einzige Nullstelle yon g' (t) in 0 < t <  1 in 

2 
t = t o 

ar VV41 

und g (t)<~g(to) 
2 n - 1  [ 1 ~ �89 

=~- r  ~--1 (1 + r) �89 \1 - -1 -~r ]  

"< \ ( r  + 1)r+l 

Daraus und aus ( 2 1 ) ,  ( 2 2 )  folgt Lemma 22. 
15--593805. Acta mathematica. 102. Impr im6 le 16 d6cembre 1959 
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