MASSTHEORIE IN DER GEOMETRIE DER ZAHLEN
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Einleitung

In der Geometrie der Zahlen ist es zweckmdssig, ein Mass im Raum der Punkt-
gitter einzufiihren. Am besten ist es, sich auf Gitter A mit Determinante 1 zu be-
schrinken und das von C. L. Siegel [19] eingefilhrte Mass zu beniitzen. Dieses ist so

normiert, dass die Menge aller Gitter mit Determinante 1 Mass 1 besitzt. Es ist also

fd‘u=1. (1)

Zunichst wurde in [19] die Formel
[ 5 e@an- [omax @
0%

bewiesen. Dabei ist o(X)=g(x,, ..., %,)>0 eine Riemann-integrierbare Funktion. (2)
wurde in [11] auf

Jo€EA, .. gn€A =f
fz [Dim “n ...,g,,.)=m] 09y s gm) At o Xy, ., X,)dX, ... dX, (3)

verallgemeinert, wobei m<n—1 und ¢(X,, ..., X,)>0 als Borel-integrierbare Funk-

tion im R,., vorausgesetzt wird. In [19] wurde auch noch

veh _ 1
fE [g primitiv] e(g)dp= (n) fQ(X) dX (4)

gezeigt, allgemeiner ist nach [7] und [17]
11 —593805. Acta mathematica. 102. Imprimé le 16 décembre 1959
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G1s s Gn €A

fz llassen sich zu einer ]g(gl, e gmdp
Basis von A erginzen

=W Em—1)...t(n—m+ 1)]—1f...f9(xl, 0 X)dX, ... dXn (5)

unter derselben Voraussetzung wie in (3). In Satz 14 dieser Arbeit werden (3) und (5)
weiter verallgemeinert. Eine Verallgemeinerung in anderer Richtung findet sich in [17].
In [17] wurde noch

Gir s Jn EA ]
y e Gn) d
fZ[Detlgl,...,gn|=+l 09y - gl Gt

=[Em)Em—1)..2)]" f...ff...fg(Xl, vee X1, X+xlX1+ oty Xnoq)-
cdzy ...dxy1dX, ...dX, , (6)
gezeigt. Hierbei ist 5(=)~((X1, ooy Xn_q) ein Punkt, fiir welchen

Det | Xy, ..., Xn_1, X|= +1. (7)

In [17] findet sich auch eine Formel fiir

915 - s ngA
fz [Dim (G915 s gk)=n] o9y s ge) dp (8)

im Fall k=n. Der allgemeine Fall k>#» wird im Kapitel 1 behandelt werden.

In {11] wurde fir m<n eine Formel fiir
[21en .mentow, ..o ap ©

in Gestalt einer unendlichen Reihe gegeben, von der in [16] gezeigt wurde, dass sie
konvergiert, falls ¢ beschrankt ist und ausserhalb eines kompakten Bereiches ver-
schwindet. Ist m>n, so divergiert (9) im allgemeinen, wie man sich etwa durch das
Beispiel in § 2.2 {iberzeugen kann.

Sei nun 8 eine Borelmenge im R,. Ein Punktgitter A heisse S-zulissig, falls
kein Gitterpunkt von A, ausser eventuell der Ursprung 0, in S liegt. A4 (8S) sei die
Menge der S-zuldssigen Gitter mit Determinante 1. Von besonderer Bedeutung ist

m (A (8)),

das Mass von 4(S). In Kapitel 2 leiten wir eine Formel fiir m (4 (8)) ab. Die For-
mel ist giltig, falls § beschrinkt und Borel-integrierbar ist. Sie besteht im allge-
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meinen aus einer unendlichen Summe von gewissen Integralen, reduziert sich aber bei
Sternkorpern oder Ringkorpern (Definition in § 4.4) im R, auf eine endliche Summe.
Die Hauptschwierigkeit des Beweises besteht in einer Konvergenzfrage, die in Kapitel
3 gelost wird.

In Kapitel 4 finden sich Anwendungen der Formel. Es stellt sich heraus (Satz 7),

dass in der bekannten Formel [5]

Q(8)=7—o=>1 (10)

das >-Zeichen durch > ersetzt werden kann. Dies ist neu im RE,. Hier ist V (S)
das Borelmass von § und A(8) die kritische Determinante. Weiter wird m (4 (8)) fiir
Kreise und einige Kreisringe explizit berechnet.

Es ist wiinschenswert, m (A4 (8)) durch ¥V (8) abzuschitzen. Es gelten die langst

bekannten Schranken
m(4(8)=1—-V(S)

und m(4(8*)=1-V(8*)/2¢ (n),

falls 8* symmetrischer Sternkorper. Ist n>n, und ist S Halbbereich, das heisst es
ist niemals zugleich X €8 und —X €8, so gilt

m(4(8))=e" " (1-R), (11)
wobei |R| <6 ()" etV + Vr-ly n4lgV+n, (12)
falls ¥ <n—1, nach [18], hingegen

lR\ <cn2 (:i_)}n ezv+ Vn—l n—n+1 eV+n’ (13)
falls ¥V <n/8 nach [15].
In Kapitel 5 werden wir zeigen, dass fir n>ny(e) und V<n—1
|R|< V" 1n "t eV ™ (14¢) +e. (14)
Daraus folgt fiir »> 7,
Q(S)y=nr—2, r=0278 ... (15)
Frithere Abschitzungen von @Q(S) werden in [15] aufgezihlt.
In Kapitel 6 fragen wir nach dem Mass der Menge der Gitter, die unendlich
viele Gitterpunkte in § haben. Dabei lassen wir die Voraussetzung | A|=Det (A)=1

fallen und nehmen das Volumen im Koeffizientenraum als Mass. (Naheres im Satz 15.)
Wir beweisen: Ist #>2m+1 und V(S)= oo, dann gibt es fiir fast alle Gitter unend-
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lich viele m-tupel von Gitterpunkten g;, ..., ¢, in 8, die sich zu einer Basis von A
erginzen lassen. Dieser Satz wurde fir m=1 von C. A. Rogers [11] bewiesen. Durch
einen Druckfehler wurde in [11] der Satz auch fiir m=1, n=2 behauptet, doch ist
der Beweis dann nicht stichhiltig. Es ist unbekannt, ob der Satz fir n<2m rich-
tig ist ().

C. A. Rogers, der mir in sehr freundlicher Weise sein Manuskript vor dessen
Veroffentlichung sandte, bemerkte, dass man die obigen Methoden auch auf folgende
Probleme anwenden kann:

In Kapitel 7 verstehen wir unter ¢(8, A) die Dichte der Menge der Punkte, die

in keiner der Mengen
S-+g¢g, wobei g€A

liegen. Es wird eine Formel fiir

M (8)= fs(s, A)du (16)

gegeben. Die Abschitzung iiber die Dichte der rationellsten Gitteriiberdeckung des

Raumes durch konvexe Korper lidsst sich von
MK, A)<(1.85..)" (17)
in [15] auaf MK, A)<(L.75 ..)" (18)

verbessern. Auch die Probleme von Kapitel 6 lassen sich sinngeméss iibertragen.

Im Anhang werden zwei Integralabschédtzungen hergeleitet, die in Kapitel 5 be-
notigt werden.

Wir beginnen die Nummerierung in jedem Kapitel von neuem. Wird eine Formel
aus einem anderen Kapitel zitiert, so bedeutet etwa (5.3) Kapitel 5, Formel 3. Ka-

pitel 5 sowie Kapitel 6 konnen getrennt vom iibrigen gelesen werden.

1. Ein Mittelwertsatz

1.1. Seien k, m natiirliche Zahlen, k> m. Mit v (k, m) bezeichnen wir Einteilungen

(V4s oeos Vi3 B> -o-s Phie—m) der Zahlen 1,2, ...,k in zwei Folgen
V1o -eor Vm

und Uis voor Bims

(1) In einer bei den Trans. Amer, Math. Soc. eingereichten Arbeit ,,A metrical theorem in geo-
metry of numbers” konnte ich inzwischen zeigen, dass der Satz auch fiir m=1, n=2 gilt.
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wobei 1<y, < <ok
1<y <o <pp-n<k,

'V1=|=,u1.
Ist k=n, dann muss »(k, k) die Form (1,2, ..., k;) haben. Wir setzen

v (k, m) > g (k, m), (1)

falls V=01 Y3=0g --0» VI-1=01-1, V1>
fiir ein I<m.

Ist B eine mxk-Matrix, das heisst eine Matrix mit m Zeilen und % Spalten, so
soll R(v(k, m)) die quadratische Teilmatrixe mit Spalten v, ..., v, und Det R (» (k, m))
der Absolutbetrag der Determinante von R (v (k, m)) sein.

Unter A,, E,, ... verstehen wir Teilgitter des natiirlichen Gitters im R,. |A,]

sei die Determinante von A,,. Ist R=(r,) eine rationale mxk-Matrix, so setzen wir
R=Ap, @)
m
falls > rya,=ganz rational (1<j<k)
<1

genau dann, wenn der Punkt A4 (e, ..., a,) €A,.
Jedes B kann in der Form

geschrieben werden, wobei D eine ganzzahlige Matrix und der grosste gemeinsame
Teiler der Elemente von D relativ prim zu ¢ ist. ¢ hingt, falls R=A,, nur von A,
ab. g=q(An).

1.2, Sarz 1. Set kzn und po(X,, ..., Xy) eine nicht negative Borelintegrierbare

Funktion im R,.,. Dann ist

fz[gl,.--,ykEA ]Q(gl, cogddp= 55 3 [AT

Dim (g4, ..., ge)=n v(e,n) Ay,

- Qn(k[l) T C(j)‘lf...ff...f 0 (él X oo, Z,lrmX,) dxy ... dxp1d X, ... d X, 4,

70 Tl =2
(3)

wobei X,,=x1X1+---+xn_1Xn_1+r|An|X. (4)

Die Summe erstreckt sich iiber simtliche Teilgitter A, des natiirlichen Gitters A%. Her-

nach summiert man iiber alle jene R=A,, fiir welche
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Ry (k,n))=1 (3)
Det E(p (k, n))=0, falls o (k, n)<wv(k,n). (6)
Schliesslich ist g,(r), ebenso wie in [17], durch
01(r)=1 ' (7
om(r) = %dm'lem—l (r/d)
erklirt. X ist durch (0.7) defindert.

Zusatz: Summiert man in (3) links nur tber k-tupel von verschiedenen g, so ist
rechts nur iiber B zu summieren, die keine zwei gleiche Spaltenvektoren haben.
Da man in (3) iber =z, ..., z,_1 integriert, kommt es auf die spezielle Wahl

von X nicht an.

1.3. Wir erwihnen ein Lemma, das in [11] mit anderer Bezeichnung aufgestellt

wurde :
Levma 1. Ist o(X,, ..., X4) >0, so ist

By oo hm €A

min (k, n) m d m
S ot = 2 3 335 (Dimthy o m=m oS Wh, . 5 %),
gieA m=1 wv(k,m)¢=1 D i-1 ¢ i=1 ¢
iZl dyhi/q€EA

Die Summation erstreckt sich iber jene ganzzahligen D= (d,), deren Element ganz ratio-

nal sind und einen grissten gemeinsamen Teiler relativ prim zw q haben. Weiter soll

D

q
Bedingungen (5) und (B) erfiillen.

Aus Lemma 1 folgt sofort
Lemma 2. Ist wieder p(X,, ..., Xi) =0, so st

PRTONPS

9i€
min (%, n) k ot h €A m
Y s s s z[mm ) =m (_z rah ..

m=1 v(k,m) A, RzAm i=1 z
" (Bys ooy Bm) O A

rah ) (8)

T3

Die Summe ist iiber jene R=A,, die (5) und (B) erfilllen.
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(Byy -y hm)OA, (9

m m

bedeutet, dass > r,h,€A fir alle (ry, ..., r,), fir die Z ryay=ganz fir beliebiges

i=1
A(ay, ..., ay) EAL.
Als Folgerung von Lemma 2 erhalten wir fir n<k

G o> GEA
Z[ }9(91, )
)

Dim (gy, ..., gx)=n

(10)
By oovs ha€A . .,
= z Z z Z|:Dlm( ey ’ﬂ)_ ] (erllhia oo s Zrikhi)-
v(k.n) Apn R=An (hl, o, n)OAn f=1 1=1

14. LeMmMa 3.

iy oo, n €A (el 2
fE[Dim (hy, ...,hn)=n]e(h1, s ) dp=|An T 3 ‘i” & TIC(
(hys -oe s Ry)OA,

( f f---fe(Xl, ceey Xn—l, Xn)dxl dxn_lXm an—l:
J

falls e(...) =0 Borel-integrierbar ist. Dabei gelten (4) und (0.7).

Beweis. Wir gehen wie bei Satz 3 in [17, I] vor.
Es gibt eine nxn-Matrix ¢;; mit Determinante |A, [, so dass ¥ (y;, ..., ¥») alle Gitter-
punkte von A, durchliuft, falls

y;=i216ﬂxi (1<j<n)

und falls X (#,, ..., #,) die Gitterpunkte des natiirlichen Gitters durchlauft. Dann ist

klt v s B EA Gir ooor GnEA > <
> | Dim (hy, ..., k) =n]e(hy, ..., hy)=3 Di el Zengn s 2 eingi)e
o o By oA im (g, ..., gn)="n =1

Setzen wir

.f(gla vy gn)=e(210i19i, cees z lﬂgl)
i=

i=1
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und wenden wir Satz 4 aus {17, II] an, so folgt

[2[reoed | Tin o oman= 30T gr

Dim (g, ..., gn)= r+0 |7 j=2

ff f...f/(yl, s Yot ¥y oo Y Yoa 47 ) dy, . dynsd¥yod Yooy,

Da dieser Ausdruck invariant gegen Transformationen mit Determinante 1 sein muss,

ist das Integral gleich

ff f...fe(Xl, ooy X, | Ag | (2 Xy + - +x,,_1Xn_1+r)~())-
da, ... dzn1dX, ... dXn 1

= An -+l . C(X y vees Xn—l; v, X 4+ +m,,_1Xn_1+r An X~)
1 141
dxl e dx,,_lXm oo an_l.

1.5. Beweis von Satz 1. Indem wir in Lemma 3

n n
(4 (hl’ ceny hn)=g (2:17'11 hi’ cee s igl rikhi)

setzen und (10) beniitzen, erhalten wir Satz 1. Der Beweis des Zusatzes ist unmit-
telbar klar.
2. Eine Formel fiir m (4 (S))
2.1. Sei S eine Borelmessbare Menge mit charakteristischer Funktion g (X). Wir

erkliren A (8) als die Menge der S-zuldssigen Gitter mit Determinante 1, und setzen

a(A)={1’ falls AEA(S). M

0 sonst.
Weiter soll g (A) die Anzahl der Gitterpunkte #0 von A in § sein. Dann ist
a(A)=1-p (A). @)
Fiir das in der Einleitung definierte m (4 (8)) gilt offenbar
m (4 <S>)=fdu=fa(A)du- 3)
A@S)
Das Funktional m (4 (S)) hat die Eigenschaften
o<m(4(8)<1,
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m (A (8)) <m (4 (S,)), falls §,2.8,,
und nach [19]

m (4 (S))=f<x(A)d#>f(1—Q(A))d#=1~fQ(X)dX=1—V(S)- 4)

Ist T eine weitere Borelmessbare Menge, und bedeutet S—7T die Menge der
XeS, die ¢7, so ist

m{(AS-TH+mAT)<m(4(S)+1
und nach (4)
1-V(S—-T)+m A (T)<m(4(S))+1.

mATN<mAS)+V (S-T). (5)
Indem wir noch den Abstand
dlS, 1)Y=V S-T)+V(T-8) (6)
einfithren, erhalten wir.
LevMMA 4. m (4 (8)) ist stetig in der durch (6) eingefiihrten Topologie.
2.2, Wie in [15] erwiihnt wurde, ist

0 (—l)k d1» 3 gh:eA k
a(M)=1+ 3 =3 9+g, falls i+j| [Te(g) M
- . g:+0

Um m(4(8)) zu berechnen, wire es naheliegend, (7) gliedweise zu integrieren. Es

wird hier aber gezeigt, dass die Ausdriicke
G1s +ev s G EA .
fz gi+g;, falls 14 I:[lg(g,)d,u (8)
g,#O =

im allgemeinen divergieren.
Nehmen wir ndmlich einen symmetrischen Sternkérper im R, und berechnen wir
(8) fiar k=2.

g1 J2 €A 91> 2 €A, +0
> e(gl)e(gz)du>f2 Dim (g, g) =10 (91) 0 (g2) A
0%g,+g,+0 |91|#|92| )

5 2 2e@e ( )dﬂ=4§19%fg(xmx.

q=1 —q<r<q aeA
o.0=
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Wir benutzten [11], Theorem 3. Die Summe

® -1
Z¢(Q)> S p ,

pPrzijmz.
ist divergent.
Wir miissen daher (7) umordnen.
2.3. Zunichst fithren wir eine Ordnung fiir die Punkte des R, ein. Zum Bei-

spiel ordnen wir lexikographisch und setzen

X (@ oo s )<Y (Y15 ey Yn) 9)
falls Ty=Y1s oo 1= Y1-1, 1< Yy
fir ein I, 1<I<n.
Wir setzen nun
01 (X) =0 (X)

und fiir £>1
ox (Xps oons Xk)={@ (Xy) ... 0(Xp), falls X, >X,> ... > X, (10)

0 sonst.

Nun erkldren wir 9, (A):

D Vi by E
ﬁm (A): gm k' Dim (91’ -",gk)zm He(gr)

r=1

G1> > GREA, F£0 T
2

g,+g; falls i=5 |
(11)
g1 -5 €A, +0

Dim (g ) =m 0 (g1 - k). (I<m<n)
1> -2 a

- 3 -1z

Indem wir von Lemma 2 Gebrauch machen, erhalten wir

Bal)= 3 (<1F 5 S 33

v{(k,m) Am BR=Am

By oos €A i .
|:Dlm (hl, ceey hm)=m] O (121 i1 hi’ ceey lzl Tix hl)'
(b ... s ) O Ay . )

Die Summe erstreckt sich iiber alle rationalen R=~A, die (1.5) und (1.6) erfiillen.
Da wir g;g,, 9;+0 voraussetzten, besitzt R keine zwei gleichen Spaltenvektoren, und
kein Spaltenvektor ist der Nullvektor.

2.4, Daher ist

a(A)=1+ 2 9 (A), (12)
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wobei Om (A) = AZ va (A) (13)
und
w hiy oo s hp €A m m
ya (A) =k§ (—1)* kz > > [Dim (B oo-s hm)=m} Ok (12 T Py . s glruc hi). (14)
- M REAn | (B h) O A - -

Hier, wie im folgenden, setzen wir manchmal A statt A,. Der Sinn dieser Anordnung

ist der, dass, wie wir in der Folge zeigen werden, nicht nur

Fa= fm (A)du (15)
existiert, sondern dass auch
ITal= [y @)1 2 (10
existiert und > Tl 17
Am

konvergiert. Daher ist Summation und Integration vertauschbar und

Om (S)=f79m (A)d,u=AzFA- (18)
Wir bringen jetzt gleich unsere Hauptformeln:

SaTz 2. Fiir beschriinktes, Borel-messbares S ist

m (4 (8)=1+ 2'1 On (S),
wober fir m<n

O (8) = (= 1) (¢ () (n—=1) ... ¢ (m+m+ 1)1 3 LBm)
Am‘Am‘

Hier bedeutet c (A,) das Volumen des Bereiches der m-tupel (X,, X,, ..., X,) fiir welche

(19)

L gn(Xyp oo, Xp) >0
2. Es gibt kein X €8, sodass
i) X4X, X+0 (20)

iy X=X, so dass D a;r,=ganz fir jedes A (a, ..., apn) €Ap.
i=1 im1

iii) Ist X>X;, so ist rj=131="-=1,=0.
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Hingegen ist 0, (8)= T4, (21)
An
wobei
]_"A_Z(__l)k Z Z |A|—n+1 ZQn(l I)
ny R=A 70 I

n
—lf...f f.J\@k (gzl rilXt, ,‘z T,kXi) dzl, veny dxn-lXm an‘ly (22)
- 1

sowie (0.7) und (1.4) gelten.

2.5. Wir entwickeln nun Hilfsmittel, um Satz 2 beweisen zu koénnen. Seien G,
H endliche Abelsche Gruppen. Wir schreiben

G|H (23)

falls G Untergruppe von H ist. Die Gruppe, die aus dem Einheitselement allein be-

steht, bezeichnen wir mit I.

LEMMaA 5. (Delsarte). Es existiert eine eindeutig bestimmte Funktion u(@G), so dass

n (@) =u(H), foalls G=H (24)
|1, falls H=1
G§|:H,u @)= {0 sonst. (25)

Beweis. Siehe [4].
Sei A° das natiirliche Gitter im R,, A, E, F Teilgitter. Ist E Teilgitter von A,
so setzen wir K< A. Unter
A/E
verstehen wir die (stets endliche) Faktorgruppe.

Wir erwihnen eine Variante des Umkehrsatzes von Delsarte:

LeMMA 6. Sei A*< A°. Sind ¢ (A) und y (A) fiir jedes A in

A*c AcA°
erklirt, und st fiir jedes solche A
pD)= > g(B), (26)
ACEEA°
dann ist auch o (F)= v (A)u (A/F), 27
FECAEA®

falls A*c Fc A®.
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Beweits.

= @ (B) pA/Fy= > @(B) > p(H)=g¢(F).

FEECA® FEAGE FECECA® H|E R
Satz 3. Sei z eine komplexe Zahl mit Realteil R z=m+ 1. Dann gilt
AZ|A|‘3=C(z)é'(z—l)...&‘(z—m+l) (28)

und AZM(A°/A)|A|—Z=[5 @CeE-1)..C@-m+1)] (29)

"

Beide Reihen sind absolut konvergent.
Der Beweis von Satz 3 wird in Kapitel 3 nachgetragen.

2.6. Nach (14) ist

By by €A
VA (A)=Z [Dlm (hl’ sevy hm)=m]¢ (A: h]_’ ~'~’hm), (30)
(Pys s hn) O A,
wobei Ak, hy)= 2 (-1 2 2 gk(Zruh,,...,znkh,). (31)
k=m vk,m) R=Am i=1 i=1
EoA, (32)

soll bedeuten R>~E, fir ein B, > A,. Ist also 4(a,,...,an) €Ay, so folgt
m
iZ ryo=ganz  (1<j<k),
=1

wihrend die Umkehrung nicht allgemein richtig ist.

Wir definieren nun

w(A,hly---;hm): z (p(Em:hl:-uyhm)

0

= Z (—l)k Z Z Qk(zrilhh---:zrikhi)z z (_l)kx(A:hly---,hmik)7 (33)
k=m v(k.m) BD Am i=1 = k=m
Wobei_ Z(A,hl,...,hm,k)= z Z Qk(z Tt]hi,...,zrikki). (34)
v(k.m) RDA,, f=1 i=1

Hier wie iiberall wird selbstverstindlich nur iiber R summiert, die (1.5) und (1.6)
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erfilllen. Die Spaltenvektoren von R sind untereinander und vom Nullvektor ver-

schieden.

2.7, Sei k>m. Ist pn(hy,....hn)>0 und v (b, m)=(vy, ..., ¥m} My, ..., tr-m) fest,

so ist

m m
2 Qrc(z ra by, ..., Z Tix hz)
R Am i=1 i=1

die Anzahl der k-tupel g,>g,> - >g, §,€8, ¢,+0, so dass g,,=h,, allgemeiner
o= Sl (1<i<h),
wobei R=(ry) (1.5) und (1.6) erfiillt und wobei fir 4 (a,,...,a,) €A,
1=§1 rya;=ganz  (1<ji<k).

Dies gibt eine separate Bedingung fiir jedes g;, Wegen (1.6) soll daher

Det (g,,, ---:ggm) =0
sein, falls

o (k,m)=1{01, ..., 0m O1>.e0s Ok—m) <¥ (kym)= (¥, .0, ¥} Py, oe» fr—m)-

Diese letzte Bedingung kann auch so ausgedriickt werden, dass aus g,>h; folgt, ¢,

héngt linear von A,,...,R_; ab. Zusammenfassend sieht man,

Z(A,h,, S . k)= Z Z Ox (izlmkz, ---,izlfuc hi)

v(e.m) BD Am

ist die Anzahl von k-tupeln g, >g,>--->g,, ¢:€8, ¢.+0, so dass h;>hy> - >hy,
Teilfolge ist, und wobei jedes ¢ von der Gestalt

g=2r"h
=1
ist, wobel fir jedes A (a,,...a,) €A, auch

7P a, = ganz;

NZE

i

ist schliesslich g>h,, so wird i =% =7 =0 sein.
Daher ist X (A, Ry, ..., k) die Anzahl der (k—m)-tupel von Punkten der fol-

genden Art in S:
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i) g+0, gF+h (I<i<m)

ii) g= > r®h, wobei r{? so ist, dass fiir jedes (35)
=1

m
A(ay, .. ty) EA, folgt > r@a, ist ganz.
i=1
iii) Ist g>h, fir ein 4, so ist #{ =¢{; = ... =rP =0,

Ist &N die Anzahl der Punkte mit Eigenschaften i), ii) und iii), so ist

k—m

x(A,hl,...,hm,k)=( ol ) (36)

(36) bleibt auch fiir k=m richtig, denn wegen g, (h, ..., b,;)=1 folgt
X (A hy, ooy by m)=1.

Wir schliessen weiter

N B T N
k=m k==m —m

L me N\ (-7, falls N=0 (37)
=D z§o< l)l(l)h{ 0  sonst.

2.8. Zusammenfassend ergibt sich

Levmma 7.

(—=1)7", falls gy (hy, ..., k) =1 und es kein g in S gibt,
YA By, oy b)) = das Bedingungen 1), ii), iii) aus (35) erfiillt.
0 sonst.

LeEMmA 8. Ist m<n und A, < B, so folgt

Bys oo hm €A )
. c m
fz [Dlm (Pyy oees bm) = m:l'l/)(Em; by, oo hp)dp = (—1)" (A" (38)
(g oos ) O Ay "

wobei ¢ (E,) wie in Satz 2 erklirt ist.

2.9, Beweis von Satz 2. In diesem Paragraphen beweisen wir (19), wir berechnen

also @, fir m<n. In §2. 10 beweisen wir (21), berechnen also @,.
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Aus (33) und den Erwigungen von § 2.5 folgt

<P(Am,h1,-u,hm)= Z W(E,hl”hm),u(E/A) (39)
AmEEmEA:ID

und weiter, unter Zuhilfenahme von Lemma 8,

c (¥
Pa= [ya®du=(-1" 3 TR /) (40)
ALCE,C On
Indem wir zundchst ohne Bedenken Integration und Summation vertauschen, er-
halten wir
- [om@rap=[ 3 rara
Ey
S nwdn=c-vry s B,
Am B ApGEp CA,,,I ml
Em m Am m - =-n
= (—yn 3 ) Baf Bl (1P @) E = DI S ¢ (B B

ZTEnl anon |A /1 Em | )"

nach Satz 3.
Es bleibt die Konvergenz von

2HTall (17)
Am

zu zeigen, wobei ||I's|| in (16) definiert ist.
Nun ist nach Lemma 7, dhnlich wie in Lemma 8,

h €A ¢ (By)
Di vees ) = by, ceos hm)|ldu= "'n
fE[ im ( on :ll'/’ )l 14 lAml

und infolge (39)

Lo (A Byy vons B) | < > | B bys s b || 12 (Bu/ AR

AnSE,Sln
Daraus folgt

B,
IIPA||=f|yA<A>Idu< s )y @, a0 (41)

AWSE,S AmlAm |n
Da aber ¢ (E,)<V™/m!, geniigt es, die Konvergenz von

> 2 |u(Em/Am)IIAmI‘"=(ZOIMA%/A,")IIAM‘”)(

An AuCE,CA, AnS Am

|An l'") (42)

AnC Ay,

zu zeigen. Diese ist aber durch Satz 3 gewihrleistet.
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2.10. Wir wenden uns dem Fall m=n zu. Aus (13), (14) und Satz 1 folgen
(21) und (22) rein formal. Wir werden die Richtigkeit der letzten beiden Gleichun-
gen daraus folgern, dass die auftretenden Summen stets nach endlich vielen Glie-
dern abbrechen.

Da § beschrinkt ist, gibt es ein K, so dass |Det|Y,,..., Y,||<K fir jedes
n-tupel von Punkten Y €8. Da aber wegen (0.7), (1.4) der Ausdruck

f.ff.f@k(z 7'11X1, ey Z?‘ik X,-)dxl ...dxn_1dX1...an_1
i=1 i=1

in (22) verschwindet, falls eine nXxn-Teilmatrix von R Determinante > K besitzt,
diirfen wir uns auf R beschrinken, deren nXxn-Teilmatrizen Determinante < K be-
sitzen. Nun gibt es nach (1.5) eine nXn-Teilmatrix von R, welche Einheitsmatrix.
Daher diirfen wir uns auf Matrixen E beschrinken, deren Elemente < K sind. Da
weiter die Nenner von R nicht grosser sein diirfen als ¢ (A,), gibt es nur endlich
viele Moglichkeiten fiir jedes Element von E. Da R n Zeilen hat, gibt es fir jede
Spalte von R nur endlich viele Moglichkeiten. Da schliesslich keine zwei Spalten von
R gleich sein diirfen ist auch die Zahl der Spalten, also %, beschrinkt.
Da in (1.4)

Xo=2, X, + o+ 2p 1 Xpq+r |A,,|)E, muss [r||A,| beschrinkt bleiben, wenn
| Det| X,, ..., X, || beschrinkt sein soll. Es gibt folglich nur endlich viele Moglichkeiten
fiir r und |A,].

3. Ein Konvergenzproblem

3.1. In diesem Kapitel soll Satz 3 bewiesen werden. Formel (2.28) wurde in
[7], Lemma 10, fiir den Fall bewiesen, dass z eine natiirliche Zahl. Der allgemeine
Fall geht indessen genau so, und die absolute Konvergenz stellt hier kein Problem
dar. Es bleibt (2.29) zu zeigen.

Zunichst ist

Sl @/ DA =30 @ | (@ o @ 1)

Hier wird iiber alle abstrakten Abelschen Gruppen summiert, o (@) ist die Ordnung
von G und 7z (G) ist die Anzahl der A< A7, so dass
A°/A=G. @)

3.2. Jede Abelsche Gruppe kann bekanntlich als direktes Produkt von Gruppen
von Primzahlpotenzordnung dargestellt werden,
12 - 593805. Acta mathematica. 102. Imprimé le 16 décembre 1959
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Gsz.Xprx"'XGp,’ (3)
oder H=H, xHpx:xH,. (4)

Nach Delsarte [4] nennen wir eine Funktion f(G) multiplikativ, falls aus (3) folgt

F(@)=1(Gp) - f(Gp) ... f (Gp,)- (5)
Wir nennen f (G, H) multiplikativ, falls aus (3), (4) folgt
(G, H)=f(GanD,)"'f(GD,,Hp[)- (6)

DEFINITION. Seien G, H Abelsch.
u (G, H)
sei die Anzahl der Gruppen J, so dass J|G und J=~H.
v (@G, H)
sei die Anzahl der Gruppen J, so dass J|G und G|J=~H.
LemMMa 9. (G, H) sowohl wie auch v (G, H) sind multiplikativ. Weiter ist
u (G, H)=v (G, H). (7)

Beweis. Die Multiplikativitdt folgt aus dem Hauptsatz iiber Abelsche Gruppen.
(7) folgt aus dem Dualitdtsprinzip.

3.3. Lemma 10.
%W(G)Iﬂ(G)lO(G)"’I =I;I(1+§|u(Gp)|n(Gp)|0(Gp)"z|)- 8)

Das Produkt erstreckt sich iiber alle Primzahlen p, die Summe rechts iber alle Abelschen
Gruppen G, wvon Primzahlpotenzordnung. Beide Seiten wvon (8) kinnen auch unend-
Lich sein.

Beweis. Das Lemma folgt aus der Tatsache, dass
p (@), = (G), o (@)

multiplikativ sind. Dass p multiplikativ ist wurde in [4] gezeigt; offenbar ist o (G)
multiplikativ. Es bleibt 7 (G).

Mit IA° bezeichnen wir das Teilgitter jener Gitterpunkte h, die von der Form

h=1ly,

wobei gEA°.
Aus G=A°/A
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folgt, dass o(@)-g €A fiir jedes g € A°. Daher ist

o(G)A° <A
und G2 A’ /A= (A° /o (@) A°)/(AJo (G) A?),
woraus a (@) =v(A°/o (Q)A°, )=v(Z™ (0 (G)), G). (9)

Hier ist Z™{o(@)) die m-te Potenz der zyklischen Gruppe Z(0(@)) der Ordnung
0(@). Aus (9) folgt mittels Lemma 9 die Multiplikativitit von mz (G).

3.4. Beweis von Satz 3. Delsarte [4] zeigte: Ist G, vom Typ (p,..., p)=2Z" (p),
das direkte Produkt von r zyklischen Gruppen der Ordnung p, dann ist

p(Gp) = (= 1y pr« P (10)

Ist G, nicht von diesem Typ, so ist u(G,)=0.
Da nun = (G,)=0, falls G,=2Z"(p) und r>m, folgt

g [ (Gy) |7 (Go) |0 (G)*] 272 PR (2 () | p7 (11)
Nun ist, falls ’ A’ /A7 (p),

pA°c A und
7 (Z'(p) =0 (A°/p A, Z' (9)) = (2" (8), Z (p)) = (2" (), Z (p) Scpr™"

nach Lemma 9 und Satz 51 in {20]. Nach (11) ist daher
m
Gz |/4 (Gp) I 7 (Gp) I o (Gp)—z l <e Zl p—r(ﬂzv(r—l)l2+r—m) < cp—Z’
P r=

falls R2>m+1. Deshalb konvergiert nach Lemma 10 die Summe in (2.29) absolut.
Endlich ist
( Z B (2 wA/N)|A? = 3B 3 w(B/A)(A|/|E])*
aga’ EC A AC€E

ECA®

= 2 |A]7 2 p@E/N= 3 Al 3 p(@=|A°7=1
ALA® ASECA® ASA® 6)a°ia
3.5. Bemerkung. Die Summen (2.28) und (2.29) sind mit der Redei’schen Zeta-
funktion [10] verwandt. Verwenden wir die vor Formel 40 in [10] stehende Formel,
die der Definition 1 aus [10] wahrscheinlich in vielen Fillen vorzuziehen ist, weil sie
eher konvergiert (man kann die y-Funktion noch iiber den Bereich der Abelschen

Gruppen ausdehnen), so ist dort
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o(@)=g(z 4y, 4y, ..)=2" > u(K/H)o(K)™, (12)
H HCECq

wo man iiber die kein A; enthaltenden Untergruppen H von G und alle Gruppen K
zwischen H und @ zu summieren hat. Fiir die duale Funktion o' (2) gilt

o R)=0"(2; 4y, 45, ..)=23" > u(H/K)o(G/K)™*, (13)
F ecEcH

wobei iiber jene H zu summieren ist, die in keinem 4, enthalten sind.
Sei nun G das Punktgitter A° (das ja auch als Gruppe auffassbar). Durchlaufe
A, A,, ... alle Teilgitter, aber nicht A° selbst. Dann wird H nur A° sein diirfen und

wir erhalten

o (z)= A%A” (A°/A) | A2

4. Spezialisierungen und Anwendungen

4.1. Wir stellen diesem Kapitel Untersuchungen voran, die ein Licht auf die
Beziehungen zwischen m (4 (S)) und A (S), der kritischen Determinante von S, werfen.

Zunichst ist klar, das aus m (4 (8))>0 folgt A(S)<1. Etwas interessanter sind
die beiden folgenden Satze:

Sarz 4. (i) Sei S, eine wachsende Folge offener Mengen, 8= U S,.

Ist entweder
0 innerer Punkt von S

oder S beschrinkt,
so folgt aus m(A4(8,))>0, A(S)<1.

(i) Sei T<8 und S beschrinkt. Ist m(A(T))=0 und exvistiert ein £¢>0, so dass
stets |X—Y|>¢ falls X€T, Y ¢8, dann ist

A(S)+1.
Sarz 5. Ist 8* Sternkérper, dann ist
A =2%4", (1)
wobes Ao=min A: {m(4(18%)=0}.

4.2. Wir erwihnen das folgende in [3] bewiesene Lemma (Lemme D’Approxi-

mation).
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Lemma 11. Ist S, eine Folge nicht abnehmender offener Mengen, 8= U S, und

0¢8, so ist
A(S)=lim A(S,). (2)

n—>0

Hier beweisen wir das analoge

Lemma 12, Ist 8, eine Folge nicht abnehmender offener Mengen, S= U S, und S
beschrinkt, so gilt wieder (2).

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, nicht alle S, seien vom Nulltypus, das heisst'
A(8,)>0 ab einem n,. Wir wihlen eine Folge A, von §,-kritischen Gittern (d.h. A,
ist S,-zuldssig und [A,|=A(S,). Die Existenz S,-kritischer Gitter fiir beschrinkte
Mengen S, wurde in [9], Theorem 3 gesichert).

Wir zeigen, dass die Folge A, beschrinkt im Sinne von Mahler [8] ist. Das
heisst, es gibt Konstante K,, K, so dass [A,|<K, und |g|> K, fiir jedes g+0 aus
einem A,. Sei nun S in der Kugel |X|<p enthalten. Wire die zweite Bedingung
nicht erfiillt, so gibe es eine Teilfolge von Gittern A, und Gitterpunkten g, € A,,
so dass [g,|<27. Da die ganzzahligen Vielfachen von g,, nicht in S, sind, kann man

gn, 7u einem S, -zuldssigen Gitter mit Determinante 277 o"~" erginzen, so dass
A (Snl) <21 Q"*I

lim A (S,,)=0.
j>o0

Wegen 8,,128, folgt daraus A (S,)=0 firr jedes n, was einen Widerspruch zu un-
serer Annahme bedeutet, die S, seien nicht alle von Nulltypus. Daher muss |g|> K,
und die Folge der A, beschrinkt sein. Es gibt daher eine konvergente Teilfolge A,,
mit Limes A etwa.

Offenbar ist A ein S-kritisches Gitter. Wire ndmlich ein Gitterpunkt g im In-
neren von S, dann wire er auch im Inneren von S, ab ¢>4, Doch da lim A, =A,
konnte dann A, nicht S, -zuldssig sein, falls ¢ gross genug ist.

Daher ist A S-zuldssig. Aus |A|=1im |A,,| und A (S)>1im A (S,) folgt |A|=A(S)
und A ist S-kritisch.

Es bleibt der Fall, alle §, sind vom Nulltypus. Dann gibt es zu jedem &>0
und jedem n ein g, mit 0< |g,|<e, so dass die Vielfachen von g¢,, *mg,¢S,, falls
m=+0. Es gibt daher ein A,, £¢<|k,|<2¢, so dass +mbh,§S,, sofern m=+0. Eine kon-
vergente Teilfolge %, der k, konvergiert gegen ein A mit e<|h|<2¢. Fiir ¢>7j ist
wegen des Wachsens der S,

tmhyg, & Sy,
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daher +mh¢S, fir m=+0, n>0. Folglich ist auch +mh¢S. Man kann daher ein
Gitter A finden, in welchem & primitiver Gitterpunkt, und dessen Determinante
wegen |k|<2e¢ und |X|<p fir X €S sicher

[A]<20" e
befriedigt. Daher ist auch § vom Nulltypus.

4.3. Beweis von Satz 4.

i) Infolge Lemma 11 und Lemma 12 folgt (2) aus unseren Voraussetzungen. Da
A(8,) <1, gilt die Behauptung.

ii) Sei A ein S-kritisches Gitter. Aus den Voraussetzungen folgt, dass es eine
Umgebung Il von A im Raum der Gitter mit Determinante |A| geben muss, so dass
jedes A’ € 11 T-zulissig ist. Dann wire aber, falls A (8) =1 wire, | A| =1 und m (A(T)) > 0.
Daher ist A(S)=+1.

Bewets wvon Satz 5. m(A(08*))=1 und m(4(A8*)=0, falls A gross genug ist.
Da m(A4(A8*)) nach Lemma 4 stetig in A ist, existiert A, Setzen wir

R* =Inneres von §*
* 1 *
Rn=(1—-) i, B,
n

dann ist A,R*=U R;. Da m(4(Rr)>0 ist, folgt nach Satz 4 i) A(J,B*)<1,
AR <A™

Ist hingegen A>1,, so ist T=21,R*<AR* und es existiert ein £>0, so dass
| X—-Y|>e¢ fiir X€T, Y¢AR*. Nach Satz 4 ii) ist folglich A(AR*)=1, A(R*)+4"".

Wir schliessen daraus A (R*)>1;" und somit
A(SH)=A(R*)=A".

44. DEFINITIONEN. Ein Sternbereich S* ist ein Bereich, so dass mit jedem
Xel auch A X €S8, wenn 0<A<1. Ein Ringbereich S ist ein Bereich der Gestalt

S=8*%—38*,

wobei S* Sternbereich und der Quotient » in 0<x <1 liegt. Ein Halbbereich H ist ein
Bereich, fiir den niemals zugleich X € H und — X € H sein kann. Bei der Berechnung
von m(A (S)) darf man sich auf Halbbereiche beschrinken.

Wir bezeichnen mit §(A) die Anzahl der Geraden G durch 0, auf denen ein
gEA, g+0, g€S, liegt. Offenbar ist
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x(A)Z1-8(A)=1+8,(A). (3)

Das zweite Gleichheitszeichen folgt aus der Definition von &; (A) und denselben Uber-

legungen, die zu (2.7) fithren.

LeMMA 13. Fiir jeden Halbringbereich ist

Vg — _ 1. ! !
: [ 1
wobei my= [‘i:] » (5)

. . - 1
das heisst, die grésste ganze in enthaltene Zahl.
%

1—

Bemerkung 1. Es folgt die wichtige Tatsache, dass wir m (4 (8)) fir Ringbereiche
im R, durch eine endliche Summe von Integralen angeben kénnen. Denn @, (S) ist
nach Lemma 13 gegeben und der Ausdruck fiir ©,(S) in Satz 2 enthilt im R, von

vornherein nur endlich viele Terme.
Bemerkung 2. Lemma 13 war fiir % =0, also Sternbereiche, schon lange bekannt.

Bemerkung 3. Aus (3) folgt m (A4 (8))>0 und A(S)<1, falls @, (8) > - 1. Daher ist

1 1 1 ’
< 1+ -+ .

Beweis. Wir brauchen nur den in Satz 2 gegebenen Ausdruck fiir @, (S) zu be-
rechnen, Wir diirfen dabei noch annehmen, es sei fiir X €§ niemals —1 X €8, falls
0<A<1. Die Summe (2.19), m=1, erstreckt sich iiber alle Teilgitter des natiirlichen
Gitters im R,. Die Teilgitter sind jeweils die Vielfachen einer festen ganzen Zahl m > 0.

Indem wir die Gitter selbst mit m bezeichnen, erhalten wir

o0

~0,(8)=tm 3 <

m=1 m"

) (8)

wobei ¢(m) das Volumen des Bereiches jener Punkte X, €S ist, fiir welche es kein
X €8S gibt, so dass

i) X+X,, X+0
i) X=1Xr
m

1ii) Ist X > X, so ist X=0.



182 WOLFGANG SCHMIDT

Aus i) und iii) folgt, ¢(m) ist das Volumen jener X, €8, fir die es kein X< X,

X€S, X=§L—X1 gibt, wobei d=0. Wir ordnen nun so, dass aus | X|<| Y| folgt X< 7.

Dann ist

denn |X|<|X,|, X=dX,, d+0 ist unmoglich. Allgemein wird ¢ (m) das Volumen
des Bereiches jener X, €S, fiir welche ((m—1)/m)X, ¢ 8. Solange (m—1)/m<x, dass

heisst m <m,, ist
¢(m)=
Ist aber m >m,, so erhalten wir

(m*(m—1)""—1)x"

o(m) ="y,
Es ergibt sich daher
|4 1 1 1 (mp+1)mg"—1
0, (S {1+ + - +——-——+— T
1 (5)= L(n) (mg— 1)" (mg+ 1) (1 — ")

(my+2)" (my+1)""— 1 ny }
(mo+2)" (1 —2") )

‘ 1
= V{1+—+ ST S }

) (my—1)" " mg (1 —x")
4.5. DEFINITION.
Vo(S)=2 sup F(0, X,, X,), 9)
ie

wobei F(0, X;, X,) die Fliche des Dreiecks mit den Eckpunkten 0, X, X, ist.

Sartz 6. Fiir Halbsternbereiche im B, mit V,(S*)<1 ist

m(4(8%) =1V (8%)/;(2)

Beweis wvon Satz 6. Nach Satz 2 ist m(4(8))=1+0,(8)+6,(8). ©,(8) ergibt
sich nach Lemma 13 zu — V (S)/{(2), wogegen ©,(8) wegen V,(S)<1 verschwindet.

4.6. Lemma 13 ergab eine Verschirfung des Satzes von Minkowski-Hlawka fiir
Ringbereiche. Tatséchlich gilt sogar

Satz 7. Ks gibt eine absolute Konstante ¢ mit der folgenden Eigenschaft: Sei §

eine Borelmenge im R,, die in einem Sternbereich S* mit endlichem Volumen enthalten
ist. Falls
V(S)<1+¢/V3(8%), (10)

dann ist AS)<1.
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Weiter ist
Q8)=TV(8)/A(8)>1 (11)
fiir jede (beschrinkte oder unbeschrinkte) Borelmenge.
Um Satz 7 zu beweisen, diirfen wir uns auf Borelmengen beschrinken, die im
Halbraum x,>0 liegen. Wir ordnen wieder so, dass X, <X, mit |X,|<|X,| gleich-
bedeutend ist.

LeMmMa 14. Es gibt eine absolute Konstante ¢, <1, so dass

. ~1 —j+1)_V(SY [, 37
¢ (m, 7)=67(n7:)+?72m_ 1)g+... f?f:"_ 7,7+1);< 'r(n2 )(1 +Wj)

talls §<e,m;
Beweis. Nach § 4.4 ist ¢(m) das Volumen des Bereiches jener X €8 fiir die
keiner der Punkte lX, EX, ey m——lX in 8 ist. Es ist daher
m m m

c(m)=J~g(X) (1—9(’”7_1)())...(1—9(%2{)),11(. (12)

S
Definieren wir ¢(m, j) fir 0<j<m durch

¢(m, 0) = f 0(X)dX =V (S) (13)

S*

und c(m,j)= ~fg(X) (l—g(mT—lX))...(l—g(m;—jX))dX 1<j<m). (14)

S*

Dann ist c(m)<c(m,j) (0<j<m) (15)
W _c(m,j—1) c(m—1,7-2) c(m—3+1,0)
und C(m,j)< pov- + 1) + .. +~—(m_ T 0 (16)

Wir schéitzen nun c(m, j—1) ab:

gk | (- o(o ) oo )
L e )
L e

3

(17

8

1-p
-0
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Nun ist aber

dX ="V (8",

S*

Jel ) (e 2)) 1o (25 x) ax
) e (e (T ) (- (R ) oy

~ mz
> (mwii)2{c(m—i, j—1—4)—V (8*) (1 - (m”"L ’)2)}

So erhalten wir mit Hilfe von (17)

omyj—1) _ V(S*)[ 2m—1  2mi—i® 2m(7'—l)—(7'—1)2]
< 1+( _1)2+ +(m_i)2+ m i TP
Ce(m=1,j-2)  e(m—j+1,0)
(m — 1) (m—7+1)*
Hieraus folgt sofort
L V(8% il 2mi—q?
C(m,j) < . (1+1§1 7)) (18)

Es gibt ein ¢, <1, so dass fiir j<¢,m
il 2mi—i® 342
ey <,
=1 (m—1)* " m
woraus Lemma 14 folgt.

4.7. Beweis von Satz 7. Nach Lemma 14 ist

V(S)

1
(1+352/n) S)(2+"'+(n—7‘+1)2)

<V -7/" 8%)/n% (1+33%/n)
fir beliebiges §, n mit j<e¢;n. Ist < Vn, so ist nach (8)

V(8)j 4V (8" (19)

6,(8)= — V(S)—l—nzC(Q)— W
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Setzen wir j= {{5—6(%)—(—2)(&*)}}, n=42 (20)

wobei {{ }} die nichst gréssere ganze Zahl bedeutet, so ist

V(8% V(S)*
0,8z -V (S)+ g >—V(S)+Cm-

Daher ist nach (3), 4) m(4(8))>0 und A(S)<1, a,usser‘

4
VZ(8) c>1+—6——.

V> 1+ g 7 (5%

Damit ist der erste Teil von Satz 7 bewiesen. Man sieht sofort @ (S)>1 fiir be-
schriankte Borelmengen, Ist 8 nicht beschrinkt, so gibt es immerhin einen Sternkérper

8* von endlichen Volumen, so dass
V(Sn8*)=14V(S).

Indem wir in § 0 8* C(m, j) wie oben abschitzen, und in §—8 n 8* O (m, j) trivial durch

! 1
ViS~-8ns )(ﬁ++m)

abschétzen, erhalten wir statt Lemma 14
V(Sns*
mE

1
C(m,j)< (1+32/m)+V(S—8SnS8* (W++ﬁ+_ﬂz) (21)

wenn nur §j<¢& m. Man schliesst nun &hnlich weiter wie oben und erhilt:

Ist V(S)<1+¢/V3(8Y), (22)
S0 18t AS)<1.

Daraus folgt (11).

4.8. Satz 8. Sei S der Kreisring 9<|X|<R. Dann ist fir 0O<SR<1:

L (R L N
mAE)=1-2 B - (1 + o )

Hierbei ist w= [__R_]
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4o+

1<R<V4/3: m(A(S))=1'—;—);(Rz_92)(1+% 1 T )

w_1) W B¢t
+2 arc cos 1/R*—<4 arc cos 1/Rp)> + <2 arc cos 1/p%> -

—2VR ~ 1+ @ VRE R — 1> — 2V — D).

Hier sind die in { > oder {{ >>-Klammern stehenden Ausdriicke nur

zu beriicksichtigen, falls Ro>1 baw. p®>1.

0, falls 0<p<R/2

Va/3<R<V2: A(S)) =
/ mAGD=1 20, tans R/2<o<R.
Folgerungen. Ist C der Einheitskreis, so ist

1-34%/n, wenn A<1
m (4 (10))= 1-3/m (A +2 arc cos ™2 —2 /A% —1 fiir 1<A<V4/3 (23)
0, wenn A>1V4/3.

Insbesondere ist in der Ausdrucksweise von Satz 5

zo=l4/iﬁ

und daher AC)=25%=V3/2.
Eine andere Folgerung ist

Satz 9. Ist R<V2 und 0>R/2, so gibt es eine positiv definite quadratische
Form f(z,y)=aa®+2bxy+ cy® mit Diskriminante ac—b*=1, so dass die Ungleichungen

*<f(z,y) <R
keine ganzzahligen Losungen = (0, 0) besitzen.

Es ist klar, dass man bei Aufwendung entsprechender Miihe Satz 7 und Satz 8
verallgemeinern konnte.

4.9. Beweis wvon Satz 8. Da m (4 (S))=m(4(8")), wobei 8’ der Halbbereich des
X €S ist, fir die 2, >0, wollen wir zundchst ©,(S’) ermitteln. Nach Lemma 13 ist

, ? 1 1 1 R

. 1 R
wobei = = ==
“me/R [1—%] [R~9]'
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1 1 1 R
Also ist 0,(8)= ~—7-3K(R2*92) (1 topt ot B )

w—1) " w® R®—g?

i) Ist 0K R<1, so ist wegen V,(8)<1, 0,(8)=0 und

3 moyf(iate Y 1 F
m(4(8)=1-" (R g)(1+22+ +(w_1)2+w2R2_92).

ii) Set 1<R<l7‘z/—?;. Wir berechnen ©,(8’) nach (2.21), (2.22). In 8’ gibt es kein
Punktepaar X, €8’, X, €8’ mit Determinante | X;, X, | (*) >2. Daher darf man sich aunf
r= 11, |A,]=1 beschrinken. A, ist folglich das Einheitsgitter, die 7y sind ganze
Zahlen. Ist | X,, X,|=1, so wird X,=r, X, +7, X, nur dann | X, X,|<2, | X,, X;|<2
erfillen, wenn r,= +1. Es ist jedoch leicht einzusehen, dass wenn X, €8’, X, €8,
| X, X,|=1, dann +X,+X,¢8". Man beschrinkt sich folglich in (2.22) auf r= +1,

10

A=A, B= (01

), k=2, v(2,2)=(1, 2;). Somit erhilt man
0, (8') =Ta, (25)

Tp=C(2)" ff{gg(xl, 2 X+ X)+ 08 (Xp, 2, X, — X))} dwy d X,
= (2) " ffg'(Xl)g' (x, X, + X)dz, d X, (26)

=IC(?)‘Ijfg(Xl)g(xle-l-ff)dxlXm.
Dabei ist o' die charakteristische Funktion von §', g ist die zu §' gehdrende Funk-
tion g,.

4.10. Sei nun zundchst Rp<1. Fihrt man Polarkoordinaten ein, so erhilt man

1c@) ffg(X)g(xXJrX)dde
=3c@271-2 f [;Tll/zz—z:mﬁdch(zrl VR*—7r%dr
-1

R>|X|>R™1 R

= — 77 (2)"* (arc cos R2— VR —1).

Sei als nichstes R <p<1.

M 1 X, X, | =|Det (X, X))



188 WOLFGANG SCHMIDT

1@ fo(X)g @X+X)dwdX

oI

R-|X[2dX-1zr(2)" f Ly X Rax

R>|X|>Q R>|X|>¢~1

I

g (2) fl/ﬁdr 7wl (2 flfg_—r_dr

If

- = (2 VR*~1—4VR?p*>—1—2 arc cos R™>+4 arc cos R ¢7").
7

Ist 1<p, so erhdlt man
e f X |VR —|X[PaX -3 @) f |X|Ve -1 X[?ax
R>|X|>¢ B> |X|>p

und wieder die in Satz 8 gegebene Formel.

iii) V4/3<R<V2. Da m(4(8))=0, falls p=0, R=V4/3, bleibt m (4 (8))=0,

4 4
falls p=0, R>V/4/3. Offenbar ist aber auch m (4 (8))=0, falls R>V4/3, p<iR.
Ist R<V?2, so wird sich an 0, (S') nichts dndern, wenn p von R/2 bis R™' wichst.
Anderseits wird aber ©, (S’) zunehmen, wenn ¢ den Wert } B uberschreitet.

Ist ndmlich g<}R, so ist

3
0,(8)= —— B
7
nach (24). Hingegen ist in R/2<o<2R/3

3 1 R? 3 3
®1<S’>=“;<R2“@2)(”132 )——;R%;(ez—lfz/@.

Folglich ist in R<V?2, p>1R, m(4(8)>0

5. Abschiitzungen fiir grosses n
5.1. In diesem Kapitel beweisen wir
Satz 10. Ist V<n—1 und n>ny(c), so ist
m(4(8))=e"(1-R), @

wobei [R|< V" 1o " 1e"*" (1+¢)+e. 2)
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Eine Folgerung davon ist

Sarz 11. Ist n>f,, so ist

QW) =V (8)/A(S)=nr-2, (3)
wobei 147+ log r=0, 4)
0.278 <r< 0.279.

Bemerkung. Satz 10 und Satz 11 sind Verschéirfungen von Sétzen in [18] und
{15], wo sich weitere Literaturangaben finden. Der wesentlich neue Gedanke ist Satz 12,

der Theorem 1 in [18] ersetzt. Dadurch werden Ausdriicke wie

ff@(X)Q(Y)Q(X+Y)dXdY

in der Abschitzung vermieden.

5.2. Unter K, L, ... verstehen wir Punktmengen im R,. Unter K, L, ... Punkt-
mengen mit k verschiedenen Elementen. Weiter sollen E,, Fy, ... Mengen bezeichnen,
deren Elemente K, sind. E, sind daher Mengen von Mengen; iiber die Zahl der
Elemente von E, ist nichts ausgesagt.

Eine Folge von Mengen E,, nidmlich E,, E,, ..., E;, habe Eigenschaft

A, falls aus Ky 1<K, und K,€E; folgt K, 1€E, 1 2<k<I).

Eine dazugehorende zweite Folge Ei, E;, ..., E; habe Eigenschaft

A’, falls fiir jedes Ky_1€Ey_1 und jedes K, €E,, wobei K, K, ,, gilt

K=Ky 1UK,€E, (2<k<]).

Beispiel. Die Folge E,, E,, ..., E,, wobei E, aus allen K, mit linear unab-
hingigen Punkten besteht (1), hat Eigenschaft 4. Die Folge Ej, ..., E,, wobei Ej
aus allen K, mit © Punkten vom Rang k—1 oder Rang k besteht, hat dazu Eigen-
schaft A4’

Sei T eine endliche Punktmenge. Sind Folgen E;, E; mit 4 bzw. A’ gegeben,
so bilden wir neue Folgen F,, ..., F; Fi, ..., F; durch die Festsetzung
KkGFk, falls KkEEk und Kkg_T
K, €F,, falls K, €E; und K.cT.

() Wir meinen: die Vektoren OP sind linear unabhingig.
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Die neuen Folgen haben wieder die Eigenschaften 4 und A'. Wir bezeichnen die
Zahl der Elemente von F, mit g,, die Zahl der Elemente von Fi mit ¢y. Endlich
definieren wir 1, und m; durch

(6)

_ |0, falls k gerade
T o, falls k ungerade (I<k<)

und

_ {O‘k, falls k ungerade o

o, falls k gerade 1<k,
5.3. Lemma 15. Seien E,, E,, ..., E;; K1, E;, ..., E; mit Eigenschaft A und A’
gegeben. Weiter bestehe E, sowie Ei aus simtlichen K,. Ferner gegeben sei eine Punkt-

menge T mit m==0 Elementen. Wir bilden 7, und m, wie vorhin. Sei nun r=min (I, m) und

ag=">by=1

sowie T = O (7;&), Tt = by, (7;:) A<k<r). (8)
Wir behaupten: Die ay, befriedigen

l=ay=a;, ae>as2 (0<2i<r-—2) (9a)
und Aot < Aot 41 (O<2t<7‘— 1). (10 a)
Die by, hingegen befriedigen

1=b0=b1, b2t—1>b2t+1 (2<2t<7‘—1) (gb)
sowie boro1<byy  (2<2t<7). (10 b)

Beweis. Aus 1,=m=aq, (7{&) folgt a,=1. Weiter definieren wir ¢, durch

ak=ck(7;:) (1<k<r). (11)
Dann folgt
o m o\ < m—k  (m m—k: m (12)
1) TORSO T T % ) v * k1)

Diese Ungleichung gilt, weil jedes Ky41 €Fyi1 in £+ 1 Weisen als Vereinigung eines
K €F), und eines K, €F, dargestellt werden kann. Nun gibt es aber genau g; solche
Ky, und wenn K, gegeben ist, gibt es m —k weitere K, €F,, so dass K, <& K,.



MASSTHEORIE IN DER GEOMETRIE DER ZAHLEN 191

Aus (12) folgt cpr1<¢. Da fir gerades k a,=c, folgt as > as s, falls t>0.

Doch ist auch
g = O3 = € 2 Cy = Oy,
Dies beweist (9 a).

Ist k gerade, k>0, so hat man

m—k m—k (m)m—k

m ’
Qi1 (k+1)=1k+1=6k+1>0‘km—_’_1= T (13)

=q, m
“\k+1)"

Die Ungleichung folgt aus der Tatsache, dass die Vereinigung eines K, € F; und eines
K,€eF,, wobei K,EK,, ein K..1€F;,, gibt, und dass man jedes K., auf diese
Weise hochstens k-+1 mal erhilt. Anderseits hat F, ¢, Elemente, und sobald K, € F),
gewahlt ist, gibt es noch m —k nicht in K, gelegene Elemente K, €F;.

Aus (13) folgt (10 a).

{9b) und (10 b) beweist man &dhnlich.

b.4. Wir setzen

1, falls 7T leer
=g (Ty=1" ’ 14
a=a(l) {0 sonst,. (14)
Sarz 12. Unter den Vorausselzungen von Lemma 15 (es darf aber auch m=0
sein) 1ist
) h h
(=1 a<(=1"+ 3 (=" ou+ X (o1~ ), (15)
- k=2
wenn 1A
Beweis von Satz 12. Sei zunichst & ungerade und m=0. Wir definieren a,, a,, ..., ¢,

wie vorhin. Dann diirfen wir Lemma 2 aus [18] anwenden und erhalten

,Zo (’]’:) (=1 a, <0, (16)

falls entweder A* ungerade oder falls »*=m. Somit ist

(=" + 2 (=" ap+ 3 (0% — 0w
k=1 k=1

“ 1<k<h ,
> -1~ -1y -
! k§1( 1) Gk+z [k ungerade] (Gk Gk)
h by
=_1”Z("1)k7«’k=_Z(—l)k(’,’r:)ak>0
k=1 k=0
=(—-1)"a.

Hierbei ist 2*= min (h, m). Ist aber m=0, so ist x=1 und alle g, ¢’ sind gleich Null.
13 — 593805. Acta mathematica. 102, Imprimé le 16 décembre 1959
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Ahnlich beweist man Satz 12 fiir gerades h.

5.5. Unter dem Kern R von K, verstehen wir die Menge jener g € K;, die von
den anderen Elementen aus K, linear abhingig sind(}). Hat der Kern t=¢(K,)
Elemente, so ist der Kern ein fi=K,= K,. Unter K, verstehen wir die Nullmenge.

DeriniTioN: K =L, falls ¢t(K,)=1t(L;) und falls man die Elemente g,, ..., g;
aus R (K) und Ay, ..., k, aus R(L) so anordnen kann, dass

a9, + - ta,g,=0
genau dann gilt, wenn
a1h1+ e +atht=0'

Hierbei sind a, ..., a; reelle Zahlen.

Wir haben eine Aquivalenzrelation definiert. Wir bezeichnen Aquivalenzklassen
mit . Samtliche K mit ¢(K)=0, also simtliche K mit linear unabhingigen Punkten,
bilden eine Aquivalenzklasse Q.

Wir setzen @,<@, falls es ein K€@,, ein LEQ, gibt, so dass K< L. Es ist
Q,< @ fir jedes @.

Lemma 16, Sei U eine nicht leere Menge von Aquivalenzklassen @, so dass mit
QeU und Q <Q auch Q €U. Wir definieren nun E,, ..., E,; Ey, ..., E, so:

K.€E, falls K, €Q, wobet Q€ U.
K, €Ey, falls K,=Ky 1 UK,, K, 1€E;_1,K,€E,.

Wir behaupten: Die By, ..., Ey; Ei, ..., E, erfillen A und A'.

Beweis. Sei Ky_1< K, K,€EE, Es gibt dann ein Q€U, so dass K, €@Q. Folglich
gehort Ky ; einem @ an, wobei @ <@. Indessen ist @'€U und Ky_;€E;_;. Dies
beweist die Giiltigkeit von 4. A’ folgt aus der Definition der E;.

5.6. Seien g, ..., g; die Punkte aus R (K). Unter Z (K) verstehen wir die An-

zahl der Anordnungen (¢, ..., ¢) von (1, 2, ..., ), so dass

a9+ +ag,=0 17)
genau dann, wenn
@y Gi, 0y Gi, oo gy =0 (18)

(1) Wir meinen die Vektoren OP. Beispiel: K, besteht aus (1, 1, 0), (1-1, 0), (1, 2, 0), (0, 1, 1).
Dann besteht 1 (K,) nur aus den ersten drei Punkten.
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Z (K)=z(Q) hingt nur von der Aquivalenzklasse @ ab, zu der K gehért. Unter d(Q)
verstehen wir den Rang der Punkte eines R (K), wobei natiidlich d(Q)<¢(Q).

Unter rationalem ¢ verstehen wir eines, bei welchem (17) héchstens gilt, falls
die Quotienten a;/a; rational sind. v

Ist @ rational und ist ¢=£(Q), d=d(Q), so gibt es eine Matrix M =M (@) mit

rationalen Elementen,

Urdg+1 " V1t
M={--- > , (19)
Vad+1 Vgt
so dass
F15 «-- s ngA
1 lin. unabh, ¢
KgQ EK elg)= @2 p ﬂe (9:). (20)
AN 9=2 vygi€A |
=1

Da in (20) iber g,=g, summiert wurde, hat M keine zwei gleichen Spalten, und kein

Spaltenvektor von M ist von der Form

0 ]
0
1
0

0|
Man kann M so wihlen, dass |v,;|<1. Auch unter dieser Bedingung ist M (Q) im
allgemeinen nicht eindeutig bestimmt, doch greifen wir eben ein passendes M (Q)
heraus.

Allgemeiner als (20) ist
gl! ceey gd; gt+15 reey gkeA

1 linear unabhingi k
S Tle@=-pm—sis M TTe(g)- (21)
Ki€Q geKr 2(Q) (k—¢)! i=i
geA gz=iZl vy gi €A

5.7. LEmMmaA 17.

sz I}r @) dp
ReQ SR

Vk—t 1 1 d d
=(k—t)! z (@) |A'nffg(X1) Q(Xd)e(z§1vid+l Xi) Q(iglvitXi)dXI - 4 Xa.
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Hierbei ist |A| die Determinante des Gitters jener ganzzahligen Punkte

X(xl, cees xd)
im Ry, fir die

d
Z’U”x,=ganz (d+1<j<t).
=1

Beweis. Folgt aus (21) und [11], Theorem 2, oder [17, IT], Lemma 4.

LeMmmaA 18.

11 d a
2(Q [A] f..'fQ(X1) Q(Xd)e(i§1vid+1 X‘) Q(Zlani)Xm...dXd<2 Ve (3/4)4".

Beweis. Nur fiir |A|=1 bleibt etwas zu beweisen. Dann sind die v; ganz ra-
tional. In jeder Spalte von M in (19) sind mindestens zwei v, welche +1 oder —1

sind. Unser Ergebnis folgt nun sofort aus Lemma 5 in [12].

LemMma 19. Sei 2 entweder gleich n—1 oder gleich n—2. Dann ist

h
) (—l)kf 2 II Q(Q)du‘<6e“"(l+V"‘ln’"“e”"),
k=t KxeQ geKg

geA
falls n>n, (6, @) und V<n—1.

Beweis. Aus Lemma 17 und Lemma 18 folgert man, dass der links stehende
Ausdruck

. V2 nt ph-t i
< n — __ — - __
2 (3/4)" 11—V + B) -+ (1) Y

‘Vh-—t+1 'V'h+1

< nfop-Vo d gn ~v 7t d
2 (3/4) (e +(h—t+1)!) Vé<2(3/4) (e +(h+1)!n) Vv
<2e "[(3/)" + 0! (3/4)3" V" In eV ] V1
<66~V (1 + Vn—l n—ﬂ+1 eV+n),
wenn nur » geniigend gross ist.

5.8. Wir setzen
ye e -
S(S, Q)ZWJ"IQ (Xl) e @ (Xd)@(igl Vid+1 X{) . O (igl'l)ggXi)dXI P dXd, (22)

wobei v, die Elemente von M (@) sind, d=d (@), |A|=|A|(Q) wird in Lemma 17

erklart.
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Lemma 20. (C. A. Rbgers)
£(8,@)<£(C, Q), (23)

wobei C die Kugel im R, mit Mittelpunkt O ist.
Beweis. Siehe [13], Theorem 1.

Sarz 13. Sei 6>0. Dann ist
E(C,Q=0(" (24)

fiir alle bis auf endlich viele Q. (£(C, Q) hingt natiirlich von n ab.)
Die folgenden § 5.9 bis § 5.11 dienen dem Beweis von Satz 13. Hier bedeuten
o (X) die charakteristische Funktion der Einheitskugel im R,, und V (C) deren Volumen.

5.9. Wir beginnen mit zwei Lemmas, die im Anhang bewiesen werden.
Lemvwma 21. Seien a, a,,...,a, reelle Zahlen, so dass

0<|a,|<|ary|< - <oy | <1
Dann ist

V(O)”f---fa(Xl) vo(X)o(@ X+ +a,X)dX,...dX, < ((?’—‘L—”_l)*

ral
Dabei bedeutet ¢, <d,

lim sup c}/*/d}/"<1. (25)

n—>co
Insbesondere ist fiir r>c, (8, q) und ganzzahlige nicht verschwindende by, ..., b,

V(O)"f—--fa (X)) ...0(X)) o (%XlJr . ZJX,)Xm dX,=0@".  (26)

Levma 22. Unter den Voraussetzungen von Lemma 21 ist

V(c)-f-ff---fa(xo)a(xl) 0 (X) 0 (0 X+ Xy) .0 (@, X+ X,)d Xod X, ... d X,

2 in
< (#ﬁ) .
(r+1)"ay;

Insbesondere ist fir r>c,(0,q) und ganzzahlige nicht verschwindende b,, ..., b,

V(C)"'”lf---fo‘ (Xp) ...0 (X))o (—’;—1 X, +X1) ...a(%Xo +X,) dX,...dX,=0 (")

27)
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Im Beweis von Satz 13 diirfen wir uns auf |A|<§7! beschrinken. Insbesondere
aber auf ¢<§7!, wobei ¢ der kleinste gemeinsame Nenner der v; von M (Q). Wegen
Lemma 21 gibt es daher ein ¢, (d), so dass (24) gilt, wenn in einer Spalte von M (@)
mehr als ¢; (8) nicht verschwindende Elemente sind. Daraus folgt

5.10. LEmma 23. Sind in einer Spalte von M (Q) mehr als c;(8) nicht ver-
schwindende Elemente, dann gilt (24).

LeEMMA 24. Ist M eine Matriz mit rationalen Elementen vy, |vy|<1, deren Nen-
ner <87Y, mit keinen zwei gleichen Spolten, in einer Spalte hichstens cq (8) nicht wver-

schwindende Elemente, und ist die Spaltenzahl
S=cy(r, 6),

dann gibt es mindestens r nicht verschwindende Elemente

v,‘j,,vi,h,...,vir,’ ,L'a#@.b (1<a<b<l),
JaF Jo
wobes v;;,=0, falls a=+0b.

Beweis. Fir jedes v, gibt es nur endlich viele Moglichkeiten. Es gibt daher ein
5 (0), so dass fiir die Zahl der Zeilen

Z>2cq (0), (28)

falls 8> ¢;(d), denn keine zwei Spalten diirfen gleich sein. Sei nun 8> ¢, (6) und wir
bilden die aus der ersten c¢;(d) Zeilen von M gebildete Teilmatrix 7'. Die Zahl der
verschiedenen Spalten von T ist beschrinkt. Es gibt ein ¢4(d), so dass es hdchstens
cq (8) verschiedene Spalten in 7' gibt. Nun beweisen wir das Lemma mit

cs (1,8) =¢;5(9) (29)

¢4 (r+1,8)=2¢,(r, 6) cq (6) (30)
durch Induktion nach r.

Sei S=¢,(r+1,4). Es gibt eine Zeile mit hochstens
¢3(0) S Z71

nicht verschwindenden Elementen. Sei v;;+0 ohne Beschrinkung der Allgemeinheit in

dieser Zeile und sei
v =0, falls k> cq (6)

vix =0, falls k>¢, (8) S Z7.
Die Teilmatrix M’ der v, mit ¢ > cg (8), j > ¢5 (8) SZ~* hat mindestens 8 (1 — ¢, (8) Z" ) >1 8
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Spalten wegen (28). Da hochstens cg(6) davon gleich sein diirfen, gibt es eine Teil-

matrix M’ mit mindestens

$8/cs (8)>c4(r, 0)
verschiedenen Spalten. Nach Induktionsannahme gibt es in M" Elemente

Vigas ooes Uty y4piq

von der gewiinschten Eigenschaft, die mit v, zu

vilil 4 via]: LA vir+ljr+1
erginzt werden koénnen.

Lemma 25. Sind in einer Zeile von M (@) mehr als c,(8) nicht verschwindende
Elemente, damn gilt (24).
Bewers. Wir setzen
c7 (6) = 64 (7’, 6)’ r= 62 (6’ [6_1]) _log 6/10g 2 + 1'

Seien etwa in der ersten Zeile die ersten ¢, (d) Elemente nicht verschwindend. Ist
nun M die Teilmatrix der ersten c,(6) Spalten, so gibt es die im Lemma 24 be-

schriebenen Elemente
'vml, caey ?)1'7,_.

Sind mehr als —log d/log 2 dieser v; nicht ganz rational, so ist |A|> 271080082~ §-1
und (24) gilt. Man darf daher annehmen,

vi.h 3 vy vi‘jxy

wobei s=c, (§,[']), sind ganz rational. Dann schitzt man

b b
f-"J‘o‘(Xl)a(Xh) o(Xy)o (jXﬁinl) .. O (—q—Xﬁ-Xi‘) dX,dX;..dX,

mit Lemma 22 ab und erhilt wieder (24).

511. Lemwma 26. Ist M eine Matriz, so dass in einer Spalte mindestens 2, aber
hochstens cg () micht verschwindende Elemente, in einer Zeile hichstens c, (8) nicht ver-
schwindende Elemente sind, und ist die Gesamizahl der nicht verschwindenden Elemente

E>=cg(r,0), so gibt es mindestens 2r nicht verschwindende Elemente

Yigis Uty Uiides Ytates -5 Vigd,s ki,

1 iazlz ib

. <asr

’l;a:*:kb(1<b<r)) ka:'!:kb (1<@<b<'r),
jazi:jb’

s0 dass 1,5, =0, V,;,=0, falls a=b.
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Beweis. Ahnlich wie Lemma 24. Kann dem Leser iiberlassen werden.
Beweis von Satz 13. Wir setzen r =2 log 8/log (3/4)+ 1 —log 8/log 2. Sei die Anzahl
der nicht verschwindenden Elemente von M (§)

E>cy(r,8)— (267 +1)log 6/ log 2.

Man darf annehmen, hochstens —(267'+1) log §/log 2 dieser Elemente sind in Spal-
ten mit bloss einem nicht verschwindenden Element. Denn hiéchstens 267"+ 1 Spalten
haben dieses eine nicht verschwindende Element in derselben Zeile, und hochstens
—log 8/log 2 Zeilen diirfen nicht ganze Elemente haben, die in solchen Ausnahms-
spalten liegen, da sonst |A|>27108%/1082— §-1,

Die Teilmatrix von M, die keine Spalten mit nur einem einzigen nicht ver-
schwindenden Element besitzt, hat mindestens ¢g (7, ) nicht verschwindende Elemente.
Wegen Lemma 23 und Lemma 25 darf man Lemma 26 anwenden. Man erhdlt so

Elemente
Uitis vevs Vi, g

unter denen mindestens s=2 log d/log (4/3) ganzzahlige Paare sein miissen. Man

schitzt nun
J‘"']Q (Xl,) Q (Xkl) e g (X,‘)Q (Xka) Q (Xix + ka) e 0 (Xi‘ + Xk‘) d Xi, vee d Xk’

durch Lemma 21, r=2 oder Theorem 5 in [12] ab und erhdlt (24).

Mit der Anzahl £ der nicht verschwindenden Elemente ist die Zahl Z der Zeilen
und, da keine zwei Spalten gleich sein diirfen, die Zahl der Spalten von M beschrinkt.
Dies beweist Satz 13.

5.12. Beweis von Satz 10 (Anfang). Sei im folgenden 0<d<1 fest. Wir bilden

die Menge U jener Aquivalenzklassen ), fiir welche nicht

£(C,Q=0(".

U ist nach Satz 13 endlich, und mit Q€ U, Q' <@ ist auch Q@ €U. Wir bilden nach
Lemma 16 Mengen E,,...,E,; Ei,...,E,. Bedingungen 4 und 4’ gelten.
Wir bilden nun noch T=8nA-0. T ist die Menge der Gitterpunkte g€ A,

g+0, die in 8 liegen. Wir diirfen Satz 12 anwenden, woraus
n R
(~Dra=(~1 @A) < (= 1+ 3 (- D+ 3 (0i = o). (81)

Wir wenden (31) fiir A=n—1 und A=%n—2 an. Da
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h
(—IV(L—Vi-u+(—1V%%)<(—D”(V+Im“ﬂk+lﬂ
<(—1PFe V4 Prin T en,
und infolge Lemma 17 (@ =¢@,) und Lemma 19 ist

(—1)mAB))<(=1D e Ve V{V I+l (Yr-ty nH gVim 1 1) 6} +

_|_

n-1
2. f (6x—ox)d \ (32)
k=2

fiir » >n, () =max n, (6/K, @), wobei K=K (§) die Anzahl der Elemente von U be-
QelU
deutet.

Im folgenden miissen wir noch die rechte Summe abschitzen.

5.13. 0% (A)—ox (A) ist die Gesamtheit der k-tupel Ky, K, € Fi, K, ¢ F,. Das
heisst, man hat K, ¢ F, und es ist K,=K; ,UK,, wobei K, 1€ Fy_,, K, € F,.
Daher ist

Ky 1€F;_
or (A) =0y (A)= 2, K, €F, EKHUKe(g)
KUK ¢F )
K, 1€Q
= > 2| KiacA K <A IT o= 3> w(Q). (33)
QelU . . . geK; UK, QeU
t@<k-1 | Gibt kein @ €U mit K, U K, €Q’ H@<k-1
LeMma 27, Ist wieder t=t(Q), d=d(Q), w=k—t—1-+d, so ist fiir n>n,(d)
1
Jo@dus 53 . (34)
hyyooishy €A
: . w+1
wobei fo(@) = minf 3=, [5) D R =1 1 T 3 a0 ). (35)

huwi1 =i§ ah EA

Dabei wird dber alle a(a,,...,a,) mit rationalen Elementen summiers.
Beweis. Jedes Ky_1 €@ besteht aus k—¢—1+d=w linear unabhéngigen Punkten

G1s veor a3 Jti1s ---sgr-1 und den davon abhingigen Punkten
d »
9;‘=i21”i79i (@+1<j<t).

K, besteht aus einem Punkt g, der wegen K; ;U K, ¢¢ von g,, ..., gx-1, also von
G1s eevsfas Jeils s Gi-1, A.h. von ky, ..., h, linear abhingt; g = hy 41 =, a;h;. Nun ist

infolge
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Ky 1UK,¢@Q, wobei @ ¢ U, fiir n>n, ()

HQ gndu< o vy

G1» -5 9a; Jea1s ---» x—1 € A, lin. unabh. .
f Z”ugtEA(d+1<7<t gk—zazkiEA

Anderseits ist das obige Integral

v Ry €A, lin. u.
<[]’ [ o)
hwi1= ZaihiEA ’=19 e
Aus Lemma 27 folgt noch
w+1
Jor@aus s 36)
wobei jetzt iiber a mit |a;|<1 summiert wird.
LEMMA 28.
S*f (@) <, (8) (Vo) V™. (37)

a

Bewets, Wir betrachten drei Fille A), B), C).

A) Wir summieren iiber a, deren kleinster gemeinsamer Nenner ¢< 4§~ %. Ist ¢
gegeben, so gibt es fiir a héchstens (26°% +1)” Moglichkeiten. Die Gesamtheit dieser
Terme gibt wegen w<k—1<n 6" ¥ (26 1+ 1)¥6" V< (36 H)"6" V¥ < (4 l/g)" | 8

B) Nach Lemma 21 gibt es zu jedem 6>0 ein C(§), so dass

(fg (X)) ... 0(Xe)o (@, Xy + - +ac Xo)d X, ... d Xo< (V)" V°©

falls |a;|> 6%.
Wir betrachten nun jene a mit ¢>4~%, fiir die es weniger als C () Indices i
mit |a;|>d* gibt. Ist ¢ vorgegeben, so gibt es
<(2q8+1)P (29 +1)°P wCD
solche a bei gegebenen ¢, und es gilt

<V g™
Daher ist insgesamt

Z q 2q5§+1)w (X)) (2q+ 1)C<r5) V¥ < 3 65)10 C© (3 )C(é) yw
q q q

¢>6"% q>a_%

< 2 g arwodyng F grgiet RO prege, (9) 4" 64" V.

g6~ % ¢>6"%
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C) Nun sei ¢>d% und es gebe mindestens C(8) a; mit |a;|>6%. Es sind

hiehstens (2¢-+1)” solche o vorhanden und es ist
fa)ys Veqg ™™ in
So erhalten wir wegen w<n—2 insgesamt hdchstens
4rotr e,

b.14. Beweis von Satz 10 (Ende). Aus (33), (36) und (37) folgt fiir n>n, ()

’ 1 n n w
J(Uk(A)—Gk(A))d/lS%(CS) ng m4 "V (w+1),
t@<k~1
wobeli w=k—1—t+d, t=¢(Q), d=d(Q).
n-1 v

n-1
—v ©OAY — < n gin _ v .
J=e kgz (0% (A)—op (A) du<c,(8)4" 6 ng ey (Ic—l—t)!e (w+1) (38)

Nun ist infolge V<n—1

n-1 ‘Vw v n-1 nw dn—~t+l nk 4 nﬂ—t
e’ ———— " < —e"<ntlet +——— ) e™ 39
k=t(§6:})+1 (k—1-—1¢)! kzt%)+1 k—1-1¢)! kzl k! ( (n—t) ') (39)
nn—t 1n
Da lim |»% e”+—~——) e”] =e2< 10
n—>00 (’n e t) !
ist, konnen wir, indem wir
d=min (¢, 807%) (40)

setzen, und wenn wir n,(¢) passend wihlen, infolge (38) und (39) erreichen, dass
J<tle
wenn n >, (£).
Aus (32) folgt nun

| m (4 (S)—e V|<e V[V " e (1+8)+0+d]<e V[V a " eV " (1+¢)+el

6. Ein weiterer Mittelwertsatz; Mengen mit unendlichem Volumen

6.1. Unter H,(A) verstehen wir die Menge jener m-tupel g¢,, ...,¢, von Gitter-
punkten aus A, die sich zu einer Basis von A erginzen lassen. In § 6.2 bis § 6.6
beweisen wir

SatTz 14. Sei o (X,, ..., X,,) > 0 eine Borelmessbare Funktion im m xn-dimensionalen
Rawm der m-tupel von Punkten X, ..., X,, m<n. Seien §,,...,J; natirliche Zahlen
0<t<m, f,+ -+, <m.
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Setzen wir zur Bequemlichkeit j,=0, so ist

By ooy b DI (hy, ..., ) =m
J= fz [(k/.+1,+---+fk_1+l, oo Pttty yai) EH (M) [@ By, o B d

(1<k<t)
PRZ -1
=ICI=TI(};IO'C(n—i)) f“‘fg Xy o, Xp)d X, ... d X, (1)

Im Falle =0 fillt das Produkt weg und wir erhalten (0.3), fiir t=1, §, =m (0.5).
Fir t=2,4,=4,=1 erhilt man Formel (53) aus [11].

In § 6.7 bis § 6.9 zeigen wir

SaTz 15. Sei o (X) >0 eine beschrinkte, Borel-messbare Funktion, die fiir alle Punkte
X des R, definiert ist.

"A. Die Summe > olg) (2)

geAN°

ist endlich fiir fast alle Matrizen A, falls das Integral

f@ (X)d X 3)
endlich ist (n>1),
B. Die Summe > 0(g1) ... 0 (gnm) (4)

@ 0,0€eH, (ANo)

divergiert fiir fast alle A, falls das Integral (3) divergiert und falls n>=2m+ 1.

n

Fast alle verstehen wir dabei im Sinne der durch ds*=c (dA dd)= > (day)?
eingefiihrien n®-dimensionalen euklidischen Metrik. e

Der A-Teil des Satzes wurde fiir #>2 von Rogers ([11], Th. 6); fiir =1 von
Lekkerkerker ([6;, I], Th. 2) gegeben. Auch der B-Teil wurde fiir m=1, n>3 von
Rogers bewiesen. Auf m=1, n=2 ist Rogers’ Methodé¢ nicht anwendbar, da sein
Theorem 5 nur fiir »>3 giltig ist. Trotz meiner Bemiihungen konnte ich in diesem
Fall keine Entscheidung erzielen!, Fiir m=1, n=1, wire der B-Teil falsch ([6, 1],
Th. 3). Theorem 10 in [6, II], das das Gegenteil von B behauptet, ist nicht stich-
haltig.

Wir brauchen also nur den B-Teil zu beweisen. Der Beweis wird sich eng an
{117 halten.

() In einer bei den Trans. Amer. Math. Soc. eingereichten Arbeit ,,A metrical theorem in geo-
metry of numbers’ konnte ich inzwischen zeigen, dass der Satz auch fiir m=1, n=2 gilt.
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6.2. Unter U, U,, V verstehen wir eigentliche unimodulare Transformationen.

Seien die Voraussetzungen von Satz 14 erfullt.

¢, falls §, + -+ 44, =
Wir setzen p = alls 9, + p=m )
t+1 sonst.
Ist v=t+1, so setzen wir noch j,=m—j, — - —j,. Stets ist j,+ - +j,=m.
Zur Abkirrzung schreiben wir
k
W= 2 (0<E<w). (6)

Nun fiihren wir verschiedene Aquivalenzrelationen ein. Dabei sind g, %, ... Punkte

aus A’ also Punkte mit ganzzahligen Koordinaten.
1. (Bys coos h) ~ (BT, ooy o),
falls es ein U gibt, so dass Uhi=h; (1<t<m).
2. Wir fiihren v Aquivalenzrelationen ein durch
(Fop_y415 oves Gi) ~ (B) ~ (gt’k_1+1, ey 9:,5),
falls es ein U gibt, so dass Ugy=gu  (ir1<u<iy).

Dabei ist k fest gegeben, 1 <k<w.
Jeder Aquivalenzklasse ordnen wir einen Représentanten (s, _y41s --- > 93) ZU, des-

sen Punkte von den Einheitsvektoren E; .1, ..., E; aufgespannt werden.
3. Wir setzen (Fis oor Im)~ ~{G1s .ov s Gm)s

falls alle ~ (k) ~ Aquivalenzrelationen zugleich gelten. (Aber nicht notwendig mit dem-
selben U.)

4. Uy ..., UN=(UL, ..., U,

falls es ein V gibt, so dass

VUkEsz;CE] (ik—l<7.<ika 1<k<’0).

LeMMaA 29,
(hI’ ey b)) = (Ulgl’ tees Ulgin U2911+1’ s Uzgin seey Uvgiv‘;+1: sees Uvgm) (7)
durchlduft genaw ein Reprisentantensystem ~ , wenn (g, ..., Jn) ¢in Reprdsentantensystem

~ ~und (U,,...,U,) ein Reprdsentantensystem = durchlaufen.
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Beweis. Durch hy,_ 41, ..., by, ist auch g, 41, ..., g, modulo ~ (k) ~ gegeben. Da-
her ist durch (2,,...,h,) auch (g,,...,9,) gegeben, wenn man vereinbart, dass
Jip_y+15 ---» gy, der jeweilige Repréisentant der Klasse mod ~ (k) ~ ist. Offenbar gibt
es ein (U,, ..., U,), so dass (7) gilt.

Ist nun (hy, ..o bop) ~ (b1, ..., ky), so wird (9, ..., Gm) =(91, ...,gn). Es ist aber
auch (U,,...,U,) > (U1, ...,U,). Denn aus

U115 s Us ) ~ (Uigys .., Us )
folgt wegen unserer Wahl der Reprisentanten

(U, By, ..., U, Ep)~(UL By, ..., U, Bp) )\
woraus (U, ...,Uy) = (U, ..., U;).
Daraus folgt Lemma 29.

6.3. Zu jedem m-tupel g,,...,9,, m<n, g;€EA°, gibt es ein U, so dass
m
Ugi=2cyB; (1<i<m). (8)
=1

Wir setzen nun Dg,, ,,,,gm):lDet|c”||. (9)

D hingt nicht von U ab.
Nach dem Lemma in [17, II] gibt es genau g, (r)® Aquivalenzklassen von m-

tupeln mit Determinante r im R, (mod ~)., Es gibt dann auch
em (r)

Aquivalenzklassen (mod ~) von m-tupeln mit D (g;, ...,g.) =7 im R,. Ebenso gibt es
05, ()

Aquivalenzklassen (mod ~ (k) ~) von j-tupeln (91, _,+15 --» 93,) it

D (gikvl%—l [ IERREY gik) =r.
Wir setzen schliesslich

DWU,,..,U)=D(U,E,,....U,E,). (10)
Mit g (r) bezeichnen wir die Zahl der Aquivalenzklassen (mod =); fiir welche

DWU,,...,U)=r.

(1) Definition (1.7).
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Ist D(gy, ys s g)=7 (1<k<v)
und DU,,..,U)=r,
v
so ist DU, 9, ...,U,,g,,,)=rkl—[17k. (11)
6.4. Lemma 30.
> g(r)’ falls v=

?fcm—n/f1@f:m—w)='ﬂrn

i=

r=1 7T =1
oo s—1
Beweis. Es ist Q;g) =[lo(n—1),
=1 i=0

wie der Leser als Ubung nachweisen kann. Aus (11) und Lemma 29 folgt

55 512)

=1 % =17

1°—°I 9
r=1

m—-1 v -1 o0
H:m—n=n(ncm—ﬁ(zgw
i=(Q r=1 T

k=1 \i=0

Ist v=1i, so sind wir fertig. Ist aber v=¢41, so wird
m—-1 . Je—1 o0 ij(r) [t r
Tew-n-I1 (T co-0)( £ %) (349).

6.5. Wir erinnern uns jetzt daran, dass

f@ (Adu

eine Abkiirzung fiir f@ (AA°)du(4)

F

ist, wobei iiber den Raum die Matrizen 4 mit Determinante 1 integriert wird. F ist

ein Fundamentalbereich in diesem Raum ([19], [7]).

LEmma 31.

m—1
f(h Zh)Kg(Akl,..‘,Ahm)d;z(A)=lc“”iHOC(n—i)‘lfmfg(Xl,...,X,,,)Xm...de,
g e m)€ il

wenn iiber alle m-tupel einer Aquivalenzklasse K (mod ~) summiert wird. K sei so, dass
Dhy,....;hy)=k fiir (hy, ..., h,) EK.
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Beweis. Im Falle k=1 ist unser Lemma richtig, denn in diesem Falle ist
K=H, (A%, das heisst die Menge jener m-tupel, die sich zu einer unimodularen
Matrix ergénzen lassen, und nach [17, II], Satz 1 und [7] ist

f S o(Ahy, .., Abn)du(d)
J (s ovs Bm) €Hm (A0)

= EC (n—i)“f---fg Xy X)d X, ...d X, (12)
Im allgemeinen gibt es ein (f;, ..., f,) € K, so dass
f‘=,§10”' e (1<i<m),|Det|cyl||=k.
Das allgemeine (g,, ...,9,) € K ist dann von der Gestalt
gg=j§1(:i;h, (1<i<m),
wobei (hy, ..., ky) €H, (A°). Infolgedessen ist

f S oA o, Agn)du(A)

m—-1

= Hc(n—i)_lf“'fg(z Clej, ceey Zcij,)Xm...de.
=0 j=1 i=1
Unsere Behauptung folgt nach einer Variablentransformation.

6.6. Beweis von Satz 14. Offenbar ist

hy; Dim (A, ..., k) =m

fz[ iy st o i) € Hy (A%) }Q(Ahl, ey Aby)dp (A).
(1<k<t)

Wir haben iiber jene m-tupel &, ...,h, zu summieren, welche in Aquivalenzklassen

liegen, fiir welche _
(hiy_y+15 - b)) EH L (A°) (1 <ESE).

Nach Lemma 29 kommen Aquivalenzklassen von m-tupeln
(U1 Tis ooy Ul 91, U2 Ji+1s ««os Uzgia, ceey U'u g’v—l"'l’ vees Uv gm)
in Betracht, bei welchen

(94,_,+15 '__’g,k)eL—{,k(A") (1<k<i).
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Ist zunichst v=t¢, so ist also (g,,...,9,) (mod ~ ~) bestimmt, wogegen (U,, ..., U,)
willkiirlich ist. Weil in diesem Falle

DWU,g,,...,U0ugm)=D (U, ..., Uy),

ist unter Benutzung von Lemma 31

J=

r

AL
o>

7.) m—1
Il o (n—1) f fg(Xl,... wd X ...dX,.
i=0

Satz 14 folgt nun aus Lemma 30.

Ist v=¢+1, so ist nicht nur (U,, ..., U,), sondern auch (g; 41, ..., g;) willkiirlich und

D(Ulgl’ ey Uvgm)zD(U15 cany Um)D(giti—l) e gm)
Daraus folgt

_<en
_TZ]_ Tn

L8
]

m—1
¢) Hem—i? ffg (Xys s Xm) A Xy, oy d X

8

6.7. Lemma 32. Sei g (X) so gegeben wie in Satz 15. Es gibt dann also ein K,
so dass 0<p (X)< K. Falls n=22m+1 und falls (3) konvergiert, ist

2 m-1
f[ Z, 9(91)---9(%;)] du= I1 ¢m—20)"2V2" 401 + V3,
(010 -+ Om) € Hm (A) i—0

Hier ist V= fg (X)d X und das O-symbol ist bei gegebenem m,n, K gleichmiissig fiir alle
o (X) mit 0<p(X)<K.

Beweis.
: [ - ,g,n)elz (A)
0< 2 elg)...olgn)| — 2| (Bys s ) EHy A) 0(gy) .- 0 (hn)
( Hm (A
O Om) €Hm (A) Dim (g, ..., hm) =2 (1)
fis «ees fom
<Z[Dim (> ...,fzm)<2m—1] e (f) - @ (fam)-
Daraus schliesst man mit Hilfe von Satz 14
2 m—1
If[ 2 ey -"Q(gm)] du— T1Ln—a)2V2m
(Gt e Om) €Hm(A) i=0
y eees fam EA
< J‘Z I:];im (flzy “.’f2m)<2m_ 1] Q (fl) oo Q (fZM)d;u (14)

TS ([hs s fam €A B
) Z[Dlm ff,...,fzm)=z]9(fx)’---,e(fZM)dM—z.

14 — 593805. Acta mathematica. 102, Imprimé le 16 décembre 1959
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Die Konvergenz. der auftretenden Integrale wurde in [16] nachgewiesen. In Formel
(21) von [16] wird (in der dortigen Bezeichnung)

j...ﬁ,(z day S —q’—"x,) dXx,, .. dX,
121

=

gleich O (1) gesetzt. In unserem Falle kann man die auftretenden Integrale

! dﬂ ! dik
f...fg(zl?X,)...g(Z—~X,)dX1...dX, (k=2m)

i=1 ¢

durch K""fn- [Q(Xl)...g(X,)Xm...dX,

v

abschéitzen. Daher ist

S= 0(2milV’) = O(1+ P21y,
=1

6.8. LEMMA 33. Gelten die Voraussetzungen wvon Satz 15, so haben, wenn (3)
unendlich ist, die Matrixen A mit Determinante 1, fiir welche

> 0(4g)...0(49n)
(G112 Om) € Hm (A0)

konvergiert, Mass null im Sinne des Siegel’schen Masses.

' ‘ _ o (X), falls | X|<R
Beweis. Sei or (X) { 0 sonst.

Wir bilden mp = [Qn (X)d X. Angenommen, es gibe ein M >0 und eine Teilmenge

o

C.€F mit Siegel’schem Mass £¢>0 (wobei F der Fundamentalbereich im Raum der

Matrizen mit Determinante 1 ist [19]), so dass

0(Ag)...0(Agn)<M

(010 -+ Gm) € Hm (A0)

fir alle A €C,. Ist R so gross, dass

m-1
my [1 ¢ (n—9)"'> M, (15)
i=0
dann ist fir alle 4 €C,
m-1 m-1
mp [ Cn—i)'— 2 or(dg)...0r(Agn) >mk [[{(n—i)"' —M>0.
i=0 {03+ -0 . Om)€EHm i=0
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m—1 2
f[ 2 QR(Agl)---QR(Agm)—HC(n—i)_lm'{z’] du(d)
(910 Om) €Hm i=0
“ (16)

m-—1 2
> (mﬁ II C(n—i)‘l—M) €.
=0
Anderseits folgt aus dem Satz 14 und Lemma 32

m—1 2 »
[l 5 entda)entdon =TI o=y me| dut)-0 i,
(015000 s Om) e Bm 1=0
Dies gibt, wenn R und daher mj; geniigend gross ist, einen Widerspruch zu (16).
6.9. Beweis von Satz 15. Unser Ergebnis folgt aus Lemma 33 und der folgenden
Gleichung von Rogers ([11], Lemma 2)

Jlodfianleamaa= o o] forrmananeafar
0 F

Hierbei ist C der Kegel jener A, welche 4 €A F fiir ein 4> 0 leisten. Somit divergiert
(4) fir fast alle 4 in C. Da aber jedes beliebige 4 von der Form A= A'U, wobei
A’ €C, ist (4) fir fast alle 4 divergent.

7. Uberdeckungen durch Figurengitter

7.1. Sei § eine Borelmenge mit charakteristischer Funktion p, A ein Punktgitter
im R,. Nach Hadwiger bezeichnen wir die Vereinigung aller Mengen der Form

S+g, wobei g€EA,

als Figurengitter F (S, A). Hierbei ist S+ g die Menge aller Punkte X + g, wobei X € 8.
Ein Figurengitter bedeckt den ganzen Raum oder nur einen Teil davon. Ebenso wie
in [14] und [15] sei ¢(8, A) die Dichte der Menge jener Punkte, die nicht in F (S, A)
liegen. Von Rogers stammt die Idee, die mit & (S, A) und Uberdeckungen des Raumes
zussammenhingenden Probleme #dhnlich zu behandeln wie die mit «(A) und der kri-
tischen Determinante zusammenhéngenden.

Man kann einige der bisher gewonnenen Sitze iibertragen. Da alles analog zu
friiheren Uberlegungen ist, werden wir die Beweise zu den folgenden Sitzen meistens

nur skizzieren.

7.2. Zunachst definieren wir

M (S)= f 58, Aydp. M
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Genau wie fiir m (4 (S)) gilt
o<M(8)<1,
M(8))< M (8,), falls §,28,,
M(8)=1-V(S).
Schliesslich ist nach Theorem 1 in [14]

‘ MS)<1-TV(8)+3V3(S).
Auch gilt

- LeMMa 4%, M(8) ist stetig in der durch (2.6) definierten Topologie.

(2)

Wir fithren wieder eine Ordnung der Punkte des R, ein. Unter S (X} verstehen

wir die Menge jener Y, die
X+YesS, X+¥Y<X
erfiillen.
Sarz 2%, M(S)=1— f o (X)m(A4(SL{X>))dX.

Beweis von Safz 2*. Sei
1, falls X ¢ F(S, A).

0 sonst.

a(A, X)={

Sei weiter (A) ein Fundamentalparallelogram des Gitters A.

Dann ist e(S, A)= f (A, X)dX
A)
und M(S)=JJ0¢(A, X)dXdp.
A)
Nun ist
0o (_.]_k gl,...,ngA
a(A: X)= + z —k,’“z gl:*:gka 9(91+X)~~',Q(gk+x)
=1 k! .
falls ik

fieA
. By oo B €A
- ZA kZ (=1)F> |:h¢=i:hk fir ik| gpal(gy + X, gy + X+0y, oo, 0y X +hy)
e =1
hi0

Py ooy e €A

=1- 2 9(91+X){1+ § (—1F 2 | hiskly fir ik | gi (By, ---,hk)[91+X]}-
gi€A k=1 hi=|=0

3)

4)

(6)
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Hierbei ist gy (R, ..., %) [g,+X] das g (hy, ..., k) fiir den Korper 8<g; + X>. Ver-
gleicht man (6) mit (2.7), so sieht man

a(A, X)=1- 23 (g +X)a(A)[g,+X]. (7)

[/CHN

So folgt M(S’)=ffoc(A,X)dXd,u=l—~ffg(X)cx(A)[X]dXdM
R

A)

=1- f o (X)m(4(S(X))) dX.
R

7.3. DEFINITION.
V (8)=2 sup F (X, X,, X,), 8
XieS

wobei F(X,, X,, X;) der Flicheninhalt des Dreiecks mit den Eckpunkten X,, X,, X, ist.
Sarz 6*. Sei K eine konvexe Menge im R, mit V(K)<1. Dann ist
MS)=1-V+V?/2(2). 9)

Beispiele. Sei ¢ der Kreis mit Radius r=2%.3-! Dies ist bekanntlich der
kleinste Kreis, zu dem es ein Gitter A mit Determinante 1 gibt, so dass £(C, A)=0,
das heisst, F (8, A) bedeckt den ganzen Raum. Einsetzen in (9) ergibt

M(C)=(13-2713)/9~0.232.
Fir das Quadrat @ mit Seitenlinge 1 ist M (Q)=3/n%~ 0.302.
Beweis von Satz 6. Nach Satz 2* ist
M(8S)=1-— f m(4(8<{X>))e(X)dX.
Zur Berechnung von m (A4 (8<X>)) kann man Satz 6 anwenden und erhilt
m (4 (8<X)=1-C(2)7 V(8(X).
Nun ist V(S{XD)= f@(Y)dY.

Y<X

Alles zusammen erhalten wir
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M(S)=1~V+C(2)’1fg(X) fQ(Y)deX
Y<X
=1—V+5(2)—1ff92'(x, Y)dXdY
=1-V+V?3/2¢(2).
74. Sarz 10*. Ist V<n—1 und n>n,(c), so ist
M(S)=e"(1—-R*, (10)
wobei [R*| < V" 1 "*1eV* " (1 +¢) +e. (11)
Beweisskizze zu Satz 10*. Der Beweis ist eine Verfeinerung des Beweises von
Theorem 1 in [15], ebenso wie der Beweis von Satz 10 eine Verfeinerung der Beweis-
methode von Theorem 4 in [18] und Theorem 4 in [15] darstellt. Er soll in § 7.4
und § 7.5 skizziert werden.

Zunichst sind § 5.2 bis § 5.4 wortwortlich zu iibernehmen,

Ab § 5.5 sind einige Anderungen vorzunehmen.

DeriNITION. Wir nennen Punkte g, ..., g, linear abhingig* (I a.*), falls es
reelle Zahlen a,, ..., 0,0, ..., 0 gibt, so dass

k k
2 49=0, > a=0. (12)
1=1 =]

Sonst heissen sie linear unabhingig* (1. u.*). Weiter nennen wir g, 1.a.* von g,, ..., gy,

falls eine Relation (12) mit @,40 besteht. Dann ist fiir passende d,, ..., dg
k i
g1=2 digi 2 di=1.
i=2 1<%

Im folgenden ersetzen wir den Begriff 1. a. von Kapitel 5 durch 1. a.*. Unter dem
Kern 9 von K, verstehen wir die Menge jener g€ K;, die von den anderen Punkten
aut K, 1l a.* sind. Ahnlich definieren wir nun ¢*(K) als die Zahl der Elemente von

£* (K). Wir setzen
K= Ly,

falls #*(Ky)=¢*(L;) und falls man die Elemente g,, ..., g; aus Q*(K) und Ay, ..., &,
aus Q*(L) so ordnen kann, dass

a, ¢+ +a9,=0 und a,+ - +a;=0
genau dann gilt, wenn

byt +ahy=0 und a,+ - +a4,=0
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ist. Auf Grund dieser Aquivalenzrelation definiert man nun Aquivalenzklassen Q*.
Insbesondere ist @ die Klasse der K mit #*(K)=0.

In (5.17) und (5.18) ist noch a;+ --- +a;=0 hinzuzufiigen.

In (5.19) gelten noch die Gleichungen

7/1’+"’+Udj=]. (d+1<j<t). (13)
Aus (5.21) wird
g]_}---’ gd; gt-{-ly “-’gk
g €K, 1 1 1. u.* Punkte aus A .
11 [gGA ] @)= G=p1 2 y olg). (14)

EKreQ* i=1

=2 vyg €A ([d+1<j<P)
i=1 _
7.5. Aus Lemma 17 wird

LEMMma 17*,

K,
f kaget I [ZEA’C] olg+X)dXdu
&

'Vk—-t IAl—n d 4
=(]C—t)! z(Q*) ...f Q('Xl) e Q(Xd)e (igl Vidi1 Xi)) e 0 (igl UitXi) Xm ces dXd.

Beweis. Nach (14) ist

€K,
KIEQ* 1 [ZEA ] elg+X)

hZ’ ey hd; ht+1, veey hkeA.

11 i :
_ S S hneardunabh. Punkte o (X+g,) tHZ 0(X+g,+ ).

hj= E UuhieA_ (d+1<j<t)
i=2

Integration iiber (A) und Summation iiber g, € A gibt ein Integral iiber den R,. So

erhilt man
h2’ PR hd; ht+1, ceny hkeA

. o . k
1 1 f » hneard unabhéngig f o(X) [T o(X+h)dXdp

2(QF) (k—1)! hy=3 vyl €A (d+1<i<t) i
i=2
'Vk t
(k—t)vz(Q f f (X)o(X+7,) ... 0(X+7Yy)-

d
Q(X+ z vid+1Y1)...Q(X+ z vityi) dXdY2 see de
i=2 =2

Vk—t IArl—n 4 d
= (k_ t)! z(Q*) f...fQ(Xl) e Q(Xd)@ (igl Vig+1 31) cee Q(i; ani) Xm vee dXd.
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Hier ist |A’| die Determinante des Gitters jener ganzzahligen Punkte (y,, ..., %,) im

Ry_4, fir welche .

> wyy,=ganzzahlig (d+1<j<{).

a
Wegen (13) ist Z vy X, = 2 vy (2, —2,) + 2,
i=1 i=2
und |A'|=]A].

Lemma 18 und Lemma 19 sind leicht iibertragbar. Satz 12* gilt umso mehr,
als wir uns auf @* mit (13) beschrinken. In Analogie zu § 5.12 nehmen wir jetzt
T*=(8~X)NA, wobei §— X die Menge der Punkte ¥ mit X + Y € § ist. Wir erhalten

13
(—1a=(-1)a(A, X)<(—1) Z —1)**"* g+ Z — O%)-

k=

Mit Lemma 17*, @*=Qf und Lemma 19* erhilt man weiter

(m1)*MB)<<e V(1+ V1 eV ™) (14 6)+ Z f(ak on)dXdu,

falls 7> n,(d).
Die Abschitzung der rechten Summe ist nun &hnlich wie in Kapitel 5 durchfiihr-
bar, so dass Satz 10* folgt.

7.6. Satz 11*. Sei n>mn, Dann g¢ibt es zu jedem konvewen Kérper K im R,
eine Uberdeckung des Roumes durch Figurengitter F (K, A), wobei fiir die Dichte der
Uberdeckung

V(K)

& (K, A)=—H<(1+n)n=(1.75...)". (15)
7 tst die reelle Nullstelle von
elogn+n=0. n~075...() (16)

Beweisskizze von Satz 11.* Der Beweis folgt der Idee des Beweises von Theorem
2 in [15]. Wir diirfen annehmen, K habe das Volumen
V=rn,
wobei r die in § 5.1 definierte Zahl ist. Wir bemerken hier gleich
n=re=e ",

Nach (2) ist M@unEK)<1—y"V+39" V2

(Y) Anmerkung bei der Korrektur. Satz 11* ist Gberholt durch die kiirzlich erschienene Arbeit:
C. A. Rogers, Lattice coverings of space, Mathematika 6 (1959), 33-39.
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und nach Satz 10* ist, falls n>mn, (1)
M(K)<2e V+2V 1y nHlen,
Es gibt daher fir n>n, (1) ein Gitter A mit Determinante 1 und
eME, N)+e(E,A)<1l=q"V+39?" V242 V+2V" 1y ntien

=l1—y"rn+in®rPn®+2e "+ 24" e

=l—yrn+39y*" PP+ 29"+ 29" /r

<1
wenn n gross genug ist. Alles weitere folgt wortwortlich wie in § 1.3 von [15].

7.7. DEFiNITION. Wir sagen, X werde vom Figurengitter ¥ (S, A) k mal be-
deckt, falls es genau k Gitterpunkte g € A gibt, so dass
XeS+g.

Sarz 15%. Sei S eine Borelmenge mit charakteristischer Funktion o (X).

A. Fast jeder Punkt X wird von F(S, A) nur endlich oft bedeckt, falls

V(%)= f 0(X)dX (17)

endlich ist.

B. Fir fast jedes A (im Sinne von Satz 15) wird fast jeder Punkt X von F (S, A A°)
unendlich oft diberdeckt, falls (17) divergiert.

Satz 15 ist eng verwandt mit Theorem II in Kapitel VII aus [2]. Siehe auch
[1], Theoreme 1, 3.

Der A-Teil des Satzes ist trivial. Im Falle der Divergenz von (17) ist nach Satz 15

> e(X-g)

ged Ao

divergent fiir fast alle 4 (n>3). Daher wird X fiir fast alle 4 von F (S, 4 A° un-
endlich oft iiberdeckt. Umgekehrt wird daher fiir fast alle A fast jedes X von F (S, 4 A°)
unendlich oft iiberdeckt.

Dieses Argument ist erst ab >3 brauchbar. Wir geben daher fiir den B-Teil

einen einfacheren Beweis.

7.8. Definieren wir gp(X) wie in § 6.8, so ist

f “ZAQR(X—Q)dXdM= fQR(X)dX:mR’ (18)
A)
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2
[ [ [zesx=o] axan
geA )
(A)

=f f > [Z‘fz] or(X—g)or(X~g,—g)dXdpu
(A) (19)

=f Lz ng(X)gE(X—gZ)dX] du

€A

= [ng(X)dX]2=m§;.

Lemma 33*. Ist V(S) unendlich, so ist fiir fast alle A mit Determinante 1
{,.fast alle” im Sinne des Siegel’schen Masses) fiir fast alle X

> eX—y9

ged Ao
divergent.

Beweis (indirekt): Angenommen, es gibe ein M >0 und eine Menge C mit posi-
tivem Mass im Raum der 4 derart, dass fiir jedes 4 €C es eine Menge D(A4) mit

positivem Mass im R, gibt, so dass

e ae (X—g)<M (20)

fir A€0, X€D(4). Man darf annehmen, D(4)<(4 A°). Dann gibt es auch ein 6 >0
und eine Menge (5 vom Mass 6 im Raum der A derart, dass es fiir jedes 4 €C;
eine Menge D;(4)<=(4A°) von Mass & gibt, so dass wieder (20) gilt.

Wir wihlen nun R so gross, dass mz> M. Dann wire

fme— 2 or(X—g)PdXdu>08(mzg—M)*>0.
& geAdAe
Anderseits ist nach (18) und (19)
ff[mk— 2 or(X—9)PPdXdu=0.
&) ged Ao

Beweis von Satz 15. Genan wie Satz 15 aus Lemma 33 folgt Satz 15* aus

Lemma 33*.
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Anhang

A. 1. Wir beweisen Lemma 21 in A. 2 bis A. 7, wihrend in A. 8 und A. 9
Lemma 22 bewiesen wird. Lemma 21 ist eine Verallgemeinerung von Theorem 5 von
Rogers [15], in welchem der Spezialfall a;=1 betrachtet wurde. Unser Beweis hilt
sich &usserst eng an die Methode von Rogers, ihn aber wegzulassen schien mir doch

unangebracht.

A. 2. Zur Bequemlichkeit setzen wir a,=1, so dass

l=ayza,2 - >a,>0.

Wir definieren

f(Z)=f~-fa(z+a1X1+---+a,X,)a(X1) .o(X)dX, ... dX, (1)

Uns interessiert natiirlich f(0). Verstehen wir unter (Z7) das Skalarprodukt, so er-

halten wir

J1@emenaz
- ’n---fa(Z+a1X1+--- +a,X)0(X,) ... 0 (X,) "D dZdX, ... d X,
=f‘..f(,(xo) o 0 (X,) exp 27 (ag (X, T) — -+ —a, (X, TY) dX, ... dX,

- fI {fG(X) e2niak(XT)dX}

k=0

=11 {f o (X) cos (2ma, (X T)) dX}.

E=0
Ist nun [T[=Vt¥+-'-+tﬁ,

so folgt, genau wie bei Rogers,

fO'(X) cos Qra (XT)dX=ar?" | PV Ty Cra|T)). (2)

r
Daher ff(Z) eI G Z= 1] agt™ | T| 1" Ty Qray | T)). (3)
k-0
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Nun ist, wie in Rogers’ Beweis ausfithrlicher gezeigt wird,

lim e"m"mff(Z) ST ED G Z AT =f(0).

R—>00

Anderseits ist

f(0)= lim e"T"’R"ff(Z) EPEDAZ 4T

R0

. ’
= lim J eI TR [H ait |T| ¥ T (Znak|T|)] arT
R—o0 k=0

=f|T|‘*""+1) [kHOa;*"JM (27zak|T|)] aT

=f Y gn-1gminee []] agt" Jy, (Znakt)] di
k=0
0

=n VJ‘ g-ine-D-1 [H ait" Jyn (Znakt)] dat,
k=0
0

wobei V das Volumen der Kugel |X|<1 im R, bedeutet.

A. 3. Sei  eine Zahl 0<{ <1 und sei £>0 durch

g-1-¢
definiert. Nun bilden wir
To=—2t  (0<k<7),
47 ay
woraus T,<T < <1,

Ferner definieren wir 7_,=0, T,,1= o und

1

Wenn es uns gelingt,
r—1\ in
zi<((—’+—1)—) V't (0<i<r+])

r a?

zu zeigen, so folgt daraus wegen (5) auch Lemma 21.

Ty
T .
2= ft"*""*””l[ﬂ a;*"J%n(2nakt)] dt  (0<i<r+1).
k=0
T

4)

5)

(6)

()

(8)
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A. 4. Im Intervall J,=

[T:-1, T] schitzen wir den Integranden folgendermassen
ab: zunidchst folgt aus Watson [21], Seite 169 beziehungsweise 161

Ty (®) <Jyn (30) - 1.5868,

Jin n)<(3n)"¥-0.44731
woraus
Jin Qrapt)<l  (0<k<r7). 9)
Wir setzen 3;=4nnt
Dann ist fiir t€J;
47!(74(;
<
O Y < T,= .
Ist k=1, so folgt e, y<{<1l. Fir

J*n (27takt)=']§n Gnay)

kénnen wir fiir k=17 wegen a,y <1 eine Formel aus Watson [21], Seite 156 beniitzen
und erhalten

n in 1—5-*
Tin (27 )< y*" exp} InVl1-dly
1+ l/l )" ()t (1—af o) .
o (t€Jy, k=>1) (10)
'yt exp fnl1—ai s
1+ Viwa?cyz)*n !
1 1
g <z<L
denn 0 =aZ )t §<
Im Intervall J; (0<:<r+1) beniitzen wir nun (9) fiir die Faktoren im Produkt
mit £=0,1, ...,9—1 (d.h. in J, beniitzen wir (9) gar nicht). Hingegen beniitzen
wir (10) fiir die Faktoren mit k=4¢,7+1, ..., r (d.h.
gar nicht).

in J,,1 beniitzen wir (10)
Insgesamt erhalten wir daher

r e
3,<Il a;*"f e
k=0

pn@—i-1)- 11—1% Tyt exp2nl/1—aky &t

; e (- a )’
i—-1
i-1 4?,; 3n@-iil)
-1 —%n( ) f “¥exp ((n—l)logt+ (11)
k=-1
n r
*3.2

V1-aiy?—log (1+V1—-a} yz)])dt
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wobei wir, um auch =0 mitzuerfassen, a_;=1 gesetzt haben. Weiter ist

o0

503wt f pinebolgy, (12)

k=-1
Ty

A. b. Sei jetzt i<r. Wir bilden

g&)=(n—1)log t+—g é[l/l——a%f— log (l+ Vl—a?cyz)]

T

T_:L+1{Z [n;llogakt-f- (r—z+1)[l/1 a; y° — log (1+V1 aky)]] (13)

n —
_ = 1 .
n kgz g ak}

Setzen wir u=-‘£§v,
n
b (v) = _llogv+%(r—i+1)[l/l— 2 _log (1+V1—=wud)],
so0 ist % (v)=él—v[(r—i+1) VI—w?—(r—i—1+2/n)].

Ist zunédchst i<, so ist in O<v<4—n— genau eine Nulistelle von 2’ (v), ndmlich
7

r—i—1+2/n\%\?
Y%= 47:(1_( r—i+1 ))
und

b (@) <h(vy) = nn [log——+log( (r l_1+2/n))]

r—i+1
T A N
<10g_+10g( (::z;i) )}4_%[7'—7,—1 (r—z-l—l)log?%_%]
= log 4— +1 [r—i— 1+ log (74_(2:_3))2— (r—i+1)log ;Ziri—_'-i)l] (14)

log4 +3(r—i—1)(1—log 2)+ (r—i—1)log (r—i+1) — (r— i) log (r — i)]

< logf;—r—i-%[(r—l)(l—- log 2) + (r— 1) log (r+ 1) —r log 7],
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weil (s—1)(1—log2)+{s—1)log (s+1)—slogs

mit s monoton wichst. )
Ist hingegen i=r, so ist in O<v<n/47m #' (v)>0 und

h(v)<h( )<log4

Da der Ausdruck (15) positiv ist, gilt wieder (14). Daher gilt (14) fir ¢<r.

Also erhalten wir

g () <nlog ﬁ-i—g[(r—l)(l— log 2) + (r—1) log (r+ 1) —rlog 7]

n—

1
r—vz—l-l 2 08 -

T
Da aber — > log ap < —(r—i+1) log a,,

k=i

ne-1) + 1 -1\ }n
ist weiter ”(t’<(4 ) (_e) (u) a7 (1<)
) \2 r

A. 6. Nach (11) erhalten wir also, wenn wir noch

i-1
II a;&ns;a;jrl
k=-1
beriicksichtigen,
4 pne—i-1) e pner-1) (r+ 1)1'-1 n -
z <ai—§niar—n( n) <§) (-——rr—) f gt (1<r).

Ti_1

Ist nun 2>0, so erhalten wir

Ty

3nt

—3ni ¢ ~¥ni+1 n 1<)
ft dt<Ti¥ <(4—_na¢_1c) (1<i<r)

1

Ist aber 1=0, so ist

221

(15)

(16)
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Daher ist allgemein

r—-1\ }n n r—1
S< () (i) o G an

" ay @n)it e t”

A. 7. Es bleibt noch ¢i=7r+1. Indem wir (12) beniitzen, beachten wir zunichst

r
II a;;n<:a;§na+n

k=-1
o —3}n@r-1)
und ft"f”"‘l)‘ldt< Trine-b | i
47 a,
Ty
47Z nyr-1 m .
und z'+1<((nT)”) a; " AN
(7‘+ l)r—l in n}n r—-1 g (18)
() (eew)
r-1 r-1
weil (g) SL—FIT) .
[ r

Da 0<({ <1 beliebig, ist infolge (17) und (18)

2£<((’+1)7_1)“( i )H (O<i<r+1)

r* a? 'gn+1)
e

A. 8. Stellt F einen Einheitsvektor dar, so ist

J=f---fg(xo)g(xl) o 0(X) o (0, Xg+ X)) ...0(a, Xg+X,)dX,dX, ... d X,

1
=nvnfJ~--ft"*1a(X1)...a(X,)a(altEqLXl)'...a(a,tE+X,)dX1...dX,dt (19)
0
1

k=1

=n ant"‘l [III fo‘(X)a(aktE’-i-X)dX] dt.

V, ist das Volumen der Einheitskugel im R,. Wir miissen daher
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fa (X)o (@ tE+X)dX (0<t<l)

berechnen. Dieser Ausdruck ist aber gleich
fa (X —a,tEB/2)o(X+iaxtE)dX

=2 f o (X+iatE)dX

(XE)>0
1

=2(n—-1)V,1 J‘(l_sz);(n—nds

ap tf2
<2(n—1) Voy (L—af ?/4)3°
<2(n—1) Vo_y (1 —alt?/4)} D,
Hieraus folgt .
TRV @ (=) Vo) [0ty onas

0
1

< V:,“f "1 (1— a2 2/4) "D gy,
0
A. 9. Bilden wir
g (@) =t""1 (1 —ai */4)r@-D

223

(20)

(1)

(22)

g () =(m—1)8""2 (1 — a2 /4)T@-D pgn=1(] _ g2 /qybrn-b-10 0 1y (1424
2 2

=m—1)t""t(1—al /" D1 —alt?/4)—-ral t*/4].

Dann liegt die einzige Nullstelle von ¢’ (f) in 0<f<1 in

_ 2
a, Vr+1

t=1t,

d 2nA1 1 3r(n-1
< = —
un g (t)<g (%) e (1+r)%<"‘1>(1 1+r)

4 r?‘ in
(i) -

Daraus und aus (21), (22) folgt Lemma 22.
15 —593805. Acta mathematica. 102. Imprimé le 16 décembre 1959

(23)
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