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Einleitung.

In seiner Arbeit »Sur l'introduction des variables continues dans la théorie
des nombres> hat HErmire! eine allgemeine Methode zur arithmetischen Unter-
suchung der Formen gegeben, durch welche die von Gauss, DiricHLET und deren
Nachfolgern entwickelte Theorie der quadratischen Formen auf Formen beliebiger
Ordnung iibertragen werden kann. Freilich hat Hermite selbst sich auf die
biniiren und allgemeiner auf die in lineare Faktoren zerlegbaren Formen be-
schriinkt, seine Methode behilt jedoch auch bei den allgemeinen Formen mehre-
rer Variablen ihre Giiltigkeit, wie Jorpan? und Poiwcark® gezeigt haben.

In der arithmetischen Formentheorie nimmt die Redukiion eine zentrale

Stellung ein. Mit Hilfe der Reduktionstheorie hat Jorpax einen Satz von sehr
grosser Allgemeinheit bewiesen, der in der Klassifikation der diophantischen
- Gleichungen eine hervorragende Bedeutung hat. Wir verstehen unter einer
Familie bzw. Klasse von Formen die Gesamtheit der Formen, die aus einer
gegebenen Form vermittels unimodularer linearer Substitutionen mit beliebigen
bzw. ganzen komplexen Koeffizienten erhalten werden, und wir konnen den Jor-
danschen Satz in folgender Weise aussprechen:

! HERMITE, CH. QOeuvres, tome I, 8. 164.

® JorpAN, C. Mémoire sur l'équivalence des formes, Journal de 1'école polytechnique, tome
47 (1880).

3 PoINCARE, H. Sur les formes cubiques ternaires et quaternaires, Journal de 1'école poly-
technique, tome 50—g51 (1881—82).
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s gibt in jeder Familie von Formen mit nichtverschwindender Diskriminante
nur endlich viele Klassen von Formen mit ganzen Koeffizienten.

Nach Poincark bleibt der obige Satz auch bei den Formen mit verschwin-
dender Diskriminante giiltig, wenn man gewisse spezielle Fille ausschliesst.

Die obigen Resultate sind nicht die allgemeinsten, zu denen man mit Hilfe
der Hermiteschen Theorie gelangen kann. Der Begriff der Reduktion lisst sich
auf Systeme von Formen iibertragen, wodurch eine Verallgemeinerung des Jor-
dan-Poincaréschen Satzes gewonnen wird, die fiir die Systeme diophantischer
Gleichungen analoge Dienste leistet wie der urspriinglichste Satz fiir eine einzige
Gleichung. TUnseres Wissens liegen bisher noch keine Untersuchungen in der
angegebenen Richtung vor.

In einer fritheren Arbeit! haben wir schon die Systeme quadratischer Formen
nach einer speziellen Methode behandelt. Der Zweck der vorliegenden Arbeit
ist, die betreffenden Resultate auf den allgemeinen Fall zu ibertragen, wo die
Formen eine beliebige Ordnung haben. In unseren Betrachtungen werden nicht
die einzelnen Formen, sondern die durch dieselben definierten kontinuierlichen
Formenscharen eine wesentliche Bedeutung haben, weshalb wir unsere Aufgabe
als eine arithmetische Untersuchung von Formenscharen charakterisieren konnen.

Wir beginnen mit der Zusammenstellung einiger bekannten Resultate aus
der Invariantentheorie der Formenscharen, von denen namentlich ein Satz von
Gorpaxn® iiber die Kombinanten eine mehrfache Anwendung finden wird. Den
Hauptgegenstahd unserer Arbeit bildet die Uberfiihrung der Hermiteschen Reduk-
tionstheorie anf Formenscharen und deren Anwendung zum Beweis des verallge-
meinerten Jordan-Poincaréschen Satzes. Es wird sich zeigen, dass unsere allge-
meine Methode bei den quadratischen Formen nicht anwendbar ist, in diesem
niedrigsten Fall wird aber eine andere, spezielle Methode zum Ziel fiihren, wie
in dem letzten Kapitel gezeigt wird.

I. Uber die Invarianten der Formenscharen.
1. Es sei

(1) @y (2, 25, .. ., ) v=1,2,...,m)

ein System von Formen, d. h. homogener ganzer rationaler Funktionen, die linear

unabhingig sind und eine und dieselbe Ordnung haben. Wir verstehen unter

! MYRBERG, P. J. Uber die simultane Reduktion quadratischer Formen, Annales academiae
scientiarum fennicae, serie A, tom. XXIV, Nr. 7 (1925).
® GORDAN, P. Ueber Combinanlen, Mathematische Annalen, Bd. 5 (1872).
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der Formenschar (¢,,@,, ..., gu) oder (p) die kontinuierliche Mannigfaltigkeit der
Formensysteme
(2) @A:ZWMP-- (#2172a .- -77")7

»=1

wo die Koeffizienten «., beliebige komplexe Grossen bezeichnen, deren Deter-
minante gleich Eins ist. Jedes Formensystem (2) bildet eine Basis der Schar (¢), so
dass die Scharen (¢,, @;, ..., ¢n) und (@, @,, ..., n) mit einander identisch sind.

Es sei (W,,,, ..., ¥n) eine zweite Formenschar, die von derselben Ordnung
wie (@) ist. Wir sagen, dass die Scharen (p) und (v) algebraisch dquivalent sind,

wenn es eine unimodulare Substitution

(3) CC[,: Zaika:k : (izl, 2,0 ., n)

k=1
gibt derart, dass die Schar mit der Basis
{a) vl s ) (v=1,2,...,m)

identisch mit der Schar (1) wird. Sind insbesondere die Koeffizienten a;x der
unimodularen Substitution (3) komplexe ganze Zahlen, d. h. Zahlen der Form
a+¢b, wo a und b ganze rationale Zahlen sind, so werden die Scharen (p) und
() arithmetisch dquivalent genannt. Die Gesamtheit der mit der Schar (¢) alge-
braisch dquivalenten Formenscharen bildet eine Familie {¢p}, die Gesamtheit der
mit der genannten Schar arithmetisch dquivalenten Formenscharen bildet eine
Klasse [¢p).

Die Aufstellung der Bedingungen fiir die algebraische Aquivalenz gehort
zum Gebiete der algebraischen Invariantentheorie. Dagegen ist die Untersuchung
der arithmetischen Aquivalenz zweier Formenscharen eine rein arithmetische Auf-
gabe. Dieser Tatsache gemiss besteht die folgende Darstellung aus einer alge-
braischen und einer arithmetischen Abteilung.

2. Wir verstehen wie iiblich unter einer simultanen Invariante bzw. Kovariante
des Formensystems (1) jede homogene ganze rationale Funktion der Koeffizienten der
Formen (1) bzw. jede Form der Variablen (x,, x, . . ., Zz) mit ganz und rational von
den Koeffizienten der Formen (1) abhingigen Koeffizienten, die bis auf einen kon-
stanten Faktor ungeiindert bleibt, wenn man die Variablen (x) einer beliebigen

linearen Substitution unterwirft. Irgend eine simultane Invariante bzw. Kovariante
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des Systems (1) heisst eine Kombinante, wenn dieselbe bis auf einen konstanten
Faktor ungeindert bleibt, wenn man das System (1) durch ein beliebiges anderes
System (2) ersetzt, wo die Determinante der Koeffizienten ¢,, von Null ver-
schieden ist. Wenn diese Determinante insbesondere gleich Eins ist, so bleibt
jede Kombinante beim Ubergang von dem System (1) zum System (2) ungeiindert.
Die Kombinanten sind also nicht von der Basis, sondern von der Schar selbst
allein abhidngig. Wir konnen dieselben daher als Invarianten bzw. Kovarianten
der Formenschar bezeichnen.

3. Um eine Familie von Formenscharen invariantentheoretisch zu charak-
terisieren, ordnen wir jeder Schar (p,, @, ..., pn) die Gordansche Form

@, () (@) ... ()
(s) Glg)=|P:) 9200) .- ou(¥)

P

P (1) @a(t) ... palt

zu, wo die (z),(y), ..., (f) kogrediente Variablenreihen bezeichnen. Man bestiitigt
unmittelbar, dass jeder Formenschar (@) eine von der Basis unabhingige Gor-
dansche Form entspricht, die nicht identisch Null ist, wenn die Formen (1) linear
unabhéingig sind; umgekehrt ist jeder nicht identisch verschwindenden Gordan-
schen Form eindeutig eine Formenschar zugeordnet. Ferner sind die zu zwei
algebraisch bzw. arithmetisch dquivalenten Formenscharen gehirigen Gordanschen
Formen algebraisch bzw. arithmetisch #quivalent, d. h. sie kénnen ineinander
vermittels kogredienter unimodularer Substitution mit beliebigen komplexen bzw.
ganzen Koeffizienten transformiert werden.

Offenbar ist jede Invariante bzw. jede nur von den Variablen x abhingige
Kovariante der Gordanschen Form eine Invariante bzw. Kovariante der zugeord-
neten Formenschar. Aber es gilt auch das Umgekehrte: jede Invariante bzw.
Kovariante der Schar (p) ist eine Invariante bzw. Kovariante der Form G (g).
Wegen des Beweises dieser Behauptung weisen wir auf die Arbeiten von Gorpan'
und Strou?® hin.

4. Wir erinnern ferner an den bekannten Satz, wonach es fiir die alge-

braische Aquivalenz zweier Formen notwendig und hinreichend ist, dass die In-

! 8. die Fussnote S. 356.
* STRoH, E. Zur Theorie der Combinanten, Mathematische Annalen, Bd. 22 (1883).
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varianten beider Formen gleiche Werte haben und dass jeder identisch ver-
schwindenden Kovariante der einen Form eine solche Kovariante der anderen
Form entspricht (derartige Kovarianten kénnen nur in sehr speziellen Fillen vor-
kommen). Wegen des oben angegebenen Zusammenhanges zwischen den Formen-
scharen und den Gordanschen Formen konnen wir daraus den Schluss ziehen,
dass jede Familie von Formenscharen durch die Werte der Invarianten und durch
das System der identisch verschwindenden Kovarianten vollstindig charakterisiert
wird. Zu beachten ist, dass man dabei nur ein volles System von Invarianten
und Kovarianten zu beriicksichtigen hat, durch welche alle anderen Invarianten
bzw. Kovarianten rational darstellbar sind und deren Anzahl nach einem bekannten
allgemeinen Satz von Hinsert' stets endlich ist.

5. Wir betrachten jetzt insbesondere denjenigen Fall, wo die Formenschar
eine Basis hat, deren Formen ganze® Zahlen als Koeffizienten haben. Die In-
varianten sowie die Koeffizienten der Kovarianten der Schar sind dann ebenfalls
ganze Zahlen. Es seien

(6) Lo==a,+b,: (w=1,2,..., M)

die betreffenden Invarianten und
(6’) ) Cv=0 ) (V:I, 2,000 ZV)

die identisch verschwindenden Kovarianten. Die linken Seiten der Gleichungen
(6) und (6') sind ganze rationale Funktionen der Koeffizienten (¢) der Formen (1).
Nach einem allgemeinen Satz von Jorpan® gibt es eine Losung (c,) der Glei-
chungen (6) und (6'), wo die Grossen ¢, dem absoluten Betrage nach unterhalb
endlicher Grenzen liegen, die ganze Funktionen der Invarianten a, -+ b, sind und
die dazu nur von den in den Gleichungen (6) auftretenden numerischen Grossen
abhiingen. Es sei (¢,) das dem Koeffizientensystem (c,) zugeordnete Formen-
system (1). Nach dem obigeﬁ sind die Formenscharen () und (p,) algebraisch
dquivalent. Wir konnen daher den folgenden Satz aufstellen.

Satz 1. Es gibt in jeder Familie von Formenscharen mit ganzen In-
varianten eime Schar, die als Basis ein System von Formen (1) hat, deren Koeffi-

L HiLserr, D. Uber die Theorie der algebraischen Formen, Mathematische Annalen, Bd.
36 (1890).

* Unter ganzen Zahlen werden hier und im Folgenden stets komplexe ganze Zahlen verstanden.

3 8. die in der Fussnote® S. 355 genannte Arheit 8. 113—-.
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zienten wunterhalb endlicher Grenzen liegen, die ganze Funktionen der Invarianten
der Familie sind.

Zugleich werden natiirlich auch die Koeffizienten der zugeordneten Gordan-
schen Form in entsprechender Weise beschrinkt.

II. Arithmetische Reduktion der Formen mit kogredienten Variablenreihen.

6. Wie schon oben erwihnt, lisst sich die Bestimmung der arithmetischen
Aquivalenz von Formenscharen auf diejenige ihrer Gordanschen Formen zuriick-
filhren. Wir beginnen daher unsere arithmetischen Betrachtungen, indem wir
die Hermite-Jordansche Reduktionstheorie auf Formen von mehreren kogredienten
Variablenreihen iibertragen.

Es sei

(7) Sl), ), - (@)

eine solche Form, die in bezug auf jede der Variableureihen (z), (y), . . ., (f) die
Ordnung p habe. Auf diese Formen kann man die Begriffe der algebraischen
und der arithmetischen Aquivalenz unmittelbar iibertragen, wenn man die Trans-
formierten von (7) vermittels unimodularer Substitutionen

(8) ‘l’i'=2 ak Tk, ?/i,:z Gk Yky - - - t,-':Z air t

betrachtet, wo die a;x beliebige bzw. ganze komplexe Zahlen bezeichnen.
Um die Frage nach der arithmetischen Aquivalenz zweier Formen (7) zu
losen, wollen wir den Begriff der reduzierten Formen einfiihren. -

Wir betrachten zu diesem Zweck mit Jorpax die definite Hermitesche Form
(9) hoy=x, 2+ 2y 2o+ - - + 2y T,

wo allgemein z, die konjugierte Grosse der komplexen Variablen x, bezeichnet.
Es sei h eine beliebige aus (9) vermittels einer lincaren unimodularen Trans-
formation erhaltene Hermitesche Form. Bekanntlich gibt es dann eine lineare
unimodulare Substitution mit ganzen komplexen Koeffizienten, welche die Form
h in eine Form der Gestalt

(10) )l +epaet  + ernan| Fpa|xytesgwgt o+ anwa| + 0 | 2a

transformiert, wo die reellen positiven Zahlen x und die Zahlen ¢ den Bedingungen
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I
(II) ‘uk+125/‘/k7 Wy ls ... un=1, Ieiklé

S

geniigen.

Jede Form (10) soll eine reduzierte Hermitesche Form genannt werden.
Unter einer reduzierten Substitution soll jede unimodulare Substitution verstanden
werden, welche die kanonische Hermitesche Form (9) in eine reduzierte Form
transformiert.

7. Indem wir hiernach zu unserer allgemeinen Form (7) zuriickkehren,
wollen wir in der Familie {f}, d. h. in der Mannigfaltigkeit aller mit f alge-
braisch #quivalenten Formen irgend eine Form f; als kanonische Form wihlen.
Es ist am zweckmiissigsten, zur kanonischen Form eine Form der Familie zu
wiihlen, deren Koeffizienten dem absoluten Betrage nach moglichst klein sind.
In dem Falle, wo die Invarianten der Familie ganze Zahlen sind, kann man
nach Nr. 5 die kanonische Form so definieren, dass ihre Koeffizienten absolut
unterhalb endlicher Grenzen liegen, die ganze Funktionen der Invarianten sind.

Unter einer reduzierten Form der Familie {f} soll jede Form der Familie
verstanden werden, die aus der kanonischen Form f; vermittels irgend einer redu-
zierten Substitution erhalten wird.

Der Hauptsatz der Reduktion lautet dann:

Satz 2. Jede Form f ust mit einer reduzierten Form arithmetisch dquivalent.

Es sei nimlich T eine beliebige lineare unimodulare Substitution, welche
die kanonische Form f, in die Form f transformiert. Jede andere derartige Sub-
stitution hat dann den Ausdruck ¢ 7, wo 7= eine Substitution bezeichnet, die f
invariant lidsst. Es sel nun FE diejenige unimodulare ganzzahlige Substitution,
welche die Hermitesche Form hyt 7T reduziert. Nach der Definition in Nr. 6
ist dann die Substitution

(12) T F
eine reduzierte Substitution und daher die Form
(13) JfotrtTE=fE

eine reduzierte Form der Familie {f,}. Weil dieselbe den Ausdruck fE hat,
ist sie mit der Form f arithmetisch dquivalent. Damit ist der obige Satz be-
wiesen.

46—2661. Acta mathematica. 49. Imprimé le 10 aolit 1926.
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Aus der Definition der reduzierten Formen geht unmittelbar hervor, dass
es fir die arithmetische Aquivalenz der Formen einer und derselben Familie
notwendig und hinreichend ist, dass ihre reduzierten Formen miteinander iiber-
einstimmen.

Weil es fiir jede Hermitesche Form im allgemeinen eine einzige ganzzahlige
Substitution gibt, welche dieselbe in eine reduzierte Form (10) transformiert, so
ist nach dem Vorhergehenden die Anzahl der mit einer gegebenen Form (7)
arithmetisch #quivalenten reduzierten Formen im allgemeinen gleich Eins, wenn
die betreffende Form keine von der Identitit verschiedene Transformation in
sich selbst zuldsst. Jedenfalls ist die Anzahl jener reduzierten Formen endlich,
wenn die fragliche Form nur durch endlich viele Substitutionen in sich selbst

transformiert werden kann.

8. Eine besondere Bedeutung hat die Reduktionstheorie fiir die Formen
mit ganzen Koeffizienten. Fiir diese Formen werden wir folgenden Satz beweisen,
der einen analogen Satz von Jorpar und Poincart auf Formen mit mehreren

Variablenreihen iibertriigt.

Satz 3. Die Anzahl der reduzierten Formen mit ganzen Koeffizienten ist end-
lich in jeder Familie {f}, die der folgenden Bedingung geniigt:

Kovariantenbedingung. Es g¢ibt ein System nur von den Variablen (x) ab-
héngiger Kovarianten

(14) Kl). Kﬂy"'y K‘V

die keinen gemeinsamen Nullpunkt haben.

Es ist zum Beweis des Satzes offenbar hinreichend zu zeigen, dass die ganzen
Koeffizienten der reduzierten Formen der Familie {f} endliche obere Grenzen
haben.

Bs sei f, die kanonische Form der Familie und 7' eine reduzierte Form
derselben. Jede Substitution, welche f, in F transformiert, ist wegen der in Nr. 6
gegebenen Definition der reduzierten Substitutionen in der Gestalt

(15) T=T1,T,

darstellbar, wo T, eine Substitution bezeichnet, welche die Hermitesche Form &,

invariant lisst und wo T, bzw. T, die Ausdriicke
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?
T,: Xy =%t ia1Xip1+ o+ & nln

{16) B _
T,: wl =V s x; (e=1,2,...,m)

haben. Nach dem Obigen kann man annehmen, dass die Koeffizienten von f,
unterhalb Grenzen liegen, die ganze Funktionen der Invarianten der Familie
sind, Weil ferner die Xoeffizienten der Substitutionen 7, und 7, unterhalb
endlicher numerischer Grossen liegen, werden offenbar die Koeffizienten der Form

(17) e T2=ZA;,‘_,_11:;:' A T S 1L 5

durch die Invarianten der Familie beschrinkt. Es sei

(18) F=ZB§n...zx;:' . .xflny'fl...g/zn...tfl...t;n

der Ausdruck der reduzierten Form F. Weil dieselbe aus der Form (17) ver-
mittels der Substitution 7'y erhalten wird, gelten die Gleichungen

(19) Bsy o= Krtwhodnjitnt s ote | Jhomteode ge

wo wir V p;=1; gesetzt haben.
Wir schreiben nun den Koeffizienten des ersten Gliedes x% P ... # kurz B,,

-und wir haben nach (19} die Gleichungen
(20) Br1Bey...o= (P00 A5 25, (AP0 An L A
eV An A AP A,
Wegen der aus (11) erhaltenen Ungleichungen
(21) = R T N

erhilt man fiir das erste Produkt auf der rechten Seite von (20) die Ungleichung

n
o ] o 2 3~ —1)
(A5 2 (A5 A%) . (ASndfn) < 27 B0 =2t = Chp

und daher, weil dies fiir alle Produkte auf der rechten Seite von (20) gilt,

(22) | By By o] < O | 4371 Az o]
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Hier steht rechts eine Grosse, die eine ganze Funktion der Koeffizienten der
kanonischen Form ist und die daher unterhalb einer endlichen Grenze liegt,
welche eine ganze Funktion der Invarianten der Familie ist, wenn diese In-

varianten ganze Zahlen sind.

9. Wir nehmen nun an, dass die reduzierte Form F' ganze Koeffizienten
hat, in welchem Falle auch die Invarianten der Familie ganz sind.. Dann ist
auch B, eine ganze Zahl.

Es sei erstens B,7#0. Dann muss

(23) 1Bl =1

sein, und aus (22) erhilt man fiir die Koeffizienten von F die Ungleichungen

m
(24) | B,| = C,:_fplflola | Biy...o| < C,’:fplAg_lAé'n---fl-
Weil es nun endlich viele Systeme ganzer Zahlen unterhalb endlicher Grenzen
gibt, so ist die Anzahl der reduzierten ganzzahligen Formen der ersten Kategorie
in der gegebenen Familie endlich.

Es sei zweitens B,==0. Wegen der Kovariantenbedingung gibt es eine
Kovariante von F":

(25) K (@)= Cyat + - (C,0),
welche fiir z,=xy=---=x,=0 einen von Null verschiedenen Wert hat. Die Form
(26) H=K(Z)K(y)...K(1)

ist dann eine XKovariante von F, wo der Koeffizient des hochsten Gliedes von
Null verschieden ist. Dies ist aber auch mit der Kovariante

(27) H' = F' + H?

der Fall. Es seien H, und H', die der kanonischen Form f, zugeordneten XKo-
varianten (26) bzw. (27). Thre Koeffizienten sind ganze rationale Funktionen der
Koeffizienten von f, mit ganzen numerischen Koeffizienten. Weil H aus H, und
H’ aus H'; durch die nimliche Substitution wie F aus f, erhalten wird und weil
die Koeffizienten von (25) ganze Zahlen sind und daher | C,| = 1 ist, erhilt man
wie unter der Bedingung (23) endliche obere Grenzen fiir die Koeffizienten der



Uber die arithmetische Reduktion der Formenscharen. 365

Formen H’ und H, dann aber wegen (27) auch fiir die Koeffizienten der redu-
zierten Formen I7 der zweiten Kategorie:

Die Anzahl der reduzierten Formen mit ganzen Koeffizienten ist also unter
der Kovariantenbedingung stets endlich, w. z. b. w.

Rechnen wir wie frither in einer Klasse die Gesamtheit aller mit einer ge-
gebenen Form arithmetisch #quivalenten Formen zusammen, so haben wir nach
dem Vorhergehenden den

Satz 4. Jede der Kovariantenbedingung geniigende Familie enthdlt nur end-
lich viele Klassen von Formen mit ganzen Koeffizienten.

III. Arithmetische Reduktion der Formenscharen.

10. Wegen der umkehrbar eindeutigen Beziehung, die nach dem Obigen
zwischen den Formenscharen und den Gordanschen Formen derselben statttindet,
konnen die im Vorhergehenden gewonnenen Resultate iiber die arithmetische
Reduktion der Formen mit kogredienten Variablenreihen unmittelbar auf die
Formensysteme iibertragen werden.

Wir fassen in einer Klasse die Gesamtheit der mit einer gegebenen Formen-
schar arithmetisch dquivalenten Scharen zusammen. Ferner verstehen wir unter
einer reduzierten Schar jede Schar, deren Gordansche Form eine reduzierte Form
in dem oben definierten Sinne ist. Weil die den arithmetisch bzw. algebraisch
dquivalenten Scharen entsprechenden Gordanschen Formen arithmetisch bzw.
algebraisch dquivalente Formen sind, fithrt der Satz 3 unmittelbar zum folgenden
analogen Satz, welcher den Jordan-Poincaréschen Satz auf die Formenscharen
iiberfihrt.

Satz 5. Jede Familie von Formenscharen enthdlt nur endlich viele reduzierte
Scharen, wenn die folgende Bedingung erfillt ist:

Kovariantenbedingung fiir die Formenscharen. Es gibt ein System von
Kovarianten der Schar, die keinen gemeinsamen Nullpunkt haben.
Daraus folgt unmittelbar der folgende Satz, der dem Satz 4 analog ist.

Satz 6. Jede der Kovariantenbedingung geniigende Familie von Formenscharen
enthdlt nur endlich viele Klassen von Formenscharen, die eine Basis mit ganzen
Koeffizienten haben.
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11. Wir wollen jetzt einen Satz aufstellen, der in wichtiger Weise die
obigen Resultate erginzt.

Wir gehen von einer reduzierten Formenschar (p) aus, die eine Basis mit,
ganzen Koeffizienten besitzt. Nach der Definition ist die zugeordnete Gordansche
Form eine reduzierte Form mit ganzen Koeffizienten. Ihre Koeffizienten haben
nach Nr. 5 obere Grenzen, die ganze Funktionen der Invarianten der Familie
sind. Wir werden nun im folgenden die Existenz einer gewissen reduzierten
Basis nachweisen, deren kommenzurable Koeffizienten in analoger Weise be-
schrinkt werden.

Indem wir in der Gordanschen Form unserer Schar (p) den Variablenreihen
(%), ..., (t) irgend welche ganze Werte geben, geht dieselbe in eine Form p:ter
Ordnung

(28) Z dis,. . 2, Thaxk. . xin
der Variablen (x) iiber, die den Ausdruck
(29) e @i(®)+ e (@) + - + om ()

hat. Wir werden zeigen, dass man m solche ganze Systeme der Zahlen (y), .. ., (¢)
finden kann, dass die Determinante der zugeordneten m® Koeffizienten ¢ von Null
verschieden ist und dass die absoluten Werte der Koeffizienten d in den zu-
geordneten Formen (28) endliche, nur von den Invarianten der Familie {p} ab-
hiingige obere Grenzen haben werden. Der Kiirze halber werden wir den Be-
weis fiir m=2 ausfiihren, in welchem Falle die Gordansche Form den Ausdruck

(30 Geg=|" 70
P ) @:(9)
hat.
Wir setzen in ¢, (y) der Reihe nach fiir y, die Werte
(31) o, T1, t2 ..., i[g;]

ein. Weil @,(y) ein Polynom p:ter Ordnung ist, gibt es unter (31) einen Wert
y., fir welchen ¢, (y)=0 ist. Wihlen wir hiernach y,=y; in @, (y) und setzen
wir fiir y, der Reihe nach die Werte (31) ein, so finden wir wie oben einen
Wert y;, fir welchen ¢@,(y)=0 ist. Indem wir so fortfahren, kdnnen wir ein
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System zwischen den Grenzen *+ [p—:—l] liegender ganzer Zahlen (y3, ¥, .. ., ¥n)

finden, fiir welches g, (y) einen von Null verschiedenen ganzen Wert ¢ annimmt.
Es sei 8 der zugeordnete ganze Wert von ¢,(y). Wir kénnen wie oben aus den
Zahlen (31) ein neues System (y') bilden, fiir welches

P (%) @1 W) —@, (¥ ps ()= #0

ist. Wird ¢, (y')=y und ¢,(y’)=49 gesetzt, so erhiilt man die Gleichungen

G (; 9°)=—B @, (@) + a @, ()
(32)
Glx;y)=—d g, (x)+y g, (),

wo «, 8,y und 0 ganze Zahlen sind, deren Determinante den von Null verschie-
denen Wert o hat.

Nach der Annahme ist (30) eine reduzierte Form, und ihre Koeffizienten
besitzen daher obere Grenzen, die ganze Funktionen der Invarianten der Schar
sind. Dies ist dann aber auch mit den Koeffizienten der Formen (32) und daher
mit denjenigen der Formen

(53 oGl G

der Fall, welche eine Basis der Schar (p,, ¢,) bilden.
Indem wir das obige Resultat auf den Fall beliebig vieler Formen iiber-
tragen, gelangen wir zum '

Satz 7. Jede reduzierte Formenschar, die eine Basis mit ganzen Koeffizienten
besitzt, hat auch eine Basis der Gestalt

I
(34) w s (s 22y« - ., 2) (v=1,2,... m),
VA

wo die Formen , ganze Koeffizienten haben, die dem absoluten Betrage nach unter-
halb gewisser nur von den Invarianten der Schar abhingiger Gremzen liegen, und
wo A eine ganze Zahl ist.
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12. Unser Satz filhrt zu einem wichtigen Resultat in der Theorie der
diophantischen Gleichungssysteme. Wir definieren solche Systeme durch Null-
setzen der Formen mit ganzen Koeffizienten:

(35) =0, @,=0,..., Pn=0 (m<n—1).

Indem wir das Formensystem (p) durch irgend ein anderes System
(35') 9?i=2 air Pr (1=1,2,...,m)
k=1

ersetzen, wo a;; ganze Zahlen mit einer von Null verschiedenen Determinante
sind, erhalten wir ein neues Gleichungssystem, welches mit (35) als identisch
anzusehen ist, weil es dieselben Losungen wie (35) hat.

Wir wenden nun auf die Variablen (z) irgend eine unimodulare Substitution
mit ganzen Koeffizienten an. Dadurch gelangen wir zu einem neuen System
diophantischer Gleichungen, das wir mit dem gegebenen System arithmetisch
dquivalent nennen. Jeder ganzzahligcen Liosung des einen Systems entspricht in
der Tat eine ganzzahlige Losung des anderen und umgekehrt, wobei die beiden
Losungen aus einander durch die oben angewandte Substitution erhalten werden
konnen. Der Satz 7 kann dann offenbar in folgender Form ausgesprochen
werden.

Satz 8. FEs g¢ibt fiir jedes System diophantischer Gleichungen (35) ein arith-
metisch dquivalentes System, dessen Koeffizienten nach Ausfiihrung einer ganzzahligen
linearen Transformation der Formen (@) unterhalb endlicher Grenzen liegen werden,
die ganze Funktionen der Kombinanten des Systems (@) sind. Vorausgesetzt wird
daber, dass die Kovariantenbedingung erfillt ist.

13. Wir wollen im Folgenden etwas niher auf die geometrische Bedeutung
unserer Kovariantenbedingung eingehen, wobei wir uns auf die Betrachtung von
Formenpaaren beschriinken.

Es seien ¢, und ¢, die betreffenden Formen und

(36) G gy, @o)—= |<P1 () g ()
Py) %)

die zugeordnete Gordansche Form. Wir erhalten eine Anzahl von Kovarianten
der Schar (p,, ¢,), wenn wir in (36) die (x) als konstant betrachten und die In-
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varianten der so erhaltenen Form der Variablen (y) bilden. Angenommen, dass
die Kovariantenbedingung nicht erfiillt ist, miissen alle Kovarianten der Schar
fiir ein gewisses Wertsystem (2°) verschwinden, oder, was desselbe ist, es miissen
alle Invarianten der Form

(37) @ (2°) o, W) — o, (2°) . (»)

gleich Null sein.
Wir nehmen nun erstens an, dass ¢, (°) und @,(«°) nicht beide gleich Null
sind. Dann enthiilt die Schar

(38) a g, (x)+8 g, (x)

eine Nullform, d. i. eine Form, deren Invarianten alle gleich Null sind. Ist dies
nicht der Fall, so muss also

@, (z°)=o0, @, (2”)=o0

sein, d. h. der Punkt (z°) ist ein Basispunkt des Biischels

(39) « g, (%) +8 . (@)=o0.

14. Wir nehmen von jetzt ab an, dass ¢, und @, ternire Formen sind.
Dann stellt (39) ein Kurvenbiischel dar, und wir haben nach dem Obigen den

Satz 9. Damit die Kovariantenbedingung bei einem terndren Formenpaare
nicht erfillt sei, muss wenigstens erner der folgenden Flle auftreten:

1°.  Die Schar (38) enthdlt eine Nullform.

2°. Jede Kovariante der Schar hat einen gewissen Basispunkt des Biischels
(39) 2um Nullpunkt.

Hinsichtlich dieser letzteren Bedingung werden wir den folgenden Satz be-

weisen.

Satz 10. Der Fall 2° kann nuwr dann auftreten, wenn die Kurven des
Biischels (39) entweder eimander in einem Basispunkte beriihren oder diesen Punkt
als ernen singuldren Punkt haben.

Zum Beweis bilden wir die Funktionaldeterminante

__ 0(41’427 ‘//3)
(40) =
(21, 23, @)
47—2661. Acta mathematica. 49. Imprimé le 10 aolit 1926,
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der Funktionaldeterminanten

_0((]’17 q)a:) _ 0 (‘Pn ‘pz) _ 0 (?n?z)
{41) A, 3 (2, 1) Ay= LI, A= )

9 (xm xl) 0 (1‘1, 1‘2)

welche offenbar eine Kovariante unserer Formenschar (p,. ¢,) ist. Um die Be-
dingung dafiir aufzustellen, dass die Formen

(42) 1, Py J

einen gemeinsamen Nullpunkt (z° hitten, denken wir uns eine lineare Trans-
formation ausgefiihrt, durch welche der Punkt (z°) in den Punkt (x,—o0, x;=0,
xz;=1) ibergefiihrt wird. Dann kénnen ‘wir schreiben:

@ (@)=, ¥, (x) + 2, Y, (2)
(43)
@ (@) =2, 7 () + 25 15 (@),
wo die ¥ und g Polynome bezeichnen. Werden die Werte der Funktionen fiir
(°) mit dem oberen Index Null versehen, so erhiilt man:
(44) 4{=o, 43=o0, 4§=|wj wfl
L

und dann aus dem Ausdrucke

04, 04,

oz, 0m
1|04, 04,
=119 24,
(43) d xg|0x, Oy 2
0dy 04
dx, O, s
von (40):
o4, 04,f
Jo— g2 |0F 9% _ (e,
0d, 04,
Oz, Jux,

Damit J°=o sei, d. h. damit die Formen (42) einen gemeinsamen Nullpunkt
('

haben, muss also #,=o0, d. h. S
o X

=o0 sein, welche Gleichung die Bedingung
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dafiir ausdriickt, dass der Basispunkt (z°) ein Beriihrungspunkt oder ein singulirer
Punkt der Kurven (39) ist. Damit ist der obige Satz bewiesen.

15. Wir betrachten als Beispiele die niedrigsten Fille.

Was die quadratischen Formenpaare betrifft, verlieren die obigen Resultate
bei ihnen ihre Bedeutung, weil es dann in jeder Schar Nullformen gibt, nimlich
die Formen mit der Diskriminante Null. Es ist aber in diesem niedrigsten Falle
moglich, auf einem anderen Wege das Bestehen des veiallgemeinerten Jordan-
Poincaréschen Satzes zu bestitigen, wie wir im folgenden Kapitel zeigen werden.

Betrachten wir hiernach die terniren kubischen Formenpaare.

Bekanntlich hat die ternire kubische Form zwei unabhiingige Invarianten
vom Grade vier bzw. sechs, die fiir die kanonische Form

(46) Q=0,%;+as Ty + a3 23 +6 ax, Ty Xy

die Ausdricke

I, (p)=ala, a; ag;—a®)
(47)

L(p)=a} a} a}—20 a, a, a,—8 a®

haben. Damit die Form ¢,+i¢, der Schar (38) eine Nullform sei, miissen die
Gleichungen

(48) I (g, +)"P2):0, I, (9’1'*'7-‘?2):0

eine gemeinsame Wurzel A haben. Die Bedingung dafiir wird in gewohlicher
Weise durch Nullsetzen der Resultante der Formen ausgedriickt:

(49) R=o.

Ferner gibt die Resultante der Formen

O, 0ps 09, Op,

Pv Pr dx, 0z, Oxy O,

gleich Null gesetzt:
(50) R,=o

die Bedingung fiir die Beriihrung der Kurven ¢ ,=o0 und g,=o0. Ist weder die
Gleichung (49) noch die Gleichung (50) erfiillt, so ist nach dem Vorhergehenden
unsere Kovariantenbedingung richtig, und die daraus abgeleiteten Siitze sind also
giiltig.
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IV. Die quadratischen Formenpaare.

16. Wir haben oben bemerkt, dass unsere allgemeine Methode bei den
quadratischen Formenpaaren ihre Giiltigkeit verliert, weil dann keine hinreichende
Anzahl von Kovarianten der Schar vorhanden ist. Man kann sich jedoch in
diesem Falle einer anderen Methode bedienen, die auf einer geringeren Anzahl
von Voraussetzungen beruht.

Es seien
(SI) wp ¢2

quadratische Formen der » Variablen (x). Neben diesen Formen betrachten wir
die Form

(52) 219t 2 s,

wo z; und ¢, willkiirliche Parameter sind. Die Determinante der quadratischen
Form (52):

(53) A (24, 25)

ist eine bindre Form #:ter Ordnung von z; und z;. Dieselbe soll im Folgenden
die A-Form des Formenpaares (g,; p,) genannt werden. Die Koeffizienten von
(s3) sind simultane Invarianten der Formen (51), d. h. sie bleiben ungeindert,
wenn man die Variablen (z) irgend einer unimodularen Transformation (3) unter-
wirft. Zu beachten ist, dass die Koeffizienten von (53) ganze Zahlen sind, wenn
dies mit den Koeffizienten der Formen (51) der Fall ist.

Wir gehen nun vermittels der unimodularen Substitution

(54) Pr=a Y, + B,, Ps=rY; T IY,

zu dem neuen quadratischen Formenpaar (y;; ,) iiber. Dadurch wird die Form
(52) in die Form

(55) i+,
transformiert, wo

(56) 2 =az +yz, Zy=Bz,+dz,
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ist. Wird die Determinante von (55) mit ' (¢',, 2’,) bezeichnet, so ist
(57) A&y, 2 )=d (e, 2,).

Die Formen o und 4 sind also algebraisch iquivalent. Wenn die Koeffi-
zienten in der biniren Substitution (54) insbesondere ganze Zahlen sind, so findet
zwischen den betreffenden Formen auch eine arithmetische Aquivalenz statt.

Indem wir sowohl die Variablen (x) als die Formen (@) den unimodularen
Transformationen (3) bzw. (54) unterwerfen, gelangen wir zu Formenpaaren, die
durch die Gleichungen '

(58) @y (&)= a, (@) + B, (@), @s(@)=y,(x) + d'w_z(x)

voneinander abhingen und die Basen algebraisch bzw. arithmetisch dquivalenter

Formenscharen bilden. Fiir solche Formenpaare erhilt man aus dem Obigen den

Satz 11. Die den Basen algebraisch bzw. arithmetisch dquivalenter Formen-
schaven zugeordneten A4-Formen sind algebraisch bzw. arithmetisch dquivalente bindre

Formen der Parameter z,, z,.

17. Offenbar ist jede Invariante der Form (53) eine Kombinante der For-
men (55), d. h. eine Invariante der Schar (p,, @,). Unter diesen Invarianten
spielt im Folgenden eine wichtige Rolle eine gewisse irrationale Invariante, die
in folgender Weise definiert wird.

Es seien

(59) Eis Bor v s &

die Wurzeln der Gleichung

(60) Az, 1)=ay2"+a, 2" + - +a,=0,
wo a,70 ist. Ferner seien

(61) t, by .- b

reelle Grossen. Der Ausdruck

(62) f(zn 32): Ztﬁlzl—bﬁzﬂ
r—1
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definiert dann eine quadratische definite Hermitesche Form, deren Determinante
d eine ganze rationale Funktion der Parameter (61) ist. Wir bilden nun den
Ausdruck

n
,Iaold2

6 . .
(63) £

und wir lassen die Parameter (61) voneinander unabhiingig alle reellen Werte
durchlaufen. Dann hat (63) ein von Null verschiedenes Minimum ), welches
wir mit Hermire Determinante der Form (53) nennen.! Dasselbe ist eine im
allgemeinen irrationale Invariante der Form (53), die in dem niedrigsten Falle
n=2, d. h. bei den quadratischen Formen

azi+tbz z,+cz;

mit dem Modul der Determinante im gewohnlichen Sinne: b*—4 ac identisch ist.
Die Bedeutung der Determinante in der Arithmetik der bindren Formen
geht aus dem folgenden Satz hervor.

Satz 12. Jede bindre Form mit ganzzahligen Koeffizienten ist mit einer an-
deren solchen Form arithmetisch dquivalent, deren Koeffizienten unterhalb Grenzen
liegen, die nur von der Determinante der Form abhdngen.

Diese letzteren Formen werden reduzierte Formen genannt. Bei gegebener
Determinante ist also die Anzahl der reduzierten Formen mit ganzen Koeffizienten
endlich.

18. Indem wir zu unserem Formenpaar (51) zuriickkehren, wollen wir die
Determinante der zugeordneten -Form als Invariante der Formenschar (¢, @s)
die Determinante der Schar (p,, ¢,) nennen. Wir nehmen an, dass unsere Formen-
schar eine Basis (@,; @) besitzt, wo die Formen ¢, und ¢, ganze Koeffizienten
haben, in welchem Falle auch die Koeffizienten der zugeordneten /-Form ganze
Zahlen sind. Es sei (56) diejenige unimodulare ganzzahlige Substitution, welche
die betreffende .7-Form reduziert. Durch die entsprechende Substitution (54) wird
dann eine neue Basis (y,; y,) der Schar gewonnen, die ebenfalls ganze Koeffi-
zienten hat. Wir nennen die neue Basis eine reduzierte Basis der Schar. Die
A-Form unserer reduzierten Basis

! JuLiA, G., Etude sur les formes binaires nmon quadratiques a indélerminées réelles ou
complexes, ow & indéterminées conjuguées, Theése, Paris (1917), S. 96—,
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n n
(64) A (2, 25)= Zd.yz’,'_’” Z§=H(a, 21+ by2y)
=0 v=0

ist also eine reduzierte Form, deren Koeffizienten nach dem Obigen durch die
Determinante der Schar beschrinkt sind. -

Es soll jetzt ein fiir allemal angenommen werden, dass die Wurzeln der
Gleichung, die durch Nullsetzen der /-Form irgend einer Basis der Schar er-
halten werden, einfach sind. Dies ist dann auch mit den Wurzeln der Gleichung

(65) (2, 1)=0

der Fall. Bekanntlich gibt es dann eine lineare unimodulare Substitution (3),
die das Formenpaar (y,; v,) in das Formenpaar

(66) 1‘/71___ 2 ay xi, Ujg: Z bv T:
»—1 v=1
itberfithrt und die bis auf die Transformation
.xi'Zkix; : kiky. .. kn==1
bestimmt ist. Wir wilhlen die Grossen %; so, dass

n

(e |+ |5, ))
=1
ein Minimum wird und erhalten
I(tv|+|bv|:l/.D ('V:I, 2,4 n),
wo
(67) D=:T] la|+]5:])
y=1

eine ganze Funktion der Koeffizienten d, der Form (64) ist. Der Wert von (67)
und daher auch die absoluten Werte der Koeffizienten der Formen (66) werden
dann unterhalb endlicher Grenzen liegen, die nur von der Determinante der
gegebenen Schar abhiingen.
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19. Wir behaupten, dass man das Formenpaar (y,; ¥,) durch eine unimo-
dulare ganzzahlige Substitution (3) in ein anderes Paar transformieren kann,
dessen Koeffizienten unterhalb endlicher, nur von @ abhingiger Grenzen liegen.

Den Beweis hierfiir geben uns die Ergebnisse des Kap. II. Wir wollen zu
diesem Zweck zuniichst zeigen, dass das Formenpaar (y,; v,) ein System von
n+1 Kovarianten besitzt, die keinen gemeinsamen Nullpunkt haben.

Wir verstehen allgemein unter der adjungierten Form von

n
(68) Z Qix i Tk
i, k=1
die Form
Ay Qg ... Q1a Y,
Ay Qg - - - O2n Ys
(69) .. ..o

An1 An2 .. -Qpa Yn

Yo Y oY O

Es seien y, und g, die adjungierten Formen von ¥, bzw. v,  Die adjungierte
Form von 4,%,+4,%, hat dann den Ausdruck

(70) AT he AT A by A A AT By
wo die Formen
(71) hy, hyy - ooy ha-s

quadratische Kovarianten des Formenpaares (¢,; ,) sind und wo insbesondere
ho und h,_; bis auf konstante Faktoren mit ¥, bzw. 1, tibereinstimmen. Fir
die Formen (66) haben unsere Kovarianten Ausdriicke der Gestalt

n :
(71) by == D)\ d® g (k=0,1,2,..., n—1),
i=1

wobei die Determinante

n (n—1)(n—2) =n

(72) [ d® |= i{H a bx.} 2 H’ (a; bj—a;jby)

k=1 i,j—1

einen von Null verschiedenen Wert hat, wenn die Wurzeln von (65) einfach und

die Determinanten der beiden Formen (66) von Null verschieden sind. Diese
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letztere Bedingung wird aber erfiillt, wenn man das Formenpaar (¢; ¥,) durch
ein geeignetes Formenpaar

aY -+ By, yY Y,

ersetzt. Unter der betreffs der Wurzeln von (65) gemachten Voraussetzung
werden also die Formen (71) keinen gemeinsamen Nullpunkt haben. Sie bilden
ein System von Kovarianten der verlangten Art.

20. Um den Jordan-Poincaréschen Satz auf den vorliegenden Fall anzu-
wenden, wihlen wir das Formenpaar {66) als kanonisches Formenpaar in der
Familie {y; v, aller Formenpaare, die aus dem Formenpaar (y,; ) durch
unimodulare Substitutionen (3) erhalten werden. Ferner soll wie in Nr. 7 unter
einem reduzierten Formenpaar jedes der Familie {y,; v} gehorige Paar von
Formen verstanden werden, das aus dem kanonischen Paar (66) durch irgend eine
reduzierte Substitution erhalten wird. Wie in Nr. 9 zeigt man, dass bei jedem
reduzierten Paare von Formen mit ganzen Koeffizienten diese Koeffizienten dem
absoluten Betrage nach unterhalb endlicher, nur von den Koeffizienten des kano-
nischen Formenpaares abhingiger Grenzen liegen. Dies gilt zunichst fiir die-
jenigen reduzierten Formenpaare, bei denen der XKoeffizient von z! von Null
verschieden ist. Um dasselbe fiir die anderen reduzierten Formenpaare zu leisten,
hat man ,, Y, oder diese beiden Formen durch ,+Ah bzw. ,-+Ah zu ersetzen,
wo A eine ganze Zahl und h eine Kovariante ist,) fiir welche der Koeffizient von
2, nicht Null ist, welcher Bedingung wenigstens eine der Kovarianten (71) ge-
niigh. Weil schliesslich die Koeffizienten des kanonischen Formenpaares (66) nach
dem obigen unterhalb endlicher, nur von der Determinante @ abhiingiger Grenzen
liegen, so gilt der

Satz 13. Die Koeffizienten der reduzierten Formenpaare besitzen endliche
obere Grenzen, die nur von der Determinante @ abhingen. Die Anzahl der redu-
zierten quadratischen Formenpaare mit einer gegebenen Determinante ist also endlich.

21. Nach dem Vorhergehenden kann man von einem beliebigen Paar
(p:; @s) von gquadratischen Formen mit ganzen Koeffizienten zu einem reduzierten
Formenpaar (y'y; ¢'s) mit zwei Schritten iibergehen: erstens hat man eine biniire
ganzzahlige Substitution (54) auszufiihren, welche die gegebene Basis (p;; @,) in
eine reduzierte Basis (y,; y,) derselben Schar transformiert, und zweitens ist das

so erhaltene Formenpaar durch eine unimodulare ganzzahlige Substitution (3) zu
48—2661. Acta mathematica. 49. Imprimé le 13 aoft 1926,
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reduzieren, wodurch schliesslich das Formenpaar (y,’; ,) erhalten wird. Die
beiden Formenpaare (p,; ¢,) und (1p,"; v,) sind Basen arithmetisch dquivalenter
Formenscharen. Wir haben also den folgenden Satz, welcher dem Satz 7 analog ist.

Satz 14. Jedes Paar von quadratischen Formen mit ganzen Koeffizienten lisst
sich durch eine wunimodulare ganzzahlige Substitution der Variablen wnd Formen in
ein  Formenpaar iiberfiihren, dessen Koeffizienten unterhalb endlicher, nur von der
Determinante der gegebenen Schar abhingiger Grenzen liegen. Die Anzahl der
Klassen der Scharen von ganzzahligen quadratischen Formenpaaren mit einer gege-
benen Determinante ist also endlich. Vorausgesetzt wird dabei, dass die Wurzeln
der Gleichung (65) einfach sind. '



