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Einleltung.  

In seiner Arbeit ,>Sur l'introduetion des variables continues dans la th6orie 

des nombre.s,> hat HERMIa'F, 1 eine allgemeine Methode zur arithmetisehen Unter- 

suehung der Formen gegeben, dureh welehe die yon Gxvss, DIRICHL~T und deren 

Naehfolgern entwickelte Theorie der quadratisehen Formen auf Formen beliebiger 

Ordnung iibertragen werden kann. Freilieh hat HER~ITE selbst sieh auf die 

bin~ren und allgemeiner auf die in lineare F~ktoren zerlegbaren Formen be- 

sehriinkt, seine )~[ethode behalf jedoeh aueh bei den allgemeinen Formen mehre- 

rer Variablen ihre GfiltigkeR, wie JORDXN ~ und PoxNcxn~ 8 gezeig~ haben. 

In der arithmet.isehen Formen~heorie nimmt die Reduktion eine zentrale 

Stellung ein. Mit t l i lfe der Reduktionstheorie h~t JoRDAZ~ einen Satz yon sehr 

grosser Allgemeinheit bewiesen, der in der Klassifikation der diophantisehen 

�9 Gleiehungen eine hervorragende Bedeu~ung hat. Wir  verstehen unter einer 

Familie bzw. Klasse yon Formen die Gesamtheit der Formen, die aus einer 

gegebenen Form vermRtels unimodularer linearer Substitutionen mit beliebigen 

bzw. ganzen komplexen Koeffizienten erhalten werden, und wir kSnnen den Jor- 

dansehen Satz in folgender Weise ausspreehen: 

I HERMITE, CH. Oeuvres, tome I, S. 164. 
,]'ORDAN, C. Mdmoire sur l'6quivalence des formes, Journal de l'~cole polytechnique, tome 

47 (I88O). 
s POINCARI~, H. Sur les formes cubiques ternaires et quaternaires, Journal de l'~cole poly- 

technique, ta)me 5o--51 (188I---82), 
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Es gibt in jeder Famil ie  yon Formen mit  nichtversehwindender Diskriminante 

~uJ" e~dlich z~ele Klassen yon Formen mi t  ganzen Koeffizienten. 

Nach POINCAR~ bleibt der obige Satz auch bet den Formen mit verschwin- 

dender Diskriminante giiltig, wenn man gewisse spezielle F~lle ausschliesst. 

Die obigen Resultate sind nicht die allgemeinsten, zu denen man mit Hilfe 

der ttermiteschen Theorie gelangen kann. Der Begriff der Reduktion l~sst sich 

auf Systeme yon Formen iibertragen, wodurch eine Verallgemeinerung des ffor- 

dan-Poineardschen Satzes gewonnen wird, die fiir die Systeme diophantischer 

Gleichungen analoge Dienste leistet wie der urspriinglichste Satz fiir eine einzige 

Gleichung. Unseres Wissens liegen bisher noeh keine Untersuchungen in der 

angegebenen Richtung vor. 

In ether friiheren Arbeit ~ h~ben wir schon die Systeme quadratischer Formen 

naeh ether speziellen Methode behandelt. Der Zweck der vorliegenden Arbeit 

ist, die betreffenden Resultate auf den allgemeinen Fall zu iibertragen, wo die 

Formen eine beliebige Ordnung haben. In unseren Betrachtungen werden nicht 

die einzehlen Formen, sondern die durch dieselben definierten kontinuierliehen 

Formenseharen eine wesentliche Bedeutung haben, weshalb wir unsere Aufgabe 

als eine arithmetische Untersuchung yon Formenseharen charakterisieren kSnnen. 

Wi t  beginnen mit der Zusammenstellung einiger bekannten Resultate aus 

der Invariantentheorie der Formenscharen, yon denen namentlich ein Satz yon 

GO,DAN "~ tiber die Kombinanten eine mehrfache Anwendung finden wird. Den 

ttauptgegenstand unserer Arbeit bildet die tJberfiihrung der Hermiteschen Reduk- 

tionstheorie auf Formenscharen und deren Anwendung zum Beweis des verallge- 

meinerten Jordan-Poincar~schen Satzes. Es wird sich zeigen, dass unsere allge- 

meine Methode bet den quadratischen Formen nicht anwendbar ist, in diesem 

niedrigsten Fall wird aber eine andere, spezielle Methode zum Ziel fiihren, wie 

iu dem letzten Kapitel gezeigt wird. 

I. ~ber die Invarianten der Formenscharen. 
i. Es set 

x_,:.. . ,  x,,) . % . . . ,  m) 

ein System yon Formen, d. h. homogener ganzer rationaler Funktionen, die linear 

unabh~ngig sind und eine und dieselbe Ordnung haben. Wir  verstehen unter 

1 MYRBERG, P.J. [/ber die simultane Reduktion quadratischer Forn~en, Annales academiae 
scientiarum fennicae, seric A, tom. XXIV, Nr. 7 (1925). 

o GORD.~.~', P. Ueber Combinanten, Mathematische Annalen, Bd. 5 (I872). 
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der YFormenschar (qg~, ~.,, . . . ,  q%,) oder (T) die kontinuierliche Mannigfaltigkeit der 

Formensysteme 
m 

wo die Koeffizienten a~, beliebige komplexe GrSssen bezeichnen, deren Deter- 

minante gleich Eins ist. Jedes Formensystem (2) bildet eine Basis der Schar (~), so 

dass die Scharen (~,, q~.~,..., ~ )  und (~1, ~ ,  �9 �9 q~) mit einander identisch sind. 

Es sei (~p,, lp~,. . . ,  tp~) eine zweite Formenschar, die yon derselben Ordnung 

wie (~0) ist. Wir sagen, dass die Scharen (~0) und (~p) algebraisch h'quivalent sind, 

wenn es eine unimodulare Substitution 

?t  

(3) x, '= ~,aikxk (i--t,  2 , . . . ,  n) 

gibt derart, dass die Schar mit der Basis 

(4) q~ (x,', x j , . . . ,  x,,') (~= I, 2 , . . . ,  m) 

identisch mit der Schar (~p) wird. Sind insbesondere die Koeffizienten aik der 

unimodularen Substitution (3) komplexe ganze Zahlen, d. h. Zahlen der Form 

a+ib,  wo a und b ganze rationale Zahlen sind, so werden die Scharen (q~) und 

(~) a~ithmetisch 5quivalent genannt. Die Gesamtheit der mit der Schar (~) alge- 

braisch ~quivalenten Formenscharen bildet eine Familie {~v}, die Gesamtheit der 

mit der genannten Schar arithmetisch ~tquivalenten Formenscharen bildet eine 

Klasse [~]. 

Die hufstellung der Bedingungen fiir die algebraische Aquivalenz gehSrt 

zum Gebiete der algebraischen Invariantentheorie. Dagegen ist die Untersuchung 

der arithmetischen Aquivalenz zweier Formenscharen eine rein arithmetische Auf- 

gabe. Dieser Tatsache gem~ss besteht die folgende Darstellung aus einer alge- 

braischen und einer arithmetischen Abteilung. 

2. Wit  verstehen wie iiblich unter einer simultanen [nvariante bzw. Kovariante 
des _~brmensystems (I) jede homogene ganze rationale Funktion der Koeffizienten der 

Formen (I) bzw. jede Form der Variablen (xt, x2 , . . . ,  x.) mit ganz und rational yon 

den Koeffizien~en der Formen (I) abh~ngigen Koeffizienten, die bis auf einen kon- 

stanten Faktor unge~tndert bleibt, wenn man die Variablen (x) einer beliebigen 

linearen Substitution unterwirft. Irgend eine simultane Invariante bzw. Kovariante 
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des Systems (I) heisst eine Kombinante, wenn dieselbe bis auf einen konstanten 

Faktor unge~ndert bleibt, wenn man das System (I) durch ein beliebiges anderes 

System (2) ersetzt, wo die Determinante der Koeffizienten a~, yon Null ver- 

schieden ist. Wenn diese Determinante insbesondere gleich Eins ist, so bleibt 

jede Kombinante beim (~bergang yon dem System (I)zum System (2)unge~.ndert. 

Die Kombinanten sind also nicht yon der Basis, sondern yon der Schar selbst 

allein abh~ngig. Wir  kSnnen dieselben daher als Invariante~ bzw. Kovarianteu 

der Formenschar bezeichnen. 

3- Um eine Familie yon Formenscharen invariantentheoretisch zu eharak- 

terisieren, ordnen wit jeder Schar (qh, ~02 . . . .  , qgm) die Gordansche Form 

(5) 

(x) (x) 

(t) (t) . . .  (t) 

zu, wo die (x), (y ) , . . . ,  (t) kogrediente Variablenreihen bezeichnen. Man best~tigt 

unmittelbar, dass ~eder Formenschar (~) eine yon der Basis unabh~ngige Gor- 

dansche Form entspricht, die nicht identisch Null ist, wenn die Formen (I)l inear 

unabh~ngig sind; umgekehrt ist jeder nicht identisch verschwindenden Gordan- 

schen Form eindeutig eine Formenschar zugeordnet. Ferner sind die zu zwei 

algebraisch bzw. arithmetisch iiquivalenten Formenscharen gehSrigen Gordanschen 

Formen algebraisch bzw. arithmetisch ~quivalent, d. h. sie kSnnen ineinander 

vermittels kogredienter unimodularer Substitution mit beliebigen komplexen bzw. 

ganzen Koeffizienten transformiert werden. 

Offenbar ist jede Invariante bzw. jede nut  yon den Variablen x abh~ngige 

Kovarian~e der Gordanschen Form eine Invariante bzw. Kovariante der zugeord- 

neten Formenschar. Aber es gilt auch das Umgekehrte: jede Invariante bzw. 

Kovariante der Schar (~0) ist eine Invariante bzw. Kovariante der Form G (~0). 

Wegen des Beweises dieser Behauptung weisen wir auf die Arbeiten yon GORDXN 

und STROH ~ hin. 

4. Wir erinnern ferner an den bekannten Satz, wonach es fiir die alge- 

braische Aquivalenz zweier Formen notwendig und hinreichend ist, dass die In- 

i S.  d ie  F u s s n o t e  S. 3 5 6  . 

2 STROII, E. Zur Theorie der Combinanten, Mathematische Annalen, Bd. 22 (I883). 
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varianten beider Formen gleiche Wert~ haben und dass jeder identisch ver- 

schwindenden Kovariante  der einen Form eine solche Kovariante der anderen 

Form entsprieht (derartige Kovar ianten k6nnen nur  in sehr speziellen F/~llen vor- 

kommen). Wegen  des oben angegebenen Zusammenhanges zwischen den Formen- 

scharen and den Gordanschen Formen kSnnen wir daraus den Schluss ziehen, 

dass jede Familie yon Formenseharen durch die Werte  der Invar ianten und durch 

das System der identisch verschwindenden Kovarianten vollst~ndig char~kterisiert  

wird. Zu beachten ist, dass man dabei nur  ein volles System yon Invar ianten 

und Kovarianten zu beriicksichtigen hat, durch welche alle anderen Invar ianten 

bzw. Kovariaaaten rat ional  darstellbar sind und  deren Anzahl nach einem bekannten  

allgemeinen Satz yon tIH, B~.RT ~ stets endlich ist. 

5. Wir  betrachten jetzt  insbesondere denjenigen Fall, wo die Formenschar  

eine Basis hat, deren Formen ganze ~ Zahlen als Koeffizienten haben. Die In- 

varianten sowie die Koeffizienten der Kovarianten der Schar sind dann ebenfalls 

ganze Zahlen. Es seien 

(6) I ~ : :  au + b~ i 

die betreffenden Invar ianten und 

(~ .... I, 2~ . . . ,  M) 

(6') C,,-=o (~= ~, 2, . . . ,  ~ )  

die identisch verschwindenden KovarianSen. Die linken Seiten der Gleiehungen 

(6) und (6') sind ganze w~tionale Funkt ionen der Koeffizienten (c) der Formen (I). 

Nach einem aUgemeinen Satz yon JOgDAN s gibt es eine Liisung (co) der Glei- 

chungen (6) und (6'), wo die Griissen co dem absoluten Betrage nach unterhalb 

endlicher Grenzen liegen, die ganze Funkt ionen der Invar ianten a~ + b~i sind und 

die dazu nur  yon den in den Gleichungen (6)' auf t re tenden numerischen Grtissen 

abh~ingen. Es sei (q%) das dem Koeffizientensystem (Co) zugeordnete Formen- 

system (i). Nach dem obigen sind die Formenseharen (~v) und (~o) algebr~isch 

~iquivalent. Wir  kiinnen daher  den folgenden Satz aufstellen. 

Satz 1. Es gibt in jeder Familie yon Formenscharen mit ganzen In- 

varianten eine Schar, die als Basis ein System yon Formen (I) hat, deren Koeffi- 

I HLLB~;RT, D. Uber die Theorie der algebraischen )brmen, Mathematische Annalen, Bd. 
36 0890). 

Uuter ganzen Zahlen werden hier und im Folgenden stets komplexe ga.nze Zahlen verstanden. 
3 S. die in der Fussnote ~ S. 355 genannte Arbeit S. I[3--. 
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zienten unterhalb endlicher Grenzen liegen, die ganze Funktione~ der Invarianten 

der Familie aind. 

Zugleich werden natiirlich auch die Koeffizienten der zugeordneten Gordan- 

schen Form in entsprechender Weise beschriinkt. 

II. Arithmetische Reduktion der Formen mit kogredienten Variablenreihen.  

6. Wie schon oben erw~hnt, l~sst sich die Bestimmung der arithmetischen 

Aquivalenz yon Formenscharen auf diejenige ihrer Gordanschen Formen zuriick- 

fiihren. Wir beginnen daher unsere arithmetischen Betrachtungen, indem wir 

die Hermite-ffordansche Reduktionstheorie auf Formen yon mehreren kogredienten 

Variablenreihen iibertragen. 

Es sei 

(7) f((x), (y ) , . . . ,  (t)) 

eine solche Form, die in bezug auf jede der Variableureihen (x), ( y ) , . . . ,  (t) die 

Ordnung p habe. Auf diese Formen kann man die Begriffe der algebraischen 

und der arithmetischen ~quivalenz unmittelbar iibertrugen, wenn man die Trans- 

formierten yon (7) vermittels unimodularer Substitutionen 

betrachtet, wo die a~k beliebige bzw. ganze komplexe Zahlen bezeichnen. 

Um die Frage nach der arithmetischen Aquivalenz zweier Formen (7) zu 

15sen, wollen wir den Begriff der reduzierten Formen einfi ihren.  

Wir betrachten zu diesem Zweck mit JORDAN die definite Hermitesche Form 

(9) h 0 = X l  X l  "31- X2 X2 "~ " " ' -~- X)~ . ~  ) 

wo allgemein ~, die konjugierte GrSsse der komplexen Variablen x, bezeichnet. 

Es sei h e i n e  beliebige aus (9) vermittels einer linearen unimodularen Trans- 

formation erhaltene Hermitesche Form. Bekanntlich gibt es dann eine lineare 

unimodulare Substitution mit ganzen komplexen Koeffizienten, welche die Form 

h in eine Form der Gestalt 

transformiert, wo die reellen positiven Zahlen ~t und die Zahlen ~ den Bedingungen 



l~ber die arithmetische Reduktion der Formenscharen. 361 

(I I) t/k+1 ~ I 

geniigen. 

Jede Form (I o) soil eine reduzierte Hermitesche Farm genannt werden. 

Unter einer reduzierten Substitution soll jede unimodulare Substitution verstanden 

werden, welehe die kanonische Hermitesche Form (9) in eine reduzierte Form 

transformiert. 

7. Indem wir hiernacb~ zu unserer allgemeinen Form (7)zuriickkehren, 

wollen wit iil der Familie (3"}, d. h. in der Mannigfaltigkeit aller mit f alge- 

braisch ~quivalenten Formen irgend eine Form fo als kanonische Form w~hlen. 

Es ist am zweckm~issigsten, zur kanonischen Form eine Form der Familie zu 

w~ihlen, deren Koeffizienten dem absoluten Betrage nach mSglichst klein sind. 

[n dem Falle, wo die Invarianten der Familie ganze Zahlen sind, kann man 

nach Nr. 5 die kanonische Form so definieren, dass ihre Koeffizienten absolut 

unterhalb endlicher Grenzen liegen, die ganze Funktionen der Invarianten sin& 

Unter einer reduzierten Form der Familie ( f }  soil jede Form der Familie 

verstanden werden, die aus der kanonischen Form fo vermittels irgend einer redu- 

zierten Substitution erhalten wird. 

Der Bauptsatz der Reduktion lautet dann: 

S a ~  2. Jede Form f ist mit ei~wr reduzierten Form a~ithmetisch 5quivalent. 

Es sei n~mlich T eine beliebige lineare unimodulare Substitution, welche 

die kanonische Form fo in die Form f transformiert. Jede andere derartige Sub- 

stitution hat dann den Ausdruck , T, wo v eine Substitution bezeichnet, die fo 

invariant l~sst. Es sei nun E diejenige unimodulare ganzzahlige Substitution, 

welche die Hermitesche Form hoTT reduziert. Nach der Definition in Nr. 6 

ist dann die Substitution 

( I 2 )  z I ' E  

eine reduzierte Substitution und daher die Form 

(I3) f o ~ T E = f E  

eine reduzierte Form der Familie / \ ~foJ. Weil dieselbe den Ausdruck f E  hat, 

ist sie mit der Form f arithmetisch ~quivalent. Damit ist der obige Satz be- 

wiesen. 
46--2661. Acta mathematica. 49. ~[mprlm6 le I0 aofit 1926. 
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Aus der Definition der reduzierten Formen geht unmittelbar hervor, dass 

es fiir die arRhmetische Aquivalenz der Formen einer und derselben Familie 

notwendig und hinreichend ist, duss ihre reduzierten Formen miteinander fiber- 

einstimmen. 

Weil es fiir jede Hermitesehe Form im allgemeinen eine einzige ganzzahlige 

Substitution gibt, welche dieselbe in eine reduzierte Form (I o) transformier~, so 

ist nach dem Vorhergehenden die Anzahl der mit einer gegebenen Form (7) 

arithmetisch ~quivalenten reduzierten Formen im allgemeinen gleich Eins, wenn 

die betreffende Form keine yon der Identit~t versehiedene Transformation in 

sich selbst zul~sst. Jedenfalls ist die Anzahl jener reduzierten Formen endlich, 

wenn die fragliche Form nut  durch endlich viele Substitutionen in sich selbst 

transformiert werden kann. 

8. Eine besondere Bedeutung hat die Reduktionstheorie fiir die Former  

mit ganzen Koeffizienten. Fiir diese Formen werden wir folgenden Satz beweisen, 

der einen analogen Satz yon JORDXN und POINCXRk auf Formen mit mehreren 

Variablenreihen iibertr:s 

Satz 3. Die Anzahl der reduzierten ~brmen mit ganzen Koeffizienten ist e~zd- 

lich in jeder Familie {f} ,  die clef folgenden Bedingun9 geniigt: 

Kovariantenbedingung. Es gibt ein System nut von den Variablen (x) ab- 

h~ngiger KovaHanten 

(I4) /s K , , . . . ,  K,  

die keinen gemeinsamen Nullpunkt haben. 

Es ist zum Beweis des Satzes offenbar hinreichend zu zeigen, dass die ganzen 

Koeffizienten der reduzierten Formen der Familie ( J ) e n d l i c h e  obere Grenzen 

haben. 

Es sei f0 die kanonische Form der Familie und ~' eine reduzierte Form 

derselben. Jede Substitution, welche f0 in F transformiert, ist wegen der in Nr. 6 

gegebenen Definition der reduzierten Substitutionen in der Gestalt 

(I5) T =  T1 I'._, T~ 

darsteilbar, wo T 1 eine Substitution bezeichnet, welche die Hermit~sche Form h 0 

invariant l~isst und wo T_~ bzw. T s die Ausdriicke 
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X i ' - - - X i - [ - ~ i , i + l X i  ~-i ~ " "  ~ ~i, n X n  

x,'= V ~  x~ (i= ,, 2 , . . . ,  n) 
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(17) 
�9 ' " " ' n ~ 1  . . . . . . . . .  

dureh die Invar ianten  der Familie besehr~nkt. Es sei 

(is) F - =  ~ _ a  B ~  ~ . . . ~ x ~ ,  . . . x ~ , ,  y ~ ,  . . . y ~ ,  . . . t~ ,  . . . t ~ , ,  

der Ausdruck der reduzierten Form F. Weft  dieselbe aus der Form (I7) ver- 

mittels der Substi tution T 8 erhalten wird, gelten die Gleiehungen 

(~9) B e , . . . ,  ---- )/,+,~,+ . . ~  �9 �9 +*, ).],+n~+= "" "+*, . . .  )~,+n,,+"'' +*, A ~ . . . , ,  

wo wir If~i=) . i  gesetzt haben. 

Wir  sehreiben nun den Koeffizient~n des ersten Gliedes x~ y ~ . . .  t~ kurz Bo, 

und wir haben nach (19) die Gleichungen 

(2o) B~ -1 Ben.. , =  0,1 p ( n - 1 )  ~ 1 . . .  ~ , , ) .  ( ) . f ( n - 1 ) j ~ l . . .  Z;in) . . . 

. . . . . . .  xa 0 ~ x r  

Wegen der aus (11) erhaltenen Ungleiehungen 

(2I)  ~ =< 2k-~/~k, /~/~2 . .  � 9  

erhiilt man fiir das erste Produkt  auf  der reehfen Sei~e yon (2o)die Ungleiehung 

R 

2~(p--~k)(k--1) I p.(n--a) 
--11 k'*l ""21 " " " (~'1 p - r  < 2 k = l  = 24  

und daher, weil dies fiir alle Produkte  auf  der rechten Seite yon (20) gilt, 

(~2) I ~  -1 ~ ~1 < c" I A - - , A ~ ,  ,I n , p  - - 0  

haben. Nach dem Obigen kann man annehmen,  dass die Koeffizienten yon fo 

unterhalb Grenzen liegen, die ganze Funkt ionen der Invar ianten der Familie 

sin& Weft  ferner die Koeffizienten der Substi tut ionen /'1 und T~ unterhalb 

endlicher numerischer GrSssen liegen, werden offenbar die Koeffizienten der Form 
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Hier steht reehts eine GrSsse, die eine ganze Funktion der Koeffizienten der 

kanonischen Form ist und die daher unterhalb einer endlichen Grenze liegt, 

welche eine ganze Funktion der Invarianten der Familie ist, wenn diese In- 

variant~n ganze Zahlen sind. 

9" Wir nehmen nun an, dass die reduzierte Form T' ganze Koeffizienten 

hat, in welchem Falle auch die Invarianten der Familie ganz sind. Dann ist 

auch B 0 eine ganze Zahl. 

Es sei erstens Bo~o .  Dann muss 

(23) I "/~o I ~ I 

sein, und aus (22) erh~R man ffir die Koeffizienten yon F die Ungleichungen 

m 

(24) IBol < C,,,plAo [, ]Bs,~...~I < C~, ,p lA '~-IA- ,7  ~1. 

Weil es nun endlich viele Systeme ganzer Zahlen unterhalb endlicher Grenzen 

gibt, so ist die Anzahl der reduzierten ganzzahligen Formen der ersten Kategorie 

in der gegebenen Familie endlich. 

Es sei zweitens Bo--O. Wegen der Kovariantenbedingung gibt es eine 

Kovariante yon F:  

(25) 

welehe fiir x 2 = x ~  . . . .  

(26) 

K(x) = r + (Cor 

=x,~-~o einen yon Null verschiedenen Weft  hat. Die Form 

H - ~  K ( x ) K ( y )  . . . K ( t )  

ist dann eine Kovariante yon F, wo der Koeffizien~ des hSchsten Gliedes yon 

Null verschieden ist. Dies ist aber auch mit der Kovariante 

(27) H '  = Fq  + t t P  

der Fall. Es seien H o und H '  o die der kanonischen Form fo zugeordneten Ko- 

varianten (26) bzw. (27). Ihre Koeffizienten sind ganze rationale Funl~ionen der 

Koeffizienten yon fo mit ganzen numerischen Koeffizienten. Weil H aus H o und 

H '  aus H '  o dutch die n~mliche Substitution wie F alas fo erhalten wird und weil 

die Koeffizienten yon (25) ganze Zahlen sind und daher I Col ~ I i s t ,  erh~lt man 

wie unter der Bedingung (23) endliche obere Grenzen fiir die Koeffizienten der 
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Formen H '  und H,  dann aber wegen (27) auch fiir die Koeffizienten der redu- 

zierten Formen /,' der zweiten Kategorie: 

Die Anzahl der reduzierten Formen mit ganzen Koeffizienten ist also unter 

der Kovariantenbedingung stets endlich, w. z. b. w. 

Rechnen wir wie frfiher in einer Klasse die Gesamtheit aller mit einer ge- 

gebenen Form arithmetisch ~quivalenten Formen zusammen, so haben wir nach 

dem Vorhergehenden den 

Satz 4. Jede der Kovariantenbedingung geniigende Familie enthSlt nut end- 

lich vide Klassen yon Formen mit ganzen Koeffizienten. 

III. Arithmetisehe Reduktion der Formenscharen. 

Io. Wegen der umkehrbar eindeutigen Beziehung, die nach dem Obigen 

zwisehen den Formenscharen und den Gordanschen Formen derselben stattfindet, 

kSnnen die im u gewonnenen Resultate fiber die arithmetische 

Reduktion der Formen mit kogredienten u unmittelbar auf die 

Formensysteme fibertragen werden. 

Wir fassen in einer Klasse die Gesamthei~ der mi~ einer gegebenen Formen- 

schar arithmetisch ~quivalenten Scharen zusammen. Ferner vers~ehen wir unter 

einer reduzierten Schar jede Schar, deren Gordansche Form eine reduzier~e Form 

in dem oben definierten Sinne ist. Weft die den arithmetisch bzw. algebraisch 

~quivalenten Scharen entsprechenden Gordanschen Formen arithmetisch bzw. 

algebraisch ~quivalente Formen sind, fiihrt der Satz 3 unmittelbar zum folgenden 

analogen Satz, welcher den Jordan-Poincar6schen Satz auf die Formenscharen 

iibefffihrt. 

Satz 5. Jede l~'amilie von Formenscharen enthfflt nur endlich viele reduzierte 

Scharen, wenn die folgende Bedingung e~fiillt ist: 

Kovariantenbedingung fiir die Formenscharen. Es gibt ei~ System yon 

Kovarianten der Sehar, die keinen gemeinsamen Nullpunkt haben. 

Daraus folgt unmittelbar der folgende Satz, der dem Satz 4 analog ist. 

Satz 6. Jede der Kovariantenbedingung geniigende Familie yon Formenscharen 

enthfflt nur endlich viele Klassen von Formenscharen, die eine Basis mit ganzen 

Koeffizienten haben. 
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nach Nr. 5 obere 

sind. Wir werden 

Basis nachweisen, 

schr~inkt werden. 

II. Wir wollen jetzt einen Satz aufstellen, der in wichtiger Weise die 

obigen Resultate erg~nzt. 

Wir gehen yon einer reduzierten Formenschar (~) aus, die eine Basis mit. 

ganzen Koeffizienten besitzt. Nach der Definition ist die zugeordnete Gordansche 

Form eine reduzierte Form mit ganzen Koeffizienten. Ihre Koeffizienten haben 

Grenzen, die ganze Funktionen der Invarianten der Familie 

nun im folgenden die Existenz einer gewissen reduzierten 
deren kommenzurable Koeffizienten in analoger Weise be- 

Indem wir in der Gordanschen Form unserer Schar (q~) den Variablenreihen 

(y) , . . . ,  (t) irgend wel~he ganze Werte  geben, geht dieselbe in eine Form p:ter 

Ordnung 

(28) . . . .  

der Variablen (x) fiber, die den Ausdruck 

(29)  c, +  m(x) 

hat. Wir werden zeigen, dass man m solche ganze Systeme der Zahlen (y),. . . ,  (t) 

finden kann, dass die Determinante der zugeordneten m" Koeffizienten c yon Null 

verschieden ist und dass die absoluten Werte der Koeffizienten d in den zu- 

geordneten Formen (28) endliche, nur yon den Invarianten der Familie {q~} ab- 

h~ingige obere Grenzen haben werden. Der Kfirze halber werden wir den Be- 

weis fiir m=z  ausfiihren, in welchem Falle die Gordansche Form den Ausdruck 

(30) G (x ; y) = [ qD~ (x) qJ~ (x) I 

hat. 

Wir  setzen in ~1 (Y) der Reihe nach ffir yx die 

O, + I, +__2,..., --+ [ ' P ~ I  (3I) 
t z J 

Werte 

ein. Weil ~Pl(Y) ein Polynom p:ter Ordnung is~, gibt es unter {31) einen Wer t  

y~, ffir welchen ~ (y)~o ist. Wiihlen wir hiernach yl=:y~ in ~, (y) und setzen 

wir ffir Y2 der Reihe naeh die Werte  (3I) ein, so finden wir wie oben einen 

Wert  y~, fiir welehen ~ l ( y ) ~ o  ist. Indem wir so fortfahren, kSnnen wir ein 
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System zwischen den Grenzen • V ~ : /  liegender ganzer Zahlen(y~,y~,. . . ,y,~,) 

finden, fiir welches ~ (y) einen yon Null verschiedenen ganzen Wer t  a annimmt. 

Es sei fl der zugeordnete ganze Wer~ yon q~ (y). Wir kSnnen wie oben aus den 

Zahlen (3I) ein neues System ~y') bilden, fiir welches 

~._, (y') r ( , r  (y ' )~  (.v ~ = ~ o  

ist. Wird qDL(y'):7 und q~(y ' ) :$  gesetzt, so erhiilt man die Gleichungen 

(32) 
(; (x; yO)=_f l~ ,  (x) + ~ r (x) 

G (x; y') = - - 8  ~ (~) + r r (~), 

wo a,/~, 7 und $ ganze Zahlen sind, deren Det~rminante den yon Null verschie- 

denen Wer t  J hat. 

Nach der Annahme ist (3 o) eine reduzierte Form, und ihre Koeffizienten 

besitzen daher obere Grenzen, die ganze Funktionen der Invarianten der Schar 

sind. Dies ist dann aber auch mit den Koeffizienten der Formen (32) und daher 

mit den.~enigen der Formen 

1 1 
(33) V ~  G(x;Y~ V J  G(x;y') 

der Fall, welche eine Basis der Schar (q~l, ~2) bilden. 

Indem wir das obige Resultat auf den Fall beliebig vieler Formen fiber- 

trugen, gelangen wir zum 

Sat~ 7. Jede reduzierte Fornwnschar, die eine Basis' mit ga,nzen Koeffizienten 

besitzt, hat auch eine Basis der Gestalt 

(34) ~ ~ ,  (xt, x~,.. x,,) (v = I, 2, m), 

V ~  

wo die Formen ~,  ganze Koeffizienten haben, die dem absoluten Betrage ~Tach unter- 

halb gewisser nur von den Invarianten der Schar abhSngiger Grenzen liegen, und 

wo J eine ganze Zahl ist. 
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I2. Unser Satz fiihrt zu einem wichtigen Resultat 

diophantischen Gleichungssysteme. Wir definieren solche 

setzen der Formen mit ganzen Koeffizienten: 

in der Theorie der 

Systeme durch Null- 

(35) 9~=o, 9~=o, . . . ,  9~=o  (m<~--,).  

Indem wir das Formensystem (9) durch irgend ein anderes System 

m 

(35') 9 ' = Z  a,~. 9~" ( i=  I, 2 , . . . ,  m) 
k = l  

ersetzen, wo ai~. ganze Zahlen mit einer von Null vcrschiedenen Determinante 

sind, erhalten wir ein neues Gleichungssystem, welches mit (35)als identisch 

anzusehen ist, weft es dieselben LSsungen wie (35) hat. 

Wir wenden nun auf die Variablen (x)irgend eine unimodulare Substitution 

mit ganzen Koeffizienten an. Dadurch gelangen wir zu einem neuen System 

diophantischer Gleichungen, das wir mit dem gegebenen System arithmetisch 

~quivalent nennen. Jeder ganzzahligen LSsung des einen Systems entspricht in 

der Ta~ eine ganzzahlige LSsung des anderen und umgekehrt, wobei die beiden 

LSsungen aus einander durch die oben angewandte Substitution erhalten werden 

kSnnen. Der Satz 7 kann dann offenbar in folgender Form ausgesprochen 

werden. 

Satz 8. Es gibt fiir jedes System diophantiseher Gleiehungen (35) ein arith- 
metisch h'quivalentes System, dessen Koeffizienten nach Ausfiihrung einer ganzzahligen 
li~earen Tran~]brmation der Formen (9) unterhalb endlicher Grenzen liegen werde~b 
die ganze FuJ~ktionen der Kombinanten des Systems (9) si~d. Vorausqesetzt wird 
dabei, dass die Kovariantenbedingung erfiillt ist. 

13. Wir wollen im Folgenden etwas n~iher auf die geometrische Bedeutung 

unserer Kovariantenbedingung eingehen, wobei wir uns auf die Betrachtung von 

Formenpaaren beschr~nken. 

Es seien 9~ und 9~ die betreffenden Formen und 

(36) (; (91, 9~)= 191 (x) 9~(x)] 
9~(y) 9~(y) 

die zugeordnete Gordansche Form. Wir  erhalten eine Anzahl yon Kovarianten 

der Schar (91, 9",), wenn wir in (36) die (x) als konstant betrachten und die In- 
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varianten der so erhaltenen Form der Variablen (y) bilden. Angenommen, dass 

die Kovariantenbedingung nicht erfiillt ist, miissen alle Kovarianten der Schar 

fiir ein gewisses Wertsystem (x ~ verschwinden, oder, was desselbe ist, es miissen 

alle Invarianten der Form 

(37) r (x ~ ~, (y ) -~ ,  (x ~ r (y) 

gleich Null sein. 

Wir nehmen nun erstens an, dass r (x ~ und ~ ( x  ~ nicht beide gleich Null 

sin& Dann enthiilt die Schar 

(38) ~ ~, (~)+ ~r (~) 

eine Nullform, d. i. eine Form, deren Invarianten alle gleich Null sind. 

nicht der Fall, so muss also 

[st dies 

~, (x~ ~ (x~ 

sein, d. h. der Punkt  (x ~ ist ein Basispunkt des Biischels 

(39) a 9or (x) + fl ~., (x)=o. 

I4. W i r  nehmen yon jetzt ab an, dazs q91 mad ~., tern~re Formen sind. 

Dann stell~ (39) ein Kurvenbiischel dar, und wir haben nach dem Obigen den 

Satz 9. Damit die Kovariantenbedingu~g bey; einem tern&'en Formenpaare 

nicht e~fiillt sei, muss wenostens einer der folgenden Fh'lle auftreten: 

I ~ Die Sehar (38) enthYlt eine Nullform. 

2 ~ Jede Kovariante der Schar hat einen gewissen Basi,~2unkt des Biischels 

(39) zum Nullpunkt. 

Hinsichtlich dieser letzteren Bedingung werden wir den folgenden Satz be- 

weisen. 

Satz 10. Der Fall 2 ~ kann nut  da~m auftreten, wenn die Kurven des 

BiZ~chels (39) entweder einander in einem Basispunkte beriihren oder diesen Punkt 

als einen singulh'ren Punkt haben. 

Zum Beweis bilden wir die Funktionaldeterminante 

(40) 
4 7 - - 2 6 6 1 .  Acta mathematlc~. 49. 

j_= O (J,,  J,,//.~) 
0 (x,, x~, x~) 

I m p r i m 6  1o 10 a o S t  1926. 
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der Funktionaldeterminanten 

o (~o,, ~ )  o @,, ~o,) o (~o,, ~ )  
(41) ~41- o (x.., x3) ' z/~= o (x s, x,)' J ~ =  o (x,, x~)' 

welche offenbar eine Kovariante unserer Formenschar (T,, ~ )  ist. Um die Be- 

dingung dafiir aufzustellen, dass die Formen 

(4 2) q~, ~-,, J 

einen gemeinsamen Nullpunkt (x ~ h&tten, denken wir uns eine lineare Trans- 

formation ausgefiihrt, durch welche der Punkt  (x ~ in den Punkt (x l=o  , x2=o , 

x s=  I) iibergefiihr~ wird. Dann kSnnen wir schreiben: 

(43) 
~, (x )=x ,  ~x (~) + x~ ~ (z) 

~ (x)=~,  z~ (~) + ~ z.. (~), 

wo die ~p und Z Polynome bezeichnen. Werden die Werte der Funktionen fib 

(x ~ mit dem oberen Index Null versehen, so erh~lt man: 

(44) J ~ = o ,  J ~ = o ,  z/~= Z~ Z~ 

und daun aus dem Ausdrucke 

(4_:;) J =  ~- 
XS 

yon (40): 

O J1 O J l  
OXl Ox~ ztx 

O x t O x~ 

Ox, Ox~ 

la~, O~,l~ 
J~ io~,. o~,1 =(~q) ~. 

I Ox~ Ox~ I 

Damit J~  sei, d. h. damit die Formen (4 2) einen gemeinsamen Nullpunkt 

haben, muss also ~/~=o, d. h. ~P~ ~P~ sein, welche Gleichung die Bedingung 
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dafiir ausdriickt, dass der Basispunkt (x ~ ein Beriihrungspunkt oder ein singul~rer 

Punkt  der Kurven (39) ist. Damit ist der obige Satz bewiesen. 

I5. Wit  betrachten als Beispiele die niedrigsten Fiille. 

Was die quadratischen Formenpaare betrifft, verlieren die obigen Resultate 

bei ihnen ihre Bedeutung, weil es dann in jeder Schar Nullformen gibt, n~imlich 

die Formen mit der Diskriminante Null. Es ist aber in diesem niedrigsten Falle 

mSglich, auf einem anderen Wege das Bestehen des verallgemeinerten Jordan- 

Poincar6schen Satzes zu best~tigen, wie wir im folgenden Kapitel zeigen werden. 

Betrachten wir hiernach die terniiren kubischen Formenpaare. 

Bekanntlich hat die terniire kubische Form zwei unabhiingige Invarianten 

yore Grade vier bzw. sechs, die fiir die kanonische Form 

(46) 9 -  al x~ + a,  x~ + a s x~ + 6 a x l  x~ x 8 

die Ausdriicke 

(47) 
I1 (qD)=a (a, a~ a3--a s) 

I ,  (~)=a  ~, a ~, a~ --20 a 1 a, as--8 a + 

haben. Damit die Form 9,+).9~, der Schar (38) eine Nullform sei, miissen die 

Gleichungen 

(48) 

eine gemeinsame 

6 + I, + z++,)- o 

Wurzel Z haben. Die Bedingung dafiir wird in gewShlicher 

Weise durch Nullsetzen der Resultante der Formen ausgedriickt: 

(49) R=o. 

Ferner gibt die Resultante der Formen 

0r 0 ~ _ _  _0_91 0r 
9~, Oxl Ox~ Ox~ Oxl 

gleich Null gesetzt: 

(5o) R,=o 

die Bedingung fiir die Beriihrung der Kurven q~t=o und ~0~=o. Ist weder die 

Gleichung (49) noch die Gleichung (5o) erfiillt, so ist nach dem Vorhergehenden 

unsere Kovariantenbedingung richtig, und die daraus abgeleitefen Sittze sind Mso 

gfiltig. 
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IV. Die quadratisehen Formenpaare. 

x6. Wir haben oben bemerkt, dass unsere allgemeine Methode bei den 

quadratischen Formenpaaren ihre Giiltigkeit verliert, weft dann keine hinreichende 

Anzahl yon Kovarianten der Schar vorhanden ist. Man kann sich jedoch in 

diesem Falle einer anderen Methode bedienen, die auf einer geringeren Anzahl 

yon Voraussetzungen beruht. 

Es seien 

(5 I) 

quadratische Formen der n Variablen (x). Neben diesen Formen betrachten wir 

die Form 

(52) z~ ~1 +z~ 9~, 

wo zl und z.o willkiirliche Parameter sind. Die Determinante der quadratischen 

Form (5 2): 

(53) ,r 

ist eine biniire Form n:ter Ordnung yon z~ und z 2. Dieselbe soll im Folgenden 

die H-Form des Formenpaares (~1; ~ )  genannt werden. Die Koeffizienten yon 

(53) sind simultane Invarianten der Formen (51), d. h. s i e  bleiben unge~ndert, 

wenn mar  die u (x) irgend einer unimodularen Transformation (3)unter- 

wirft. Zu beachten ist, dass die Koeffizienten yon (53) ganze Zahlen sind, wenn 

dies mit den Koeffizient~n der Formen (5I) der Fall ist. 

Wir gehen nun vermittels tier unimodularen Substitution 

(54) 901=a~Pl + fl~P~, ~0,=7~Pl + a~P_~ 

zu dem neuen quadmtischen Formenpaar (tPl; ~P.~) fiber. Dadurch wird die Form 

(5 2) in die Form 

(55) 

tr&nsformiert, wo 

(56) 

z'i VJl +z'~ ~ 
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ist. Wird die Determinante yon (55) mit d '  (z'x, z'~) bezeichnet, so ist 

(57) 

Die Formen .4 und d '  sind also algebruisch iiquivMent. Wenn die Koeffi- 

zienten in der bin~iren Substitution (54) insbesondere ganze Zahlen sind, so finder 

zwischen den betreffenden Formen auch eine arithmetische Aquivalenz start. 

Indem wir sowohl die Variablen (x) als die Formen (go) den unimodularen 

Trunsformationen (3) bzw. (54) unterwerfen, gelangen wir zu Formenpaaren, die 

durch die Gleichungen 

(58) q~, (~')-- .,/,, (x) + ts,p..(~), ~ , (x ' )= r~ ,  (z) + ~.~dx) 

voneinander abh~ngen und die Baden algebruisch bzw. arithmetisch ~quivalenter 

Formenscharen bilden. Ffir solche Formenpa~re erhgR man aus dem Obigen den 

Sat~ 11. Die den Basen algebraisch bzw. arithmetisch 5quivalenter Formen- 

scharen zugeordneten d -~brmen  sind algebra@ch bzw. arithmetisch dquivalente binSre 

�9 brmen der Parameter zl, z:. 

17. Offenbar ist jede Invariante der Form (53) eine Kombinante der For- 

men (55), d. h. eine Invariante der Schar (q~, r Unter diesen Invarianten 

spielt im Folgenden eine wichtige Rolle eine gewisse irrationale Invariante, die 

in folgender Weise definiert wird. 

Es seien 

(59) ~,, ~ , , . . . ,  ~,, 

die Wurzeln der Gleichung 

(6o) .4 (z, I ) - :  a o z" + a I z n-I + ... + a,,=: o, 

wo ao~O ist. Ferner seien 

(6~) tl, t , , . . . ,  t,, 

reelle GrSssen. Der Ausdruck 

(62) 
n 

z f (~ .  ~ )=  y, t, I<-,,,~1 
~ 1  
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definiert daun eine quadratische definite ttermitesche Form, deren Determinante 

eine ganze rationale Funktion der Parameter (6I) ist. Wir bilden nun den 

Ausdruck 
?L 

( 6 3 )  t . . .  

und wir lassen die Parameter (51) voneinander unabhi~ngig alle reellen Werte 

durchlaufen. Dann hat (53) ein yon Null verschiedenes Minimum O, welches 

wir mit HERMITE Determinante do" I, brm (53)nennen.~ Dasselbe ist eine im 

allgemeinen irrationale Invariante der Form (53), die in dem niedrigsten Falle 

n = 2 ,  d. h. bei den quadratischen Formen 

az~ + b z l z ~ + c z ]  

mit dem Modul der Determinante im gewShnlichen Sinne: b " ~ 4 a c  identisch ist. 

Die Bedeutung der Determinante in der Arithmetik der biniiren Formen 

gehr aus dem folgenden Satz hervor. 

Sat~ 19.. Jede birch're Form mit  ga,y~zzahligen Koeffizienten ist mit einer an- 

deren solchen Form arithmetisch 5quivalent, deren Koeffiziente~ unterhalb Grenzen 

liegen, die nur von der Determinante der Form abhh'ngen. 

Diese letzteren Formen werden reduzierte Formen genannt. Bei gegebener 

Determinante ist also die Anzahl der reduzierten Formen mit ganzen Koeffizienten 

endlich. 

18. Indem wir zu unserem Formenpaar (51) zuriickkehren, wollen wir die 

Determinante der zugeordneten J -Form als lnvariante der Formenschar (91, 92) 

die Dete~ninante do" Schar (91, 9~) nennen. Wir nehmen an, dass unsere Formen- 

schar eine Basis (91; 9~) besitzt, wo die Formen 91 und 9~ ganze Koeffizienten 

haben, in welchem Falle auch die Koeffizienten der zugeordneten J -Form ganze 

Zahlen sin& Es sei (56) diejenige unimodulare ganzzahlige Substitution, welche 

die betreffende J -Form reduziert. Durch die entsprechende Substitution (54)wird 

dann eine neue Basis (~0L; ~V~) der Sehar gewonnen, die ebenfaUs ganze Koeffi- 

zient~n hat. Wir nennen die neue Basis eine reduzierte Basis der Schar. Die 

.//-Form unserer reduzierten Basis 

I JULIA, G., g'tude sur les formes binaires non quadratiques ~ inddtermin~es rdelles ou 
complexes, ou h ind~termindes conjugu6es, These, Paris (1917), S. 96--. 
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(64) d gn-~ v__ "~(Zi, Zi~)= Z r l Z ~ - - f l  (a,  ~'1 -1- by z2) 

ist also eine reduzierte Form, deren Koeffizienten nach dem Obigen durch die 

Determinante der Schar beschr~nkt sind. 

Es soll jetzt ein fiir allemal angenommen werden, dass die Wurzeln der 

Gleichung, die durch Nullsetzen der A-Form irgend einer Basis der Schar er- 

halten werden, einfach sind. Dies ist dann auch mit den Wurzeln der Gleichung 

(65) z/(g, I ) = 0  

der Fall. Bekanntlich gibt es dann eine lineare unimodulare Substitution (3), 

die das Formenpaar (gA; ~0.~) in das Formenpa~r 

(66) Cp,-- a, x:, ~2 =- ~, b, x: 
~--I v=l 

iiberfiihr~ und die bis auf die Transformation 

! 

Xi = ~i Xi kl k.2 �9 �9 �9 kn == I 

bestimmt ist. Wir wiihlen die GrSssen ki so, dass 

Ib, I) 
' v = l  

ein Minimum wird und erhalten 

WO 

(67) 

?1 

la, l+lb, l=VD 

D:= H (1 ,1+15,1) 

(~ ' --I ,  2, . . . ,~),  

eine ganze Funktion der Koeffizien~en d, der Form (64) ist. Der Wert yon (67) 

und daher auch die absoluten Werte der Koeffizienten der Formen (66) werden 

dann unterhalb endlicher Grenzen liegen, die nur yon der Determinante der 

gegebenen Schar abhgngen. 
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19. Wir behaupten, dass man das Formenpaar (~p~; ~p~) durch eine unimo- 

dulare ganzzahlige Substitution (3) in ein anderes Pa~r transformieren kann, 

dessen Koeffizienten unterhalb endlicher, nur von O abhiingiger Grenzen liegen. 

Den Beweis hierfiir geben uns die Ergebnisse des Kap. II. Wir wollen zu 

diesem Zweck zungchst zeigen, dass das Formenpaar (~Pl; ~P~)ein System yon 

n +  I Kovarianten besitzt, die keinen gemeinsamen Nullpunkt haben. 

Wir verstehen allgemein unter der adjungierten Form yon 

(68) ~ ai~ x i  Xk 

i , k = l  

die Form 

(69) 

a l l  a12 �9 �9 �9 ( / i n  Yl 

a ,~ t  a ~ .  . . .  a2n Y2 
- - !  . . . . . . . .  ~ i .  

a n l  a n 2  �9 �9 �9 a n n  y n  

Yt  Y2 . . . Yn o 

Es seien 7.1 und Z~ die adjungierten Formen von ap~ bzw. g)~. 

Form yon Xl Z~+~_~Z2 hat dann den Ausdruck 

n ~ n - - I  h (70)  ~, 1 h o + ~ , ~ - 2 ) ~ h l _ ~  . . . .  +,~.,. , , - I ,  

wo die Formen 

(7 I) ho, hi . . . .  , h,,-1 

quadratische Kovarianten des 

h o und h.-1 bis auf konstante 

die Formen (66) haben unsere Kovarianten Ausdriieke der Gestalt 

Die adjungierte 

Formenpaares (qJl; ~P_~) sind und wo insbesondere 

Faktoren mit YJt bzw. ~ iibereinstimmen. Fiir 

n 

(7") ]~ik -- ~ d~ k) y? 
/ = 1  

wobei die Determinante 

( ] ~ = 0 ,  I )  2 ,  . . . ,  / / - -  I ) )  

(7 2) I d~ kl [=  ak bE ~ '(a,  b~--ajb,) 
- -  { k = l  i , j - - t  

einen yon Null verschiedenen Wert  hat, wenn die Wurzeln yon (55) einfach und 

die Determinanten der beiden Formen (55)yon  Null verschieden sind. Diese 
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le~ztere Bedingung wird aber erfiitlt, wenn man das Pormenpaar (~0i; ~ )  dutch 

ein geeignetes Formenpaar 

~ + fl ~P~, 7 ~P~ + ~ ~.~ 

ersetzt. Unter der betreffs der Wurzeln yon (55) gemachten Voraussetzung 

werden also die Formen (7 I) keinen gemeinsamen Nullpunkt haben. Sie bilden 

ein System yon Kowrianten  der verlangten Ar~. 

zo. Um den Jordan-Poincar~schen Satz auf den vorliegenden Fall anzu- 

wenden, w~hlen wit das Formenpaar (55)als  kanonisehes Formenpaar in der 

Familie (~01; ~0.2} aller Formenpaare, die aus dem Formenpaar (~0~; ~02)durch 

unimodulare Substitutionen (3) erhalten werden. Ferner soll wie in Nr. 7 unter 

einem reduzierten Formenpaar jedes der Familie {~0~; ~ }  gehSrige Paar yon 

Formen verstanden werden, das aus dem kanonischen Paar (66) dutch irgend eine 

reduzierte Substitution erhalten wird. Wie in Nr. 9 zeigt man, dass bei jedem 

reduzier~en Paare yon Formen mit ganzen Koeffizienten diese Koeffizienten dem 

absolu~en Betrage nach unterhalb endlicher, nur yon den Koeffizienten des kano- 

nischen Formenpaares abh~ngiger Grenzen liegen. Dies gilt zun~chst fiir die- 

jenigen reduzier~en Formenpaare, bei denen der Koeffizient yon x~ yon Null 

verschieden ist. Um dasselbe fiir die anderen reduzierten Formenpaare zu leisten, 

hat  man ~0~, r oder diese beiden Formen dutch ~1+ ~h bzw. ~p~+~h zu ersetzen, 

wo ~ eine ganze Zahl und h e i n e  Kovariante ist, fiir welche der Koeffizient yon 

x~ nicht Null ist, welcher Bedingung wenigstens eine der Kovarianten (7 I) ge- 

niigt. Well schliesslich die Koe~fizienten des kanonischen Formenpaares (66) nach 

dem obigen unterhalb endlicher, nur yon der Determinante O abh~ngiger Grenzen 

liegen, so grit der 

Satz 13. Die Koeffizienten der reduzierten Formenpaare besitzen endliche 

obere Grenzen, die nut yon tier Determinante 0 abhh'ngen. Die Anzahl der redu- 

zierten quadratischen Eormenpaare mit einer gegebenen Determinante ist also endlich. 

2I. Nach dem Vorhergehenden kann man von einem beliebigen Paar  

(~1; ~2) yon quadratischen Formen mit ganzen Koeffizienten zu einem reduzierten 

Formenpaar (~0'1; ~'~) mit zwei Schritten iibergehen: erstens hat man eine bin~re 

ganzzahlige Substitution (54) auszufiihren, welche die gegebene Basis ( ~ ;  99~) in 

eine reduzierte Basis (g)l; ~2) derselben Schar transformiert, und zweitens ist das 

so erhaltene Formenpaar durch eine unimodulare ganzzahlige Substitution (3) zu 
48--2661. Acta mathematica. 49. Imprim~ le 13 aoht 192~i. 
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reduzieren, wodurch schliesslich das Formenpaar (~Pl'; ~P2')erhalten wird. Die 
beiden Formenpaare (~;  ~e) und (~p/; ~p~') sind Basen arithmetisch ~iquivalenter 
Formenscharen. Wir haben also den folgenden Satz, welcher dem Satz 7 analog ist. 

Satz 14. Jedes Paar von quadratischen Formen mit ganzen Koeffizienten ldsst 

sich dutch eine unimodulare ganzzahlige Substitution der Variablen und Formen in 

ein Formenpaar iiberfiihren, dessen Koeffizienten unterhalb endlicher, nur yon der 

Determinante der gegebenen Schar abhdngiger Grenzen liegen. Die Anzahl der 

Klassen der Scharen yon ganzzahligen quadratischen Formenpaaren mit einer gege- 

benen Determinante ist also endlich. Vorausgesetzt wird dabei, dass die Wurzeln 

tier Gleichung (65) einfach sind. 


