ADDITION AU MEMOIRE "SUR LA CONVERGENCE DES SERIES
FORMEES AVEC LES ITEREES SUCCESSIVES D'UNE FRACTION
RATIONNELLE” (ACTA, TOME 56).

Par
GASTON JULIA

v PARIS,

Dans le mémoire cité, j'ai étudié l'allure de la convergence d'une série
. =

x
D anRul2), 'Ry étant l'itérée d’ordre n d'une fraction rationnelle), dans le domaiune
0

A, d'un point double indifférent « & multiplicateur ¢ = R’(a)=- + 1, lorsque
R’ (¢) = 0 et montré que la condition nécessaire et suffisante powr la convergence de
Yan R, dans tout domaine A intériewr a .1, est:

1°. lorsque @ =0 et « = %, que 2a, converge.
o < @n
2°. lorsque @ =0, (que = ° converge.

1

3°. lorsque a = ¢, que Zna, converge.
Ayant eu besoin, pour une autre recherche, d'étudier le cas plus général d'un

point double indifférent « pour lequel « - - R{a) et
Rila)= + 1, R'(a)=R"{@)=: RPa)=0, avec RP*l(a)=o0,

j'ai reconnu que la condition nécessaire et suffisante était alors:

1°. lorsque « 0 et = %, que Xa, converge.

2°. lorsque « =0, que 3% converge
2°. q , que X rge.
v
b3
3°. lorsque « = %, que Xn’a, converge, et c'est la démonstration de ce

fait que fournissent les lignes suivantes.
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I. — Supposons d’abord, que o soit point double indifférent deistinet de
Uorigine et de Uinfini, et annulant R"”{(c), R"'(¢), ... R {a) avec RP*"{a) =+ 0
(voir Fatou, mémoire cité N° 12). On aura alors l'expression asymptotique sui-
vante de Z, = Ry,(¢) uniformément valable dans tout domaine intériewr au domaine

Ay de convergence des R, vers a:

p+1
Zp— @ ==1n + tyt0p + - + gpwh + ppirwh A+

avec
1

Wy = [nap + ZL% + Cl2) +- en]_;,

a et b étant des constantes, C(z) une fonction holomorphe dans A, et &, =

I e g
=9 (T~ 77) dans tout domaine intérieur & .
n

Un caleul facile prouve que l'on a alors

4 I‘ I4 I ,
Zu=a+ B 1 By (~~1) (W1 +0)
n?  nP ” )

1
L4 = —¢

la quantité o (~f~1f~~) étant en ; infiniment petite d’ordre < 1 —i-;): unifor-
n r

mément & lintérieur de A,, les 4’ étant des constantes.
Par suite, si, en un point { intérieur a 7,, la série Ja,R.(z) converge, la
série Zb, converge, en posant

by = “an (C)

Les R,(;) tendant vers @ =0 sont différents de zéro & partir d'un certain rang:

On a alors
bn bn ' zq ]v) ].p I
e — — - + - JP y
ay Rn(§> « [I + 1 + 2 + » + o0 L [
nP nP
les A étant des constantes.
) b . »
Lorsque Xb, converge, ¢/ en est de méme de X }—2% quelgque soit v positif. En

effet on a alors b, = B, — By,—1 avec

lim Bn, =B= Z bn~
0

n=awm
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Donc

2@2 — EE’_——B”—,l — EBn[”I' _ 1 ] — EB” . K‘
n’ n  (n+ 1) n

7

la quantité K, étant bornée quelque soit n, car

K I\™" v .
Tl —f1+) = 4+ (Done lim K, = ).
n n V] n=w
. | . n B, K, )
La série. 3-—; étant convergente, il en sera de méme de T~ ;" et par consé-
n T pltv
. b'n
quent de = ps

Lorsque Ib, converge, il en résulte donc que San, converge. Réeciproque-

ment, si Sa, converge, il résulte de l'expression

anBp=an| e+~

- tn . .
et de la convergence de toute série 2 gl (v > 0), que ZanRy, converge uniformé-

ment dans tout domaine tnitérieur & Ay. Zan convergente est donc toujours la condi-
tron nécessaire et suffisante powr la convergence de ZanR,(z) dans Ao, domaine d'un
pownt double indifférent a distinct de o et de U'infinz.

II. — Supposons maintenant « = o. { étant un point distinet' d'un antéeé-
dent de «, les R,(l) sont tous 0. Supposons que Zb, = Sa, R,({) soit con-
vergente. On a ici, en reprenant

i == wn + wgton + -,

avec
1

b
Wy = [nap + p Ln+ Cle) + en] P

les expressions asymptotiques

: _k L ) '
we=mn » [I oAy M *({72@ +o0 (;221—*)] O

n

d’ott V'on déduit pour Z,

' 11 est bien connu que a« appartient ici & la frontiére de Aq. [Voir mon mémoire sur I'itéra-
tion.) Il n'a donc aucun antécédent intérieur & Aa; lout point { intérieur & Ao est donc distinct
des antécédents de «a.

52—313856. Acta mathematica. 58. Imprimé le 12 mars 1932,
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1

Zn= - H (n_ }) , L H, ("_ ;) + 0le) B, (":p) +o (vmI ,) :
n nﬁ + - —¢

1 n L
n? n? n?
H, H,, H, étant des fonctions d'un argument holomorphes au voisinage de

l'origine, avec H{o)=+=o0. On a, dans ces conditions,

@n == bn - Zin: n; by - [h (72_$> + %ﬁhl (n_ 71’)4— % < hy (n_;’) + o0 (n;_f)]’

les h étant, comme les H, holomorphes autour de l'origine, et h(o) == o.

Il en résulte que

%}b = b, [ﬂo -+ ﬂll 4+ o+ ,@). + I:% . ﬂ’ + O;Z) . ‘3” + 0 (.I.lw_)]7

1 7
np n?

les 3 étant des constantes.

f ey o« . b .
La série 3b, étant convergente, il en sera de méme de 3 pour » > 0, et aussi
7

Ln , . . L,
de Zb, - . comme on l'a prouvé au N° 12 du mémoire des Acta cité précédem-
2

1
1+ --—¢

. . 1
ment. BEvidemment Xb,0 (~¥ ) converge absolument.
n P

La convergence de 3a,R.(z) en un point { intérieur & 4. (quelqu’il soit)

Ay,
entraine la convergence de X— -
nb

n

Réciproquement, si 33—

7 converge, on a:

nP

(3 L O z
n?

que l'on peut réduire a

an [ »  Ln ,  Clz) . I
y Rn(Z) - 71 [70 + ;% + -+ ;;'127 4 o A ”‘;;" A ("1+l;:):|
07 r

n? nP



Addition au mémoire »Sur la convergence des séries etc.» 411

4273 . z
et la convergence de I - entraine, en vertu de ce qui précéde, celle de tous les

nb
n Vi an Ln , . " an
termes du type T— - 5, du type I - 7 et du type Clg)-y" - Z—
n? n? n? n P

Donc ZanR.(z) converge uniformément dans tout domaine intérieur a A,
et méme dans tout domaine, intérieur ou non, ot 'expression asymptotique pré-
cédente de Z, est valable uniformément. ‘

La condition mécessaire et suffisante pour la convergence de I a, Rn(z) dans le
domaine de convergence des Rn vers « =0 ot R(0)=o0, R'(0)=1, R"(0)= R"'(0)=

= ... =R (o) =0, RP*V(0) &0 est que = " soit convergente.

1

nb
III. — Reste 3 examiner le cas ol ¢ = . On aurait, en ramenant ¢ i
l'origine par z:;» R(2) =$, Ru(2) :TI(tS I'expression asymptotique suivante

pour les R, (déduite de celle des g, étudié au N° TL.).

1

1
n = Rn(z) = PP e e L
H -+ L% . Hl + Q(,Z) _I{2 -+ 0( ,‘)I_e)
n n n*

1
ou H, H,, H, sont des fonctions de » ? holomorphes au voisinage de l'origine,

avec H(o) == o.
Supposons 3 a,R.(2) convergente en un point { intérieur a 7, et par consé-
quent! non antécédent de @ =  c’est-a-dire non pole des R, et posons an Ru(L)==bx.

Il viendra
tn = _Vl),” . ,bl' [H + ;lz, . JE[1 + Q(i) . H2 + 0 *‘)I:)]
2 lC) % % n ne
n

et, par conséquent

1
, L n C I
np . an:I)n[!Lo + i‘l_}_ e+ H!’ 4+ u - ,/;Zn + 4“" ,;(/ZEZ + 0()]

1 "
n?

-1 Méme observation que dans la note (1) du numéro II; « étant point frontiére‘ de da n'a
aucun antécédent i l'intérienr de Aq. '
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La convergence de 3b, entraine, en raisonnant comme au N° 1I, celle de
1 1 .
3nPay, et réciproquement, la convergence de ZnPa, entraine celle de ZapRn(z),

uniformément dans tout domaine de 4., ne contenant pas de péles des R,, et
ou lexpression asymptotique ci-dessus donnée pour Z, est valable uniformément
(en particulier dans tout domaine intérieur a ).

En définitive, lorsque o = o est point double indifférent de (2| R(z)], au
voisinage duquel on a le développement de Laurent

Riz)=2z+ —;p_l + g (rp— =0 et p = 2),

@®
la condition nécessaire et suffisante pour que la série Zaan(z) converge dans le

0
@© 1

domaine A« est que D an 1P soit convergente.
0



