UBER DIE 7-DIMENSIONALEN CARTANSCHEN RAUME UND
EINE NORMALFORM DER ZWEITEN VARIATION EINES (72—1)-

FACHEN OBERFLACHENINTEGRALS.
Vox

L. BERWALD
in PRAG.

Herrn Prof. Elie Cartan zu seinem 70. Geburtstag am 9. April 1939
gewidmet.

Einleitung.
In einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit mit den Koordinaten af sei
() 2t =t (vh, 43, ... )
die Parameterdarstellung einer Hyperfliche und

(B) : f P (xi, zzj;) dvt dv® ... dvv1 !

(n—1)

ein (n—1)-faches, bei Parametertransformation invariantes Integral, erstreckt
iiber ein Gebiet der Hyperfliche, wo 1 > 0 ist.? Das zu diesem Integral ge-
horige Variationsproblem sei regulir. Herr L. Koschmieder® hat 1927 die
zweite Variation des Integrals (B), erstreckt iiber ein Gebiet einer Extremalhyper-
fiiche, bei fester Berandung auf eine gegeniiber Punkt- und Parametertransfor-
mationen invariante Normalform gebracht. In dieser tritt eine Invariante auf,
die er U; mennt. Andererseits hat Herr E. Cartan® auf ein solches Integral,

! Im Folgenden laufen lafeinische Zeiger stets von 1 bis n, griechische von 1 bis n—1.
1

® {Tber die Funktionen ¢ (v', % ... v»—1) und v (wi, g—%) sind natiirlich gewisse Regulari-
titsannahmen zu machen. Ferner werden nur Parametertransformationen mit positiver Funktional-
determinante betrachtet. In der Theorie von Cartan wird endlich iiber den Integranden von (B)
noch die Voraunssetzung (III.2), Nr. 2 gemacht.

? L. Koschmieder, [3], 8. 482. (Die Nummern in eckiger Klammer bei Verfassernamen be-
ziehen sich auf das Schriftenverzeichnis am Schlusse der Arbeit).

* E. Cartan, (3]
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indem er es als (n—1)-dimensionale Oberfliche des Hyperflichenstiickes auffasst,
eine Geometrie aufgebaut, die sich dazu ebenso verhilt, wie die Finslersche
Geometrie zu einem einfachen Integral, wenn dieses als Linge eines Kurven-
bogens angesehen wird. Allerdings ist die Cartansche Geometrie nur dann ein-
deutig bestimmt, wenn ein gewisser Tensor (H%”, Nr. 7) den Rang n hat. Wir
nennen in diesem Falle die mit der Cartanschen Geometrie begabte Mannigfal-
tigkeit einen reguldren Cartanschen Raum.

In der vorliegenden Abhandlung soll nun folgende Frage beantwortet werden:

Wie hdngt in einem reguldren Cartanschen Rawm die Invariante UG von
Koschmeeder met der Kréimmung wund Torsion des Raumes, sowie mit den Inva-
rianten der Extremalhyperfliche zusammen?

Zur Beantwortung dieser Frage musste erstens die Theorie der Torsion und
Kriimmung eines reguliren Cartanschen Raumes entwickelt, zweitens die Theorie
der Hyperflichen in einem solchen Raum in allgemeinen Parametern® aufgestellt
und endlich die Koschmiedersche Normalform der zweiten Variation mit Ver-
wendung der Grossen, die in der Theorie von Cartan auftreten, abgeleitet
werden. Dem entsprechend zerfillt die vorliegende Arbeit in drei Abschnitte.

Im ersten Abschnitt wird zuniichst die Cartansche Theorie ab ovo ent-
wickelt® (§ 1), in einer Form, die besonders iibersichtlich und bequem sein diirfte.
In § 2 wird nach einem kurzen Abschnitt iber die kovariante Ableitung die
Theorie der Torsion und Kriimmung eines reguliren Cartanschen Raumes aus-
einandergesetzt. Sie verliuft ganz analog wie die entsprechende Theorie fiir
den Finslerschen Raum.* Endlich werden in § 3 die wichtigsten besonderen
Klassen von reguliren Cartanschen Réumen besprochen.

Der zweite Abschnitt, der die Theorie der Hyperflichen behandelt, zerfillt
in zwei Paragraphen. In § 4 werden die Grundformen der Hyperfliche einge-
fithrt, in § 5 die Grundgleichungen der Hyperflichentheorie aufgestellt und aus
ihnen geometrische Folgerungen gezogen. Die Entwickelungen entsprechen hier
im wesentlichen der von Herrn J. M. Wegener* aufgestellten Theorie der Hy-

perflichen in Finslerschen Réumen.

! Fiir n =3 und die Flichendarstellung 2® = 0 hat bereits Herr E. Cartan, (3], Abschnitt
VIII. die Flichentheorie skizziert. Wir bendtigen hier die Formeln fiir allgemeine Parameterdar-
stellung bei beliebigem n.

* E. Cartan, [3], Abschnitte I., IL, III.,, V., VI. Vgl. dazu auch die allgemeineren Entwick-
lungen von J. A. Schouten und J. Haantjes, [1], Nr. 1, 2.

8 E. Cartan, (4], Abschnitt XIII.

* J. M. Wegener, [1]. Vgl. auch E. Cartan, [4], Abschnitt XI.
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Im dritten Abschnitt wird zunichst (§.6) die erste Variation des Oberflichen-
integrals auf eine invariante Gestalt gebracht und gezeigt, dass die Extremal-
hyperflichen des zugehorigen Variationsproblems bei fester (n— 2)-dimensionaler
Berandung mit den Minimalhyperflichen des Cartanschen Raumes identisch sind.!
Sodann wird (§ 7) die zweite Variation des Oberflichenintegrals, erstreckt iiber
eine Extremalhyperfliche bei fester (»—2)-dimensionaler Berandung auf eine Nor-
malform gebracht, die sich als identisch mit der von Herrn Koschmieder ein-
gefithrten erweist. Damit ist die gestellte Frage beantwortet. Da die Rech-
nung, die zu dieser Normalform fiihrt, sehr umstindlich ist — was sich wohl
kaum vermeiden ldsst — habe ich ihren Gang in einem Anhang wenigstens so-
weit angedeutet, dass dem Leser die Uberpriifung erméglicht wird.

Erster Abschnitt: Torsion nnd Kriimmung der reguliren Cartanschen
Réume.

§ 1. Die reguliiren Cartanschen Riume.

1. Fuklidisch zusammenhingende Mannigfaltigheiten von Hyperfldchenelemen-
ten.: Unter einem Cartanschen Raum verstehen wir eine n-dimensionale Man-
nigfaltickeit, deren Geometrie auf dem Begriffe der Oberfliche eines (n—1)-
dimensionalen Hyperflichenbereiches beruht. Wir entwickeln zunichst die Car-
tansche Theorie dieser Riume.? Das Raumelement der Cartanschen Theorie ist
das (orientierte) Hyperflichenelement, d. i. die Figur, die aus einem Punkte und
einer durch diesen Punkt hindurchgehenden (orientierten) Hyperebene besteht.
Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit hat, als Mannigfaltigkeit von Hyperflichen-
elementen betrachtet, 2 2—1 Dimensionen.

Zunichst werde mit Cartan der Begriff einer euklidisch zusammenhdngenden
Mannigfaltegkeit von Hyperfldchenelementen definiert, indem Forderungen fiir die
Massbestimmung und fir die Parallelibertragung von Vektoren gestellt werden.

Von der Massbestimmung wird verlangt, dass sie in der unmittelbaren Um-

gebung jedes Hyperflichenelementes euklidisch ist. D. h.®

! E. Cartan, {3], S. 24, 26.

? Zu dem ganzen § 1 vgl. E. Cartan, [3]. Siehe auch J. A. Schouten und J. Haantjes, [1].

¢ Wir bezeichnen die auf die Massbestimmung beziiglichen Forderungen mit (I), die anf die
Paralleliihertragung beziiglichen mit (II), endlich die Forderungen, die sich auf die Grundfunktion
(Nr. 2) des Cartanschen Raumes beziehen, mit (IIT), und fiigen jedesmal noch eine arabische Ziffer
hinzu.

25—3932. Acta mathematica. 71. JImprimé le 5 juillet 1939.
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(I. 1) Das Quadrat der Entfernung eines beliebigen Punktes (x) und eines
willkiirlichen unendlich benachbarten Punktes (x + dz) in Bezug auf ein Hyper-
Adchenelement in (x), dessen Stellung beliebig ist, ist esne positiv-definite quadratische
Differentialform gi dat dx*, deren Koeffizienten gir = gre nur vom Hyperflichen-
element abhdngen. .

Die Stellung eines Hyperflichenelementes im Punkte .(x)=(x', 2%, ... 2")
wird analytisch durch » nicht simtlich verschwindende Parameter , : e, : ... up
gegeben, die in dem Sinne homogen sind, dass sie alle mit demselben willkiir-
lichen positiven Faktor multipliziert werden diirfen. Die %; sind die Koeffizienten
der Gleichung

(1.1) " w; d o' = o,

ebene des Hyperflichenelementes liegt. Bei Koordinatentransformation verhalten
sich die u; wie die Komponenten einer kovarianten Vektordichte vom Gewicht —1.

Die Forderung (I. 1) besagt, dass die g;x Funktionen der «‘ und wu; sind, die
in den wu; positiv homogen von nullter Ordnung sind. Ausserdem mogen sie
etwa in einem einfach zusammenhingenden Bereich der ' und fiir alle Wert-
systeme der u; mit Ausnahme des Wertsystems (0, o, ... 0) als regulir analytisch
vorausgesetzt werden. Wir bezeichnen den so definierten Bereich der (z, «) mit B.

Die Figur, die der Massbestimmung zugrundeliegt, ist somit die zweier un-
endlich benachbarten Punkte (x), (x + d z) und eines Hyperflichenelementes (z, u).
Diese Figur heisst ein ¢nfinitesimaler Vektor (dx) im Hyperflichenelement (x, ).
Indem man sich die Stiickchen von euklidischen Riumen, zu denen die Umge-
bungen der einzelnen Hyperflichenelemente der betrachteten Mannigfaltigkeit
durch (I. 1) geworden sind, vervollstindigt denkt, d. h. indem man jedenllvaper~
flichenelement (z,u) einen euklidischen Raum zuordnet, kann man auch zu end-
lichen Vektoren wund allgemein zu Grissen (Tensoren, Dichten w. s. w.) im Hyper-
Sflichenelement (x, w) iibergehen. Die Komponenten von Grissen sind also im Fol-
genden stefs Funktionen des Hyperflichenelements, d. h. Funktionen der x* und u;,
die tn den u; positiv homogen von nullter Ordnung sind. Das Hyperfiichenelement
heisst das Stiteelement der Grosse.

Fiir endliche Vektoren formuliert besagt (I. 1), dass das Quadrat der Ldinge
etnes Vektors (X) im Hyperflichenelement (z, ) durch

(1. 2) A= g (z,u) X* X*
gegeben ist.
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Wir bezeichnen im Folgenden die Determinante der g;; mit g, das inverse
System der ¢+ mit ¢** und definieren, wie iiblich, das Hinauf- und Herunter-
ziehen der Zeiger mit Hilfe der ¢** und ¢;x. Wir kdénnen dann von kontrava-
rianten und kovarianten Komponenten eines Vektors sprechen u. s. f. Endlich
treffen wir die naheliegende Festsetzung, dass die u; die kovarianten Kompo-
nenten einer zum Hyperflichenelement (x, u) senkrechten Vektordichte sind. Der
Normaleneinheitsvektor des Hyperflichenelementes hat dann die kovarianten bezw.

kontravarianten Komponenten

s g% u

., et K

I. = A .
(13 ' g us we Vo'* u; uy

Die Quadratwurzel soll dabei positiv gezogen werden.

Die euklidischen Riiume, die den einzelnen Hyperflichenelementen (x, u) der
betrachteten Mannigfaltigkeit zugeordnet wurden, werden in Zusammenhang ge-
bracht, indem man definiert, was unter der Paralleliibertragung eines Vektors von
einem Hyperflichenelement nach einem unendlich benachbarten zu verstehen ist:

(IL. 1) Es ser (X) ezn willkiirlicher Vektor im beliebigen Hyperflichenelement
(z, u) und (x+ dx, u+ du) ein beliebiges zu (x, u) unendlich benachbartes Hyper-
Adchenelement. Dann heisst der Vektor (X + d X) ¢m Hyperflichenelement (x + d x,
w+ du) parallel zum Vektor (X) ém Hyperflichenelement (x, u), wenn (bis auf in-
finitessmale Grissen hoherer als erster Ordnung)

(1. 4) dX'= — X¥I,7 (x,u)daz* + C,; (2, u) d up)

ist, wo die I}, O, gegebene Funktionen der x', w; sind.

Da der Vektor (X + d X) nur von den beiden Hyperflichenelementen (z, u)
und (z + da, w + du) abhiingen soll, so muss er ungeiindert bleiben wenn die
u; durch o(x, w) u; ersetzt werden, wo ¢(z, #) > 0 und in den wu; positiv homogen
von der Ordnung Null ist. Indem man zunichst ¢ = konst., und hierauf ¢ all-
gemein wiihlt, ergibt sich aus (1. 4):

1. Die I}, (x, w) sind von nullter, die C,**(x, u) von (—1)-ter Ordnung po-
sitiv homogen in den w;;

2. Es ist
(1. 5) O, u)m=o0.

Nun wird verlangt, dass der durch die Paralleliibertragung erzeugte Zusam-

menhang euklidisch sein soll, d. h.:
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(IL. 2) Die Liéinge eines beliebigen Vektars in einem willkiirlichen Hyper-
Sldchenelement wird durch Paralleliibertragung nach einem beliebigen unendlich be-
nachbarten Hyperflichenelement nicht gedndert.

Diese Forderung ergibt die Bedingungen

(r.6) (a) - (?)(;l: = Lign + I'iin, (b) %f;: = Oy + G,
die auch in die Gestalt
(r. 7) (a) =t~ () (Z)(:,: g gn
gesetzt werden kénnen. Hierin ist

[th =g I7,, r = gji’ ¥,
(1. 8) ] O, = g C,%, Oikh = git (]J&h

Eine Mannigfaltigkeit von Hyperflichenelementen, die den Forderungen (L. 1),
(IL. 1), (IL. 2) geniigt, heisst euwklidisch zusammenhdngend.

2. Die (n—1)-dimensionale Oberfiiche. Es liege nun eine Fuunktion
(2. 1) Lxt, 2% ... 2™ uy, 4, ... un) = L{x, u)
vor, die in B etwa regulir analytisch sei, ferner wesentlich positiv.
(2. 2) L(x,u)>o0,
endlich in den w; positiv homogen von erster Ordnung:
(2. 3) L(w,ou)=e¢L(x,u),  (¢>0).

Bei Koordinatentransformation verhalte sich L wie ein Skalar. L({x, «)
heisse die Grundfunktion.

Wir fordern zunichst

(II1. 1) Das ¢n einem Hyperfiichenelement (x, u) gelegene Element der (n—1)-
dimensionalen Oberfliche 4st durch

L(x, u)

Un

dxtdax® ... dax"?

(2. 4) d0=

gegeben.
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Der Inhalt der Forderung (IIL. 1) liisst sich noch etwas anders fassen. Es sei

(2. 5) af =2 (', v?, ... oY)

eine regulire Parameterdarstellung einer (etwa analytischen) Hyperfliche §, die
Matrix

oz 039"]
| 7SRRI Tl
. P e e e e e e
0 xt ox
go—1 91

habe also den Rang n—1. Die aus der Matrix (2. 6) durch Weglassen der %-
ten Spalte gebildete Determinante werde mit (—1)**!p; bezeichnet. Bei be-
stimmter Wahl der Parameter v wird durch die angegebene Wahl der p in je-
dem Punkte eine positive Normalenrichtung der Hyperfliche ausgezeichnet, die
Hyperfliche also orientiert. Wir lassen in der Hyperfliche nur (analytische)
Parametertransformationen mit positiver Funktionaldeterminante zu, so dass diese
Orientierung bei Parametertransformation erhalten bleibt. Ausserdem setzen wir
voraus, dass sich die Parameter ¢* durch eine solche Parametertransformation
in die Koordinaten z“ iiberfiihren lassen. Dann besagt (IIT. 1), dass die (n— 1)-
dimensionale Oberflidche eines Bereiches der orientierten Hyperfliche § durch das
iiber den Bereich erstreckte (n— 1)-fache Integral
(2. 7) 02]L(x,p)dv‘dvg...dv”—l
(n—1)

gemessen wird.

In der Tat geht das Element des Integrals (2. 7) fir v* =2 und w; = p; in
(2. 4) tiber.

Wir fordern ferner:

(IIL. 2) Die quadratische Form

_ 107

_ i 7k
20ui0ukz Z

der Hz‘lfsverdnderlichen ZY Z2 ... Z™ 4st an B positiv definat.

' J. Radon, [1] und G. Vivanti, [1] haben gezeigt, dass sich das Integral (§) der Einleitung
bei den dort angegebenen Voraussetzungen stets in die Gestalt (2. 7) setzen lisst.
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Diese Forderung ermdéglicht es, in der Umgebung jedes Hyperfliichenele-
mentes eine euklidische Massbestimmung (I. 1) einzufiihren, die nur von der
Grundfunktion L (x, u) abhiingt.

3. Weitere Forderungen. Wir fithren jetzt zunidchst diese Massbestimmung
ein, und stellen dann noch Forderungen auf, die bewirken, dass auch die Funk-
tionen C’**, Ik, die den euklidischen Zusammenhang festlegen, wenigstens unter
gewissen noch anzugebenden Voraussetzungen durch die Grundfunktion L (x, u)
eindeutig bestimmt sind.

Da die

a1 LY
(3.1) a 20 u; 0 ug
sich bei Koordinatentransformation wie eine kontravariante Tensordichte zweiter
Stufe vom Gewichte 2 verhalten, konnen wir ansetzen:

(3. 2) | otk =g gt

und finden dann, da det. (g“‘)zgl, a = det. (a’*) > o gilt,

(3. 3) g = a1\

Somit konnen wir fordern:

(I. 2). Der Masstensor ist durch

)
—rt 2

ik — oy n—1__ A
(3. 4) g% (, u) = a Gudm
gegeben, wo
. 1 92 (L”))
a= det' (5 (7%,'0 Uk

die Hessesche Determinante der Funktion éL“’ (, u) 1st.

Damit ist die Massbestimmung eindeutig festgelegt.! Zur Festlegung des
euklidischen Zusammenhangs stellen wir folgende Forderungen auf:

! Diese Massbestimmung wurde von L. Koschmieder, [3], § 8, S. 473 ff. eingefithrt. g tritt
schon vorher bei Koschmieder, [1] (fiir n = 3), [2] (fiir beliebiges n) auf: vgl. anch Th. De
Donder, [1].
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(IT. 3). Die Funktionen C*** sind in den ersten beiden Zeigern symmetrisch
(3. 5) Cikh — Ckin,

(IL. 4). Bei der Paralleliibertragung von einem willkiirlichen Hyperflichenele-
ment (x, u) nach dem dazw parallelen in einem beliebigen unendlich benachbarten
Punkte (x + dx) gibt es infinitesimale Parallelogramme.

Zu (IL. 4) ist Folgendes zu bemerken: Wir werden in Nr. 6 sehen, dass man
von der Paralleliibertragung des Normaleneinheitsvektors eines Hyperflichenele-
ments (r, «) nach einem beliebigen Nachbarpunkte (x + dx) reden kann. Das
Element (x + dx, v + du) im Punkte (x + dx) heisst parallel zam Element (x, u),
wenn sein Normaleneinheitsvektor aus dem des Elementes (, ) durch Parallel-
iibertragung nach dem Punkte (xz + d2) hervorgeht.

In den folgenden Nummern (Nr. 4, 5) entwickeln wir zuniichst einige Fol-
gerungen aus (L. 2), (1. 3).

4. Der Normaleneinheitsvektor. Aus der Forderung (I. 2) folgt wegen (3. 3)

0* L OLOL

’ ik — =
(4‘ 1) gg L&ulﬁuk O’Miauk

und hieraus wegen der Homogenititseigenschaft von L weiter

. oL
ik — s

(4. 2) 99w = Lo

(4. 3) 99" uswe = L.

Aus (1. 3) und (4. 3) erhiilt man fiir die kovarianten Komponenten des Nor-
maleneinheitsvektors des Hyperflichenelementes (x, u)

_Va,,

(4 4) ll L 1y

und aus (4. 2), (4. 3) sodann fiir seine kontravarianten Komponenten

_ L oL
Vg ow

(4. 5) I

Uberschiebung mit dem Normaleneinheitsvektor wird im Folgenden stets durch
eine Null bezeichnet, z. B.
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Tjkg= Tz‘kr lr: ikrlr, Tz’ok= Tz'rk lr= Tirklr.

Die Stellung der Null (oben oder unten) ist dabei ohne Bedeutung und wird nur
durch die bessere Lesbarkeit bestimmt.
Wir leiten noch zwei Gleichungen ab, die im Folgenden benutzt werden.

Differentiiert man (4. 2) nach %; so ergibt sich wegen (4. 1),

ag iE + 0.ik —5
0ujg b ”auj ==
oder
o0 ({1\,  10g%
(4 6) LauJ(V?}—)Z + 2 Ouj Uy == O.

Endlich folgt durch Ableitung von (4. 1) nach wu;

0*(L?)

0m6uk(’9uj.

1
(4. 7) =3

5. Der Tensor A™" ynd der Vektor A’. Ist f(x, u) irgend eine (einmal
partiell ableitbare) Funktion der z% u; die in den w; positiv homogen von der

Ordnung p ist, so ist

= L of
(5 I) fH _ng“i

in den wu; positiv homogen von der gleichen Ordnung und es gilt wegen (4. 4)

fle=pf.

Wenn @ eine Grisse, also p =0 ist, so ist

. L oo
=1
eine mit @ gleichartige Grosse, die einen kontravarianten Zeiger mehr hat, und
es ist
(5. 1%) @|°=o.

Die Forderung (II. 3) ergibt wegen (1. 6), b, (1. 7), b

d gt* 1
0 up ik 2 O us

(5_ 2) Oikh:-___..

N =
(5
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Die C** gind in den u; positiv homogen von der Ordnung — 1 und bilden daher

keine Grosse; wohl aber sind

. L ) .
(5. 3) Azkh:ﬁ Oikh — _;gzth,
bzw.
L I
(5. 4) 4= Vs Co = gurl

die kontravarianten, bzw. gemischte Komponenten eines in den beiden ersten
Zeigern symmetrischen Tensors (A*» = A*"),  Aus (5. 4) folgt:

Die Riemannschen Riume sind durch A™" = o gekennzeichnet.* Wegen (5. 1%)
gilt die mit (1. 5) identische Gleichung

(5' 5) Al’ko::oi
und wegen (4. 6)
(5. 6) AoKh— gRoh— Jigh A h— A P=1] AP
wo
0 I ~—f( 1 \|*
. At =door = — [, " )= —Vg[——
5:7) 5’”’1(1/0) g( y)

ein Vektor ist. (4. 4) ergibt jetzt
(5. 8) A°=o.
Aus (5. 7) entnimmt man:

Das Verschwinden des Vektors A* kennzeichnet die Cartanschen Rdume, in

denen sich jedem n-dimensionalen DBereich das Integral

I='[V~g—du1du2...dun
(n)

als Rauwminhalt zuordnen lisst. In den Cartanschen Riumen mit A* 7 o kann
man dagegen nur von dem Rauminhalt eines Bereiches in Bezug auf ein Feld
von Hyperflichen reden, das man vorher in dem Bereich ausgezeichnet hat.’

! Die an die Paralleliibertragung gestellten Forderungen ergeben in diesem Falle die Parallel-
itbertragung von Levi-Civita. )
) ? Wegen anderer Eigenschaften, welche die Riume mit 4%#=o0 den Riemannschen Riumen
annihern, vgl. E. Cartan, [3), Abschnitt X., 8. 29 f; [4], Abschnitt XIL, 8. 29—32..

26—3932. dcta mathematica. 71. Imprimé le 5 juillet 1939.
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Wir leiten jetzt einige Identititen ab, die den Tensor A" und den Vektor
A" enthalten. Aus

dgt*  dlogyg
A A T
folgt
(5. 9 Amt— an

Weiter ergibt sich aus (4. 7) nach einfacher Rechnung

y o 1 L o*(L?)
ij AR igh . _ s
(5 IO) g A A 4gV§ (’)u,-t?uj(')uh

und hieraus durch Uberschiebung mit g;; wegen (5. 9)

1 L o*(L?) A
4 gV;g”(?Hi(?“jauh_(n ) 4%

(5. 11)

Uberschiebung von (5. 10) mit gn; ergibt bei Beriicksichtigung von (5. 11)
(5. 12) At = (2 —n) A%

Aus (5. 10) folgt noch, dass der Tensor A%* — g A* in allen Zeigern symme-
trisch ist.

Schliesslich merken wir noch die mit (4. 5) identische Gleichung

(5. 13) Lli=L¢,
sowie die Gleichungen
L\ L .
(5. 14) (T) = 2L (1 — 49,
Vg Vg
(5. 15) L= or — 1, (1 — 4%,
(5. 16) Pl =gt — L0 + A7)

an, von denen die erste aus (4. 5), (5. 7), die zweite aus (4. 4), (5. 14), die dritte
aus (5. 15), (5. 3), (5. 6) folgt. 1In (5. 15) und weiterhin ist 6} =1 fiiri =h, =o
fiir ¢ £ h.

6. Das absolute Differential des Normaleneinheitsvektors wund die Winkel-

metrik. Wir gehen nun daran, die Forderung (II. 4) analytisch zu fassen.
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Der Paralleliibertragung (1. 4) eines beliebigen Vektors (X) entspricht das
absolute Differential

6. 1) DX =d X'+ I}, X da? + Ci* X* duy,
Nun ist wegen (5. 4), (4. 4), (5. 5)

(6. 2) Ot qu, = Airdl,,

so dass (6. 1) auch in die Gestalt

6. 3) DX =dX + T} Xtdz" + A X+ dl,

gesetzt werden kann. Die entsprechende Gleichung fiir die kovarianten Kompo-

‘nenten ist
(6. 4) DX, =dX,—I} X, dah— A" X, dl,.

Wir setzen nun

(6. 5) Dl =wid) =o', Dbi=owi(d)=w|

Dann folgt wegen (5. 6), (5. 5) aus (6. 4)

(6. 6) w,«(d)=0llr—F,ohdxh—er"dlh,
6. 7) Airdl, = Airw (d) + AT, da".
Setzen wir also

(6 8) F: ih = Fkih. + A;: I‘roh’

so ergibt sich aus (6. 3), bezw. (6. 4)

(6. 0) DXi=dX + XE(I'th da' + A w, (d)),
(6. 10) DX, =dX,— X, (I';* da* + A w, (d)).

TFiir X! =10 bezw. X; =1; folgt hieraus wegen (5. 6)

(6. 11) (0 —FA)o" (d)=dl + I dx",
(6. 12) (07 + L, AN o, (d) =dl, — I} ,da".

Nun ist wegen (5. 8)
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(6. 13) (0?2 + 1, A7) (617, — lp Aj) = (0? — 1, A7) (6; + Zp Ad)=d].

Die Auflésung von (6. 11), (6. 12) lautet also

(6. 14) w'(d)= (6. + LAl + T dxt),
(6. 15) w,(d)=(0; — L, A" (dl, — T, dx").

T

Aus l'l; =1 folgt

(6. 16) wo = O;

ferner gilt

6. I ,44.1, - V D

(6. 17) o= =V (),

wie in Nr. 8, § 2 gezeigt werden soll.

Wie schon in Nr. 3 angegeben wurde, kann man von der Paralleliibertragung
des Normaleneinheitsvektors eines Hyperflichenelementes (x, #) nach einem be-
liebigen Nachbarpunkte (x + dx) reden. Denn der Zuwachs dl, = 17,5 dx", der
aus der Bedingung w;(d) = o fiir die Paralleliibertragung des Normaleneinheits-
vektors folgt, hingt nur von den daf, aber nicht von den du; ab.

Die Yorderung (II. 4) lisst sich nun so formulieren:

Unter der Nebenbedingung w;(d) =0 gibt es infinitesimale Parallelogramme.

Da nach (6.9) die Paralleliibertragung eines beliebigen Vektors (X) unter
dieser Nebenbedingung durch

(6. 18) dXi=— X*r}t dat

gegeben ist, wird durch ([1. 4) die Symmetrie

(6. 19) v Iy =Dk

gefordert.

Ehe wir weitergehen, besprechen wir noch die Winkelmetrik. Nach E.
Cartan! ist der Winkel d¢ zweier Hyperfiichenelemente (x, u), (x, v + du) im
gleichen Punkte (x) des Raumes durch

(6. 20) d¢* = w,(d) o (d)

! E. Cartan, {3], Abschnitt IV.
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mit der Nebenbedingung daxf=o0 definiert. Den Winkel zweier Elemente
(z, u), (x + dx, u+ du) in benachbarten Punkten erkliren wir als den Winkel
des nach (x + dx) parallel iibertragenen Elementes (z, ) mit dem Elemente
(x +dx, u + du). Sein Quadrat ist durch (6. 20) ohne die Nebenbedingung
d 2! = o _gegeben.
Fiir die Differentialform (6. 20) (mit df=0) erhilt man®

s 1 0L L aw
(6. 21) do Lﬁuiﬁujdulduj'
Einer von Herrn E. Cartan angestellten Rechnung? ist ferner zu entnehmen,

dass diese quadratische Form den Kriimmungstensor

6.22)  rhigr = é{(L’U‘LM‘ — LM L) — i %’"(Fm Fikm — fijp F“m)} ,

hat, wo
0L 1 0%(L)

ik — R P = L
(6. 23) L 0 u; 0w F 2 QupOu; 0 up

gesetzt wurde. Beachtet man F"?= Fr" und ersetzt dieses nach (5. 10), so
ergibt eine einfache Rechnung, bei der (4. 1), (4. 5) zu beriicksichtigen ist

g — Y gk —

wige =
(6. 24) Thijk L4{ gl — il gtk — [k

+ (A;{Amhk — A::njAmik)},

wo im ersten Gliede eine zweireihige Determinante steht. Wir kommen in Nr. 12
auf diesen Ausdruck zuriick.

7. Die reguldren Cartanschen Rdwme. Es ist noch zu untersuchen, ob, bezw.
wann die I'}% durch die aufgestellten Forderungen eindeutig bestimmt sind.

Dazu gehen wir zu den

o ® m
Lign = 9m L™

iiber. Dann folgt aus (6. 8) und (1. 6) a

! Die entsprechende Definition fiir den Finslerschen Raum bei O. Varga, Dissertation, ver-
offentlicht in L. Berwald, [1], 8. 13, (vgl. Fussnote 2, 8. 214).

? E. Cartan, [3], Abschnitt IV,

8 E. Cartan, 3], Supplément, Nr. 9, 8. 45 f.
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. . 0 gij
(7. 1) l;jh+1;ih:0xh +2Aijprpoh’ .
und aus (6. 19)
(7. 2) Ifin= Ty

Aus (7. 1), (7. 2) ergibt sich durch dieselbe Rechnung wie im besonderen Falle
(Az.jp=o) des Riemannschen Raumes

(7.3) T?jh =Yt Aijm Lo+ Ajhm Lo — 4" r,,;

mit
1 (0 Ogin _ O gns
(7 4) 7ljh'_2 (0.’,Uh + 9 2 pyei

Wegen (6. 8), (5. 6) ist weiter

(7. 5) L= T — Aijm Loon =2in Ajhm Ly — 4,7 r_moj’
(7 6) Fiohzyioh + [hAmFmoi_—Ahim Fmoo
und

Tioo = 71‘00 + Am rmoi - ZzAm Iwmoo

oder

(7. 7) O + LA™, = Vioo ™ A™ T,
Auflssung nach I7,, ergibt wegen (6. 13)

(7. 8) Lyoo="Vhoo — L A% 2,00 + (0, — 1, AN A™ T, ..

Andererseits folgt aus (7. 6)

ATy, = Ay, + 1, ATA"T

mot

- AZAhzm ano

oder

(7 9) (aIL.L_ZhAi)AmFmoi:Aiyioh———AiAihm Fmoo'
Setzt man dies in (7. 8) ein, so ergibt sich

(7 IO) (6;7 + Al‘Aihm) Fmoo = yhoo - ZhAm ymoo + Am ymoh'
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Diese Gleichungen sind dann und nur dann eindeutig nach I'y., auflosbar,

wenn der Tensor

(7 11) - : p=Op o ATAT

oder, was dasselbe ist, der symmetrische Tensor

1 L o3 (L?)

. T AN = i igqi 1 B O
(7. 12) H g7+ A A g9 + AP A 4'q,VgAk0ui0uj0uk

den Rang » hat. Ist das der Fall, so heisst nach E. Cartan der Raum reguldr.
Die reguliren Cartanschen Rdume sind also dadurch gekennzeichnet, dass in thnen
durch die aufgestellten Forderungen eime Paralleliibertragung eindeutig bestimmt ist.
Im Folgenden beschrinken wir uns durchwegs auf die reguldren Cartanschen
Réiume.!

Wir geben jetzt noch die expliziten Ausdriicke fiir die I''% an. Dazu be-
zeichnen wir das zu H? inverse System mit K{, so dass ‘

713 1y Ky, = Hy Ky =3}

ist. Da mnach (7. 11)

(7. 14) Hypn=Hyo =10, HP=Hro =], H°=
gilt, so ist auch

(7. 138) Kopp=Kpo=14, Kt=Ki°=1][1, K°0=r1,

Indem man jetzt aus (7. 10) Iy, sodann aus (7.7) AP I'pes weiter aus (7. 6)
T;os, berechnet, ergibt sich I'};, und hieraus schliesslich

F:‘kh = Vikh + Aicm (Vmoh - lh 7moo) + A;Zm (7moz‘ - liymoo)
(7 16) - Ahim (Vmok - Zk 7moo) + (Aicm lh + A;Lm lz - Ahim lk
- Ai»p Aphm __ A}Zp Apz'm + Akz'p Azm) K:n (71-00 + Asysor)7

wobei
k o gmk ko 40k
71'}1 9 7z'mh’ 777:0 9 7mop

ist.

! Die vorstehende Rechnung ist nur ein besonderer Fall einer von E. Cartan, [3), 8. 37—40
durchgefihrten.
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§ 2. Kovariante Ableitung. Torsion und Kriimmung des Raumes.

8. Die kovariante Ablertung. TIst @ irgend eine Grosse, D @ ihr absolutes
Differential unter der Nebenbedingung w;(d)= 0, so setzen wir

(8. 1) DO=|,da

@], heisst die kovariante Ableitung von @. Sie ist eine Grosse derselben Art
wie @ mit einem kovarianten Zeiger mehr.

Zur Berechnung der kovarianten Ableitung driicken wir zunichst das ge-
wohnliche Differential df einer Funktion f(x, «), die in den u; positiv homogen
von nullter Ordnung ist, durch die dx* und w; aus. Wegen

or,
und (4. 4), (5. 1), (6. 11) ist
(8. 2) odéf; du V% 5% Qi =f Toond 2" + fIF on(d)
also
(8. 3) df— ("f + fn Fmoh)doc" T P on ()

Aus (6. 9), (6. 10), (8. 1), (8. 3) ergibt sich bei Beachtung der Nebenbedingung
W (d) =0
0 X

(8' 4> Xl ,h =5 T Xz“m moh + Xm F:zlh’
) (9X1 3
(8 5) ‘Xl |h + X, HmImoh —X Fz mh

Entsprechend fiir Dichten. Der einzige Unterschied gegeniiber dem besonderen
Fall des Riemannschen Raumes besteht in dem Zusatzglied + --- [ I'non.
Die kovariante Ableitung ist fiir die einfachsten Grossen Null. Es gilt®

! Wir geben jedesmal auch die ausfithrliche Gestalt der kovarianten Ableitung an, weil wir
davon im Anhang Gebrauch machen. Man erhiilt sie, indem man fiir die Ableitungen... |m die

. . I — s . .
Werte aus Nr. 5 einsetzt. Zu beachten ist, dass — V_q Dichten von den Gewichten —1, 1 sind.

Vg
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0l’ & *
(8. 6) L= PP LArr,  — I ==0,
; or . " . .
(87) ll‘h gx———ll(Amrmoh—‘_roh)—*-rw +Fm—o

wie aus (6. 11), (6. 12) unmittelbar zu entnehmen ist. Ferner ergibt sich aus
(IL. 2), Nr. 1:

f aqﬂc
(8. 8) gik[h EP + 24, I = T — Tion =0,
(8. 9) g%, = Si — 2 AT IE 4 T4 TME —o

Aus (8. 8) folgt z. B. ‘
. THn==9"*Tkn
u. s. w., ferner

I . _()_ L m oy MY e
(8. IO) (l(]) h—" &t (V g) V(](A Tmoh rmh) o,

(8. 11) (V“g‘))h=0—‘}h(1/§) +VyArry,,, —Tm=o.

Aus (8. 3), (5. 7), (8. 10) ergibt sich leicht (6. 17):
h 1

I #n h _r w —_——
6.12) D(Fo) () + e = () oo + () e =55

Durch kovariante Ableitung von (4. 4) ergibt sich endlich wegen (8. 6), (8. 11),

n
A'w,.

5. 13) L LI, — I =0
9. Alternierende Differentialformen. Bei der Entwicklung der Kriimmungs-
theorie der reguliren Cartanschen R#iume benutzen wir die Cartansche w Sym-
bolik. Zuniichst stellen wir das wenige zusammen, was hier davon hendtigt wird.!
Es seien o(d), 7(d), o(d) drei Pfaffsche Formen, J, d, b drei vertauschbare
Differentiationssymbole. Wir definieren dann

fw'(d, §)=dw(d) — dw(d)

o1 Lo (d, 8, 0) = b’ (d, &) + d o' (3, ) + 60’ (b, d)

! Wegen einer allgemeinen Begriindung sei etwa verwiesen auf E. Cartan, {1], I&. Kahler, [1].

27—-3932. Acta mathematica. T1. Imprimé le 5 juillet 1939,
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und schreiben fir diese Ausdriicke auch kurz ' bezw. w”’. o' wird als »dussere»
Ableitung von o, w” als solche von o’ aufgefasst. «’ ist Null, wenn w ein
vollstindiges Differential ist:

(9. 2) (df) =o.

w”’ st stets Null, wie man durch Ausrechnung leicht bestitigt.
Ferner definieren wir

(0. 3) [0 7] = — o) = @ (d) (8) — 0 (9) (d),
w({d) () o)
(9. 4) [wrel =|n(d) =(d) =O)f,
e(d ¢(d) o)
wo rechts eine dreireihige Determinante steht. Ist 2 = [z ] oder ausfiihrlich
(9. 5) 2(d, 8) = w(d) ¢ (8) — = (d) ¢ (d)
u.s. w., so setzen wir
(9. 6) [0 Q] = [w o]
Bs ist also
(9. 7) [w Q] = w(d) R(d, D) + w(d) 2(b, d) + w(b) R(d, J).

Ferner verwenden wir folgende Rechenregeln:

(9. 8) [wn] = [0 7] — [w],

(9. 9) (Aw) = Ao + [dA o).

In (9.9) bedeutet A eine Funktion der Veriinderlichen allein (und nicht ihrer
Differentiale).

10. Die Torsion. Das absolute Differential (6, 9) eines willkiirlichen Vektors
(X) ldsst sich in der Form

(10. 1) DX =d X + X*owj(d)
schreiben, wo
(10. 2) wi(d) =T} da* + A w, (d).

Ist (#X) das absolute Differential von (X), das dem mit d vertauschbaren Zu-
wachs 0 entspricht:
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(10. 3) 4 X =8 X + Xt (d),

go ist die Torsion des Raumes definiert durch

(10. 4) (4D — DAt = K,

wo Dat=duat, 42'=40J2% da x* ein Skalar ist.
Man sieht unmittelbar, dass

(10. 3) Q' =[dam o] = A*[d 2" w)

ist. Der Tensor A"* 4st also der Torsionstensor des Raumes. Die reguliren
Cartanschen Riume ohne Torsion sind daher (Nr. 5) mit den Riemannschen
Riumen identisch.

11. Die Kribmmung. Die Krimmung des Raumes ist definiert durch
(11. 1) (#4D—DA)Xi= QX"
Eine kurze Rechnung zeigt, dass
(11. 2) 0 = [P at] — ()’

Die Formen £:(d, d) enthalten Glieder von drei verschiedenen Arten, entspre-

chend der Zerlegung
(11. 3) Q== R/, [da"dat) + P} [Aab 0] + - 8, [, 0.

Da zwischen den w, nach (6 16) die Relation * ws, = o besteht, ist die Zerlegung
(11. 3) zuniichst nicht eindeutig. Sie wird es, wenn wir die Forderungen

(11. 4) P! =o, Sit=o0

r

hinzufiigen. Die auf diese Weise eindeutig bestimmten Tensoren R ,, PiF,

S " heissen die Kriimmungstensoren des Raumes.

12. Berechnung der Kyriimmungstensoren. Der Tensor ST** und die Winkel-
metrek. Zur Ausfiihrung der Zerlegung (11.3) hat man die rechte Seite von
{(11. 2) zu berechnen. Man findet zuniichst
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(12.1) [0 w)]= ;_(F:mh. ry— e rpyldatdzt) + (177, A — I AT [dat o))
1 o .
1 (A4 — A A 0, ],

(12. 2) () =[dI7hda?]) + [d A* ] + AP o
Fiir wp ergibt sich bei Verwendung von (6. 15) und (6. 12)
(12. 3) w; =[4'w, (6} +1, 4N 0] — (I}, ,da" Aw]—1[dA™ (6 + 1, A)w,]
—[dr,

moh

(61’;‘ — lp A™yd :c”] ,
so dass

(12. 4) AP 0, = 2 (A AN — A AN [0, 0] — AF AP T, (A )]
—Ar[ar, ,da]

wird. Man hat nun (12.4) in (12. 2) und sodann (12. 1), (12. 2) in (11. 2) ein-

zufithren und die Differentiale

(12. 5) a1, dA® 4rt

moh

nach (8. 3) zu ersetzen. Bei der Berechnung von P} ist (5. 15) und (11. 4) zu

beachten, bei der Berechnung von S (11.4) sowie die aus (5. 3) leicht abzu-
leitende Gleichung
v ot

12. ih 'k + A_z'hAk = 2A k‘_imih + ihk __ g
( 6) Ar " ¥ rm Ar l 2 !] gmrduhduk

Um den Ausdruck, den die angedeutete Rechnung fiir R}, ergibt, moglichst

ibersichtlich zu schreiben, setzen wir

_ orr i
. n -y . . ) I3 - . .
(12.7) erhk:('odfk + I:Ih !mI;zokJ’-I:mh F;;l.-) (_Oxrh + F:'k:ml;oh_*' F:mk T;:h)-

Dann ergibt eine einfache Rechnung mit Hilfe von (5. 4), (8. 8) bezw. (8. 6):

5 OI%n | 1w .
(12. 8) B’rjhk = (—0’(;’: +1 :jh',m F:nok —1 :mh T;mk

‘(Oz;:iur* impe o, — I I )

rik; moh r k% jimh
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- ar: O T30 .
(IZ' 9) Reonr = ( dx rzh + I’:uh Fmol) ( ()x:‘- + I‘:ok ,mI;wh)-

Die Komponenten des Kriimmungtensors R/ . sind dann

(12. 10) R:, =R:, —A™E_ .

r

(12. 11) Iirjhkz‘—Rr]hL —~ 4.7 “ R

mohk*

Es wird also

(12' 12) ]{rohk = (6;n - erm)>Rm0hk'

Fir den Kriimmungstensor P:F erhilt man

(12. 13) Prihk: ‘*I k AzL' __A,pl 1™ Tk

g ph

Durch Herunterziehen des Zeigers ¢ entstehen Ausdriicke fir die P,,% die wir

nicht anschreiben, weil wir sie spiter (Nr. 17) durch einfachere ersetzen werden.

Fir den Kritmmungstensor S** kommt

(12. 14) S irk = gmih 4k — gmik 4"” ,
so dass
(12. 15) SOtk oz g

ist. Der Kriimmungstensor S7** ist von Bedeutung fir die Winkelmetrik in
einem Punkte (Nr. 6). Aus (6. 24) und (12. 14) ergibt sich niimlich fiir das Rie-
mannsche Kriimmungsmass dieser Winkelmetrik der Ausdruck

Shijk phi ik
gii — Il gk — ek
gl — Tl gk — i

(12. 16) re=1 -+
hipjk

wo pti==duxtdzi —dax!dx* die Koordinaten eines zweidimensionalen Flichen-
elementes sind. Da S*Y* auch in den beiden ersten Zeigern schiefsymmetrisch
ist (Nr. 14), folgt aus (12. 16) der Satz:

Das Verschwinden des Kriimmungstensors ST dst notwendig und hinreichend
dafiir, dass die Winkelmetrik in einem Punkte das Riemannsche Kriimmungsmass

FEins hat, wie im euklidischen Raum.!

! Der entsprechende Satz fiir den Finslerschen Raum bei E. Cartan, (4, Nr. 36, S. 34 f.
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13. Ableitung der Torsion wund der Krimmungstensoren durch Paralleliiber-
tragung. Die Torsion und die einzelnen Summanden in der Zerlegung (11. 3)
kann man auf mehr geometrischem Wege erhalten, indem man die Betrachtungen,
die Herr E. Cartan fiir die entsprechenden Grossen des Finslerschen Raumes
gegeben hat!, auf den vorliegenden Fall iibertrigt. Wir geben dafiir im Fol-
genden eine andere Ableitung, die den Begriff der Paralleliibertragung benutzt.®
Diese Ableitung ergibt iibrigens einen zweiten Weg zur Berechnung der Kriim-
mungstensoren.

‘Wir gehen aus von drei Hyperflichenelementen
Ey (&), E:(x+dx, l+dl), E;:{x+dx I+dl),

wo duat, dl; 02 01; infinitesimale Zuwiichse gleicher Ordnung bedeuten. Die
Paralleliibertragung, die den Zuwiichsen d, bezw. d (Nr. 10) entspricht, werde
mit d, bezw. 0 bezeichnet.® Dann erhalten wir durch Paralleliibertragung des
Vektors (dx) von E, nach E, und des Vektors (dz) von E, nach E, im allge-
meinen kein infinitesimales Parallelogramm, sondern es ist

(0d—do)ai=Q = Ai*[da" w,).

Um zu den Kriimmungstensoren zu gelangen, schrinken wir die Willkiir-
lichkeit der Zuwiichse dz‘, dl;, dz¢, d1; erstens durch die Forderung (§ d—dd)z'=o0
oder

(13. 1) Atkldatw) =0
ein. Dann ergibt sich durch Paralleliibertragung des Vektors (dx) von E, nach

E, und des Vektors (dx) von E, nach E, ein infinitesimales Parallelogramm
(x,z + dx, z + d2, y) mit dem vierten Hckpunkt

! E. Cartan, [4], Nr. 35, S. 33f.

? Die Ableitung der Torsion ist dem Gedanken nach bekannt. Herr O. Varga hat in seiner
Dissertation, von der nur ein kurzer Auszug ((1]) verdffentlicht ist, ihnliche Uberlegungen, wie die
des Textes fiir die Kriimmungstensoren des Finslerschen Raumes angestellt.

3 Es ist also

dX'= — X* ol (a),
und fiir einen Skalar f nach (8. 3)

df =df= (% +fH"‘1“;mh) d " +thwh(d).

Entsprechend fiir 3.
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(13. 2) y=x +dat+0a +ddai=a'+ ' + dat + dd*.

Durch Paralleliibertragung der Elemente E, und E, nach dem Punkte (y) er-
halten wir beziiglich die Elemente

EW;

3

Dyl +dl+ L+ 4ddl),
ER: (y,l+dl+dl+ddl).
Da nach (6. 12)

di —dl, =, +1,ANw,(d), 61, —dl, =0, +1, 4" e, (J)
ist, hat die Differenz

vi, =, +6l,+dl,+dél,)—(,+dl, + 31, +ddl)
den Wert
(13.3) Vi, =0+ 1,4 (@, () —w, (d)+(dé—dd)l,.
Wir fordern nun zweitens, dass
(13 4) 47w, (0) ~ w,d)=o
sein soll. Dann Wird wegen (5. 5)

(13.5) Am7 1 = Am(d d — 3 d)l,,.

Wenn wir nun den beliebigen Vektor (X) parallel von E, iiber E; nach E
iibertragen, so erhalten wir im Element E{!) den Vektor

(13. 6) Vi=Xi+dXi+dX'+ddX°.

Ubertragen wir diesen Vektor weiter parallel von E( nach E?, so ergibt sich
im Element E der Vektor

(13.7) Yi=Y — YrAinvI_ .

Andererseits ergibt direkte Ubertragung des Vektors (X) von E, iiber E, nach
E? den Vektor

(13. 8) Zi=X+JX'+dXi+déX".
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Fiir die Differenz Z! — Y* erhalten wir also

(13. 9) Zi— Yi=(d3—3d) X'+ XTA™(dd — dd)l, .

In der vorstehenden Rechnung sind Glieder von héherer Ordnung als die ange-
schriebenen vernachlissigt.

a.) Wir wihlen nun erstens als Elemente E,, F, jene, die aus E, (z, {) durch
Paralleliibertragung nach den Punkten (x + dx), bezw. (x + d«) hervorgehen.
Es soll also dl;=dl;, 61;=0l; oder

(13. 10) w;(d) = w;(d) =0

sein. (13. 1) und (13. 4) sind dann von selbst erfillit. Eine Rechnung, die dhn-
lich verliuft, wie die entsprechende fiir den Riemannschen Raum, ergibt in
diesem Falle

(13. 11) Zi__YizéRi. [d 2t d 2% X

rhk

b.) Zweitens wihlen wir als Element E, das Element, das aus E, (z, l) durch
Paralleliibertragung nach dem Punkte (z + dx) hérvorgeht, als Element FE, ein
Element (x, ! + d) im gleichen Punkte wie F,. Dabei soll noch (13. 4) gelten.
Es sollen also im vorliegenden Falle die Bedingungen

(13. 12) dxi=o, w,{d)=o, Aimg (d)=o0

erfiillt sein. (13. 1) ist dann von selbst erfiilit. Die Rechnung ergibt jetzt

(13. 13) Z:—-Y'=Pitldx"w] X"

. c¢) Endlich wihlen wir als F,, E, zwei Elemente im gleichen Punkte wie
E,, derart dass (13. 4) gilt. Es sollen also jetzt die Bedingungen

(13. 14) da'=da' = o, A (w,, (d) — w, () =0

gelten, so dass wieder (13. 1) von selbst erfullt ist. In diesem Falle erhilt man

(13. 138) Zi— Yi=;—Sr“"[wh w,] X",
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14. Die schiefe Symmetrie der Krimmungstensoren. Die Gleichungen.
(14. 1) Dgir=0

driticken den euklidischen Charakter der Ubertragung (Nr. 1) aus. Schreibt man
sie noch fiir ein zweites System von Differentialen an ( g;r = o) und bildet fiir
die g;r die Gleichung, die bei den kovarianten Kowponenten eines Tensors
zweiter Stufe der Gleichuhg (11. 1) entspricht, so ergibt sich also Null:

(14. 2) (Dd — 4 D)y, = 2, + 2,0, (2, =9,.27).

Da in (11. 3) durch geeignete Wahl der d2", d2* zwei beliebige der drei »dus-
seren Produkte» [dx" dx"], [dx" wi], [wnr wi] zum Verschwinden gebracht werden
konnen, wihrend das dritte von Null verschieden bleibt!, so folgt durch Ein-
setzen aus (11. 3) in die letzte Gleichung die schiefe Symmetrie der drer Kriim-
mungstensoren tn den beiden ersten Zergern:

(14. 3) By + By =0, P E4+ P

ijh ]Z/L =0,

S”_hk + ‘S"jihk =0.
Durch Uberschiebung mit g% folgt hieraus weiter
(14. 4) R’,.=o0, Pri=o, Srtk=o0.

15. Folgerungen aus der schiefen Symmetrie der P, M". Aus der schiefen

Symmetrie der P?.jh’“ folgen einige wichtige Identititen. Setzt man die aus

(12.13) folgenden Werte von P, *, P, .Fin die mittlere Gleichung (14. 3) ein, $0

Zjh L
ergibt sich nach Verinderung einiger Zeiger

(15- I) Arsh‘m = é (ger:Z;th’ + gps T:pmHh)_—Arsp;lg I“;gmHh .

Uberschiebung mit I gibt wegen (3. 6), (8. 7)

(18. 2) ZSA’I]m l (e H" +1g,, ri”mH” ) — 1,471 I

und Uberschiebung von (15. 2) mit

r| — 9 T*p [|h — AP *g h
(15. 3) Ar|, =1, 1757 [ — A4 [ B
! Vgl. Nr. 13.
28—3932. .dcta mathematica. 71, lmprimé le 5 juillet 1939.
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Anderseits gibt Uberschiebung von (15. 1) mit g"* wegen (5. 9)

rm

(15. 4) A= — 4L

Vergleich. der rechten Seiten in (15. 3), (15. 4) liefert

(15. 5) LI |'=1

und Einfithrung von (15. 4) in (15. 2)

8 r

(15.6) 1 F#pmHizz__zz I*rmHh—gsplr I*» Hh

Uberschiebt man weiter (15. 1) mit /™ und formt mittels (15. g), (15. 6) um, so
erhilt man

(I 5' 7) ATSh ’O = l r:nm Hh + ls F:”Lmrl\h - lm I‘:””S Hh - A’I‘Sp F;Zmth °

Endlich folgt aus (15. 4), (135. 5)

(15‘ 8) Ar ‘oz(lp — Ap) p:nmpuh‘

16.  Der Zusammenhang der I[5|* mit den A™ und A™7| . Wir zeigen
jetst, dass sich die I}/ P durch den Tensor A™ und seine kovarianten Ableitungen

ausdriicken lassen. Dazu gehen wir von (15. 1) aus. Fihrt man darin die I},

(Nr. 7) ein und beachtet (5. 4), so ergibt sich

(6.1) L(rr P+ 17

i
srm

I
5 = Arsh 1m + Aprh T:pm + Apsh F:pm + Arsp lg F;gn“h :

Die linke Seite von (16. 1) werde mit (rsm,h) bezeichnet. Dann erhilt man durch
Bildung von (rsm,h) + (smr,h) — (mrs, h)

06.2) T A A A A T P A

S

] r*e|n

- g p sl ?

sm\

und hieraus nach leichter Umformung
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(16.3) I = 4P| + AJ'], — 4yt [pg?) + AL Tyo It + Afrd, T8~

— 4,219 g

Setzt man hierin fir [ I)%|* den Wert ein, der aus (15. 7) folgt, und ebenso

fir 1, 139,11, I,9|F, so ergibt sich

(16. 4) I, [P== Aft |+ AJt |,— A, 2| gPi— Afm A, 2| — Afm A 2| + A, mASH| +
I (L AP+ LA — VA — A AP — AJm AP+ A AP,

Man verjiinge nun (16. 4) nach 7z und j und‘ beachte (5. 6), (5. 9), sowie

(16. 3) 02 + Am A p— 1, AP = H1(3? — 1, A7),

wo H? durch (7. 11) erklirt ist. Dann erhiilt man

(16.6) 2 (87 — 1, AP) Hy = AP |, — Am 4, )|

0"

Die Auflosung von (16. 6) lautet wegen (7. 13)

(16. 7) I =0+ lp Am) K, (42, — A7 4, ).

Setzt man diesen Wert in (16. 4) ein, so ergibt sich schliesslich

F:jk ]!h:Aijh Jk + AI{hJi—A-ikth gmj‘Ai?‘mAmkhJo'——Aim Amih}o +Aikm A'}]r.zhlo +
+ Kg(A" ‘g—ATATg" O) (ZkAl?'s -+ ll.A,{s—le”f—Af.'mAmk"'—Ai"’Amis+
+ AikmAg;f).

(16. 8)

Aus (16. 8) ist zu ersehen, dass I77|* ein Tensor ¢st. Ein weiterer Schluss aus

(16. 8) wird in Nr. 19 gezogen.

17. Weiteres diber den Krimmungstensor P, ;F. Aus (12.13) und (15. 1) er-

hilt man fiir die Komponenten P, ;* des zweiten Kriimmungstensors
: I :
(17. 1) » Prjhkzz"(gjprjph”k_grp r;ph”k)‘

Der Tensor P, * ist also auch zyklisch symmetrisch':

. ! Yon den beiden anderen Kriimmungstensoren ist Rrjr nicht zyklisch symmetrisch in
45 k, k, wohl aber S"jhk  Fir Rrjnx vgl. (18. 3), tiir S77hk (12. 14) unad (5. 10).
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(17. 2) P EF+P P4+ P F=o0.

rjh Jhr hrj

Driickt man in (17. 1) die I77,|F, I7%[F vermdge (16. 8) durch den Torsionstensor

r

und seine kovarianten Ableitungen aus, so ergibt sich

(17.3) P, t=AF

rj - Arhk }j + Arhm A;nk 'a - Ajhm A;nk 'o + Kz (Ak }(/_Ap Apgk lo) !

Ams— 4

Jhm

r

Ay — LA+ A Ams),

rhm
Fir P %* folgt aus (12. 13) und (15. 4)

(174) Poihk:er:‘ith__liT:rhik,

und hieraus fiir P ;% mittels (15. 5)

(17.5) P, f=Ug,;—1,1) 7"

ojh

Aus (17. 3) ergibt sich

(17. 6) P, k= Ak, — AR + 1, An A, |+ K9(A%| — AT A, F])-
Ay — LLA + 1, Am A, )
und

0J

(17.7) Pppt= b A%, — A%+ A™ A b |+ KY(AF| — A7 A, F| ) A A, 0.

18. Die Bianchischen Identititen. Durch Bildung der #usseren Ableitung
von 2 und 2 erhiilt man aus (10. 5) bezw. (11. 2) die » Bianchischen Identititen»*

(18. 1) (Q) —ldar ] + [0 Q] =0,

(18. 2) Q) =0} Q,] + [0} 2,]=0,

¥

wo Q. in (14. 2) erklirt ist.
Aus (18. 1) ergibt sich nur eine neue Relation, u. z. zwischen den Kompo-

nenten des ersten Kriimmungstensors und des Torsionstensors

(18. 3) |Rinkt+ Bixin+ Runr -+ A;" Romrr + A" Romin+ A" Romnr = 0.

Aus ihr folgt eine Reihe weiterer

' Vgl. E. Cartan, [2), Chap. VIII, S. 204 ff.
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(18. 4) Rz‘jkh - Rk}n’j =4, Romjh —4," Romjk A P ljhm R,

(18.5) (™ + 1, AMR +(0r+ 1, AMR + @+, AMR, ., =0,

omkl omlh
(18~ 6) Rfjoh - 'Rohij = A" (Zi R'omjh - lj ]{omih) + Aihm Rom.oj - Ajhm Romoi )
(IS‘ 7) Rojoh - 1{011 0j - Am( omjh + Z R omoj [] anoh) *

(18. 4) wird erhalten, indem man in der Summe

Rihkl — Rm'kz — Rklih + leih

jedes einzelne Glied aus (18. 3) ersetzt und die schiefe Symmetrie der R;nx; in
den beiden ersten und den beiden letzten Zeigern beachtet. Die Herleitung von
(18. 5)—(18. 7) ist klar.

(18. 2) fithrt zu folgenden Identititen

(18. 8) By o+ Py Bopry + 2yklo=o,

(18.9) S+ 8, Ar — S; AT+ 28, (A — ) + zykl. = 0,

(18. 10) uth + Ry, A7 = By A7 — 87 Ry + Py ‘h Pijhg)p +
+lm(PijpTF:m H — Py T qu =9

(18.11) P, 2 — P, 9P — P, p 479 + P, Ar9 + P, 9 Av— P, 9 A7 +

jrh
+ Pz’jhp (49 —19)—P i 9(Ar — I?) + Sijpglh + lm S rg rrm Hp —

r h

— 8,77 I 0) = o,

In den beiden ersten bedeutet 4 zykl. diejenigen Glieder, die aus dem angeschrie-
benen durch zyklische Vertauschung der Zeiger h, k, 1 entstehen.

Wie im Finslerschen Raum' erhiilt man auch hier das vollstindige System
der invariant mit dem Raum verbundenen Tensoren, indem man von den Ten-
soren Ui, ¢i;, Aijr, Rijrn ausgeht und auf sie die Operationen der Multiplikation
und der kovarianten Ableitung ausiibt.

§ 3. Besondere reguliire Cartansche Riinme.

19. Riemannsche und affin zusammenhingende Rdume. Die Riemannschen

Riume waren durch

! E. Cartan, 4!, Nr. 39, S. 37.
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(19. 1) Atk =o
gekennzeichnet (Nr. 5). Aus (16. 8) folgt, dass die Gleichungen
(19. 2) Atk =0

die affin zusammenhingenden Riuwme kennzeichnen, d. h. jene, in denen die T7F,

nur vom Orte abhingen. In einem affin zusammenhingenden Raum ist die
Paralleliibertragung eines Vektors lings eines gegebenen Weges vom urspriing-
lichen Stiitzelement unabhingig, falls nur dieses Element parallel mitgefiihrt
wird.

20. Rdume mit absolutem Parallelismus von Hyperfldchenelementen. Die Glei-
chungen

(20. 1) Roiny =0

kennzeichnen diejenigeh Rdume, in denen die Paralleliibertragung von Hyperfla-
chenelementen integrabel ist, also ewn absoluter Parallelismus von Hyperflichenele-
menten existiert. _

Man kann das etwa aus (13. 9) ersehen, indem man den Normaleneinheits-
vektor (/) des Elementes F, als Vektor (X) nimmt und die Elemente E,, E, wie
in Nr. 13a.) wihlt. Werden die entsprechenden Vektoren (Y), (Z) mit (1*),
(Z*) bezeichnet, so ergibt sich wegen dl;=dl,, dl;= dl; und (3. 6)

(20.2) Z* — Y* = (dd—dd)li + VA™(dd —dd)l,= (0, + 14,)dd—3dd)i".
Anderseits folgt aus (13. 11)

(20. 3) zZrt— Y*izgROihk[dxhdx"].

Die Gleichung (20. 1) ist also gleichbedeutend mit

(20. 4) @dé—dd)im=o.
Die in Nr. 13 mit EU), E{Q bezeichneten Elemente fallen daher zusammen,
w.z. b.ow.!

21. Rdume, in denen die Paralleliibertragung von Vektoren ber paralleler Mit-
Jihrung des Stiitzelementes integrabel ist. Die Gleichungen

! Ein anderer Beweis verliuft analog zu E. Cartan, [4], Nr. 42, 8. 38.
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(21. 1) Bijpr=o0

kennzeichnen diejenigen Rd’ume, in denen die Parallelitbertragung von Vektoren
bei paralleler Mitfiihrung des Stitzelemenies integrabel ist, D. h.: Wenn man
einen Vektor mit seinem Stiitzelement von einem Punkte zu einem andern par-
allel iibertrigt, so erhdlt man im zweiten Punkte stets dasselbe Stiitzelement
und denselben Vektor.

Beweis: Aus (21. 1) folgt (20. 1). Daher ist die Paralleliibertragung von Hy-
perflichenelementen integrabel. Bei derseloen Wahl der Elemente F,, E, wie
in Nr. 13a.) gilt also (20.4). Aus (13. 11) und (21. 1) folgt Z!— Y? =0 und
daher aus (20. 4) und (13. 9)

(21. 2) (dd—3dd)Xi=o0,

w. z. b w.!

22. Das Gegenstiick zu den Minkowskischen Rdumen. Wenn gleichzeitig
(22. 1) At;=o, Rijnr=o0

ist, so sind zuniichst nach Nr. 19 die I';? Ortsfunktionen, also die AI“;"].”'"=O.
Ferner folgt aus der zweiten Gleichung (22. 1) R,onx =0, also nach (12. 12)
Ruony = O, und wegen (12. 10) R, =o0. Dieser Tensor ist aber wegen I'}’ [ =0
der Kriimmungstensor des affinen Zusammenhanges I';}(z), und da er Null ist,
8o konnen die 1“;; durch Koordinatentransformation alle zugleich auf Null trans-

formiert werden. Wenn die ¢ solche Koordinaten sind, in denen
L —
(22. 2) ry,=o

gilt, so reduziert sich (8. 13) auf

oL

(22' 3) 0x; -

O.

Die Grundfunktion L hingt also nur von den u; ab. Diese Riume sind somit
das Gegenstiick zu den Minkowskischen Rdumen.

! Ein anderer Beweis verliuft analog zu E. Cartan, [4], Nr. 43, 8. 39.
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Zweiter Abschnitt: Theorie der Hyperflichen in reguliren
Cartanschen Riumen.!

§ 4. Die Grundformen der Hyperfliche.

23. Die erste Grundform. Zerlegung von Grossen nach der Hyperfliche und
senkrecht dazu. Tm n-dimensionalen reguliren Cartanschen Raume sei (2. 5) die
Parameterdarstellung einer Hyperfliche, iiber die wir die in Nr., 2 angegebenen
Voraussetzungen machen. Die p; seien gleichfalls wie in Nr. 2 erklirt. Da die
p: nur ein bestimmt gewiihltes System der u; lings der Hyperfliche darstellen,
so bleiben alle Formeln des ersten Abschnittes giltig, wenn man darin fir die
u; die p; einsetzt. Insbesondere hat der Normaleneinheitsvektor der Hyperfliche
die Komponenten

Va , 1 0L
23. 1 L=19 e L= Lx,p).
(23 1) w, M g L=Le)
Wir setzen weiter
(23. 2) 0x=xi.

0 ve ¢

Dann ist
(23.3) xz;lz.———o, w,dve=da’.

Die Metrik des Raumes induziert vermioge

(23. 4) gadzidat =g dwedv, g(w:gikx:;xf;

in der Hyperfliche eine Massbestimmung mit dem Masstensor g,0= gso. oo
heisst der erste Grundtensor, die quadratische Form (23. 4) die erste Grundform
der Hyperfliche. Sie bedeutet (Nr. 1) das Quadrat der Entfernung des Puuktes
(x + dx) der Hyperfliche vom Punkte (x) derselben in Bezug auf das Hyper-
flichenelement im Punkte (x). .

Da die Matrix (xz) den Rang n—1 hat (Nr. 2), ist die Determinante

(23. 5) g = det.(g0)

! Zu diesem Abschnitt vgl. E. Cartan, [3], Abschnitt VIII (# = 3) und J. M. Wegener, [1],
wo die entsprechende Theorie der Hyperflichen in Finslerschen Riumen in dhnlicher Weise ent-
wickelt wird. :
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gewiss von Null verschieden. Es existieren also auch die kontravarianten Kompo-
nenten ¢¢° und das Hinauf- und Herunterziehen griechischer Zeiger kann mittels
der ¢°° g,, erklirt werden. Aus der geometrischen Bedeutung des Integrals
(2. 7) fir die Hyperfliche folgt iibrigens

(23. 6) =L ) |

Wir setzen nun weiter
(23. 7) a8 = g, 9°° ak.

Dann gilt wegen (23. 4)

(23. 8) ' - |agal = e,

(0¢ =1 fiir g =0, =0 fiir ¢ > o), ferner

(23_ 9) ggyx‘l::gikxi)’ g{’n‘bxz:gikw% g?o:gikxg; as,
und endlich wegen (23. 3) °

(23. 10) gl =o, afda’=dre.

! Rechnerisch leitet man (23.6) etwa so her: Nach (4. 1), (4. 5) ist lings der Hyperfliiche

*L g (¢ — 1)

0p,0p, L
also wegen (23.9), (23. 10) \
L oL L
0= 2 Ly =" L0°
v g 9p;0p, " F g
und daher
i L)@—l )
® == [{— ~det. {L2°).
*) £~ (5 (£¢7)
det. (L27) ist (vgl. L. Koschmieder, [3}, §. 471 £) die durch
.. 8L
ad]. (Tphpﬁ = Llphpk

erkliirte Funktion L,, die in unmittelbar verstéindlicher Schreibweise durch

oL |oL
Op; 0p| Opy
L 1?=—|———
oL |
;01)7:
dargestellt werden kann, wo rechts eine (n+ I}reihige Determinante stebt. Fiir diese folgt aus
n—1 - . . n—1
(4.5), (4.1) der Wert (—z—) . Also ist L,=det. (Loo)= z"+1‘ Durch Einsetzen in (*) ergibt

sich (23.6).
29—38932. dcta mathematica. 7T1. Imprimé le 6 juillet 1939.
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Ein beliebiger Tensor, der in einem willkiirlichen Element (x, p) der Hyvper-
fliiche definiert ist, lisst sich nach den x:;, xg, U, I, zerlegen. Z.B.

(23. 11) TF=T otk + T, a8+ Te°Lak + T,,1, 1%,

wo wegen (23. 3), (23. 8)

(23. 12) Ty=Tfabay, T,=T,ab, T°%=1T"%

4 poe?

Die T/} heissen die Raumkomponenten, die T, die Hyperflichenkomponenten des
Tensors (1., Ist T, = T”k#o, also auch T’ == o0, so heisst (7*) ein Hyper-
Adichentensor. Entsprechendes gilt fiir eine beliebige Grosse. '

Wir verwenden auch zweierlei Zeiger, z. B.

(23. 13) T,°=T>rz], Tp=1T .

Ist eine Grosse in gewissen lateinischen Zeigern symmetrisch, bezw. schiefsym-

metrisch, so auch in den entsprechenden griechischen Zeigern; z. B. ist A¢ot=A4c¢",
Der Tensor ¢ — L:Ix ist offenbar ein Hyperfiichentensor mit den Hyper-

flichenkomponenten g,s, wie aus (23. 3), (23. 4) folgt. Also ist

(23. 14) ggoxgxg=gik—lilk.

Durch Uberschiebung mit g¢* folgt aus (23. 14) mittels (23. 9)

(23. 13) wpxf = oy — L1,

und hieraus ebenso

(23. 16) 9yl = g — 1.
Aus (23. 15) ergibt sich fiir eine beliebige Grisse @,*-

D =ahay @F = (6 — [, DS
d. h. die Zerlegung

(23. 17) D) =0 + DL

Auch bei den I (aber nicht bei den I, aus § 1!) soll Uberschiebung mit

den xz, @] durch den entsprechenden griechischen Zeiger bezeichnet werden, z. B.
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Fo . T HFh . 00 ® __ pRh k %000 — T*h Ji 00 TR
(23. 18) o, =17, =, ry,,= It o bywy, e =TI7 gl

Dann gelten auch hier die Zerlegungen (23. 11) und (23. 17), z. B.

r#ore — r*oeogh 4+ 17 I,

000
ook’

(23. 19) Iy =r,=rIn—1I,

#i e . R TR __ TRoi ¥
thrjk I‘rhrjk r hrjok’

Schliesslich merken wir noch zwei Identititen fir den Tensor A™”? an.
Wegen (23. 10) und (5. 6) ist
(23. 20) A0oh = fooh — o
und wegen (5. 7), (5. 9)

(23. 21) Agh:o.

24. Die zweite und dritte Grundform der Hyperfliche. Die zwette Grund-
Jorm der Hyperfliche wird wie im Riemannschen Raum durch

(24. 1) ag,dvé’dv’:'kﬂ?x"-———wi(d)dx"

erklirt, wo D?*x’ = D(d«’) ist. Die Gleichheit der beiden Ausdriicke rechts folgt
aus L;da’ = o0 durch Bildung des absoluten Differentials. Da w;(d) wegen (6. 16)
ein Hyperflichenvektor ist, so gilt

(24. 2) w(d)=o (A8, o (d)=w(d)a

e

und daher mit Riicksicht auf (23. 10)

(24. 3) Qg dredv® = — wy(d)dee.
Also ist
(24. 4) ‘ we (d) = — apedv”.

Durch Einsetzen der Werte fiir D*a’ und w;(d) aus (6. ), (6. 12} in (24. 1) erhiilt
man fir den zwesten Grundtensor a,, der Hyperfliche

02xi 0567' 0Zz &

(24. 5) Qe = dre =l gy T Te0e =" g gy T L0

! Man beachte das in Nr. 4 iiber die Stellung der Null Gesagte.
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Die dritte Grundform der Hyperfliche ist definiert als das Quadrat des
Winkels zweier Elemente der Hyperfliche, die benachbarten Parameterwerten v¢
und ¢° + d1® entsprechen. Aus (24. 2) und (6. 20) folgt fiir sie der Ausdruck

(24. 6) dg* = w,(d)w(d) = a,,aldv’ dv".

§ 5. Die Grundformeln der Hyperflichentheorie,

25.  Die Ableitungsgleichungen. Die Ableitungsgleichungen der Hyperfliche
erhiilt man durch Zerlegung der Vektoren

Dxf):dacz; -+ w};(d)x(’f, D= w(d)

in Hyperflichen- und Normalkomponenten. Aus (23. 3) und (24. 4) folgt

(25. 1) Ldxl = —o,(d)a) = —we(d)=a@0dv".

Wir setzen ferner

o — O pl — e ol Py g— z 1
(25. 2) n@(d)«xiDuce 2y Dof =T dv".

Dann ergibt sich aus (25. 2), (6. 9), (25. 1)

g o 62xi g ou
(253) I@”:xib-h{]?ﬁv_’—i_I@“_A@ Wy

Die Ablettungsgleichungen lauten jetzt

(25. 4) D ) = ng(d) al = w, )V,
(25. 5) jo' ()=o), =,
oder ansfithrlich geschrieben
02 ' Mo o 4 dxl i
(25' 6) 5;5)@@5 + Ipz = (ng + A()Md,uxt);;} + agzz ’
ol ; , 0z ;
(25. 7) 9 v° +F*DZ———’ —'(11 041764‘14.“@”‘[1.

! Die Koeffizienten FZZ von ng(d) haben nichts mit den T'kih aus § 1 zu tun!
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Fiir einen spiiteren Zweck schreiben wir die Ableitungsgleichungen auch in der
Gestalt an, die durch Zerlegung der Vektoren

Dx dx”——wj(d)x" Dl=w()
hervorgeht. Wegen (25. 2) und

PDal = — 20" (d) = — w’(d) =a’d v*
erhilt man

(25. 8) Do

a
J

(25. 9) o(d)= oldz =

= — s {d) z} — w°(d) ],

oder in ausfiihrlicher Schreibweise (bei Beachtung der Symmetrie von I‘;"z und

der re, + Agﬂ a,, in den unteren Zeigern, sowie der Gleichung (23. 14)

0 xl
7 g -
(25.10) i Iy = (1“:9 + Ag’*aﬂg) 2+ ajlj,
. (?lﬂ %
(25..11) 61;’_—1“"7'_# a,, — Ata, 1.

Es sei nun of==x'(s) die Parameterdarstellung einer auf ihre Bogenlinge
s = f V&;E&’Tﬁf bezogenen etwa analytischen Kurve en der Hyperfliche. Dann

folgt aus (25. 4)

Dot (@ | pld) L) o eld) dve,
d st ds? ds ds]™° ds ds
oder
d? ot o At dak i At o (d)
(25'112> Cds® gy ds N ds ds
&P At dT < dv° ?EEZ
T \ds? etds ds Ycds ds

Der Vektor links ist der absolute Kriimmungsvektor der Kurve in der Hyperfliche
in Bezug auf die Hyperfliche!, der erste Summand rechts der Vektor der rela-
tiven oder geoddtischen Kriimmung, der zweite der Vektor der erzwungenen oder
Normalkriimmung. Die Linge des ersten Vektors rechts ist die geoddtische Kyiim-

mung, die des zweiten die Normalkriimmung

! Wenn der Raum kein Riemannscher ist, hiingt er auch vom Hyperflichenelement ab.



230 ' L. Berwald.

Apsd 10 d v’

(25. 13) gt:g@,,dvgdv"

der Kurve. Mittels der Normalkriimmung lassen sich fiir die Hyperfliche in der

gewOhnlichen Weise die Begriffe: Asymptotenrichtungen, konjugierte Richtungen,

Hauptkriimmungsrichtungen, Asymptotenlinien, sowie die #— 1 Hauptkrimmungen
1

X .
Rl’ .Rg Rn-—l

erkliren. Im Folgenden treten insbesondere die Ausdriicke

~ a@
n—IZ'R n—1 ¢

(25. 14)
2 I 1 1

Tl =2 2R E, T = =2 )

anf, von denen der erste die mettlere Kriimmung der Hyperfliche heisst.! Auch
die Sitze von MrusvieEr und Euvinrr bleiben unverdindert bestehen.

26. ' Die innere Geometrie der Hyperfliche. Durch die Metrik des umgeben-
den Raumes wurde (Nr. 23) in der Hyperfliiche eine quadratische Massbestim-
mung mit dem Grundtensor g,, induziert. Wir zeigen jetzt, dass durch den
euklidischen Zusammenhang des Raumes in der Hyperfidche ein ewklidischer Zu-
sammenhang mit den Koeffizienten Tgi, mduziert wird, der im allgemeinen etne
Torsion besitzt. .

Dazu werde die Hyperflichenkomponente des absoluten Differentials eines
Tensors mit D bezeichnet, z. B. ® X, = ! D X,. Dann gilt wegen DX =d X :

(26. 1) ‘ ‘DngocZDXi=dXe—Xli§,

also insbesondere fiir einen Hyperflichenvektor (X, = o) mit Riicksicht auf (23. 4)

(26. 2) DX, =dX,— X nj(d)=dX — X I dov

Wegen D g;. = o gilt ferner
(26. 3) D go =0

oder

! H wurde zuerst von L. Koschmieder, [1], (fiir n = 3), [2] (fiir beliebiges n) eingefiihrt.
Fir n=3 vgl. auch E, Cartan, [3), S. 26.
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(26. 4) (Zg;: =TI, +T ' (T,0e=09,,T%).

)
Q7 44 on ot

(26. 4) sagt aus, dass der induzierte Zusammenhang (26. 2) euklidisch ist. Seine

Torston ist durch

1
(26. 5) B = [dv® 7] = :;Bg1[dv9dv’]

definiert. Fiir den Torsionstensor B ergibt sich aus (25. 2), (25. 3)

¢ o o — _
(26. 6) vo=Tg, — I, =a, Al —a,, A7

Er ist zyklisch symmetrisch:
(26 7) . B(;o'»g -+ qu() + B{gq == O, (B()(T‘Z = ‘qUM 'Bg’uz) .
und es gilt wegen (23. 21)

(26. 8) B, =— B, =a,, A"

Aus der Gleichung, die aus (26. 6) durch Herunterziehen des Zeigers ¢ ent-
steht und aus (26. 4) erhiilt man auf bekannte Weise

[ J— o —_ 23
(26. 9) Tw = {Q 1} + By, Aow a; AM/ ,
wo {QUT} das Christoffelsymbol 2. Art fiir den Tensor g,, ist. Endlich folgt aus
(26. 4) und (23. 6) noch die spiter zu benutzende Gleichung

0L—LT<’

(26. 10) F P he 0,

Die geodditischen Linien (autoparallelen Kurven)

v dve d v

(26. 11) a5 T as =
der Hyperfliche sind nach (23. 12) die Kurven, deren absoluter Kriimmungsvektor
in Bezug auf die Hyperfliche auf dieser senkrecht steht oder auch die Kurven

mit der geoditischen Kriimmung Null! Sie sind im Allgemeinen verschieden

! Das Folgende (bis Nr. 27) ist zum grossten Teil eine Zusammenstellung bekannter Dinge,
die weiterhin Verwendung finden.
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von den kiirzesten Linien auf der Hyperfliche, d. h. den Extremalen des Varia-
tionsproblems der Bogenlinge s.
Die Kriimmung des in der Hyperfliche induzierten Zusammenhangs oder ihre

innere Riemannsche Kriimmung ist

(26. 12) By =[mtmg] = (w) = By, dvdv]
mit dem KMimmngs@mn'

o1, ore,
(26. 13) . B =g — —JUL + I g, — I Iy,
und der skalaren Krimmung
(26. 14) B:(-?;—_I—)I(;_—;)B%O.

Da der Zusammenhang euklidisch ist, sind die kovarianten Komponenten des
Kriimmungstensors auch in den ersten zwei Zeigern schief symmetrisch.

Die Bianchischén Identititen lauten hier

BY) — [dv* BY] + [#¢ B = o,
(26, 15) {() [do* BY) + [sg B =0

. B;a*[nzB(n] + [7':;B01]:o’ (B T —Ba\a:ga;cBg)
oder entwickelt
+ zykl. = o,

(26. 16) e nere
B

B%(ﬂ-(.u) + B%MB? — B
w T B B + zykl = o,

ponk poxt T Au

wo + zykl. die Glieder andeutet, die aus den angeschriebenen durch zyklische
Vertauschung der Zeiger x, 4, u entstehen. 1In (26. 16) bedeutet die Klammer die
kovariante Ableitung, die der Ubertragung in der Hyperfliche entspricht, z. B.

(26. 17) Wiy = 4 T —a re,.

27. Torsion und Krimmung des Raumes in der Hyperfliche. Die Torsion
und die Kriimmung des Raumes (Nr. 10, 11) hingen von drei benachbarten

Hyperflichenelementen

Ey (x,0), E:{@w+dxl+dl), Ey: (z+dz 1+ 8]
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ab. Wenn diese drei Elemente der Hyperfliche angehdren, so sind sie durch
ein zweidimensionales Flichenelement (dx, d x) oder (dv, dv) der Hyperfliche im
Punkte (x) derselben bereits vollstindig bestimmt. Das Gleiche gilt daher auch
von der durch %, E,, F, bestimmten Torsion und Kriimmung des Raumes, die
wir als Torsion bezw. Kriimmung des Raumes in der Hyperfliche bezeichnen. Wir
bestimmen jetzt die Komponenten dieser Tensoren.

Da da' und ws(d) Hyperfiichentensoren mit den Hyperflichenkomponenten
dv® bezw. (24. 4) sind, ergibt sich aus (10. 5) fiir die Torsion des Raumes in der
Hyperfliche
(27. 1) . Q= At dz* 0] = AZ;M [dvw,].

Aus dem ersten Ausdruck und aus (5. 6), (23. 3) folgt 2,=o0. £ ist also ein
Hyperflichenvektor mit den Hyperflichenkomponenten

1
(27. 2) Q0= Agﬂ [d o, ]= z—(awAg/‘ —a,, A7) [d v dv.

Vergleich von (27. 2) mit (26. 5), (26. 6) ergibt den Satz:

Dee Torsion B° des in der Hyperfliche induzierten Zusammenhanges ist mit
der Torsion 2° des Raumes in der Hyperfliche identisch. '

Fir die Krimmung des Raumes in der Hyperfliche erhilt man aus (11. 3)
mittels (23. 3), (24. 2)
dvdvi] + Pie[dvea,] + =8, [w,0,]

vl

Q=R
o2
und hierans vermdge (25. 1)
S P . . .
(27. 3) Q= 5 (Bln+aPh,—ay PP +ala;S) ) [dvrdol].

Wegen der schiefen Symmetrie der Ryixn, Prikn, Srizr in den beiden ersten
Zeigern sind nur die folgenden Komponenten der Isrummung des Raumes in

der Hyperfliche von Null verschieden

(27.4) @=10¢ [dvrdvi]= —(R

0= 9” +a‘;Pg"'M—af{P" +ataySe Ndvedvl,

o % 4o uw

+ a* Pgom

: 1
(27.3)  2,=—2, =, &

o af{PQMM)[d@“dU"].

poxi

30—3932. Acta mathematica. 71. Imprimé le 6 juillet 1939.
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28. Die Gauss Codazzischen Gleichungen. Zur Herleitung der Integrabili-
titsbedingungen der Ableitungsgleichungen (25.4), (25.35) hat man aus diesen
(4D — D A) zl, (4D D A4)l! zu bilden und die Ableitungsgleichungen selbst,

sowie {11. 1) zu benutzen. Man erhiilt so

(8.1) Q= Qay= [y as] — (mg) — [w, )l + (w, — [}, ]) "
(28.2) Q== () — [ +

Die Integrabilititsbedingungen reduzieren sich also wegen (26. 12) auf

(28. 3) BY — [0, 0] = 2

0’

(28' 4) w'{) - ["TZ’ wn] = Q()O'.

(28. 3) ist die Gausssche, (28.4) die Mainardi-Codazzische Gleichung fir die

Hyperfliche. In ausfithrlicher Schreibweise lauten sie

. . —_ w e P v Q
(28' 5) B()Ux/'. ({lgx aai. a()).aax) Rgo‘ml + a, P()()‘}./L dé' 1 + le: a; S

ponge pouwv?

— gt
a4 P

(28~ 6) agx().) - ag}.(x} + a:; ]3%#/1. = Rgox}. + (lﬁ Pgo/l;e ponp’

Aus (28. 5), (28. 6) folgen zwei weitere Gleichungen, in denen die in Nr. 23
erklirten Skalare H, K sowie die skalare Kriimmung B (Nr. 26) der Hyper-
fliche auftreten

(o — 1)(n—2),, 1 , .
(28. 7) S (B—K)= S (B, — 24 Pee, +atar S,
(28. 8) (n — 1) H == ag ., + &, B{j@ + R, —a) PO@M + alf pe,..

Die erste dieser Gleichungen stellt die Verallgemeinerung des Gaussschen »theo-
rema egregium> auf den vorliegenden Fall dar.! ‘

Durch #ussere Ableitung von (28.3), (28.4) und Benutzung dieser Glei-
chungen selbst, sowie von (26. 5), (26. 12), (26. 15) erhilt man noch zwei weitere
Identititen

(28. 9) Qoo T 1y 2] — [0 2, — [0, 2] + [0, 2,] =0,

(28. 10) Q;,O — [ﬂZ Q,,] — [0, B7] =o.

! Fiir n = 3 hat bereits Herr E. Cartan, (3}, S. 27 ihren Inbalt angedeutet.

go.




Uber die n-dimensionalen Cartanschen Riume. . 235

Sie lauten ausfiihrlich geschrieben

(28' I I) 'Q()o'u/'.(u) + Q()O‘%‘ZBE/L - 'ngn).adu + 'Qu'ou}. agu + Zykl' =0,
(28. 12) Qoonl(m -+ QO(,”BEM + a’%lBer?-u + zykl. = o,

wobel -+ zykl. dieselbe Bedeutung hat wie in Nr. 26. .Qg“ ist der durch (27. 4)

i ’ = w*
definierte Tensor, 2, . =g, £2F,.

29. Hyperebenen. Um eine einfache Anwendung der Formeln dieses Ab-
schnittes zu geben, betrachten wir die Hyperebenen.!

Eine Hyperfliche heisst in einem Punkte geoddtesch, wenn ihr Hyperflichen-
element in diesem Punkte durch Paralleliibertragung (im Raume) nach irgend
einem Nachbarpunkte der Hyperfliche in das Element der Hyperfliche in diesem
Punkte iibergeht. HEine Hyperfliche, die in jedem ihrer Punkte geoditisch ist
heisst (total-)geoddtisch oder auch eine Hyperebene. '

Eine Hyperebene ist also dadurch gekennzeichnet, dass in jedem ihrer Punkte

fiir jede Fortschreitungsrichtung in ihr

(20. 1) w;(d)=o0

oder, was nach (24. 2), (24. 4) dasselbe ist, dass lings ihr
(20. 2) o Qo = O

gilt. Da fiir einen Hyperflichenvektor X'= Xe¢z’ bei Fortschreitung in der

Hyperfliche aus (25. 4)

(29. 3) DXi=(d X"+ n7 (d) Xe)a? — , (d) Xelr

folgt, so ist dann und nur dann fiir jeden beliebigen Hyperflichenvektor X¢ auch
D X' ein Hyperflichenvektor, wenn (29. 1) gilt. Hieraus folgt:

Eine Hyperfliche ist dann und nur dann ewne Hyperebene, wenn jeder Hyper-
Sfdchenvektor durch Paralleliibertragung (im Raum) von seinem Hyperflichenelement
nach einem willkiirlichen Nachbarelement der Hyperfliche wieder en ernen Hyper-
Jldchenvektor tibergeht. ,

Wegen (29. 2) sind simtliche Hauptkrimmungen einer Hyperebene Null,

! Vgl. die entsprechenden Entwicklungen fiir den Finslerschen Raum bei J. M. Wegener,

(1), 8 3.
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also auch die Gréssen H und K (Nr. 25). Nach (26. 6) ist auch die Torsion
einer Hyperebene Null. Diese ist also eine »-dimensionale Riemannsche Man-
nigfaltigkeit, deren Kriimmungstensor wegen (28.5), (29.2) gleich dem ersten

Kriimmungstensor des Raumes ist:

(20. 4) Byoxi= Ryoxz.
Endlich ist nach (28. 6) lings einer Hyperebene
(29.‘ 5) Rooxi = 0.

Diese Gleichung stellt eine Bedingung fiur den umgebenden Raum dar. Es gibt
also nicht in jedem reguliren Cartanschen Raum Hyperebenen. Insbesondere
gibt es durch jedes Hyperflichenelement des Rawmes eine Hyperebene nuy in den
requldren Cartanschen Rdumen mat absolutem Parallelismus von Hyperflichenele-
menten (Nr. 20). Das folgt daraus, dass (29. 4), (29. 5) die Integrabilititsbedin-

gungen des Systems

0% &t wi nop_ foy0a
(29. 6) dor t F”"“%x’—{w}ﬁv"’
(29.7) gii + Iyiltat=o0

darstellen, aus dem nach (25. 6), (25. 7), (26. 9) die Hyperebene zu bestimmen ist.

Dritter Abschnitt: Uber die erste und zweite Variation des Ober-
flichenintegrals.

§ 6. Die erste Variation des Oberflichenintegrals®.

6[% (')2}9;'
6’90{) Oxgé?oc’;

30. Die Ableitungen Aus der Erklirung der p, in Nr. 2

und aus (23. 2) folgt leicht

! Vgl. dazu bes. J. Radon, {1]. Die Bezeichnungen bei Radon hiingen mit denen des Textes
in folgender Weise zusammen:

. I
Rad F Fo F @ T
adon Py », } v, P, of
Verfasser L »y i Vg F %(ghk — [h R %gaﬂ ~m—1HYV,
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OV
(30. 1) %gxg—pidj-—pjdi,

Durch Auflésung nach = m1ttels (23. 8) erhilt man

(9 .
(30.2 o8 =it~y
oder
(7]% L
0. — Q0 —
(30. 3) axg"V;(li”E ,29).

Aus (30. 1) folgt weiter durch Ableitung nach x:

ozpi ” Opl » (?p, r 6]71 r
dxioat Yo T 09076 o a* 6f_0;v 9%
e Yo o
2}9'
und hieraus durch Auflésung nach 52 (;x’"‘ und Benutzung von (30. 3)
[4 o

02]% o L

{1 (g g — agag) + I (ag ot — agag) + I (g2 — 7))}

Aus (30. 4) folgt noch

. 0y L
P T (00 — a%ag) .
(30 5) : dzioxt Vg (g ap — 5 ep)

31.  Umformung der ersten Variation. Wir variieren jetzt das Oberflichen-
integral (2. 7). Bei der Variation dz° der x’ erleiden die p; wegen der Vertausch-
barkeit von Variatién und Ableitung nach +* die Variation

_ Oy 0P 002 L o, 007
(31. 1) ap"ﬁx({axé’_é’x{; e o (I8 — L at) o0

Wegen (23. 1), (23. 10) ist ferner

oL op _ Las

(31. 2) 0 p: 0x7— J

und daher



238 L. Berwald.

_ 0L ., 0L op ddai _ (0L _ 0(LaY) ,
(3r.3) L= Ox-fdxj * dp: Oxg dve (0907' o dal+

0 (0L 9dp; :
: i) .
+ 010 (ﬁpi Ox({ 690)

Nun ist nach (8. 13) und (23. 19), bezw. (26. 10)

oL . 0L ,
A A TR B
und nach (25. 10), (23. 21)
o\ By . 0
py {x?) rys =—1I? a%+all,.

Mittels (25. 14), (31. 2) ergibt sich also

dxi e

0L 0 (0Lop\ _ 0L _ 0
(31.4) == (Opi 5@)) = owi T 9w (L) = —(n—1) H L.

Es sei nun VI die Normalkomponente der Variation ¢«

(31. 5) V=189,
Dann wird

TV ] 9 (0L Ip: ;)
(1. 6) L= (1) HLV + 2 (op,-ax.g“

Fiihrt man dies in die erste Variation des Oberflichenintegrals (2. 7) ein und
verwandelt den zweiten Summanden in ein Integral iiber die (»—2)-dimensionale
Berandung des betrachteten Bereiches der Hyperfliiche, so ergibt sich fiir die
erste Variation der 0be7ﬂd'che:

' v ) ot 0t 0 xt
—_ —— —_— + 7 Y2 ——y gy v - —
G 7) 60=—n I)jHVd()_j Vg det. (Z,d:)c, Tl Dt 0w"_2)
’ (n—1) (n—2)
dw'dw?. .. dw?,

wo das Vorzeichen im zweiten Summanden von der Orientierung der Berandung
abhingt. In (31.7) bedeutet d O das Element des Integrals (2. 7), w', w? ...
w*? die Parameter des Randes. Von der n-reihigen Determinante im Inte-
granden des Randintegrals ist die ¢-te Zeile angeschrieben.
Aus (31. 7) folgt: ’
"~ In den reguldren Cartanschen Raumen sind die Extremalhyperflichen des Va-
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riationsproblems des Qberflichenintegrals (2. 7) die Minimalhyperfliichen, d. h. die
Hyperflichen, deren mittlere Kritmmung Null ist."

8§ 7. Die Koschmiedersche Normalform der zweiten Variation des Ober-
fliichenintegrals.

32. Normalform der Variation 6*L. Im Folgenden soll eine Normalform
der zweiten Variation der Grundfunktion L sowie des Oberflichenintegrals (2. 7)
hergestellt werden, wenn iiber einen Bereich einer Extremalhyperfliche integriert
wird, dessen (n—2)-dimensionale Berandung fest bleibt. Wir setzen also im Fol-

genden durchwegs

(32.1) (‘72—~I)H:ag::o

voraus. Wir konnen uns dann auf Variation in der Richtung der Hyperﬂéichén-
normalen beschrinken. Es soll also
(32. 2) Sal=T10

gsein, wo ¥V am Rande des betrachteten Bereiches verschwindet,
Zunichst vereinfachen wir den Ausdruck fiir die zweite Variation der Grund-

funktion:
- 0£ﬁ ; ;Lo 0*L
(32.3) d*L= ey da’ 020 6p,,+0 2O Opndpe +
oL , ., OL .,
+ d.f()td‘ at + (7]7);6 Dbr-

Aus (31. 1) ergibt sich

s Ppn 00x°0dxT | Opp 00 °
I pn = dxloxl 0w 9v° +0x;’ o1e

so dass nach Durchfithrung einer partiellen Integration

OL g, OL g (OL 9 (@0%) .
01’6 + d 0xt dve \dp, 050(”) 0"t +

9 %Ophaz Z) 0L dzph (96961()6%7
T e Op, 0x] Oph 09@ 0901 I v

! E. Cartan, [3], 8. 26 hat gezeigt, dass dieser Satz auch fiir die singuliren Cartanschen
Réume richtig bleibt.
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wird. Wegen (31. 4) und (32. 1) verschwindet das erste Glied rechts. Vereinfacht
man das zweite mittels (31. 2) und setzt in (32. 3) ein, so ergibt sich

OL o isiiss L g 0podas

2 [ ) ) J . d
(32.4) O*L datdxd da'ow + 2 dxtdp, ¥ (?xg d

L O pr dpr oL o Ao uxt J
(' S 9t 5t T 3 Gais f) Om 00y (L),
dph(?pk(?x@dacg dphﬁxgﬂxo dve Odwv 010
Von hier aus fiihrt eine sehr umstindliche Rechnung, deren Gang wir im
Anhang angeben, zu der gesuchten Normalform vorn 0*L. Man erhilt

avVar , . )
— - Vg[(A”a[L)(g) + a A By, — al ag, A* 4” —

2 = [, 00 —
P L=L{¢* 5 5

(32. 5)
—(n—1)(n—2) K+ R, —Pg,, g} + »{L [0%ze + V(1™ 0e + A*af)]},

wo K durch (z5. 14) erklirt ist. B¢ ist der Torsionstensor (26. 6) der Hyper-

fliiche, Riknj, Pirnj der erste und zweite Kriimmungstensor des Raumes. (p) be-
deutet kovariante Ableitung im Sinne der inneren Geometrie der Hyperfliche
(Nr. 26).

33. Normalform der zweiten Variation des Oberflichenintegrals. Wir bilden
nun die zweitle Variation des Oberflichenintegrals (2. 7) erstreckt iiber einen Be-
reich einer Extremalhyperfliche bei fester (n—2)-dimensionaler Berandung. Dann
fallen die Bestandteile von J¢®L, die sonst Randintegrale ergeben wiirden, weg,
und es bleibt wegen (32. 5) und (2. 7)

SOV oV
20y 2 n—1 N o v
(33. 1) 0°0 = fd Ldvdv? - dv j 9% 90 UOV)dO,
(n—1) (n—1)
mit
(33- 2) U, = (Au'ai)(g) + aﬁAﬂng— azawAﬂAv - ("—I)("_Z)K“LRo"og"“ZPo"o”

Man kann U, mit Hilfe der Gleichungen (28. 7), (28. 8) (mit H = 0) auch noch

auf andere Gestalten bringen, die wir nicht anschreiben.

Es soll jetzt gezeigt werden, dass die Normalform (33. 1) mit der von Herrn
Koschmieder ([3]) angegebenen identisch ist. Bei Koschmieder ist die Dimen-
sionenzahl des Raumes » + 1. Fir den »-dimensionalen Raum ist also in sei-
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nen Formeln tiberall #» durch #n—1 zu ersetzen. Der Zusammenhang zwischen

seinen und unseren Bezeichnungen wird durch folgende Tabelle gegeben:!

Koschmieder | I | F|®;

Dy /] v .Vua du (qu

n—1
% adi g pidat | Vv dvtde? - dvt

Verfasser | 0| L | p; Tavi

[

Man bestitigt jetat leicht, dass die Koschmiedersche Normalform

v 2 1
(33- 3) ¢* 0 =f(F O T Dy

(n—1)

0V0_If_ & 2 v 2
5% 948 U V) Fdu

mit (33. 1) iibereinstimmt. (33. 2) stellt also die Invariante U, wvon Koschmieder
durch den Torsionstensor und die Kriimmungstensoren des Cartanschen Raumes
und durch die in Nr. 25 f. erklirten Grossen fiir die Hyperfliche dar. Beson-
ders einfach wird diese Darstellung fiir die Ridume, in denen der Vektor (A4%)
Null ist. Man erhilt hier wegen (17.7) wnd Rpe, =R’

(33. 4) Uy,=R[, —mn—1){n—2)K. (4% = o).

0

34. Drze in die Normalform eingehenden Tensoren. Wir geben schliesslich
noch an, welche geometrische Bedeutung die in (33. 2) eingehenden Tensoren

“ o __ PO
afLA und R, o P o
haben.

! Die ersten drei und die letzten drei Spalten der Tabelle sind aus L. Koschmieder, [3],
Formeln (4), (14), (15), S. 143, 145 und (40), 8. 469 unmittelbar zu bestitigen. Weiter ist nach

(63), 8. 472

_ "L =9 hk_ jhgk =9
w0 Gppopy B L @A = T
und nach (60), S. 471
0 = dot. @ep) = L L= 972
= et( uﬂ)—~i'"_‘lj-‘i;b:1
Endlich ist nach (42), 8. 470
v=p,dxt
und nach (115), 8. 480
1 1 1 _
-__....+.; —_—
V=1L ? "—'10)2("—1)v=%]pid‘wi=lidacl'.

% 1. Koschmieder, [3], 8. 482, Formel fiir ¢*I* (Der Stern bedeutet, dass das Integral iiber
eine Extremalhyperfliche erstreckt wird).

31—3932. .Acta mathematico. 71. Imprimé le 6 juillet 1939.
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Es seien

Ey:(x, 1), E(x+dx,l+dl), Ey{x+dx, 1+ 4d0)

drei Hyperflichenelemente, von denen die ersten beiden der Hyperfliche ange-
hiren, wihrend E, aus E, durch Paralleliibertragung nach einem Punkte (zf + § z/)
der Hyperflichennormalen im Punkte (x) entsteht. Es soll also

(dx”:afédvé’, wild) =2t w,(d)=—2ta, dw,
(34. 1) : )

|62 =600,  wild)=o0
sein. .

Dann wird
[dah dxt] = da° (xZ *F— x’(; Mduee,
(34. 2) Azt o] = — da° 1" w, (d) = 0 x” " 2 a,,d v,

w]=o0.

Den drei Elementen FE,, E,, FE, entspricht wegen (10. 3), (5. 6), (5.‘8) die Torsion
(34. 3) Q= A*do" w,] = dx® A" a,,dvel’

und nach (r1. 3) die Kriimmung

(34. 4) Q= —da°(R: —a*P

i
rog o T Top

Yd ve.

Bedeuten D, 4 die absoluten Differentiale, die den Zuwiichsen d, bezw. d ent-
sprechen, so ist ferner

(34. 5) (4D—DAl =2,

0

wo wegen der schiefen Symmetrie der Ryjrr, Prjar in den beiden ersten Zeigern
Q! ein Hyperflichenvektor mit den Hyperflichenkomponenten

(34. 6) Qo= —dz°(R?

009

—a«‘gP" yd e

6 ou
ist.

Anhang: Herstellung der Normalform von ¢° L.

1. Die Rechnung, die von (32.4) zur Normalform (32. 5) fiihrt, zielt auf
die Einfithrung der Torsions- und Kriimmungstensoren des Raumes, sowie der
Grundtensoren der Hyperfliche ab. Daher werden soweit als moglich die Ab-
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leitungen der Grundfunktion durch die I'}*, ausgedriickt und alle auftretenden
Glieder in Komponenten in der Hyperflichie und senkrecht dazu zerlegt. Dabei
wird besonders Nr. 23 verwendet und die Symmetrie der I in den unteren
Zeigern benutzt. ' |
Umformung des ersten Summanden in (32. 4). Nach (8. 13) und (23. 19) ist

0L

(a) 0 xt

Lr*v

Ableitung nach x’ und nochmalige Benutzung von (a) ergibt
*L or
e T — I‘* *a —‘()'_1:_ )
dxtdxd L( G”T + ()xf)

also wegen (32. 2)

2L . S O ]
(b) 0"1‘75“9'3‘; dx 6.%'] < LV (I:S Fgg + It do;f .
Nun ist wegen (23. 135)
orre ] or* ) al ol
ed _ * — o ___ Pt _ yEro T __ # i
oxt - o xt {((51; Zplr) Fprl}—xgx;‘ 02l Ti ° o xi Fpoz 07/‘]

Bei Beachtung von (8. 6), (8. 7), (23.18), (23. 19) ergibt sich weiter

or,e, o
c i _Q O D R A %000 *op0) P
(c) BV S = Bl abay L 4 (DPe00 4 Lo Ty,

wo I'*¢0=geor® “ist. Nach Veriinderung einiger Zeiger wird schliesslich

« L o1,

i — 2 fr7s 4t *p0 T ¥o0 ~¥00 *o0p0\ %
Gaiga 0% 0% = LV{]Z%Q{L‘QOS-J-T?T + ([*eo0 4 rroeo) e 4.

000

Umformung des czweiten Summanden in (32. 4). Zuniichst folgt aus (23. 1),
(8.7), (8. 11)

0* L
0x'dp,

= M (Vg =V g Iy +2T3,) 0 —Iiho— T,

und hieraus wegen (32. 2) und (23. 19)
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2

9L
(a) Gaiap 0% = VVg{— ("0 + T*07)ah + I}oor).
i

Weiter ergibt Ableitung von (32. 2) wegen (25. 7), (23. 3), (23. 10), (23. 19)

g o oV .
V(IQ "+a@)x§+ [ﬂ+V(A a, —T:,,Q)]lf.

o 295 _o(ry)_
€ e d°

Wegen (30. 3), (23. 3), (23. 8), (23. 10), (32. 1) erhiilt man ferner

Opn 002 L {(OV

- - - #*
(£) T T GtV (4ra,,— 1] ))x§+V1"99°lh},

009

und durch Multiplikation von (d) und (f) schliesslich

L Opn 9da_ L (0(V?)

(2) ()x‘()p x—— 01}7 01}@ l P (I'“H)OO 4 T*ogo) + V2[2 aWA“(T*MO +

goeo

+ r*ogo) — 2 F:@o 1":0‘0_ Z(F*goo + I *o@o) r }}

Umformung der iibrigen Summanden in (32. 4). Nach (4. 1) und (23. 16) ist

OZL;:Q (ghk__lhlk)zﬁga(sxhxk_

(¢) Opndpr L L a’p

Andererseits folgt aus (f)

(7]9}, 669&1 Opk 062}‘7 L2 % oV
el e . i o vg —T I
Gal 0 Gl v ()v°+ V4 Tl [\ow
V({d»a, »—1:06)}905190;+ e

wo die nicht angeschriebenen Glieder mindestens einen Faktor !* oder I* haben.
Also ergibt sich

(3)

2 i j 2
0* L (?ph (9]915 06% dej__ {go‘aV@V 0(V)(A‘ua£‘_1'v*()oo)+

0phdpk(?—x:;ﬁ dv¢ dv° t?v?(ﬁ’+ ave

+ V(e Ata, A" — 2 Aka, "0 + I 9001“;‘00)}
Endlich ist wegen (23. 1) und (30. 5)

oL 02]%
0 py 050 09:]

(h)

== L (g @ — %] )
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und wegen (e), (wo wieder nur die mit z/ multiplizierten Glieder in Betracht

kommen), (32. 1), (25. 14)

(a) dL 0sph ddat dda
4 dph Ox dxi v 0r°

=LV%n—1)(n—2)K— 2 ag I'5¢0 +

#* &
+ IS0 — T30 I8 0).

Einsetzen von (1) bis (4) in (32. 4) ergibt schliesslich

0V0V 0(V2) *op0 2(1r t 0(71‘;“;,
010 e 0 0° (Aﬂag+1“ )+ VH st@xz 0 x® +

(5) ¢*L=L{ge
+aga, A4 + (n—1)(n—2)K + 2a,, A“T*0 — 245 I';0° — I'*°¢° I';

poo

—I';e0 Iy + % (L 6°x¢).

2. Bevor wir weitergehen, schalten wir die Berechnung zweier Gréssen ein, die
im Folgenden auftreten. Zuniichst ergibt sich aus (12. 10), (5. 6), (23. 10), (23. 20)

— — or;: or
— 0 == )8 0 il i Jrjs t rs #7 rt
Rogoe_‘Ro\og“—llw;ngrst—l l$f$g( + A"

mot (9 a8

axt

—_ [‘:lt”m mos) + Ir* r*go + [ *ooo F*g — T* [ *ogo _ FZao I‘:go_

000 009
Wegen (23. 15) und (15. 5) ist aber

| magal =17 "0 — 1, f)=o

also

+Ireors:

000

re ar,
(6) Rog [4 = ZT g x(’ (?\ + I T Hm Ivmot () 8 )

+ F*() *ooo  *  progo 1"200 F:go .

goo

Ferner folgt aus (17. 4), (23. 10)
(7) Per=afa, " Pim=afas I TT ™.

o(V?)

3. Jetzt vereinfachen wir 6L weiter, indem wir in (5) das Glied mit -~ — EP
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durch Anwendung der Regel fiir die Ableitung eines Produktes beseitigen. Es
ergibt sich zunichst, wenn (26. 10) benutzt wird

2
(A) L Od_LI;)) (Ay, az + I--*o@()) =L Ve

0 .
r*ogorgg) t o L VI + Aeag)) .

Hier sind die einzelnen Glieder rechts umzuformen. In das erste fithren wir an
Stelle der gewohnlichen die kovariante Ableitung (26. 17) ein und erhalten we-
gen (26. 6)

B O(Aﬂafi) Arge I — v g0 At g7 Be
(B) Y A T T — (Arag), — At By,
Weiter ist
e s0g 0 R it pnn )

(O) 0U—+F ¢ OF;[):b}E(lrls‘J}%F:ls)—f‘1*090[';9“—_

r:: ol 0 x8

=Ulag oo+ 2 e I70+ (010 reer + T*"""Tﬁe)‘
ore

Hier erhiilt man fiir 7% mittels (30. 3), (25.6),-(23. 13) bei Beachtung der Ho-

or: '
mOO'ene1tat nullter Ordnung von —/,)-}73— in den py

h

ory,_ory, L 0L\ o o*at

*t
— At . ®7 v g \m O
J e gt e 01);, (7oc§ dve g’ %( dat I ]lmI’”"t) e, Yoo

und daher wegen (7)

D Ir ¢ 00 Ir 18 a0 ot 0Fji" m Peo
( ) ’ x\i_va—_ .Z.ZE 7__ “ Tmot - ooaga

Weiter ist wegen (25. 7), bezw. (25. 10), (23. 21), (32. 1)

ar
(B) 2ol =24ka, TP —2ai 0 —2 I, T7000 — 200 Ty,
(F) | Irofo 4 TroeoTd =T3e01'y, + Iyt IHoer
o e 000 “ o .
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Durch Einsetzen aus (D), (E), (F) in (C), und sodann aus (B), (C) in (A) erhilt
man

9 5§
8 La(V)(AﬂaHl**O@f’):L Vi{—(4#a?) , — A*a? Be — I'Fatat |- +
o ‘ (o) w0 i

0e @ e\ gat

Biflm p* o __ 2 Jr*ogo0 %00 # *0p0
+ 7 fmoz)+Po"M% 24%a,,1 +2agl'ge + 2] T*000 +

. 0 s . 9
2l Ly —Ihe Iy — 1750, T*00%) + G L V(I + 4rag)y.

000

Geht man endlich mit (8) in (5) hinein, und beachtet (6), so ergibt sich die Nor-
malform (32. 5) von d% L.

Prag, am 27. September 1938.
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