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Introduction.

Toutes les extensions actuellement connues de la théorie des fonctions
presque-périodiques de Bomr se rattachent & la définition de ces fonctions données
par Bocexer en 1927; elles sont relatives 4 des fonetions numériques définies
sur un groupe abstrait et possédant dans une certaine métrique la propriété de
compacité généralisant le plus naturellement celle de Bocaxrr pour le groupe
des translations dans l'espace euclidien & » dimensions.

Des travaux récents' ont d'ailleurs montré que l'introduction des groupes
abstraits dans cette question n'y apporte guére plus de généralité, et qu'en fait,
les fonctions presque-périodiques de BEsicoviTcH représentent & peu prés le
maximum de ce qu'on peut atteindre.

La généralisation qui fait 'objet de ce mémoire a un point de départ tout
différent. Considérons l'équation qui régit les vibrations d'une corde élastique
infinie:

F*F F _
ax? ot

L'expression bien connue de son intégrale générale

Fla; ) =f@+ 0+ gle—0

! Cf. ANDRE WgIL: Sur les fonctions presque-périodiques de von NEUMANN; Comptes Rendus
de I'Académie des Sciences, t. 200, p. 38, 1935. ‘



260 J. Delsarte.

fait apparaitre de fagon évidente le role du groupe des translations sur la droite;
il est clair que si les fonctions f et g sont presque-périodiques de Bomxr, il en
sera de méme de lintégrale générale F(z; ¢} relativement au temps, et cela uni-
formément par rapport & z On peut dire que les oscillations d'une corde
vibrante infinie se reproduisent presque-périodiquement dans le temps pourvu que
les données initiales satisfassent & certaines conditions de presque-périodicité
spatiale. Cette constatation est ici tout & fait triviale; cependant elle suggére
immédiatement la généralisation suivante: Prenons un opérateur différentiel
linéaire du second ordre de ecaractére elliptique, applicable aux fonetions de n
variables réelles, soit

Cf
cet opérateur; désignons par F(x,; xs; ... Zn; t) Uintégrale généralisée de I'équa-
tion hyperbolique normale '
0*F
CF— ‘0? =0
satisfaisant aux conditions de Cauchy
F(x; @5 . . @n; 0) = fl@g; @35 .. 5 @);

[;F(wl; g3 .. 5 Tn; t)]tjog(xl; g3 -5 Tn);
S et g étant des fonctions continues. On peut alors se poser ce probléme:
quelles qualités doivent posséder les fonctions de # variables f et g, pour que ¥
soit presque-périodique par rapport au temps, et cela uniformément par rapport
aux variables d'espace? Lorsqu'il en sera ainsi, nous dirons que f et g sont
presque-périodiques relativement 4 1'opérateur elliptique & % variables € F.

Une étude générale de ce genre de question serait sans doute un peu pré-
maturée. Nous nous sommes borné ici & un cas simple, qui a l'avantage de
conduire & une théorie en beaucoup de points semblable & celle des fonctions de
BonR, et la contenant d’ailleurs comme cas limite.

L'opérateur € que nous utilisons, que nous désignons dans la suite par la
notation D, et que nous appelons 'opérateur de Bessel, est un opérateur diffé-
rentiel du second ordre & une variable, défini par

@S 2pradf
Df_dr2’+ roodr
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Dans tout ce mémoire, p est un nombre réel fixe dont la valeur absolue est
inférieure & 1/2; on pourrait d'ailleurs tout aussi bien, sans rien changer que
quelques petits détails de démonstration, supposer p complexe, sa partie réelle
étant en valeur absolue inférieure & 1/2. Il est vraisemblable que la plupart
des résultats obtenus pourraient s'étendre au cas ou cette partie réelle est supé-
rieure & + 1/2, en modifiant convenablement certains procédés; au contraire plus
rien ne subsiste quand

ER[F]<—5‘

Il s'agit donc ieci de fonctions d'une variable »; les définitions sont les
suivantes:
1°) Une fonction f(r), paire, définie et continue dans (—oo; + o) est dite

presque-périodique J de premiére classe lorsqu'elle est bornée dans [—o0; + ]
et que l'intégrale généralisée de 1'équation

PP 2p+100 PO (0
0r? 7 dr de

satisfaisant aux conditions initiales

o =0 [2%| =0 @)

est presque-périodique de Borr par rapport au temps.
2°) Une fonction f(r), paire, définie et continue dans (—oo; + o) est dite
presque-périodique J de seconde classe lorsque l'intégrale généralisée de

PP 2p+10F PP

or? + ¥ ar A

satisfaisant aux conditions initiales

R A B ()
t=0
est presque-périodique de Bomr par rapport au temps. ‘
3°) Une fonction f(r), paire, définie et continue dans (—oo; + ) est dite
presque-périodique J absolue lorsqu’elle est & la fois de premiére et de seconde
classe. Alors l'intégrale généralisée de (1) satisfaisant aux conditions initiales (2)
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est presque-périodique de BoHR par rapport au temps, et cela, quant aux déplace-
ments et quant aux vitesses.
 Dans le cas limite p = — 1/2, les fonctions de premiére classe sont les fone-

tions paires bornées admettant une primitive presque-périodique de Bong; les
fonctions de seconde classe sont les fonctions paires presque-périodiques de Bour.

Voici maintenant les principales propriétés de ces diverses catégories de
fonctions.

L’élément simple qui joue le méme roéle que 'exponentielle dans la théorie
de Bomer, est lié aux fonctions de Besser; c'est la fonetion

2?I(p + 1)

jlr)= (1P

Jp(dr)

J',, désignant comme de coutume la fonction de Brsser d'indice p. Lorsque p
est égal & —1/2, cet élément simple se réduit & cos Ar. On a les théordmes
suivants:

I. 8i f(r) est presque-périodique J de I'une ou l'autre classe, la limite

R

lim éfr?“lf(;')j(lr)d?

R—w»
0
existe et est finie; elle est nulle sauf pour un ensemble dénombrable de valeurs
positives 4, de A, valeurs que nous nommerons les exposants de Fourier de la
fonction; pour ces valeurs la limite sera désignée par

La série X a,d./d; converge si la fonction est de premiére classe; c'est la série
Zands, qui est dans ce cas, si la fonction est de seconde classe. On a le déve-
loppement formel

~ ! @ (har). ()

II. 8i f(r) est presque-périodique J absolue, il existe une constante positive
finie H telle que l'on ait pour tout r
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III. Si f(r) et g(r) sont presque-périodiques J absolues, la limite

R

- R
lim éfr“’“f(r)g(r)dr

existe et est finie; elle est nulle si les deux fonctions n'ont aucun exposant de
; P

Fourier commun; sinon elle a pour valeur la somme de la série alors convergente

S‘a" bn

)P+

ot les 4, sont les exposants communs, et les a. et b, les coefficients correspon-
dants dans les développements de f et g.

Ce dernier point entraine que les fonctions presque-périodiques J absolues
constituent une variété linéaire dans un espace de Hilbert non dénombrable; le
produit scalaire y est défini par

R0

lim ] LY 5 () dr

et les développements formels (4), pour ces fonctions, convergent au sens de la
norme ainsi définie.

Introduisons maintenant 1'opérateur

7T

Sflrls)= VL*E((L—E%)) SVt +s* — 27 cos @l sin?? pd g
™ 1
2

0

que nous appellerons moyenne circulaire d'ordre p, relative au rayon s. Pour
» = — 1/2, cette moyenne se réduit a

[0+ 8) + 7(r — ).

I
2
Cela étant, signalons encore les résultats que voici:

IV. 8i f(r) est presque-périodique J de premiére ou de seconde classe, il en
est de méme de n’importe laquelle de ses moyennes circulaires.
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V. 8i f{r) est presque-périodique J de seconde classe, 'ensemble de ses
moyennes circulaires est compact. _

On notera que ce dernier fait donne une extension partielle des théorémes
de BocHNER.

Lorsque p = o, l'équation (1) se réduit a

PO 100 IO
or: o Oy or

qui n'est autre que l'équation des ondes cylindriques avec symétrie axiale. Les
conclusions précédentes donnent done les conditions que doit satisfaire 1'état
initial pour que 'évolution ultérieure de la propagation se fasse presque-pério-
diquement par rapport au temps. Il est naturel d’examiner au méme point de vue

I'équation générale des ondes cylindriques:

’co PFo 3o
ax® Ayt Ot

= 0.

Les conditions initiales sont alors données au moyen de fonctions de deux
variables; la théorie correspondante pourrait donc se nommer celle des fonctions
presque-périodiques J, de deux variables. Cette théorie doit conduire & une ex-
tension des propositions précédentes, prises pour p =0, a des fonctions de deux
variables définies dans tout le plan. Dans un mémoire ultérieur, nous revien-
drons sur cette question; nous sommes d’ailleurs déja en possession des princi-
paux résultats.

Ce qui précéde suggeére évidemment bien de généralisations; tous les pro-
blémes de propagation, en milieu indéfini, avec des conditions anx limites qu'on
peut varier 4 volonté, semblent susceptibles de conduire i des théories analogues.
Signalons seulement le cas du plan indéfini pereé d'un trou circulaire ou elliptique;
il est vraisemblable qu'on serait ainsi amené a des développements suivant cer-
taines combinaisons linéaires de fonctions de Bessel de premiére et de seconde
espéce, ou & des développements en séries de fonctions de Mathieu.

Le présent mémoire est divisé en deux chapitres; dans le premier, nous dé-
finissons certains opérateurs linéaires fonctionnels qui transforment 1'équation (1)
en l'équation des cordes vibrantes, 'élément simple en une fonction trigonomé-

trique, et les fonctions presque-périodiques J en des fonctions de Bomr. Clest
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sur l'emploi de ces opérateurs qu'est basée toute la théorie. Dans le second
chapitre nous établissons les propriétés que nous venons de résumer rapide-
ment.

Les principaux résultats quon trouvera ci-dessous ont été publiés dans les
Comptes Rendus de I'Académie des Sciences. (t. 206, p. 573, février 1938; Sur
une extension nouvelle de la notion de presque-périodicité.)

CHAPITRE I

Formules et transformations essentielles.

§ 1. L’identité fondamentale.

1. Définitions et notations.

Dans tout le cours de ce travail, p sera un nombre reel fire dont la valeur
absolue est strictement inférieure & 1/2; r sera une variable réelle susceptible de
prendre toutes les valeurs; les fonctions de cette variable que 'on considérera
seront définies dans (— o; + o), elles seront soit paires, soit impaires, elles
seront au moins continues. Enfin 1 désignera un paramétre réel positif ou nul.

Nous aurons a utiliser certains opérateurs linéaires fonctionnels; ils seront
notés par des grandes lettres: D, M, A, B, ete. Si f est la fonction & laquelle
on applique P'opérateur, et si g est le résultat de cette opération, on écrira par

exemple

g=Df;

il arrivera parfois qu’il soit expédient d'indiquer la variable dans la fonction g,

on posera alors
g9(r)= D f;

enfin il pourra é&tre nécessaire de préciser la variable dans la fonction f; cette
variable, sorte de variable d’intégration, sera toujours désignée par une lettre
grecque, et on aura

g (ﬁ) = D:[f(o)].

L’élément simple. C’est une fonction paire qui se rattache immédiatement &
la fonction de Bessel de premiére espéce Jp; elle est donnée par la formule
34—37534. Acta mathematica. 69. Imprimé le 5 septembre 1938
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v 22T(p +1) L - r'(p+1) idr\n
](l?)—‘ (lr)p Jp ().7)_201—,(”_’_ I) I'(n‘l‘p—}—l)( 2) —

@

—S g, )

n=0

Elle jouera le méme rdle que I'exponentielle ¢*® dans la théorie de Bohr.
L’opérateur de Bessel. C'est V'opérateur

D ()= [+ 222 e)

Il est défini pour les fonctions f(r) deux fois dérivables et dont la dérivée pre-
miére est nulle pour r=o0; il donne une fonction paire ou impaire en méme
temps que f. Il joue le méme role, par rapport & 1'élément simple, que I'opéra-
teur de dérivation par rapport & l'exponentielle; on a

D [jdol=(EA2i(Ar); (3)
D, [pn(0)] = @r— (1) (n=1).

et

Lopérateur de moyenne circulaire généralisée. 11 est construit avec 'opérateur
de Bessel et I'élément simple j(17), de la méme fagon que I'opérateur de translation,
avec l'exponentielle et l'opérateur de dérivation; il est donc défini par le déve-
loppement formel suivant, ol s est regardé comme un parameétre '

;[ fle)l = F(r) @os) + Dr [fle) i(s) + - + DIV (@) @als) + -+

Si F(r, s) désigne le résultat de l'application de cet opérateur & la fonction f(r),
on constate formellement que l'on a

DT [F (9, S)] = DS [F (‘7’, 0)] . (4)
Cette condition indéfinie, jointe aux conditions initiales évidentes

Fro=sos  (55)_ =0 )

détermine le prolongement maximum de I'opérateur, et conduit & 1'expression®

! Pour l'établissement de cette formule, on se reportera au Journal de Mathémaliques pures
et appliquées; T. 17, 1938, fase. 3, p. 213: Sur une extension de la formule de Taylor ef de la
théorie des fonctions moyenne-périodiques.
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T

M; V(Q)]=L—M SV + s* — 215 cos @ -sin?? ¢ d ;
" Vr T(p N ;)

qui a un sens pour toute fonction paire continue. De plus
M5 (A =j(Ar)i(ks),

comme il est bien connu.

Lopérateur de Somine. (C’est 'opérateur

z
T2

Yau .
A, [flo)] = Vr r f(rsinﬁ)ﬂz:la—edﬁ_—_
r'ip+1) T(;——-p) cos

0

r

_ Ve ***1 £ (o)
Flp+1)r (é -p) [r® — 2Pz

de.

267

(6)

(8)

Il est défini pour f continue; si f est‘paire, g = A f est impaire, et inversement;

une formule due & Sonine donne

. sin A»
4 [iRe) ="

qui entraine
p2ntl

4, [‘Pn (o) = (Z’n—-l-l)' ’

Lopérateur de Poisson. C'est 1'opérateur

ISR

— cos??0 f(rsin 0) d0 =

Py
4

~
=

—
S

L]
s
=
&
S

N =

(11)
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Il est défini pour f continue; g = B f est paire ou impaire en méme temps que f;

une formule due & Poisson donne

DB, [cos Lo =3 (Ar) (12)
qui entraine
B, [(—gni)'] = @, (r). (13)

2. Relation entre les opérateurs de Poisson et de Sonine.

Lorsque f(r) posséde une dérivée premiére, la formule g = 4 f s'inverse par

flr)y=B:[g' (o).

D'une fagon générale, on a

4, tB 7l = [ 0 e (14)
0
La vérification directe est immédiate; nous ne nous y attarderons pas.

3. Relation entre les opérateurs de Bessel et de Sonine.

Supposons que f(r) soit deux fois dérivable, sa dérivée premiére étant nulle
a l'origine; posons g=Af; h=Df; on a

d2
(/ngz = Ar h
ou
d2
4D L)} = 35 14 F (el (15)
en effet il vient successivement
A k()] = Vo [?Lﬂ%”] _erde
F(p+1)r(é_1’) ¢ ¢ P
0
V__ 1
2p+1
g)= = i u)l du
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1

g Vr WP 20 f (ru)+ ru®f’ (ru) i
dr® I 2 +3 "
I’(p+1)1“(5—p) [1 —w®72
V= el f (o) + oo
F(p + I) T(é ___p) 72 [,.2 _ Qz]p-!-%

or

d% [e“"“(r2 —¢’) Z—ﬂ = ¢’? [9(1'2—92)%+ {ep + 1)1 —(2p + 3) 92}%]~

Une intégration par parties fait disparaitre la dérivée seconde, aprés quoi l'on
constate que le second membre est identiquement nul, d’ou la relation (r5).

4. Relation entre les opérateurs de Bessel et de Poisson.

Les identités (14) et (15) donnent par combinaison une relation entre les
opérateurs B et D. Supposons .que f soit trois fois dérivable, sa dérivée pre-
miére étant nulle pour » =o0; il en est alors de méme de g = B f; désignons par
h la dérivée seconde de f, on a

Dg=Bh

ou
D, (B, [f(0)} = B, [fl—;”] (16)

en effet la formule (14) donne

et (15) conduit de méme &
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en inversant, ce qui est légitime a cause de l'existence des dérivées troisiémes,
on obtient

D, (5,76l = 5 [ T 4]

qui est précisément la formule (16).

5. L’identité fondamentale.

Nous donnerons ce nom a la relation qui existe entre l'opérateur de Sonine
et l'opératenr de moyenne circulaire généralisée. Supposons que la fonction f(r)

soit une fonction paire deux fois dérivable; la moyenne circulaire

F(r, )= M;[f (o)

est alors l'intégrale de l'équation linéaire aux dérivées partielles du second ordre
de type hyperbolique
D [F (e, s)] = Ds[F (r, o)]

satisfaisant aux conditions de Cauchy
oF
rro=reh  (55) -

C’est une fonction paire de r et de s deux fois dérivable; posons
D (r, t) = A [F(r, 7)). (17)

Cette fonction est paire par rapport & r et impaire par rapport & t; elle est
deux fois dérivable, et sa dérivée premiére par rapport i 7, comme celle de F,
est nulle pour »=o0. Il vient, de fagon évidente

D, [@ (e, t)] = A { D, [F (g, v)}}

puis, par (15),
0® @
ot

= A D [F(r, »)]}

Compte tenu de la condition indéfinie i laquelle satisfait F, on voit quev D(r, i)
satisfait 4 la condition indéfinie

Do, 9 =57 (19
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qui est encore une équation linéaire aux dérivées partielles du second ordre de
type hyperbolique; on notera que, pour p =o0, elle se réduit a I'équation des
ondes cylindriques. Par ailleurs, on constate facilement que

o o=oi  (G7)_,~/0 (19)

La formule (17) donne donc lintégrale de (18) satisfaisant aux conditions de
Cauchy (19); pour p = 0, on retrouve la formule classique.
Posons maintenant
G(r,t)=A4,[@ o, t)] (20)
et
a(r) = 4:[flo)]; (21)

G(r,t) est une fonction impaire de r et t, a(r) est une fonction impaire de 7,
toutes deux sont deux fois dérivables, et on a

8 G 0°

5ﬁ=m%?m@4
puis, par (15),

9 G

or?

= 4, {D, [@ (o, 1)}}

ce qui entraine, & cause de (18),

*a_ ”* 4G (22)
o1 o ‘
Il vient d'autre part
6= (59 _=ab) 23
0t /]i=0

et les formules d'intégration bien connues donnent

Gl )=~

r : t
f[a(t+u)+ a(t——u)]duzif[a(r + u) + a(r — ) du; (24)
0
ces deux aspects symétriques étant dus & l'imparité de la fonction a(r); dés lors,
I'inversion de (20) qui est légitime, puisque @(r, t) est deux fois dérivable, permet
d'éerire

@(r, t) = B, [y (o, 1]
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ou encore

O, ) =B, [a(t + @) + alt — o)) = Br {Aus o [f0]l + A [f@)}  (25)

~—F——2 | cos??Ba(t + rsin 6)d0. (25")

On en déduit l'identité fondamentale
By {440 [f0)] + Ai— [f0)]} = 2 A { M2 [ f(0)]}; (26)

qu'on peut regarder comme une généralisation de (15); elle se démontre en effet
formellement de la fagon suivante: l'itération indéfinie de (15) donne, pour tout

entier #,

T A1) = 4, (DY ()

d’ot, compte tenu du développement formel de I'opérateur M, de la formule (13),
et de la série de Taylor, la relation en question. Inversement, on passe de (26)
& (15) en faisant tendre r vers zéro.

6. Autre forme de V’identité fondamentale.

Supposons que f(r), toujours paire, soit maintenant trois fois dérivable, et

posons
oo d
'P(’,t)—g?—a—tAt[F(’, 7)] (27)
qui équivaut 3
F(’I’, S) = Bs [’;P. (7.1 U)] (28)

car l'inversion est légitime. ¥(r,?) est une fonction paire de r et paire de ¢;
elle satisfait, comme @(r, t) & la condition indéfinie

o%p
at

D, [ (e, 1) =

et on a de plus

w0 =s0 (5r),_,—o (2o

=0
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de sorte que la formule (27) donne l'intégrale de I'équation (18) satisfaisant aux
conditions de Cauchy (29).

Posons maintenant

H(r, t)=

08— A 1# (e, 1) (30)

H(r, t) est une fonction impaire de », paire de ¢; elle est deux fois dérivable et
est solution, comme G (r, #), de I'équation des cordes vibranies; on a

H{r, t)=§[a (r + 8 + alr — 1))

D'ailleurs la formule (21) s'inverse par

tandis que (30) s'inverse par

Wi, 1) = By [H' oo 0] = 2 Bula' (o + ) + ' (o — )

Compte tenu de ces nouvelles formules, (28) s'écrit
B {Brlg(e + o)l + Brlgle — a)l} = 2 M;{B,[g (0)]}; (31)

en remplacant a’(») par g(r) qui est une fonction paire seulement assujettie &
posséder une dérivée seconde. Cette identité n'est qu'une autre forme de (26);
elle peut é&tre considérée comme une extension de (16), de méme que (26) est
une extension de (15).

§ 2. Généralisation de l'identité fondamentale.

1. Position du probléme.

Les résultats du précédent paragraphe peuvent se résumer ainsi: Partant de
I'équation (18)
PO 2p+10@ IO
a7 T T ar 08

son intégrale @(r, t) satisfaisant aux conditions initiales
35—37534. Acta mathematica. 69. Impriméle 5 septembre 1938.
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oo
06,0 =0; (57) =0
g'exprime par la formule

@ (r, ) = A AM: [ fo]}

tandis que son intégrale satisfaisant aux conditions initiales

t=0

w0 =s0 (%)

est donnée par la formule

W, f) = 2= A3 /(o))

Ces résultats sont classiques et supposent seulement que f(r) est deux fois
dérivable dans le premier cas, trois fois dans le second. D’autre part, en utili-
sant la transformation de Sonine, qui substitue a 1'équation (18) 1'équation des

cordes vibrantes, nous avons obtenu une autre forme de ces intégrales, a savoir

O(r, )= Br{dise (0] + A [£(0)}

pour la premiére, et

w0, ) = LBy {duwy £10) + ey /)

pour la seconde. L'identité de ces deux formes, & quoi équivaut la formule
fondamentale (26), a été démontrée en supposant que f(r) est deux fois dérivable
dans le premier cas, trois fois dans le second. Or, dans ces identités, les deux
membres ont encore un sens lorsque f(r) est seulement supposée continue, —
pour lidentité relative & @ —, ou pourvue d'une dérivée premiére continue, —
pour l'identité relative a ¥ -—. Ces identités jouant un réle important dans les
chapitres qui vont suivre, il importe de les étendre aux cas les plus généraux.
C’est le but du présent paragraphe.

On peut donner une démonstration directe de la formule (26), la fonetion
S(r) y étant seulement supposée paire et continue, en utilisant un changement
de variables convenable. La transformation dont nous nous servirons, d’ailleurs
intéressante par elle méme, est un peu compliquée, et exige des développements

assez longs. Nous n'indiquerons ici que les étapes principales du caleul.
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2. Changement de variables; premier cas.

Développons lidentité (26); en négligeant un facteur constant et en tenant
compte de la définition des opérateurs M, 4 et B, elle devient

b4
+

2
. . ) sin?rt1 g
f(t + 7 sin @) cos?? (p[/f[(t + 7 sin @) sin 0170327’0 dﬁ]dqy
0

LR}

LR

4

2 T
in2p+1
= tf[ff[Vr2 + {*sin® @ — 27 ¢ sin 6 cos @] sin?? g)dtp]sm 0d0. (26')
[ 0

cos?? @

Pour faciliter le langage, nous emploierons une image géométrique. Rapportons
l'espace 4 un triédre trirectangle Oxyz; le point courant m sera défini par ses
coordonnées cylindro-polaires ¢; w; 2. Soit f{(m)= f(¢) une fonction de point;
soit @ un point de Ox a la distance r de l'origine; soit enfin S la sphére de
centre @, de rayon #; nous prendrons sur cette sphére un systéme de coordonnées
géographiques: 0 et @; la ligne des pdles az’ sera la paralléle & Oz, le méridien
origine des longitudes sera le demi-plan Oaz’, de sorte que les longitudes ¢

seront comptées & partir du rayon a O. Pour un point m de la sphére, on a
o® =12+ #sin® 0 — 27¢ sin 0 cos @.
De plus, I'élément d’aire de S; est donné par

do=1tsin0dbdg

et le second membre de (26) devient, en désignant par o; 'hémisphére supérieur,

;—t”f<e>|sin¢tg0|wa
%
ou encore, en introduisant la cote z du point courant, et I'élément d’aire du

1 ) o dod
;ffef(@)|81n¢tg0l‘p%£'
G

plan 2z Oy,
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Nous supposerons d’abord que ¢ est supérieur & r; l'origine O est alors
intérieure a la sphére; on notera que, dans ce cas, le premier comme le second
membre de (26'), n'utilisent les valeurs de la fonction f, que dans l'intervalle
t—7r; t+ 7.

Nous introduirons deux mnouvelles variables angulaires vy et y, satisfaisant
aux conditions suivantes:

a) I'élément d’aire de la sphére a pour expression
do=1t(t + r sin @) sin ydy d,;
b) la distance du point courant de la sphére & Oz a pour expression
0= (t + r sin ) sin y;
c) on a de plus la relation
|cos y tg x| =|sin @ tg 6].
Toutes ces conditions sont remplies si 'on pose

olo + t — 7 cos w)

{o+t)ecos w—r _
4ot +rcos w)—1?

S. = 1 ==
m Y o+t—rcosow’ s x

(32)

Le calcul de 1+ sin; 1 * siny et une discussion facile montrent qu'a tout

. . 7T T,
point m de o correspondent une valeur de ¥ comprise entre — 2 et + S ainsi

quune valeur de yx comprise entre o et + ;j; de plus, quand m décrit o, le

point (1; %) décrit une et une seule fois le champ rectangulaire

Tey< 37, o<y<Z
2 2’ r=5
Enfin on a successivement

o= (t + r sin ) sin %;

7{1 + sin x sin® ) + (1 + sin %) sin Y
(x + sin %) (t + 7 sin @) !

COo8 w =

g I—siny

= 2 i 2 . : : : a2 ain? s 2 .
I+sinx[t (1+sin g)?+ 22 ¢(1 +sin g) sin g sin Y —2*(1 s1§ % sin® )];
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(1+sin g)? (t+7 sin )’ sin® w =

= cos® Y [t* (1 +sin )®+ 27 ¢(1 + sin %) sin i sin Y—r? (1 —sin® x sin® ).
Les deux dermiéres de ces relations entrainent

2* = ¢® cotg?® xﬂlz—w
sty

d'ott résulte, dans le triangle ayant pour cotés »; ¢ sin 8; o, les angles opposés
aux cOtés ¢ et ¢sin 6 étant respectivement ¢ et w,

osin w osin w
z tcos 6

| cos p tg x| = :|éingotg0|.
Par ailleurs il vient

Dlo; w) cos 1 cos i '
D(w; x)  (1+sin %) (#+7 sin y)

sin w

({1 +sin )2+ 27 ¢ (1 +sin ) sin g sin Y —*(1 —sin? g sin® Y)|;

puis
_Jtezcosy] | tg % cos ]| Dle; w)
— — d
do gd@d sin @ dedw =t sin w D(w,x) A dy
., . costy 2. . s : . . ——
= ¢ sin A m[t (1+sin )2+ 27¢(1 +sin g) sin y sin P
dydy

—#*(1—sin?® g sin® )] (1 +sin 2)? (t+7 sin V)

=tsin g (t+rsiny)dydy;
moyennant quoi le second membre de (26') prend la forme
Tt

2
I

Ef[f(t-l—r sin W) f[(t+7 sin ¥) sin ]| cos ¥ tg x |27 sin xdx] dy; (33)
0 0
qui n'est autre que celle du premier membre, aux notations prés.

3. Changement de variable; deuxiéme cas.

Supposons maintenant ¢ inférieur & r; Vorigine O est extérieure a la sphere;
le second membre de (26) n'utilise que les valeurs de f(¢) dans l'intervalle
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[r—t; r+1] tandis que le premier membre utilise celles de l'intervalle [¢—r; ¢ +7].
Considérons alors le premier membre de (26), mis sous la forme (33), faisons la
substitution

sin ¥ = u; sin = v; (34)

et posons comme plus haut

. 2 t .
o=+ ru)v; cos w = (x ?; iu@)}(—; _}_Z;(;)-[_ L)' (35)

Dans (33), le point (u; v) déecrit une et une seule fois le champ rectangulaire R
défini par les inégalités

|u| < 1; o<wv<I.
Or, en étudiant les signes de ¢ et de 1 ¥ cos w on constate que la portion U

du rectangle R pour laquelle ¢ est positif et w réel, est définie par la seule
inégalité

C'est la portion hachurée de la figure 1, elle est située au dessus de l'arc d’hyper-
bole équilatére ¢ f8; « et § ont respectivement pour ordonnée et pour abscisse

Nous désignerons encore par B la portion du rectangle R comprise entre l'are
af et la droite w = — t/r; puis par € la portion restante. Ceci étant, I'intégrale
(33) se décompose en trois parties relatives respectivement aux portions %A, B
et €. Nous allons montrer que les intégrales doubles relatives aux portions B
et € se compensent exactement.

Nous ferons, pour cela, usage d’une transformation birationnelle possédant
les propriétés suivantes:

a) quand le point (u; v) déerit la région B, le point transformé (u'; v') décrit
une et une seule fois la région G;

b) on a les invariances

oI—u® 1—u?  dudv  du dv

trruyv=—(t+ru’)v, = ; = T
(t+ru)v (t+ru)o; vi—aT Y 1—v% w(1—u?) v (1—u?)
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On obtient simplement les formules de la trans- B M
formation en éliminant la variable w entre les /
trois équations . / /
¢ A
{w=(t+ru)v=——(t—I—ru')‘v' U3
(21
2rt(1+ua)—ua (£ +ri—w?) =
rt(1+uu)—ud' (B +r*—w?)=o0 T o n
ce qui donne Fig. 1.
u,_1'(2t-l—ru)(u21;2—1)—t2u(1~—1:2)' v,_,vt(t+21~u)(1——1;2)+rz(1—u21;2). (36)
ottt 2ru) 1=+ (1—ute?) rP(1—u? o) — 12 (1—0?) 3

On trouve ensuite pour le jacobien

v(1 — u?)
puis, par un caleul facile
(1—u?)[tt+2ru)(1—vd)+r2(1—u? 0?2 =

=(1—w’)[t—r—v(t+ru) t—r+o(t+ru)[t+tr—v(t+ra)][t+r+v(E+ra);
(1—v3)[r (1 —u? 0?) — 2 (1 — 0?2 = ‘
= (1= [t—r—v(t+ru){t—r+o{E+ru)]t+r—v{E+ru)][t+r+v(E+ra);
d’on
21___L2: el —
1 — ? 1 — v
et enfin
1 D(u'; V) +

p— I .
Vi—uH(1—v?) Du;v) V{t—u®)(1—1?)

Si donc do et do’ sont les éléments d'aires en correspondance des plans (u; v)
et (u'; v'), on a '

I—v

[1;2 ! —“z]p v{t+ru) fl{t+ru) vl

)] . dd
Vi3

;21—'“2 2 » s ’
= —|v 73 V{t+tra ) flt+ru

Enfin une discussion simple montre bien que les domaines B et € sont en cor-
respondance dans la transformation en question. Si on remarque que (23) s'éerit,
en utilisant le changement de variables (34),
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ff [021—:%2]1)1;(15 + ru) f(¢ -i—ru)v]V(I __52;’(1 = 02);

on voit que la compensation exacte des intégrales étendues 4 B et € est bien

réalisée, et qu'on peut, par suite, remplacer le premier membre de (26') par
I'intégrale précédente, étendue seulement au domaine . Mais on peut cette fois
revenir aux variables ¢ et w, par les formules (35); on sait que la quantité sous

le signe somme devient alors

of(0)]sin ¢ tg alzpd(’zdw;

ou on,a introduit comme plus haut la cote z et les coordonnées géographiques
6 et @ du point m de I'hémisphére o, ayant pour coordonnées cylindropolaires
0; w; 2. On vérifie d’ailleurs facilement que la région du plan (o; ) qui corre-
spond & la région U du plan (u; v), est précisément la base de I'hémisphére o,
et que, dans cette région, le jacobien de la transformation ne change pas de
signe; de tout ceci résulte que (33) est identique au second membre de (26).

Il n’y a rien & ajouter & cette démonstration pour traiter le cas de l'identité
relative 4 la fonetion ¥ (r, f), puisque cette identité se déduit de celle qu'on
vient d'établir en dérivant par rapport a la variable ¢, opération évidemment
légitime dés que la fonction f posséde une dérivée premiére continue.

4. Examen des deux cas limites p = — 1/2 et p= + 1/2.

Ces deux cas sont intéressants car ils établissent la liaison entre la théorie
qui sera développée dans le chapitre suivant, et la théorie classique de Bohr.
C'est pourquoi nous terminerons ce paragraphe en indiquant rapidement ce que
deviennent les fonctions, opérateurs, relations que nous venons de considérer
pour ces valeurs de p.

a) p = — 1/2; on a alors
JAr)=cosdr; @.(r)= (::;! (37)
puis
DA =L Q=2 Al + o)+l — o) (59)
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A (o) = fﬂe) do;  Blflo) —f);

b) p = + 1/2; on a cette fois

=S )=t
puis
D=L 2 anipe) = L w9+ Pl — o)
avec 7
F(r)=f9f(e)de,
et enfin ’

LUl =rr Bl = [ e

(39)

(39)

Enfin dans un cas comme dans I'autre, les relations entre les opérateurs D, M,

A, B, qui ont été établies dans ce chapitre sont encore exactes et deviennent

triviales.

CHAPITRE II.

Les fonctions presque-périodiques J d’une seule variable.

§ 1. Les fonctions presque-périodiques J de premiére classe.
1. Définition.
Reprenons® I'équation (18,) du précédent chapitre:

’o
D, [0, ) =% 2-

Son intégrale @ (r, t) satisfaisant aux conditions initiales

! Dans la suite, les renvois au premier chapitre seront affectés de l'indice 1.
36—37634. Acta mathematica. 69. Imprimé le 5 septembre 1938.
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o o)=0;  (5%)=/0) @) )

est donnée, comme on l'a vu, par l'une ou l'autre des formules
O(r, )= A (M [f(0)} = Br {Auso [f0) + A [/ (45 (5)

Ces expressions ont encore un sens lorsque la fonction paire f(r) est seulement
supposée continue; @ (r, {) sera alors appelée l'intégrale généralisée de (1), satis-
faisant aux conditions initiales (2); (3); comme on l'a vu par la formule (25,), si

I'on pose

a(r) = 4. [f(e)]; (6)

on peut écrire aussi

k“'I%‘l

D (r,t) = cos??@a(t + » sin 6)d0 = ;—Br a(t+o)+alt—o). (7)

Tout ceci étant rappelé, nous dirons qu'une fonction continue paire f(r),
définie dans (—oo; + »), est presque-périodique J de premiére classe,

1°) lorsqu’elle est bornée dans [—o; + o];

2°) lorsque l'intégrale généralisée de (1), satisfaisant aux conditions initiales
(2), (3), est, par rapport & la variable f, une fonction presque-périodique de Bohr.

Proposition 1. 11 est mnécessaire et suffisant, pour que la condition 2° soit
remplie, que la fonction a(r) soit une fonction impaire de Bohr.

En effet, (6) montre que a(r) est nécessairement impaire et continue; (7)
donne, pour » =o,

@ (o, t) = a(l);

puisque @ (r, t) doit étre presque-périodique de Bohr par rapport i ¢, pour toute
valeur de r, il est bien nécessaire que a () soit presque-périodique; c’est d'ailleurs
suffisant, car la formule (7), sous son premier aspect, montre de fagon immédiate
qu'alors @(r, t) est, quel que soit r, presque-périodique de Bohr par rapport a ¢,
avec le méme systéme de presque-périodes que a(r). Nous pourrons donc écrire,
avec la convention habituelle

-
N~ S (®)
n
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les 4, étant positifs, et la série

3, e o
étant convergente. "

Tl est évident que si f(r) et g(r) sont presque-périodiques J de premidre
classe, il en est de méme de kf(r) + hg(r), quelles que soient les constantes h
et & 1l en est donc aussi de méme de la complexe conjuguée et des parties
réelle et imaginaire de f{r).

2. Moyennes circulaires de f(r).

Soit s un nombre réel positif fixé 4 l'avance; introduisons la moyenne
circulaire

Silr)=F(r, s)= M;:(f(e)] (10)

ol on a repris les notations du précédent chapitre.

Proposition 2. Si f(r) est presque-périodique J de premiére classe, il en est
de méme de f, (7). '

JS1(r) est évidemment bornée et continue; introduisons alors, comme plus
haut, les fonctions suivantes:

F(r, t)———Mf,[ 1 (@) (r1)
a; (r) = 4, [f;(0)); (12)
@, (r, t) = A;[F\ (r, 7)). (13)
On a
a,(r)=A,[Flo, )] = A:[F (s, o]l = D s, 7); (14)

par suite g, (1) est une fonction impaire presque-périodique de Bohr par rapport

\

a 7, et il en résulte, d’'aprés la proposition (1), que f,{(r) est bien presque-
périodique J.

3. Une limitation utile.
Reprenons la fonction a(r) définie par

a(r) = 4. [f(o)

et introduisons la fonction continue impaire b(r) telle que



284 J. Delsarte.

rb(r) = B, leale). (13)
Un caleul facile, que nous omettons, donne

r

b () = j @***1fle) do. (16)

0

Or, si on se reporte a la définition de I'opérateur de Poisson, on constate que
b(r) s'exprime de la fagon suivante:

LR}

b(r)= 2 Ilp+ 1) a(r sin ) cos?? §sin 0 d 0. (17)

el

Soit alors a la borne supérieure du module de la fonction presque-périodique de

0

Bohr a(r); la formule précédente montre que

¢ T'(p+1)
i)

60| == (18)

Cette inégalité nous sera utile.

4. Le développement formel des fonctions presque-périodiques J de premiére classe.

D’aprés le développement (8) de la fonction a(r), on a

: . R 0; (A=2,)
im % [ a()sin Ardr= - 2>
Rl fa(7)sm rdi Za; =) (A>o0)
0 n

et si on tient compte de I'expression de a(r) en fonction de f(r), on montre par

une transformation classique, que

R

V—;—E .
r(p+1)r(§ —'p)

R
_f 2p+1f [f Slll:’f)+1 Q]df".
[o®— 77

1% a(r)sin lrdr =
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Par ailleurs une formule connue de la théorie des fonctions de Bessel,
(l'intégrale de Mehler-Sonine), donne

@

=
sin Ao do— Va2 _\2 Py
<

T AP TP A
On est donc amené & penser que l'on a
R ‘ 22 R
o A2P : L
IIBLIIL % a (7) sin A»r dr = W‘%—m };.I;C:;o %5 1~2p+1f(7~)] (}. 1‘) ar. (19)
0 0

Pour le vérifier, il suffit évidemment de montrer que l'expression

ifrl [

a pour limite zéro quand R devient infini. C’est ce que mous allons faire. Pour
cela nous décomposerons / en deux parties:

I=J+K
avec
=—— r“’“f _sinde —————doldr (21)
J =Pt
et
=— 2I’Hf _sinle —————del|dr; (22)
2 lef —rPta
on a posé

I
R1=kR=[I+E—q]R; (23)
I'exposant ¢ étant pris supérieur & 1, de sorte que R, — R tend vers zéro en
méme temps que 1/R.
a) Etude de J. Dans lintervalle (R; R,), la fonction
1
e —rrd

est positive et décroissante par rapport a ¢, il s'ensuit que
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_sinkg - R —R _ I )
(0% — r* p+‘ [Rz__,.z]zﬁ% Rq~1[R2_7.2]p+§’

puis, en désignant par 8 la borne supérieure du module de f(») dans [—oc; +];

72041 ol B

B[ Ty L I_ :
= w [Rz—r?]“%_V;vF(erI)F(Z =
0

g étant choisi supérienr 4 1, on voit que J tend vers zéro avec 1/R.

b) Etude de K. b(r) étant définie par la formule (16), introduisons encore
la fonction

ety =rr1120) = [ erris@de (24
0
on peut alors écrire
R @
I , sin Ao
K=—1¢(r ———do|dr
Rof (1)[1%[ [92_7,2]“% Q]

puis, en intégrant par parties

«©
r=R

R @© .
sin A ¢ 1 7} sin Lo
0 [ ST yae| |5 [e0 ] [ e an
. [92_7,2]1&% o RO 07 F [92_7.2]1&%

La partie toute intégrée s’écrit encore

S

[}

c(R sin 4
x = [ le g, (25)
{92_R2]p Fl
R,
sin Ao .
car c(o) est nul, et g1 @@ @ un sens et est finie. Le second terme est
) i 0
égal, au signe prés, i
R @
K2=2p+1frc(r)[f—m—~3dg]dr; (26)
R 2 _ 2Pt 5
‘ 2 lo°—17]

la dérivation sous le signe somme étant légitime, & cause de l'uniforme gonver-
gence de l'intégrale
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t
f sin Ao _de
R, [92'"7'2]p+§

lorsque ! devient infini. Etudions successivement K, et K.

Etude de K,. La quantité
: 1

o —re)"td

est une fonction positive et décroissante de ¢; le second théoréme de la moyenne

donne done
© ) R,

sin ¢ I .
SR g —— 1 |sinled
;f s R L

1

puis, 4 n’étant pas nul,

; sin ¢ d 2
2 optd ef < s aptd
J = am et

Tenons compte maintenant de 'inégalité (18) relative & la fonetion b(r); elle
entraine

()] < - I(p+1) ey (r> o)
(3
I‘(2 +p
et par suite
ge T(p+1)1 iy

[ K| <=~ = :
: lV"r(p+~;)R [Ri — 2]’0+2

0

Remplagant au second membre 7 par Ru et R, par kR, il vient

) » w2ty

< — —
IK2| R L2 — ]P+§

*(_
Vn 4+ 1
t3
L’intégrale qui apparait ainsi est une fonction de £ définie pour % supérieur &

I'unité, et qui devient infinie quand % tend vers 'unité; une intégration par
parties donne d’ailleurs
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1 1
f w*tidu I _,_j w?du
J =t ep -t ety

le second terme est négatif; il reste fini pour £ = 1; on a donc

f Wty I .
J [k — w7 ap 4+ ) — )Y ,
et

2a¢ T'(p+ 1) 1 '
1

K|=——
| K| lVﬂF(p_{_é)RUfg“l]m—E
2

Si maintenant on remplace %2 par 1 + ﬁz’ on trouve
@ F{p+1)  poprd)—

| K| < —=
AV 2p+§r(p+ 3)

2

ce qui montre que K, tendra vers zéro avec 1/R si ¢ < ; cette condition

2
2p+ 1
. I
est compatible avec ¢ > 1, car p < .

Etude de K,. Dans l'expression (25) de K, appliquons a I'intégrale le second
théoréme de la moyenne et tenons compte de la majoration déja utilisée de la
fonetion ¢(R); on trouve ainsi

|K,| < 2e¢ T(p+1) 1
=<

War(p+d) R - et

qui tend vers zéro comme K,; |K|<|K,|+|K,| tend donc aussi vers zéro, et
il en est de méme de |I|<|J|+ |K|; ce qui achéve d’établir notre assertion.
Nous voyons par suite, en revenant 3 1'équation (1g), que l'on peut écrire

. o o (k) @)

A tim £ | et A s N dr —

2217“1"2(10—!—1)31_1,[3@ R’ P ) dr za_Z; (A = 4n). (28)
0 n

Cela nous permet d’énoncer le théoréme suivant:
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Théoréme. 8i f(r) est presque-périodique J de premidre classe, 1'expression
i
& | rresnianar
0

ot A désigne un nombre positif, a une limite nulle pour R infini, sauf pour un
ensemble dénombrable de valeurs de 1, valeurs qui sont celles des exposants de
Fourier de I'image presque-périodique

a(r) = 4, [f(e)]

de la fonction f; pour ces valeurs 1, de 1, la limite est donnée par l'expression

ol a, est le coefficient de Fourier correspondant de l'image a(r).

5. Remarques diverses.

On a, d’'aprés des formules bien connues de la théorie des fonctions de Bessel

%f:~Jp(l1~)Jp(u1~)d _udp(AR) Jpi(u R) —:Jp~1 (lR)Jp(MR), (h+ )

L f P 0r) dr =" (75 (0 R)~Jys (. B) Ty (0 R}

puis, en passant a la limite pour R infini, compte tenu des formules asymptotiques,

Iim f P00 dr—o; (4w (29
. _ 2221 (p+ 1)

Ce résultat rend évidentes les formules (27) et (28) dans le cas d’une somme
finie: '

~
= Z anj (Anr).
n=1

37—317534. Acta mathematica. 69. Tmprimé le 6 septembre 1938.
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On observa que pour une telle somme on a

R
.1 = 2222 (p + 1) & @i
dim L [ ar 2D 5

0 n=1 "

Dans le cas général, pour une fonction presque-périodique JJ de premiére classe

quelconque, la série

ZV Qan (_ln
2p+1
n An

ne sera pas convergente; on voit donc, que pour une telle fonction, il n'y a, en

général, aucune raison de penser que l'intégrale

R

lim f 241 £ () Fir) dr

ait un sens. Comme nous le verrons dans la suite, cette lacune apparente de
la théorie disparaitra lorsque nous aurons défini les fonctions presque-périodiques
J absolues.

6. Cas des moyennes circulaires.

Soit toujours s un nombre réel positif fixe, et cherchons & déterminer les

coefficients du développement formel de la moyenne circulaire

Silr)=Flr, s)= M;[fle).

D’aprés ce qui précede, il suffit d’évaluer la limite

R

. I .
%Ln; 7| @ (r) sin Ardr
0
ou, compte tenu de (14)

! T(p {r + ssin 6) cos®? Osin ArdOdr.
an( R—'w

“(el

Posons
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E
lim Lfa(r) sin Ardr = a(A).
R -R

0

On sait que

R
lim LR [a(r—!—ssin 0)sin Ardr = (1) cos (Assin 6);
R+

0

cette derniére limite étant atteinte uniformément par rapport a s dans [0; + ]
et par rapport & 6 dans [—- g; + ;I], cela entraine la possibilité d'intervertir

les intégrations et les passages & la limite dans les expressions précédentes, et

il vient
R +3
lim — [ a,()sin Ardr=_°— Tp+1) a(l)cos (Assin 0) cos?? 6d 6
Row I ﬂr(l 4 p)
o 2
7
)
_ = () (4);
puis
. R . 4P o (]- =+ Iln) (3 I)
lim — [ 2P fi(r)jAr)dr="-T*(p + 1)-{ 4, .
e Ro 1 " Tepi1/ (ns);  A=1). (32)
7. Examen des deux cas limites p = — 1/2 et p= + 1/2.

Il suffit de se reporter aux définitions et aux formules (37,) etc. du
précédent chapitre pour aboutir aux conclusions que voici:

a) p= —1/2; les fonctions presque-périodiques J sont les fonctions paires
admettant une primitive presque-périodique de Bohr.

b) p= + 1/2; les fonctions presque-périodiques J sont les quotients par r
des fonctions impaires presque-périodiques de Bohr.

De plus, dans les deux cas, ces fonctions doivent 8tre bornées dans [— o0 ; + ];
c'est la une condition globale, pour p = — 1/2, et une condition locale, relative
a r=o0, pour p= + 1/2.

Toutes les propositions établies dans le présent paragraphe subsistent.
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§ 2. Les fonctions presque-périodiques J de seconde classe.

1. Définition.
Reprenons 1'équation (18,) du chapitre premier:

0P,

D;[¥ o, 1)) = 5z (33)

soit d’autre part f(r) une fonction paire, définie dans (— oo; + ), et que nous
supposerons d’'abord pourvue d'une dérivée premiére continue; l'intégrale géné-

ralisée de (33) satisfaisant aux conditions initiales

w0 =s0; (57).,=0 (54

g'exprime par l'une ou l'autre des deux formules

B, )= 5 A (£} =2 2B lderg ] + A SO (39)
Si l'on pose, comme plus haut,

_ alr) = 4. [F(ol]; (36)
on a aussi

3
Py, 1) = ,I_ Tlp +1) cos?? Bza(t + rsin 6) d6.
V I ot
“r(5+)

Mais, sous les hypothéses faites, a(r) est aussi une fois dérivable; désignons par
a®(r) sa dérivée; on peut écrire
4
ty

W(r, t) = 1 I+ cos?? 0 a*(t + rsin 6)d 0. (37)

(i

2

Par ailleurs, d’'aprés (14,) et la relation bien connue entre les opérateurs de So-

nine et de Poisson, il vient

S ()= By [a" ()] (38)
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Ces considérations nous permettent de nous affranchir de la restriction de
dérivabilité imposée & la fonction f; lorsque la fonction f(r) paire, définie et
continue dans (— oo; + ®) est telle qu'il existe une autre fonction paire a*(r)
définie et continue dans le méme intervalle, satisfaisant & l'équation (38), nous
dirons que la fonction ¥ (r, t) définie par la formule (37) est I'intégrale généralisée
de (33) satisfaisant aux conditions initiales (34). On notera que (14,) donne dans

ces conditions
,

[ a*(e)do—= 4, 1ol (30)

0

tandis que (37) s'éerit encore

P (r, t)=—;Br[a*(t + o) + a* (t — o)]

ou, en intégrant et tenant compte de la parité de la fonction a*(r),

t+po t—o

flp(ﬁ T)dT:éBr[fa*(’E)d'E‘l'fa*(’[)d'[]'

Si maintenant on utilise (39) ainsi que l'identité fondamentale, on trouve

i

[ P (r, 1) dv = A (M [£(0)]} (40)

0

ce qui légitime en un certain sens la généralisation faite.

Ceci étant posé, nous dirons que la fonection f(r), satisfaisant aux conditions
précédentes, est presque-périodiques J de seconde classe, lorsque l'intégrale géné-
ralisée ¥ (r,#) que nous venons de définir, sera presque-périodique de Bohr par
rapport a ¢, quel que soit 7.

Proposition 3. 11 est nécessaire et suffisant, pour qu’il en soit ainsi, que la
fonction a*(r) soit une fonction paire de Bohr.

C’est ce qui se voit immédiatement, 4 partir de (37), et en remarquant que
¥ (o, t) = a*(t).

On constate comme pour les fonctions de premiére classe (cf. prop. 1), que ¥
est bien, quel que soit 7, presque-périodique de Bohr par rapport & f, le systéme
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des presque-périodes étant indépendant de r. On est donc autorisé a écrire,
suivant les conventions habituelles, lorsque f(r) est presque-périodique J de se-

conde classe,

a’(r) ~ Z @n COS An 7 (41)

les A, étant positifs ow nuls, et la série
Z ay Gn
n
étant convergente.
11 est clair que si f(r) et g(r) sont presque-périodiques J de second classe,
il en est de méme de %f(r) + hg(r), quelles que soient les constantes & et %

Il en est donc aussi de méme de la complexe conjuguée et des parties réelles et
imaginaires de f(r).

2. Moyennes circulaires de f(r).

Soit s un nombre réel positif fixé 4 I’avance; introduisons la moyenne circulaire
Hl) =M [flo)l (42)

Proposition 4. Si f(r) est presque-périodique J de seconde classe, il en est
de méme de f;(+).
fi(r) est évidemment paire et continue; la formule (40), prise pour r=s,

donne
i

f (s, ) da— 43 [£(o)} = 4.1/, (o)

(1]
ce qui, d'aprés (14,), équivaut 3
Silr)=B:[¥(s, o). (43)

Il existe donc bien une fonction paire et continue af (r) satisfaisant a

Ji(r) = B, [ai ()]

et cette fonction n’est autre que
ai(r) =¥ (s, 7). (44)

Elle est par hypothése presque-périodique de Bohr par rapport a r; d’ou notre
assertion.
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Remarque. Lorsque f(r) est presque-périodique J de seconde classe, la for-
mule (38) entraine qu’elle est bornée dans [— oo; + oo]; en effet si o est la borne

de ai(r) dans ce méme intervalle, on a aussi, d’aprés cette formule

/)] =e

3. Polynomes de Bessel.
Ce sont les polynomes de la forme
Br)=A )+ Ay (Ayr) + -+ Anj(Anr) (An = o).

Une propriété connue de l'opérateur de Poisson, (12,), permet d'écrire

B(r) = B [Ple)]
ol P(r) est un polynome trigonométrique pair
.P(T) = Al cos 2‘1 r + Ag Cos lgr + ot + An Ccos )un?".

Etant donnée a*(r), fonction paire presque-périodique de Bohr, on sait qu'il
est possible, d'une infinité de maniére, de trouver une suite de polynomes trigo-
nométriques pairs convergeant uniformément vers a*(r) dans [— oo; + ]

Ky
P,(r)= Z A" cos Aq7 (45)

=1
les A, étant les exposants de Fourier de a*(r). Cette propriété trés précisé permet
de faire une étude beaucoup plus serrée des fonctions de seconde classe. C'est

ce que nous verrons dans le prochain paragraphe. Pour le moment, bornons
nous 4 remarquer qu'en posant

By (r) = B, [Pn (0)] (46)
J(r) — B (r) = B:[a*(e) — Pa (o)} (47)

on a

ce qui prouve, l'opérateur de Poisson étant borné, que la suite des polynomes
de Bessel B, converge uniformément vers f(r) dans [— o0; + ]. D’ott le théo-
réme:

Théoréme. Toute fonction presque-périodique J de seconde classe peut étre
approchée uniformément dans [— o; + oo] par une suite de polynomes de Bessel,
et cela d'une infinité de maniére.
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4. Le développement formel des fomctions presque-périodiques J de seconde classe.

Nous allons maintenant établir le théoréme suivant, tout-d-fait analogue &

celui qui a été démontré relativement aux fonctions de premiére classe.

Théoréme. Si f(r) est presque-périodique J de seconde classe, I'expression
R
7 [ e ianar
0

ou A désigne un nombre positif, a une limite nulle pour R infini, sauf pour un
ensemble dénombrable de valeurs de A, valeurs qui sont celles des exposants de
Fourier non nuls de l'image presque-périodique a*(r) de la fonction f, image satis-

faisant 4 la condition

Sr) = B,[a"(0)).
Pour ces valeurs 1, de A, la limite est donnée par la formule

2%p an .
— I'*(p+ 1)121)4-1’
n

ol a, est le coefficient de Fourier correspondant de l'image a*(r).
Avant de démontrer ce théoréme, il est commode d’établir le lemme suivant:

Lemme. Lorsque A est positif, l'intégrale

Yy

I(x,y)=f—~——~[ ri@n) g,

2 __ xz]%—p

est bornée, pour tout x et tout y positifs ou nuls; (y est supposé supérieur & x).
Désignons par m un nombre positif fixé & V'avance; nous distinguerons plu-

sieurs cas:

a) = est supérienr & m;

en tenant compte de l'expression de 1’élément simple j(7) en fonction de la
fonction de Bessel J,(r), ainsi que de la valeur asymptotique de cette derniére
fonction, on peut écrire

p+3
SRS NV (M_r_w_f_v) + 1)
Vz ppPte 2 4

g (Ar)
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de plus, il existe une constante H telle que l'on ait pour toute valeur de 7 su-
périeure & m,
H

-
PPrE

RAGIRS

Bornons supérieurement chacune des deux parties de Iz, y) provenant de l'ex-
pression précédente de j(A7); la partie provenant de k(r) est bornée supérieu-
rement en valeur absolue par

v
Hf : dr Hf = H f :
% 72 TP (2 — gt Plr —x] u2+p [u —1]§ P

I P I
o
< H 4 2 2 )

2m%_p T(§ _}_Q)
4 2

IA

Quant & la partie provenant du terme en cosinus, nous y poserons
=z +u

elle s'écrit alors, en négligeant un facteur constant

y—

cos (/Ix__M_E) f (M)—p cos lud " —
: 2 4 2x +u 1

u2

— sin (lﬂc-—p—ﬁ-—f)f(x""“)‘_l’ Sl—nl—ud
. 2 4 22 tu

uz
(x+u 1p
22 +u

est une fonction positive et croissante de u, et elle est inférieure & 1'unité, de

or, la quantité

sorte qu'en appliquant le second théoréme de la moyenne, on peut affirmer que

l'expression précédente est en module inférieure 3
y—z

cos lu sin Ao
+ n du
uz
7

38—37634. Acta mathematica. 69. Ilmprimé le 6 septembre 1938.
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et il est bien connu que cette expression est bornée, quelles que soient les limites
&, m; z;y. Il existe donc un nombre fixe 4 tel que l'on ait

| I(x, y)] < 4
pour :
Y= =m.
b) y est inférieur & m;
soit alors B la borne supérieure de la valeur absolue de j(r) dans l'inter-

valle (0; m). On a de fagon évidente

y
|I(x,?/)|SBf rdr B

I—p 2p+1

2p+1

1 Bm2p+1
2 _ 23T A
T ly* — 2
pour
m=y =x=0.
¢) = est inférieur & m et y est supérieur & m;
dans ce cas la relation
I(x, y) = I(z, m) + I(m,y)
donne

| I(x,y)| <A+ A

ce qui achéve d’'établir le lemme. Désignons donc maintenant par K la borne
supérieure de la valeur absolue de I(x, y) et passons & la démonstration du théo-
réeme de développement formel des fonctions presque-périodiques J de seconde
classe.

Reprenons nos notations antérieures; soient:

S(r) une fonction presque-périodique J de seconde classe;

a® (r) son image presque-périodique de Bohr;

P, (r) une suite de polynomes trigonométriques pairs convergeant uniformé-
ment dans [—oo; + ] vers a®(r), les exposants de Fourier de ces polynomes
étant ceux de a*().

Soit enfin
B (r) = B, [P (0)]

la suite de polynomes de Bessel convergeant uniformément vers f(r) dans
[— 05 + oo,
On posera dans la suite

7=0 pour ¢> Ny.
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Fixons lindice ¢, et & positif aussi petit qu'on le voudra. Choisissons #

supérieur 4 ¢ et assez grand pour que l'on ait quel que soit #
[a*(r) — Pa(r)] < e. (48)

Par ailleurs (29,) et (30,) donnent

R

22D An

. 1 ;

;HI; Ef 20415 (2, 7) B () d —1"2(p+ I)AQPJr1
]

n étant choisi, prenons encore R assez grand pour que

n

R

= et () r)‘B(r)dr—z—Ml"z(/ + 1)L < (49)

R J q n T p l§p+1 &. 49
0

D’autre part une transformation classique donne, en tenant compte de (47) et de

I'une des formes de l'opérateur de Poisson,

[

Iii’, f P22+ G () [F0) — B ()] d

I{r, R)[a®(r) = Pa(r)] dr;

d’ou, par application du lemme et de (48),

I%f A (R 7)[f(r>—srsn(r)]d,-| 2K Trp+1)

o)

~ 2 @y COS An 7
n

Soit alors

on a

|Ag—aq|<[§|Ag——aqF] [hm—fla (I dr ]%‘ . (51)

et la conjonction de ces différentes inégalités conduit 3
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B
1 [ 2P aq
Iﬁj P (i) ) dr — 2212 (p + 1) | <
0
~{, 2p 2
gl(p+1)+l+2 r(f:I)
1/-7]; (I ) T lp
r\-+p
2
On montrerait de méme que
4 A
1 . > 0;
lim — | #?P+1j5( dr = o; ’
RL“in j@n) /) {l#lq;

1]

ce qui achéve de prouver notre assertion.

Remarque. Lorsque A est nul, le théoréme n’est plus exact; on le voit en
prenant pour fonction f(r) une constante. Cependant, si I'image presque-périodique
a*(r) de la fonction f est de moyenne nulle, la proposition est encore exacte;
comme nous n'aurons pas & nous servir de cet énoncé, nous ne nous attarderons
pas a l'établir.

On notera encore que, dans le cas général, pour une fonction presque-pério-

dique J de seconde classe, la série

diverge, de sorte que, comme pour les fonctions de premiére classe, il n'y a pas
lieu de chercher 4 donner un sens & la limite

R

lim R% r20FL £ (y) fr) d r.

R

5. Cas des moyennes circulaires.

Fort peu de choses sont & changer & ce qui a été dit & propos des fonctions
de premiére classe; soit f(r) une fonction de seconde classe, et posons

Sil) = M3 [fle)]

s étant un nombre positif fixe. Pour trouver le developpement formel de f;(»)
il suffit d'aprés ce qui précéde, d’'évaluer la limite
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R

%LHOIOR'/ (‘)cos/ﬁdr

ot a} () est l'image presque-périodique de £, (»); or, (37) et (44) donnent

+7 |
af(r):]% 1"(110 L] cos??0a*(r + ssin 6)d6.
7 I‘(~ +p)
2
)
Il faut done évaluer
ﬂ
ta
—I—L(p-{-l 1111 L a’(r + ssin 0) cos??0 cos ArdOdr

Vr (2 —

qui, en posant

R
lim — a*(r) cos Ardr = a ()
R -R
0
devient

1L Tp+)
il

@ (1) cos (A s sin 6) cos?? 6 6.

LR

On en déduit, comme pour les fonctions de premiére classe

R

2p —_ B
lim EIE— P22t £ (r)jAr)dr = 27 r*(p+1)- P"“J(lns) (= > o);
R—>w»
0 0; (A== An; A>o0).
6. Examen des deux cas limites p= — 1/2 et p = + 1/2.

Ici encore les formules (37,) et la suite donnent sans difficulté

a) p= — 1/2; les fonctions presque-périodiques J de seconde classe se réduisent
aux fonctions paires presque-périodiques de Bohr.
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b) p=+ 1/2; les fonctions presque-périodiques J de seconde classe sont les
quotients par r des intégrales, entre o et r, de fonctions paires presque-pério-
diques de Bohr.

Les propositions établies dans ce paragraphe donnent, dans ces deux cas,

des énonecés bien connus de la théorie des fonctions de Bohr.

§ 3. Propriétés de compacité des fonctions de seconde classe.

La possibilité d’approcher uniformément une fonction de seconde classe par
une suite de polynomes de Bessel laisse prévoir que ces fonctions ont a certains
égards des propriétés trés voisines de celles des fonctions de Bohr. Nous allons
en donner une nouvelle preuve dans ce paragraphe, en étendant aux fonctions
de seconde classe les propriétés de compacité des fonctions de Bohr qui ont été

découvertes par Bochner.

1. Premiéres propriétés.

Soit f(r) une fonction presque-périodique J de seconde classe et soit a*(r)
son image presque-périodique de Bohr:

f{r) = B, [a"(e)]

s étant un nombre positif, considérons la moyenne circulaire

flr|s)= D[ fle)]; (52)

on sait que c'est encore une fonction presque-périodique J de seconde classe;

nous désignerons son image presque-périodique par a*(r|s); on a

Slr|s)=B.[a*(e|s)] (53)
et, d’aprés (44) et (37),

k3
)

a*(,,}s)=im—) cos??8 a*(r + ssin 6) d 9; (54)

Vr (g )
r 2+p

4

2

enfin nous venons de voir, dans le précédent paragraphe, que les développements
de Fourier de a*(r) et a*(r|s) sont
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a*(r) ~ Z an o8 dnr;  a*(r|s) ~ D\ anj(dns) cos dur; (An=0). (55)
Nous allons étudier les propriétés de la famille de fonctions a*(r|s), r étant
la variable et s le paramétre.

Proposition 5. Les fonctions a*(r|s) sont «également presque-périodiques>.
Soit en effet ¢ >o0, et l(¢) lintervalle d’'inclusion correspondant pour la

fonction «*(r); soit = une presque-période relative & ¢; on a
la*(r + o) — a*(r)| <
puis par (54), Uopérateur de Poisson étant borné,
la*(r + z]s) —a*(r|s)| < e
d’ou la proposition.
Proposition 6. Les fonctions a*(r|s) sont «également uniformément continues».

a*(r) étant presque-périodique de Bohr est uniformément continue dans

[—o0; + 0]; si on se donne ¢ > 0, il lui correspond %(s) tel que

|’“1 - 7"2' < h(e)
entraine
|a*(ry) — a*(rs)| <&

pour tout #, et 7. Il s’ensuit, comme plus haut,

|a*(ri[s) — a®(rsfs)| < e
d’ou la proposition.

Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant:

Théoréme. Les fonctions a*(r|s) forment un ensemble majorisable de fonc-
tions paires presque-périodiques de Bohr.

2. L’ensemble S{a*(r)}-

Définition. Nous désignerons par S {a*(r)} 'ensemble de toutes les fonctions
a*(r|s) lorsque le paramétre s prend des valeurs positives ou nulles, et de leurs
fonctions limites, pourvu que la convergence vers ces fonctions limites soit uni-
forme dans [—oo; 4+ o). Ces fonctions limites *(r) sont donc aussi paires et
presque-périodiques de Bohr.
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Théoréme. Pour qu'une fonction paire presque-périodique de Bohr b*(r) ap-
partienne a l'ensemble S{a*(r)}, il faut et il suffit que son développement soit
de la forme

b{r) = D\ anj(dnsz) cos dn 7

n

avee :
Anst = lim Ay sm (mod. )

m—>

cette derniére condition signifiant que

7 (An i) = lim 5 (An sm)

m—
au sens habituel.

La démonstration comprendra deux parties.

1°). Soit b*(r) une fonction de l'ensemble S{a*(r)}; si c’est une fonction
a®(r|s) il suffit évidemment de prendre s; =s pour tout n, et sy ==s pour tout
m; supposons au contraire que b*(r) soit limite uniforme dans [—o0;. + o] de

fonctions a*(r|s), alors

b*(r) = lim. unif. a*(r | sm)
m—@®
et d’aprés un théoréme connu, le développement de b*(r) est la limite formelle
de celui de a*(r|sm); si donc on a, (les exposants de Fourier des a(r|sn) étant
tous les mémes):
b*(r) ~ D\ bn cos nr

n

on a aussi

bn _ lim 7 (An $m).

n m— @

Mais la fonectiou j(r) est continue et bornée inférieurement et supérieurement

dans [—oo; + o], et il existe au moins un nombre positif ou nul

Oy = 'ln 83
tel que
3 (0a) =lim j (As si)
donce
by = anj (ln S:)
avec

An st =lim A, 8, (mod. j).

m—> ®
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2°). Considérons maintenant une série formelle du type précité:
D\ anf(dasi) cos Aur
n

avec
Anst =1lim Ay sp (mod. 7)

m— o

et envisageons les fonctions a®(r|sm); I'ensemble des fonctions a*(r|s) étant ma-
jorisable, il suffira de montrer que la suite a*(r|sn) converge en moyenne de Bohr
dans [—oo; + ] vers une fonction limite 5*(r) pour pouvoir en déduire que la
convergence vers b*(r) est uniforme, et par suite que b*(r) est paire et presque-
périodique de Bohr; or on a, en prenant les moyennes de Bohr,

m {[a* (7‘ l Sml) —a* | sz Z dn an Zﬂn Sm;) (ln sz)]g'

Soit alors e positif arbitrairement petit; choisissons d’abord N tel que

o*®

2 On G < &}
n=N+1

soit A une borne supérieure de la valeur absolue de j(r) dans [— o»; + =]; on a

Z @ n [ (An Sm) — § (An Sm))]® < 4 A% e.

n=N+1

Choisissons d’autre part m par la condition

N
Z Qan [_(n [,7 (ln Sm,) - .7 (lﬂ sz)]2 <e

pour
m, et my > m.

Ceci est possible, une fois N fixé, car

lim 5 (A Sm)
m— ©
existe et est finie; on peut donec prendre m; et m, assez grands pour que les

différences ,
3 (A $my) — 5 (A Sm,)

soient aussi petites qu'on le veut, pour » =1, 2, ..., N. Ce choix étant fait, on aura
39—37534. Acta mathematica. 69. Imprimé lo 6 septembre 1938.
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M {[a” (] sm) — a* ([ sm)]?} < (1 + 447

ce qui entraine, l'ensemble a*(r|s) étant majorisable, la convergence uniforme de
la suite a*(r |ss) vers une fonction *(r), paire, presque-périodique de Bohr, ayant
nécessairement comme développement celui dont nous sommes partis, et qui ap-
partient & I'ensemble S {a*(r)}-

3. Propriétés de compacité.

La fonction j(r) prend toutes ses valeurs dans un intervalle fini déterminé
0; a]; & toute valeur réelle r correspond une valeur et une seule * appartenant
& cette intervalle et congrue i r modulo j, telle donc que

i) =3(r).
Soient alors gma les points correspondant aux i,sm par ce procédé, et ¢. les va-

leurs correspondant aux i,s7; on a

im 5 (ema) = J (0n)-

m-—+ ®

La fonction j(r) étant continue dans [0; a], et prenant exactement une fois cha-
cune de ses valeurs, il vient

lm omn = 0n.
m— ®

Considérons maintenant une suite queleconque a*(r|sn); soit toujours gmn la
valeur congrue i A,sn dans [0; a]; par application du principe de Bolzano-Weier-
strass et du procédé diagonal, on peut extraire une suite d’indices

My; Mgy ooy Mgy o
tels que les suites
(eimy); (02mp); - -5 (enmg)s - .-
aient respectivement des limites
015 @25 -5 Q5 - -
appartenant a [0; a]. Nous poserons alors
on = Ansn
et la suite
“*('rlsmq)

convergera uniformément vers une fonction b*(r) de S{a*(r)} ayant pour déve-

loppement
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b*(r) ~ ) anj(dns2) cos dnr;
()
autrement dit:

Théoréme. De toute suite a*(r|sm) on peut extraire une suite partielle
a*(r|sm,) convergeant uniformément dans [— oco; + o] vers une fonction paire
b*(r) presque-périodique de Bohr.

Cest la propriété de compacité des fonctions a*(r|s). On en déduit immé-
diatement la propriété analogue pour les fonctions f(r|s), car le passage

flr|s)= B:[a"(e]s)]
se fait en utilisant un opérateur borné. Donec:

Théoréme. De toute suite f(r|sn) on peut extraire une suite partielle /(7| sn,)
convergeant uniformément dans [— o; 4 ] vers une fonction g¢(r) presque-
périodique J de seconde classe; si f(r) a pour développement formel

f(’) ~ 2 anJ (ln 7') (56)
g(r) a un développement de la forme
9(7')“‘ Zanj(lnsr*z)j(llnr) (57)
avec
A s = 1im An $m, (mod. j).
mq—> -]

§ 4. Les fonctions presque-périodiques J absolues.
1. Définition et premiéres propriétés.

Une fonction f(r) définie et continue dans [— oo; + o] sera dite presque-
périodique J absolue lorsqu'elle est & la fois presque-périodique J de premiére
et de seconde classe. De telles fonctions existent; par exemple les polynomes
de Bessel.

Une telle fonction posséde deux images presque-périodiques de Bohr, I'une
impaire a(r), l'autre paire a*(r), et l'on a

a(r)=4,[fl)l;  fl)=B:[a" (). (58)

La relation (14,) entre les opérateurs de Poisson et de Sonine donne alors
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a*(r) =d () (9)

ce qui prouve que limage presque-périodique a(r) doit posséder une dérivée

presque-périodique qui n’est autre que a*(r); on peut donc écrire

sin Ao 7. . .
afr)~ %an . a*(r) ~ Z“” cos A7 (60)

n

les exposants de Fourier sont tous positifs et les deux séries
- a'll E’/n
an in; —5
Seni 3%
n n

sont toutes deux convergentes. Il est important de noter, pour la suite, que la
convergence de la série

2 an Qn
- lip-i—l
en résulte; c'est ce qu'on constate aisément en tenant compte de
o<2p+i1<2
et en partageant les indices » en deux catégories ' et n” pour lesquelles
A < 15 YT

De la méme fagon, si f(r) et g(r) sont deux fonctions presque-périodiques J
“absolues, possédant les mémes exposants de Fourier, et ayant pour développe-
ments formels

S0~ Danilar);  g0)~ 3 bai (ar;
n n
on constatera, par application de la formule de Lagrange, que la série

s
2p+1
n l”

est absolument convergente.
Désignons comme plus haut par @ (r, {) et ¥ (r, ) les intégrales généralisées
de I'équation (18,) satisfaisant respectivement aux conditions initiales

ot o)=o; (52)_=sr  who=s: (5)_ =
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ol f(») est toujours supposée presque-périodique J absolue; on a, comme on sait
d'aprés (7) et (37)

o7
2
I
@Dr, t)=ﬁ£%o—+l—) cos??@a(t + rsin 6)dG;
F(— +p)
2
)
+—
I
P(r, )=~ Llp+1) cos??Ga*(t + rsin 0)d0;
Va {1
r(3+2)

n

2
ce qui combiné avec (59) donne

P(r, t) = @ (r, 1). (61)

@(r, t) est donc une fonction presque-périodique de Bohr par rapport i ¢, ayant
une dérivée @;(r, t), également presque-périodique de Bohr par rapport & i, et
qui n'est autre que ¥ (r, {). Autrement dit encore, et c'est 13 une autre défini-
tion de f(r), presque-périodique J absolue, la solution généralisée de 1'équation
(18,), satisfaisant aux conditions initiales

or, 0)=o; (%‘—;—))t=0=f(r)

est presque-périodique de Bohr par rapport au temps ¢, et cela, quant aux dépla-
cements et quant aux vitesses.

Remarquons encore que, pour tout s positif ou nul, la moyenne circulaire
Jilr) = M3 [flo)]

d'une fonction f(r) presque-périodique J absolue, est aussi presque-périodique J
absolue; cela résulte immédiatement des théorémes analogues pour les fonctions
de premiére ot de seconde classe. Le développement formel de cette moyenne-
circulaire est

i)~ Dani(hns)j(har). (62)

2. Propriétés asymptotiques.

Les fonctions de premidre et de seconde classe possédent certaines propriétés

asymptotiques que nous avons omis d'indiquer dans les pages qui précédent, car
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elles ne nous sont pas directement utiles; c’est ainsi qu'on peut montrer qu'une
fonction de seconde classe tend vers zéro quand la variable grandit indéfiniment.
On peut préeiser la maniére dont la fonction tend vers zéro lorsqu’on la suppose

presque-périodique J absolue. On a le théoréme suivant.

Théoréme. Soit f(r) une fonction presque-périodique J absolue; il existe une
constante positive finie H telle que l'on ait pour toute valeur de r

VCIt (63)

Reprenons en effet les deux images presque-périodiques de la fonction f(r):
soient a(r) et &’ (r), la seconde étant la dérivée de la premiére. On a

o £) = B.[d (e)]
ce qui 8 écrit encore

2 Ilp+1) 1 [ dlg
Vor(yen)™ | et

0

S de,

ou, en intégrant par parties

=2 I'(p +1) [a_(fjJervz—p-I ga(o)—.c:(r)de
Vﬁr(é“’) ’ 7 f [r®— %" ]

car a(r) a une dérivée bornée, et |a(9) —a(r)| < B|r —¢|. Posons maintenant

¥ =kr, avec

1
k—I_T_q’

q étant un exposant positif.
1°) Etudions d’abord l'intégrale

L= [peld=ab)
of ‘et

désignons par A la borne supérieure du module de a(r); il vient successivement

7 k

odo 24  wudu 24 I
II1I<2Af 2 23—11:7"1‘“’_[ 23—p=(l—2p)7'1_2p[ zl—p—l]
) e T [ — 7
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II l 2 A 7~(1-2p)q
< —11-
e i D

2°) Passons maintenant & 1'étude de l'intégrale restante
' ald—al)
a(g)—alr
Iz=f9 20 23_pd9§
" e 2
g [*—el
a(r) posséde une dérivée presque-périodique; nous désignerons par B la borne

supérieure du module de cette dérivée; le théoréme de la moyenne donne alors

lale) —a(n)| < Blr—el

puis successivement

- 4 14p
2p (v 72 .
II2I<Bf @d@ . < B’ ngl Br (I k)?
) (r+9) [7.2 92]§~p r+r ) [7.2 92]§—P (1 +2p)(1 +k)

II ' < Bg-gp(l-‘]) b3
2 1"
I1+2p [279— 1277

3°) Remplagons dans Uexpression de f(r), Uintégrale

par sa borne supérieure; on trouve ainsi

2 T(p+1)[lal)] re—1—2pg 24  1—2p Br?re
I/l <y~ y A T T =
ﬂp(_ +p) A [2r7—1]2 Playra—1)2
2
< 2 I'ip+r1) —2%+pAr%(1—2p)—1(1__I_)P—% +
Vﬂr(":-l-p) L 274
2

412D B —a(r+d) (1 _ _I_)p*% :
I+2p 279

D’autre part, ¢ étant positif, on peut prendre r assez grand pour gue

1 \p—1 11 1
] — —— =1 —_ = — _—+<2
( zrq) +z(2 p)rq

ce qui donne finalement
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Si on prend

tous les exposants de 7 au second membre sont négatifs; quand ¢ varie de o 2
2/(1 — 2 p), I'exposant

(1—2p) —1

)

varie de o & — (1 -+ 2p)/(1 —2p); on obtient le cas le plus favorable en prenant

INES]

varie de — 1 4 0, et 'exposant

g de fagon que ces deux exposants soient égaux, ce qui se produit pour g =1,

_(,,Jré).

On voit done bien qli’il existe une constante H, telle que, pour r assez grand

leur valeur commune étant alors

en valeur absolue, on ait

L (64)

P+

QRS

7

Comme d’ailleurs f(r) est bornée, cette constante H peut étre choisie de fagon
que cette inégalité ait liew quel que soit ». C'est la propriété que que nous

avions en vue.

3. Le produit scalaire.

Soient f(r) et g(r) deux fonctions presque-périodiques J absolues, ayant les

mémes exposants de Fourier; soient
S0~ X anjur); 9} = 2 bnj(n?)
n n

leurs développements formels; nous avons indiqué plus haut que les séries
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Z andn_ bn bn‘ 423 bn
12p+1? 2{ 2p+1? Z 2p+1
Ay a An n }‘n

n

étaient convergentes, la troisiéme I'étant absolument. Par ailleurs, on a for-
mellement, d’aprés les formules (29) et (30),

R

1imé§ P22 f(r)gr)dr = ‘sz’l’l Zlipﬂ’ (63)

R+

0

le second membre ayant cette fois un sens, la question se pose de la légitimation
de cette relation. Nous l'établirons en nous appuyant sur la propriété asymp-
totique qui fait 1'objet du théoréme précédent.

Soient b(r) et b’ (r) les deux images presque-périodiques de Bohr de la fone-
tion g¢:

b =4:lgl;  gW=BF @, e~ Db Sinlfn r.

D’aprés le procédé d’approximation de Bochner, on peut trouver une suite
de polynomes trigonométriques impairs, d'exposant 4, convergeant uniformément
dans [—o0; + o] vers b(r), les dérivées de ces polynomes convergeant uniformé-
ment dans le méme intervalle vers la dérivée b’ (r); cela tient & ce que, dans la
méthode de Bochner, l'algorithme de formation des approximations successives
ne dépend que des exposants de Fourier, et non des coefficients eux-mémes.
Soient donc P,(r) la suite de polynomes trigonométriques impairs convergeant
vers b(r); a tout e positif arbitrairement petit correspond un entier N tel que

n>N
entraine

[6(r) — Pul(r)] < &; |8 () — Plalr)| <e

pour tout r appartenant & [—; + ). Nous poserons

N,
Po(r)= 2 B} cos dnr;

g=1
et nous écrirons
B;=o0 pour ¢> Ni.

an by

l2p+1

Enfin S désignera la somme de la série 2

40—37534. Acta mathematica. 69. Imprimé le 6 septembre 1938.
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Donnons-nous ¢, fixons #» comme étant le plus petit des indices satisfaisant

simultanément aux trois inégalités

|6() — Pulr)]| <e; |8 (r) — P'a(r)| <e, pour tout r; (66)
aqb

53 bl < 2
g=1 ¢ -

Soit enfin
B (r) = B, [P,n ()]

On a évidemment

lim L 2041 £(7) B () d ﬁr‘z( +1) - B;
Ié_ti R . ¥ n\¥ r . p qZIl ‘1}'2p+1

n étant choisi, on peut prendre R assez grand pour que

£ N,
n Bn
I
Rf72p+1f()%n()dr-—1—‘2p+l Zaqlgp—u <e&. (68)
0 q=1

Utilisons maintenant la propriété asymptotique des fonctions absolues; tout
d’abord il existe une constante positive H telle que

H
1

pt3

lF0) ] <

”
quel que soit r; en second lieu, les différences
bir)—Palr); V() — Palr)
sont les deux images presque-périod\iques de Bohr de la fonction
g(r) — Pulr)

et elles ont toutes deux pour borne &; si on observe, d'aprés la démonstration
de la propriété asymptotique, que la constante H peut se mettre en tous cas
sous la forme d'une combinaison linéaire et homogéne des bornes des deux images
presque-périodiques de la fonetion qu'on majore, on verra qu’il existe une con-
stante positive h, indépendante de #, telle que l'on ait pour tour 7:

he
p+3

lg () — Balr)| <
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Les deux derniéres inégalités donnent alors de fagon immédiate la suivante
R
I%fwmvmwm—mmﬂm~<ﬂm. (69)
0

Enfin, désignons par ¢ la somme de la série convergente

n (n
2! 2p41’
n n
La formule de Lagrange donne

%%m—m]

~ H
Z 2p+1 <Va Z %ﬂlbq_BZIZ ’

q=1 a q
Partageons la suite d’'indices 1; 2; ...; ¢; ... en deux catégories:
4 . ’ - - 4 -’
Wy Ney ooo; W on .
pour lesquels 4y, > 1, et
" . Y4
W,y My ... Ng ...

pour lesquels 4,7 =< 1, il vient alors, pour tout g,

1

(™

2 2
|bw -zﬁ,l > —-1ﬁ,|2>» lbn By
q q q q

( n’

pr_ Byff = (w)|bn~— W ()

2
Ibw,_,Bg, <
q q

Or les séries

- (3 . I n
Zlbq_BqP’ 2(/1q)2lbq_BQI2
q

q

sont toutes deux convergentes et elles ont respectivement pour sommes

R

. 3 Pl — P (N2 T e “ W -\ ]2
lim 5 [ [6() = Pu()dr; lim Ry[lbh) Y AGIRE

1]

ces limites étant l'une et l'autre inférieures & 2 &%; posons
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o, = D\
q

n |2
bn!/ — Bn//| ;
q q

n |2
bn;—Ban ; 0y = D\
q

)

;o= > { ln")

I

.
S L
' %Mf

b

r” ’IL” 2
bn Bn
q

2
by — B
q q

ces quatre séries sont convergentes et ont des sommes inférieures & 2¢%; les

inégalités (70) et (71) montrent que les séries

n
— Bw ‘ ;

2
bnn — an‘
q q

I
2

1
Z (l )211‘*‘1
q q
ont des sommes inférieures & 2% et enfin que la série

1
- - — Rn |2
3 g2
q
q
a une somme inférieure 4 4¢?, par suite

N " [ b Bn]

2p+1
}‘q

<2Vge. (72)

g=1

La conjonction des inégalités (67), (68), (69) et (72) donne en définitive
| [”“f 7———1"2(p+ I<[Hh+2+2V7)]s; (73)

ce qui prouve que
R

2
im L [ 220 () g()dr=22T%(p + 1) 8. (74)
R—>w .R 7T

0

On peut donc énoncer le théoréme suivant:

Théoréme. 8i f(r) et g(r) sont deux fonctions presque-périodiques J absolues,
la limite

R

R
lim %—[7‘21’“‘]0(7')9(7')011

existe et est finie; elle est nulle si les deux fonctions n'ont aucun exposant de
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Fourier commun; dans le cas contraire elle est égale 4 la somme de la série

convergente

2 an by

- lipﬂ,
dans laquelle les 2, sont les exposants de Fourier communs aux deux fonctions
et o les a, et les b, sont les coefficients de Fourier correspondants.

11 est & peine besoin de faire remarquer que ce théoréme comprend comme
cas particulier celui qui donne les coefficients du développement formel d'une
fonection presque-périodique J absolue.

On tire de 14 les conclusions habituelles: Les fonctions presque-périodiques
J absolues forment une variété linéaire dans une espace de Hilbert non-dénom-
brable; la norme dans cette variété est définie par

R

lim — | o291 S ) dr;
R—>w R
0

et le produit scalaire a pour expression

B
lim — P22 L) gr)dr.
R—>® .R

0
Si 'on pose

Sulr) = Z anj (An?)
=1
la suite des fonctions f, (r) converge vers f(r) au sens de la norme ainsi définie.

4. Examen des deux cas limites: p = — 1/2; p= + 1/2.

I suffit de se reporter & ce qui a été dit a ce sujet pour les fonctions de
premiére et de seconde classe; les conclusions sont les suivantes: ‘

1°) p= —1/2; f(r) est une fonction paire presque-périodique de Bohr ad-
mettant wne primitive presque-périodique.

2°) p= + 1/2; f(r) est le quotient par » d’une fonction impaire presque-
périodique de Bohr admettant une dérivée presque-périodique.

————



