~ UBER DIE AUFLOSUNG EINER SINGULAREN INTEGRAL-
GLEICHUNG.

YoN

D. ENSKOG

in GAVLE.

§ 1. Gibt es eine konstante Nullésung einer linearen Integralgleichung
zweiter Art

3
(1 tp )~ [Ki gl at=re),
wo alle Grossen reell sein sollen, so wird

b
2 () = f K(s, §)dt,

und die Integralgleichung kann auch in der folgenden Form geschrieben werden:

b

(3) f K (s, g (6)— g @) dt=£().

a

Ist allgemeiner x(s) eine Nullésung vom (1), so kann man sie z. B. durch die

Substitution

b

E* (s) = x (s) k(s)
K*(s, ) = K(s, )= (t)
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in eine Gleichung der Gestalt (3) verwandeln.

Wird fiir t==s K (s, t) so stark singuliir, dass die durch (2) definierte Funk-
tion %{s) unendlich wird, so verliert die linke Seite von (1) ihre Bedeutung. Die
linke seite von (3) kann aber auch in solchen Fillen einen bestimmten Wert
haben. Ist ¢@(s) eine Funktion mit beschrinkter Ableitung, so geniigt es hierfiir
anzunehmen, dass das Integral .

fIK'(s, ) (s—1t)|dt

koﬁvergiert.

Ein dhnlicher Fall kommt bei der gastheoretischen Integralgleichung vor.
Die Funktionen K (s, t) und %(s) hiingen hier von einem Parameter b,, dem Wir-
kungsradius der Molekiile, ab. Diese Grosse ist gewissermassen unbestimmt, und
es kann aus physikalischen Griinden nicht von Beléng sein, wenn man sie un-
endlich gross annimmt. Dann wird aber k(s)= o, und die Gleichung.kann
-nicht mehr in der Form (1) geschrieben werden.

§ 2. Wir wollen annehmen, dass ¢(s) beinahe iiberall eine Ableitung x (s)
besitzt, und dass man setzen kann

(4) q2(s)=fx(s)ds+c.

Statt (3) erhiilt man die Gleichung

b 8

(s) f K(s, fat f 2 () dr = £15).

a

Setzen wir die Vertauschbarkeit der Integrationsfolge voraus, so geht (5) in die
Integralgleichung der ersten Art '

(6) f His, 70 dt=rs)

mit
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t
fK(s, rydr fir t<s,

a

(7) H(s, t) =

— fK(s, r)dr fiir t>¢

iiber. Ist K(s, {) nur fir t=s unstetig, so erfiilllt H(s, {) die folgenden Be-
dingungen:

- 1) BEas ist fir a<s<d
(8) H(s,a)= H(s, b) =

2) Hfs,t) ist, abgesehen von der Stelle ¢t —s, iiberall stetig; an der ge-
nannten Stelle macht sie einen Sprung

(9) | H(s,s+o)~—H(s §—o0) stt — k(s),

der eventuell unendlich gross sein kann. _
3) Ki{s, t) ist iiberall, abgesehen von der Stelle t=s, die partielle Ableitung
von H (s, {) in bezug auf . _ : )
Der Kern H(s,t) ist schwicher singulir als K (s, ). Ist dieser in bezug
auf ¢ absolut integrierbar, so ist jener beschrinkt. Wir machen im folgenden
die Annahmen, dass die Integrale '

b

[[H(.s‘, H*ds, fb[H(s, D)2 dt, j'f[H(s, t)dsdt

a ,a
existieren, und dass die beiden ersten beschrinkte Funktionen sind.!

§ 3. Bs sei hy(s), hyls), hels), ... ein vollstindiges System linear unab-.
hingiger stetiger Funktionen.® MWir bilden sukzessive daraus durch einen Or-

! Es soll moglich sein, H (s, £) durch besehrankte und nur fiir s=¢ unstetlge Kerne Hy(s, t)
b

8o zu approximieren, dass die Integrale f[H(s t— Hd(s t)]* ds und f[H(s ) — Hyls, )] dt

a
gleichmissig nach o streben.
* In den Entwicklungen dieses Paragraphen werden von den Eigenschaften des Kernes H(s, f)
nur die (fast ausnahmslose) Stetigkeit und die quadratische Integrierbarkeit vourausgesetat.
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thogonalisierungsprozess die linearen Kombinationen w;(s), (=1, 2,...), welche
die folgenden Eigenschaften haben. Ist allgemein

b

(10) | vi(t)=fu,-(s)H(s, Bds, (i=1, 2,..)
so soll |
(”) (v, vk)Efvi(t) vlc(t)dt=dik ={(I) fi)i)r z::

a

sein. Bei diesem Prozess kann der folgende Fall eintreffen. Nachdem man eine
solche nicht normierte Kombination uy (s) bestimmt hat, dass das entsprechende
vx(s) zu den schon erhaltenen v;(s) orthogonal ist, kann die Normierung jener
Kombination gemiiss (11) unmdoglich’ werden, weil (v}, ¢%) =0 ist. Die stetige
Funktion v} (s) muss dann identisch verschwinden, und es ist y(s) = ux (s) eine
Losung der homogenen Gleichung

b

(12) fw(s)H(s, fds=o.

«

Wegen der linearen Unabhiingigkeit der Funktionen h;(s) kann diese Nullosung
nicht identisch verschwinden. Streicht man das entsprechende h,(s) aus der ge-
gebenen Funktionenfolge, so kann aber der Orthogonalisierungsprozess fort-
gesetzt werden.

" Da jedes hi(s) als eine lineare Kombination endlich vieler der Funktionen
e (s) und wuy (s) dargestellt ‘werden kann, so miissen diese Funktionen zusammen
ein vollstindiges Funktionensystem bilden.

Ist -y (s) eine quadratisch integrierbare Losung von (6), so erhalten wir

“leicht ihre Fourierkoeffizienten in bezug auf die v;(s). Aus (10) und (6) folgt

(13) ai—-fvt dt—ffu. y(Bdsdt =
=fu,-s s)ds, (t=1, 2,...)
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Wenn die unendliche Reihe a?+al+ - - konvergiert, so wird nach dem Satze von
Riesz-Fischer durch den Ansatz

(14) % (s) = iai vi(s)

eine nach Lebesgue quadratisch integrierbare Funktion yx (s) definiert, derén_
Fourierkoeffizienten (y, v;) gleich den a; sind. Es gilt dann der folgende Satz:
Wenn die Reihe a®+al+ ---konvergiert, und wenn f(s) eine zu jeder der
Funktionen us(s) orthogonale stetige Funktion ist, so wird (6) durch die quadra-
tisch integrierbare Funktion x(s) (14) aufgelist.
Die stetige Funktion

b
Flo)= f His, §) 2(0)dt — £(s)

ist nimlich nach der Voraussetzaung und nach (12) zu den Funktionen uy (s)
orthogonal. s ist ferner

b b
(F, ) =ffuk(s)H(s, t)x () ds dt—(u, f)=(ve, x) —a=0, (k=1, 2,..)

Da die Funktionen uy (s) und wx(s) zusammen ein vollstindiges Funktionensystem
bilden, muss F'(s) identisch verschwinden, womit das behauptete bewiesen ist.
Man sieht ohne weiteres die Richtigheit des folgenden Satzes ein:

Wenn (6) eine quadratisch iutegrierbare Lisung y(s) besitzt, so ist f(s) zu
jeder mormierten Lésung der homogenen Gleichung (12) orthogonal, und es konver-
giert die Reihe al+aj+ -

Aus diesen beiden Sitzen folgt dann:

Wenn f(s) zu jeder der Funktionen w}(s) orthogonal ist, und wenn ausser-

dem (12) wenigstens eine zu f(s) nicht orthogonale, normierte Lisung hat, so diver-
giert die Reihe a}+aj+ -

§ 4. Ist K(s, ) absolut integrierbar, so ergibt sich fiir eine beliebige be-
schriinkte und integrierbare. Funktion g (s) die folgende Identitiit:
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Dieselbe Gleichung ist noch giiltig, wenn vorausgesetzt wird, dass K (s, t) und
g{s) quadratisch integrierbar sind. Unsere Funktionen u; (s) sind folglich, ebenso
wie jede stetige Losung von (12), in jenem Falle auch Lisungen der homo-
genen Gleichung

(16) FOw () — f W) Kls, ds=o,

d. h. Nullésungen der zu (1) gehoérigen transponierten Gleichung. Wenn um-
gekehrt (s) der Gleichung (16) geniigt, so ist sie offenbar auch eine Losung
von (12). Setzt man voraus, dass K(s, #) quadratisch integrierbar ist, so wird
jede quadratisch integrierbare Funktion v (s), die bis auf eine Nullmenge der
Gleichung (16) geniigt, auch eine Losung von (12) und umgekehrt. _

Nehmen wir an, dass %(s) iiberall grosser als eine positive Zahl m_ist, so
gelten in diesem Falle die Fredholmschen Siitze fiir die Integralgleichung (1) der
zweiten Art. Diese Sitze sind dann mit einer kleinen Modifikation auch fiir
die Integralgleichung (6) der ersten Art giiltiz, wenn K(s, f) und f(s) so be-
schaffen sind dass jede Losung von (1) beinahe iiberall eine Ableitung besitzt.

Es ist unter diesen Voraussetzungen (6) dann und nur dann losbar, wenn
f(8) zu jeder normierten Lisung von (12) orthogonal ist. Die Zahl der zu einander
orthogonalen wund normierten Lisungen dieser Gleichung ist endlich und wm eins
grosser als die Anzahl der micht verschwindenden, linear unabhingigen Losungen
der zu (6) gehorigen homogenen Gleichung.

Die Modifikation kommt daher, dass die triviale Nullésung o von (6) der
Nullosung 1 von (3) entspricht.

§ 5. Wir kehren wieder zu dem singnliren  Fall zuriick, nehmen aber an,
dass K (s, t) eine symmetrische Funktion von s und ¢ ist, und dass fiir jede ste-
tige oder stiickweise stetige Funktion ¢ (s)

b b
f f K(s, )9 (6)p ()—9 (0] ds gt =0
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oder

iafafK.(s,t)[qv(s)—go(t)]’dsdt;o

ist. Es soll ferner mdoglich sein, K (s, ¢} durch endliche symmetrische Funktionen
Kjs(s, ) zu »approximierens, die sich nur fir s—d<¢t<s+d von K{s, ?) unter-
scheiden, und firr welche ebenfalls die Ungleichung

f f Eils, 89 6) g ()— p (8] ds dt Zo

a

gilt. Setzt man ¢@(f) gleich 1 fiir s,—e<{<s,+&, — wo ¢ beliebig klein sein
kann — und sonst gleich Null, so sieht man ein, dass

b
ke(s,) =fKa(sl, t)dt = o.

Setzen wir
K (s, t) = Ks(s, t) + d (s, 1),

so soll dementsprechend die Funktion d(s,?) in der nichsten Umgebung der

Geraden s=1 iiberall positiv und nirgends negativ sein. Ist ¢(s) eine Ldsung
der homogenen Gleichung

(17) ' fK(s, Hlpls) — p(B)]dt—o,

go wird

ff Esls, Olp(s) — ()2 dsdt +
+ffd(s,t) p(s) — gDl dsdi=o.

Da keines dieser Glieder negativ sein kann, so muss insbesondere das zweite
verschwinden. Es ist folglich ¢(s) konstant. Die homogene Gleichung (17)
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hat in diesem Falle keine von 1 linear unabhé‘mgige stetige Losung, und es hat
(6) keine nicht verschwindende stetige Nullosung.

§ 6. Die Frage, in welchem Unﬁfa,ng “die Giiltigkeit der Fredholmschen
Siitze fiir den allgemeinen Fall bewiesen werden kann, hatte ich bisher nicht
Gelegenheit genug zu untersuchen. Sucht man sie auf Grund der gewonnenen
Resultate zu beantworten, so stosst man auf Schwierigkéiten; -Vielleicht ist eine
tiefere Analyse dieses Problems erforderlich.



