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Introduction.

Certaines questions d’analyse combinatoire, comme le probléme des rencontres,
traité par Euler, ou comme son extension, traitée par Sylvester, conduisent &
rechercher, d'une maniére plus générale, quel est le nombre u, des substitutions
de 7n lettres ou de = indices dont les cycles possédent une certaine propriété.
Telle est l'origine du présent travail.

La nature des propriétés attribuables aux cycles ayant été préalablement
précisée, nous serons en mesure, au § I, d'établir des formules récurrentes propres
au calcul numérique des nombres u,. A l'aide de ces formules, on peut soit

remonter aux fonctions génératrices

n=x Z"
2 U >

fi=0
soit se borner a obtenir, de proche en proche, des expressions algébriques que
nous désignerons, avec M. G. Pélya, sons le nom d’indicateurs de cycles et qui
mettent, en effet, en évidence la constitution de certaines familles de substitu-
tions au moyen de leurs cycles jouissant des propriétés envisagées.

Il se trouve que certains polynémes étudiés autrefois par Appell et, en
particulier, les polynémes d’Hermite ou, du moins, des polyndémes qui s'en dé-
duisent par un changement de variable immédiat, peuvent étre considérés comme
des indicateurs de cycles. (Vest ce que nous établissons, entre autres choses, dans
notre § II.

! P. APPELL. — Ann. Ec. Norm. sup. T. IX, 1880, p. 11g.
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Le § IIT étend les principaux résultats du § I 4 des substitutions prises
dans le groupe alterné de degré n ou dans certaines familles, analogues, & quel-
ques égards, aux ensembles des substitutions paires ou impaires.

Dans les § IV et V, nous définissons ce que nous entendons par une sub-
stitution & eycles monotones et par cycles secondaires d'une substitution. Nous
déterminons le nombre des substitutions qui admettent une décomposition donnée
en cycles secondaires et nous résolvons ensuite, relativement & ceux-ci, certains
problémes traités au § I, pour les cycles primaires. En particulier, nous éta-
blissons des formules indicatrices de cycles secondaires.

Le § VI conduit, par l'examen attentif des solutions de certaines équations
différentielles linéaires, du second on du troisiéme ordre, ou méme d’ordre supé-
rieur, & répartir les eycles primaires des substitutions entre diverses catégories.
Ces catégories, qni se présentent naturellement et qui dépendent des rapports
mutuels de deux ou de plusieurs cyecles, sont envisagées ici pour la premiére fois
et il ne nous est pas encore possible, aprés cette étude sommaire, de savoir si
leur intervention pourra ou non é&tre de quelque utilité dans la théorie des groupes
d’ordre fini.

Enfin le § VII est consacré & quelques applications; notamment a 1'évalua-
tion asymptotique de l'ordre moyen d'un cycle primaire ou secondaire, dans le
groupe symétrique, ou encore i celle de l'ordre moyen d'un cycle appartenant a
une des catégories que nous venons de signaler.

Les indicateurs de cycles, auxquels nous avons fait allusion plus haut, semblent
avoir peu retenu l'attention des géométres, jusqu'a ces derniers temps. Sauf erreur,
aucun des ouvrages classiques de Serret, Jordan, Netto, Burnside ou Speiser, sur
la théorie des groupes ou des substitutions, n'en fait mention et ils ne figurent
pas d’avantage dauns les traités d’analyse combinatoire de Netto ou de Mac-Mahon.
Il 'y a longtemps, cependant, qu'une expression de ce genre, celle qui est relative
au groupe symétrique tout entier, a été donnée explicitement par Cauchy, mais,
a notre connaissance du moins, 'appel systématique aux fonctions indicatrices
de cycles a été fait par M. J. Schur’, qui les nomme »Hauptcharakteristik».
Récemment, dans un bean mémoire sur les arbres de Cayley et sur les combi-
naisons de la chimie organique, M. G. Pélya® s’en est servi, sous le nom de

»Zyklenzeiger», en liaison avec certains groupes spéciaux, comme le groupe de

! J. ScrUR. — Darstellungstheorie der Gruppen. Ziirich, 1936, pages 59 et 68.
? G. POLYA. — Act. Math, T. 68 — 1937 — page 122. — voir également, dans un cas par-
liculier, Polya et Szegd — Aufgaben und Lehrsiitze aus der Analysis. — Bd II, p. 3I1.
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l'octagdre. Ayant, de notre cdté, rencontré ces fonctions dans nos recherches sur
les cycles primaires et secondaires des substitutions, sous une forme plus géné-
rale que les deux éminents auteurs cités et en poursuivant un but bien différent
du leur, ce que nous en dirons ici ne risquera pas de faire double emploi avec

les résultats de leurs travaux.

§ L
Propriétés des cycles primaires.

1. Soit A une propriété que nous attribuerons i certains cycles ou a tous
les cycles d'une substitution. Cette propriété devra satisfaire essentiellement a
la condition suivante: Si, avec une certaine combinaison de p lettres, u, u,, ... up,
(p=r, 2, 3,...n), prises parmi les » lettres données, u,, u,, ... uy, on peut former
un nombre g, de substitutions circulaires d’ordre p, jouissant de la propriété A,
avec toute autre combinaison de p lettres, i, u, ... up, prises parmi les n lettres
données, on pourra former exactement le méme nombre a, de substitutions circu-
laires d’ordre p, jouissant de la propriété A. Aucune combinaison de p lettres,
(p==1, 2, 3,...n), n'est privilégiée; il y a égale répartition de la propriété A
entre toutes les combinaisons d'un méme nombre de lettres.

Une telle propriété A peut étre définie de bien des maniéres; les cycles
pourront, par exemple, étre d'un ordre déterminé, ou bien d'un ordre quelconque,
sauf certains ordres déterminés; ou bien encore, si on les représente géométri-
quement par des polygOnes inscrits dans une circonférence, les cycles pourront
affecter telle ou telle figure. Mais la facon la plus générale de concevoir une
propriété A est de dresser un tableau des substitutions circulaires qui seront censées

la posséder, tableau d’ailleurs arbitraire, pourvu qu’il satisfasse a la condition

essentielle que nous avons énoncée. ILes nombres entiers, a,, a,, @, ... seront
tels que o <a; <({—1)!, ¢=1, 2, 3, ...); la fonction
2 3
z z
ag)l=ay-tay—-+a;z—~+
( ) 1 I 2 2! 3 3|

sera majorée par la série — log (1 — 2) et nous l'appellerons, pour abréger, une

fonction génératrice de cycles. Awu-contraire, une fonction

2
2 z
U+ oy~ + Uy
A 1
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ol les entiers w; sont tels que o < u; <3l ((==1, 2, 3,...) sera majorée par la
série (1 — 2)~! et nous l'appellerons une fonction génératrice de substitutions.

Si l'on a affaire & plusieurs propriétés A, B ou O, nous supposerons, sauf
avis contraire expressément formulé, que ces propriétés s’excluent mutuellement;
les cycles qui possédent l'une d'elles devront é&tre distincts des eycles qui en
possédent une autre, de sorte que b(z) et ¢c(z) désignant les fonctions génératrices
de cycles, analogues & a({z), non seulement chacune des séries a(z), b(2), ¢(e),
sera majorée par la série — log (1 —¢), mais encore leur somme, a(z) + b(z) + ¢(2),
sera également majorée par la méme série — log (1 — 2). )

‘Enfin, il nous arrivera, pour alléger notre texte, d’écrire qu'un cycle est un
cycle A, ou méme quun cycle est A, pour exprimer que ce cycle posséde la
propriété A.

2. Cela étant, cherchons d’abord le nombre P, des substitutions de » lettres,
dont tous les cycles sont A. Supposons connus Py, P, ... P,, et aux » lettres
Uy, Uy, ... Un, ajoutons une (n + 1)®2° lettre pour calculer P,.1. Cette lettre
#n+1 peut entrer dans un cycle d’ordre I, 2,3,... ou n+ 1. Si elle figure dans

un cycle d'ordre p+ 1, il y a (p) maniéres de l'associer & une combinaison p

a p des n premiéres lettres; on a ainsi une combinaison de p + 1 lettres qui
donne naissance 3 a,+1 cycles, jouissant de la propriété 4. Chacun de ces cycles
doit &tre facteur d'une substitution partielle des n — p lettres non utilisées. Dans
ces substitutions partielles, tous les cycles doivent posséder la propriété 4; leur

s n P .
nombre est donc Pr—p, d'ou le terme (p) ap+1 Pn—p et la formule récurrente qui
en découle,

(I) Pn+1=a1Pn+"'+(z)ap+1Pn—p+"'+an+1P0.

Le dernier terme 3 droite est relatif aux substitutions circulaires de n + 1 lettres;
elles sont au nombre de ap4;; il faut donc faire conventionellement P,== 1.
Soit alors

it 2
n—=0

la fonction génératrice des nombres P, il résulte de (1) que
P'(e)=ale) Ple),

P’ (2) désignant la dérivée de P(z), d'ou, en intégrant,
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(2) Plo) = ZP,,'% — o),

n=0

Les indicateurs de cycles des ensembles de substitutions du groupe symétrique,
dont tous les cycles sont A4, se calculent de proche en proche, grice a l'équa-
tion (1),

Py=1
P, = aq,
P,=a; + a,
P,=a} + 30,0, + a,
P,=da; + 6dla,+ 4a,a, + 34 + a
(3) Py=ai + 10dia, + 10aa; + 15a,a5 + 5a,a, + 10a,a; + a
P,=a} + 15a5a, + 20ala; + 45dia; +15aia, + 6a,a; + 60a,a,a,
+ 15a; + 15a,0, + 1045 + ag
P, =a] + 2105a, + 35aia; + 1054dia; + 35aia, + 210a}a,a, + 21aiay

+ 105 a, a3 + 105a,aya, + 70a, a3 + 7a,as + 105a3a, + 21 a, a;

+ 35a3a, + a,

L’expression générale des fonctions P; s’obtient en développant I'exponentielle
de la formule (2)

P, 1 a\* {as\®  [an\*»
(4) , n!ﬁzallagl...an!(l) (2! nl) >

ol
e+ 2, +3a;,+ -+ ne,=mn.

Si la propriété A, attribuable aux cycles, consiste & étre une substitution circu-
laire quelconque, on devra, dans les expressions (3) et (4), faire a,= (v — 1)!, ou
mieux 4@, = (v — 1)!,, x, désignant une variable d’ordre, c'est-i-dire une variable
sans valeur numérique, dont l'indice », (v =1, 2, 3, .. .), spécifie V'ordre des cycles
auxquels elle se rapporte. Les fonctions (3) se réduisent alors aux caractéristiques
principales de M. J. Schur et 'équation (4) devient celle qu'a donnée Cauchy.
Dans le cas général, on tire immédiatement de (4) la solution du probléme
suivant: Parmi toutes les substitutions sembables & wune substitution donnée,
déterminer le nombre de celles dont tous les cycles jouissent d'une propriété A.

11 est clair que l'équation (4) n’est autre que l'une des formules, données par
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Waring, pour le calcul des fonctions symétriques des racines d'une équation et
il serait facile, comme le fait M. Schur, dans son ouvrage cité, de rattacher les
polyndmes P, aux fonctions de H. Wronski.

3. Pour donner un exemple d'application de ce qui précéde; supposons que
les cycles aient la propriété d’étre représentés géométriquement par des polygdnes
réguliers convexes, inscrits dans une circonférence et parcourus dans un sens
déterminé; il y aura alors, pour chaque combinaison de chaque ordre, un seul

cycle répondant 4 la question, de sorte que ¢, =a,=a,=---=1 et que

La fonction génératrice des nombres P, est donec, dans ce cas,
Z
P(z) =1

et 1'équation (4) donne l'expression des coefficients du développement de Taylor
de cette double exponentielle.
Comme autre exemple, supposons que tous les cycles doivent &tre d'ordre

carré parfait. On aura
q

alq) :f}'}i(ﬂ).:dq

24

0
0)=1+2q9+2¢" +2¢+ .

Or, Jacobi' a donné une équation différentielle algébrique du troisieme ordre,
a laquelle satisfait ,. Il serait donc aisé d’obtenir une équation différentielle

du quatriéme ordre, pour la fonction génératrice

o
a{q) — £
= Z’ B n!
n=>0
et, d’'autre part, I'équation (4) donne l'expression explicite des nombres Pn, si
VYon y fait a, égal & (v — 1)! ou A zéro, suivant que » est ou n'est pas carré
parfait.
4. Je cherche maintenant le nombre Pf;l‘)” des substitutions de » lettr_es',

dont A cycles exactement sont A, dont p cycles exactement sont B, dont » cycles
exactement sont C et dont tous les autres cycles sont D. Une telle substitution

! Voir, par exemple, HGRWITZ — Oeuvres — Bd I, p. 294.
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ne peut exister que si elle contient, au moins, 4 + u + » cycles; P~ est done
nécessairement nul, quelles que soient les propriétés 4, B, C, D, tant que 'indice
% est inférieur & 1 + p + ».

Raisonnons comme plus haut, en adjoignant une nouvelle lettre u,.1 aux »

lettres u;, u,, ... un et en calculant P4 *. Supposons que uy+1 figure dans un

cycle d'ordre p + 1. Ce cycle peut avoir la propriété 4; il faut alors 'associer

- 3 . 7 Ve J— b ~ n
aux substitutions partielles dénombrées par P2—L . d'ou le terme ( ) ap+1 AL,
, —p P n—p

ou bien, il a la propriété B, d’ou le terme (;) bpi1 Pft_“pl *s ou bien, il a la

propriété C, d’ol le terme (Z) Cp+1 P’,’;ﬁ;j‘l; ou, enfin, il a la propriété D, d'on

7 . .
le terme (p) dpr1 PZ #p". On a done, en faisant successivement p=o0, 1, 2, . ...

n . .
A, _ f—.
Pn-flv Z( ) ap+1 Pin_l;)t“"” + bpt1 P’l ” Ly + epta P“ ” 14 dp+1 Pfl—”l’? ]

ou, sous forme symbolique,
(5) Phtyr=afa + P=Herp + b(b + Phe—Lo) + ¢e + Phur) +7d(d + Phe)r,

D’ailleurs, on doit prendre P4»#**=o0, car il n'existe aucune substitution
circulaire répondant i la question. Il résulte visiblement de la formule (5) que
a(2), b(2), ¢(2), d(2) désignant les fonctions génératrices des cycles correspondant
respectivement aux propriétés A4, B, C, D, la fonction génératrice de substitutions

fmw ZPMm

satisfait a la relation

Jiwo (@) =@ (@) fim1,p,0 (&) + V() froum1,0 (&) + ¢ (&) frs, 1 (2) + A () frw, 0 (),

dont l'intégrale, répondant aux conditions initiales que nous avons posées, est

(6) . Jin (o) = e,
A l'aide de l'équation (5), il serait possible de calculer de proche en proche
les indicateurs de cycles des substitutions étudiées et 1'équation (6) permettrait

d’en former l'expression générale. Bornons-nous au cas simple suivant; soit
32--38333. Acta mathematica. 70. Imprimé le 7 février 1939.
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S=TbTp .. T[?i o G- C";}j,
Bi+ Bt + Bi=14,
ﬁl + 2‘32 + -+ Zﬁ; + @y +'20{2 +--‘+jaj=n,
une substitution dont les A eycles I',, d’ordre v, (v =1, 2, 3, ... ), possédent la
propriété B et dont les cycles restants C,, d'ordre », (v =1, 2, 3, ... j), possédent
la propriété A. Le nombre des substitutions, semblables a §, dont 2 cycles

exactement possédent la propriété B et dont tous les autres cycles possédent la
propriété A, est égal a

(B) () () @E
Bl ... Bleld . . egl\1 )\ g

ce qui constitue une généralisation de la formule (4).

5. Voici maintenant une conséquence de 1'équation (6), lorsqu’on y fait »=o0
et quon y remplace d(2) par ¢(2).
Le nombre R, des substitutions de n lettres, qui contiennent autant de cycles
A que de ecycles B et dont tous les cycles restants sont des cycles C, est évi-
demment
Ry=Py°4 PL1+ -+ PoF+ -

Or, d’'aprés (6), P&" est le résidu & origine de

| €9 a(2) bH(e)
(T Ay TR

done, en employant le symbole 6 des résidus de Cauchy,

cle) (2)b(2) | a?(2)b%() |
anméze"“[” a(x!)? +e é!)23 +]

ot l'on observera que la série entre crochets peut étre prolongée indéfiniment

puisque, a(z) et b(z) n’'ayant pas de terme constant, les résidus s’annulent d’eux-

mémes, & partir d'un certain rang. On a donc

i Rn%n' =@, (20 Vale)b(2)
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Jy(zeV)=1 + ﬁ + (;)

[

est la fonction bien connue de Bessel.
Si, en particulier, la propriété A consiste a étre d'ordre p, si la propriété
B consiste a étre d'ordre ¢ et si la propriété C consiste a n'étre ni d’ordre p,

ni d'ordre ¢, propriétés qui s’excluent mutuellement, comme cela doit étre, on aura

=

g 1 ¢
, b(z)—g, C(Z‘)—log:“g“;j
et

© " A . ptay
F4 1 ra 21 3
ZR"—n_':I-—ze ¥ qu(ViZQ)y
) pq

d’'ot lon pourrait déduire l'expression® exacte et l'expression asymptotique des
nombres R,.

On prouverait, plus généralement qﬁe le nombre R" des substitutions de »

lettres, dans lesquelles le nombre des cycles B surpasse de h unités le nombre
des cycles 4, h étant fixe, indépendant de », et dont tous les autres cycles pos-
sédent la propriété C, a pour fonction génératrice

Jr{x) étant la fonction de Bessel de premiére espéce, d'indice h.

Une généralisation immédiate de la question mettrait en jeu les fonctions
de Bessel d'ordre supérieur, étudiées notamment par M. Pierre Humbert® et qui
se déduisent par confluence de séries hypergéométriques.

6. Cherchons encore le nombre S, des substitutions carrées de # lettres, dont
tous les cycles possédent une propriété A, en entendant par substitutions carrées
celles qui sont les secondes puissances d'une autre substitution.

Une substitution est un carré, lorsqu'elle contient des cycles d'ordre impair
en nombre quelconque et des couples de cycles d'un méme ordre, quand cet ordre
est pair. Le nombre &, se calcule alors, en modifiant légérement le raisonne-
ment déja utilisé deux fois, au moyen de la formule récurrente

! Ann. de la Soc. Scient. de Bruxelles — 1933 — p. 126,
2 P. HUMBERT — Atti della Pont. Ace. Nuovi Lincei — 1930 — page 130.
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(7) Sn+1 = ay Sn + (Z) ag Sn—2 + (Z) as; Sn—4 + -

+ (”) (73 i I) 0_22 Sn—-3 + (7?) (n B 3) ai Sn—'? + (H) (7?' ~ S) a%% Sn—ll + -
i\ 2 3/\ 4 5/\ 6

qui donne successivement les indicateurs de cycles

Sy=1

S, =a,

S, = ai

S, =a} + a,

S;=ai+ 40,0, + 343

S;=a + 10aia; + 150,05 + a;

Ssg=ai + 20ala; + 454a}a; + 6aya; + 10a;

S;,=ai + 35ata, + 105aia; + 21ala; + 70a, a5 + 105 a3a, + a;

et ces expressions sont conformes a celles qui se déduiraient du tableau (3).

Quant & la fonction génératrice

Sle)= S g, 2
Sle) =38,
n=0
il est nécessaire, pour l'exprimer simplement, de faire appel non seulement & la
série habituelle

2,2

z
a(z)—alﬁ +ag gt
mais encore a la série
2 2 2
as a as
u(e) = 2° 22t 2t 4
1! 2! 3! 4! 5! 61

On déduit alors de (7) que

et on peut observer, qu'a P'aide du théoréme de Parseval, on a
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(ju(z) 1=t ot [a (%2-) —a(—i)]%

Y

y étant un contour suffisamment petit, entourant le point # = o, dans le plan de
la variable u.
En particulier, pour a, = (» — 1)}, (v =1, 2, 3, ...), le nombre g, des substitu-

tions carrées de » lettres a pour fonction génératrice ¢(z), ol

log a(2) = ;1og i—}j — éflog (1 —2% C—lzf :
0

La considération des substitutions cubes conduirait & des résultats analogues,
mais un probléme bien plus intéressant consisterait a étendre les résultats du
présent paragraphe a des substitutions prises successivement dans une suite de
groupes d’ordres croissants, a définir convenablement et non plus dans la suite
banale des groupes symétriques de degrés successifs 1,2, 3,.... Xn dehors des
groupes intransitifs quon obtient par la réunion de deux ou plusieurs groupes
symétriques, permutant des systémes de lettres différents, et qui présentent peu
d'intérét, de telles suites de groupes, paraissant susceptibles de donner naissance
a un calcul régulier abordable, sont fort rares. Tels seraient cependant les groupes

n

k

combinaisons & a £ de # lettres et qui sont holoédriquement isomorphes au groupe

d'ordre %! et de degré ( ), k fixe, n==F%, k+ 1, k+ 2,... qui permutent les

symétrique de ces mémes lettres. Tels seraient encore certains groupes abéliens,
d’ordre p™, p étant un nombre premier fixe, m=1, 2, 3, ... et de type (1,1, 1,...1)
‘et les groupes de leurs isomorphismes. Nous n'examinerons, plus loin, la ques-

tion que dans le cas trés simple du groupe alterné.

§ 1L

Sur certains polynomes.

7. Soient afz), b(z), ¢(z) des fonctions 1(_j’énératrices‘r, de cycles, relatives 4 des

propriétés A, B, C, qui s’excluent mutuellement et considérons le développement

® P
ea(z)+xb(z)+yc(z) :Z %n (ZE, ?/) m .

n==0
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Les séries a(z), b(z) et c(2) n'ayant pas de termes constants, y,(x, y) est un
polynéme de degré » au plus. Sil'on développe I'exponentielle du premier membre,
le coefficient de x*y* est

()b/()e e-)

l"'l Al ’
expression qui est de la méme forme que (6), au § T et dans le développement
n
de laquelle nous savons interpréter le coefficient de Z—, comme dénombrant cer-

taines substitutions. Par suite, dans le polyndéme xx(x, y), le terme en z*y* est
le nombre des substitutions de » lettres dont 4 eycles exactement sont B, dont
p cycles exactement sont € et dont tous les autres cycles sont A.

Soit maintenant

[E(Zl T a(z) — < Z_n
TR _%EMM’

Po(x) est un polyndéme de degré » — 4 au plus et un raisonnement analogue a
celui qui vient d'étre fait montre que ce polyndme dénombre les substitutions
3, de n lettres, dont 4 cycles, 1 fixe, jouissent de la propriété B et dont tous
les autres cycles jouissent de la propriété A. Dans Pa(x), le coefficient de a*
est le nombre de ces substitutions 3, qui sont décomposables en 4 + u cycles
exactement.

Si l'on fait notamment a(z) =2, c'est-a-dire @, =1, a3 =a;=---= 0, la pro-
priété A consiste a n'échanger aucune lettre et les polynémes d’Appell, dérivés
de la fonction génératrice

(8)

) L2 e < ,_Z_n:_
i =2 Pl

dénombrent les substitutions de = lettres qui n’échangent que celles contenues
dans A cycles, jouissant tous de la propriété B. Il nous semble intéressant de
rappeler, a ce sujet, qu'Appell avait défini des opérations linéaires permutables,
permettant de passer des fonctions génératrices a(z)e** et b(z)e"* & la fonction
génératrice a(2)b(z)e** et, par suite, de a(z)e** & a*(z)¢**, A étant un exposant
entier et positif quelconque.

8. Soit, en particulier, H,(x) un polyndéme dHermite et soit @, (z)=
=" Hy,(— x7); on a ‘

—+u o

= @
2 n ,l’

=0
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or, dans le développement de

n

le coefficient de %' est, en vertu de (6), égal au nombre des substitutions de »

lettres, dont % cycles sont des cycles unités et dont tous les autres cycles sont
d'ordre 2. @,(x) dénombre done toutes les substitutions d’ordre 1 ou 2, ¢est-
a-dire toutes les racines carrées de la substitution identique E, y compris la
substitution identique FE, elle-méme. Le coefficient de x* dans @, (x) est le nombre
de ces racines carrées qui laissent p lettres inchangées. Les racines primitives
de E, c'est-a-dire E étant exclue, sont dénombrées par le polynéme y,(x)= @, (x)— 2"

et I'on a immédiatement, x, et z, étant deux nouvelles variables,

e S (2)5-3
X n' (@ n‘

n=0 N==

On voit ainsi que le polyndme y,(z,, z,) non seulement dénombre les racines
carrées primitives de E, mais qu'il les représente, en ce sens que c'est un indi-
cateur de cycles de ces substitutions.
On peut généraliser cette formule. Soient p et ¢ deux nombres premiers;
les racines primitives de l’équatidn binéme #?9 — 1 = 0 sont les racines.de
(P9 — 1) (u — 1)

= 1) — 1)

D’une maniére analogue, le polynéme %,, & quatre variables, engendré par

21 Paq 2P 29
2+ 2 [ n

+a' + 2, 2+ %+ 05— z
P Tq Pqu_e Pp_e (Iq_+.6u~ Zyn xl,xp’xq’qu)nl

n=0

est lindicateur de ecycles des racines primitives d’ordre pg de la substitution
identique et il serait facile, en se fondant sur la théorie des équations bindmes,
d'étendre ce résultat aux racines primitives de F, d’ordre m, m étant un entier
positif quelconque.

9. Pour donner une autre interprétation du polyndme 7, (x), convenons, par
analogie avec la théorie des permutations rectilignes', d’'appeler substitutions

circulaires auto-conjuguées d’ordre impair, 2% + 1, les substitutions circulaires

! E. NETTO. ~— Lehrbuch der Combinatorik — 20 Ed. — 1927 — page go.
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dans lesquelles la lettre u, occupe la place y, différente de «, et la lettre u, occupe
la place «, exception faite pour la seule lettre u,, qui occupe la place 1. Le
nombre i1 de ces substitutions eirculaires, relatives & 2k + 1 lettres, est égal
& 1.3.5...(2k— 1) et le nombre B est nul. Appelons de méme substitutions
circulaires auto-conjuguées d’ordre pair, 2%, les substitutions circulaires dans
lesquelles deux lettres sont a leur place, d’abord wu,, puis une lettre variable, qui
sera successivement u,, u; ... et o, les 2 & — 2 lettres restantes étant conjuguées
deux 4 deux, comme il vient d’étre dit. Le nombre bs; des substitutions auto-

conjuguées, d'ordre 2k, est 1.3.5...(2%k— 1) et le nombre bziy: est nul.

22
Ces définitions posées, observons que la série e — 1 est majorée par la série
— log (1 — 2) et peut, par suite, 8tre considérée comme une fonction génératrice
de cyecles,
jod 1 2 4 ZG

4
—+b42‘!+bﬁa+"',

ot box a la valeur indiquée ci-dessus. L'équation

22 5 @ 2"
) e Sue?
rentre donc dans la formule (8), pour A ==1, et le polyndme 7,(x) dénombre les
substitutions T,, de % lettres, dont un cycle est auto-conjugué d'ordre pair et
dont tous les autres cycles sont des cycles unités. Le coefficient de z*, dans
#n (), est égal au nombre de ces substitutions 7T, qui contiennent, en plus du
cycle auto-conjugué, u cycles d’ordre 1.

Soit maintenant
x
Rz, y) = y" zn (?fl) ;

on a, daprés (9), Y
2 y g ’ 2.77/
= ZRM(Q"I’-)II;

n=0

dans Ry(zy, y), considérons les exposants de la variable y comme des indices,
c'est-a-dire remplagons y*# par ys,; le polyndéme obtenu, linéaire en y,, y,, ¥, - - -
est alors un indicateur de cycles pour les substitutions 7, le cycle auto-conjugué
ayant pour symbole la variable y et les cvcles unités ayant pour symbole la
variable x,. ‘
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10. Nous venons d'obtenir deux interprétations distinctes des polyndmes
An(x), dérivés des polyndémes d'Hermite. Plus généralement, considérons la
fonction

(10) yle) = ewot ZPn

nous savons, d'une part, que, dans Py (x), le coefficient de 2* est égal au nombre
des substitutions de » lettres, dont u cycles sont A et dont tous les autres
cycles sont B. Supposons, d’autre part, que la série, développant e’} — 1, soit
majorée par — log (1 — 2) et soit

Ble) =t — 1= Jps

n=0

Aux nombres 3y, 8,, 85, ... correspond un certain tableau de cycles et, par consé-

quent, une certaine propriété 3 de ces cycles et, si 'on développe

uE) =g en = 30, ()%

nl’
(4]

le coefficient de x*, dans @,(x), est égal au nombre des substitutions de » lettres,
décomposables en u + 1 cycles exactement, dont I'un jouit de la propriété 8 et
dont les u autres jouissent de la propriété A.

Enfin, soit

Z
1) _e'ca( ZRn 1;;

le coefficient de =%, dans R,(x), est égal au nombre des substitutions de #
lettres, décomposables en p cycles exactement, ces cycles jouissant tous de la
propriété A.

" En comparant les trois fonetions y (2), u(2), v (2), on voit que ¥ (¢) = w(¢) + v {2).
Cette relation qui, dans le cas particulier des polynémes x.(z), nous a fourni
lear double interprétation, contient, dans le cas général une proposition qu'il
serait facile d’énoncer. ]

11. Arrétons-nous actuellement sur le cas on, parmi les cycles d'une subs-
titution, on distingue celui qui contient une lettre donnée, la premiére lettre u;,
par exemple. Soit Q**! le nombre des substitutions de » lettres, décomposables

en A+ 1 cycles exactement, dont l'un, celui qui contient la lettre u,, est un
33—38333. Acta mathematica. 70, Imprimé le 7 février 1939.
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cycle B et dont les A autres sont des cycles 4. Nous avons ici, contrairement
& la condition posée au § I, des combinaisons privilégiées, celles qui contiennent
la lettre «,, mais cette condition subsiste entiérement pour les lettres non
désignées et il suffit de conduire le calcul différemment, en mettant & part la

lettre distinguée w,, pour parvenir & l'équation récurrente suivante
n—1 n—1
41— i 1 7 e
Qn+1‘—“1Qn+( . )a2 n—1+( ) )a3 M

n n —
+ b P+ ( I)b P‘2+( )bel_3. -

ol j'ai désigné par P? le nombre des substitutions de » lettres, décomposables

en A cycles exactement, jouissant de la propriété A, nombre figurant dans le
développement

at(e) __ A A
TR TR T T

On en déduit, pour la fonction génératrice

Zn-l

(n— 1)’

gitile) =@+ + Q;ii = 2 0

n=1
la relation

a* (2)

Gl = @) () + 1V (7,

dont l'intégrale, satisfaisant aux conditions initiales

QH] QJ-H — . — ij:+1 =0,
G ha=1,
est
A% '
pr (&)= ()5, pale) =o;

ce point acquis, posons

2n— 1
X 2‘ R
(11) )e ZB,, n 1) '
comme nous l'avons fait précédemment, nous développerons en série 'exponentielle
et nous verrons que le coefficient de x*, dans le polynéme B, (x), est le nombre
des substitutions de » leltres, décomposables en u + 1 cycles exactement, dont
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I'un, celui qui contient la lettre «,, jouit de la propriété B et dont les p autres
jouissent de la propriété A. L’intérét de la formule (11) réside en ce que la
série b(z) étant majorée par — log (1 —2), sa dérivée b'(z) est majorée moins
étroitement par la série (1 — 2z)~1 et peut, par suite, étre considérée comme une
fonction génératrice de substitutions.

Si l'on considére alors 'équation (10) et si I'on pose

g )=o),
cette équation devient
n
(12) 2) evel Z P, 2 .
Aux nombres g3;, 85, 8, . . . correspond une certaine propriété 8 des substitutions cir-

culaires et le coefficient de a#, dans P, (x), est, @'aprés (11), le nombre des substitutions
de n + 1 lettres, décomposables en p + 1 cycles exactement, dont lun, celui qui
contient la lettre u,, jouit de la propriété 3 et dont les 1 autres jouissent de la propriété
A. On peut donc énoncer le théoréme suivant: s'il y a autant de substitutions circulaires
de 7 + 1 lettres, jouissant de la propriété 3, que de substitutions de » lettres, dont
les cycles jouissent de la propriété B, alors le nombre des substitutions de »
lettres, dont u cycles sont A et dont tous les autres cycles sont B, est égal au
nombre des substitutions de » + 1 lettres, décomposables en u + 1 cycles exacte-
ment, dont l'un, celui qui contient la lettre u,, est un cycle 3 et dont tous les
autres sont des cycles 4.

I1 serait facile de multiplier les théorémes de ce genre; nous n’avons voulu
en domner quun seul exemple. Sauf dans des cas particuliers, ils sont plus
limpides, sous leur forme algébrique, que traduits en langage ordinaire.

Pour revenir aux polyndémes @, (x) = ¢" H,(— xi), examinés plus haut, nous
en obtenons, par la formule (12), une troisidéme interprétation: le coefficient de
x*, dans @, (xz), est égal au nombre des substitutions de # + 1 lettres, décomposa-
bles en u + 1 cycles exactement, dont 1'un, celui qui contient une lettre déter-
minée u,, est auto-conjugué d’'ordre impair et dont les u autres sont des cycles
unités.

12. Donnons enfin la proposition suivante.

Soit R, l¢ nombre des substitutions de # lettres, dont un cvcle celui qui
contient & lettres déterminées w,, uy, ... uy, h étant fixe, indépendant de =,
possede la propriété B et dont tous les autres cycles jouissent de la propriété
A; on a
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ROIRIZ =Rh_1==0, Rh:bh,

Rusi=a Ry + (n _; h) ay Byt + - + (n ; h) ant1 Bopep + -

—h
+ bpy1 Pron + (n . ) brta Pn—n— + -
et la fonction génératrice

2 ' Zn—-h_
Q(Z)—Rh’i- Rh+1; + ot Rn(’i’l'—h)' +

a pour valeur
iy &0 (z)
dz"

ele)=e

On observera qu’ici la série d*l(z)/dz" est majorée seulement par

g:$=m—m+mf+m+m§+w

ce qui donne une grande liberté d'interprétation de notre formule (6), dans les
cas ol linterprétation donnée, lorsque les fonctions a(z), b(2), ¢{z), sont majorées
par — log (1 — 2), n'est plus applicable.

§ III.

Sur certaines familles de substitutions.

13. Nous ne ferons qu'énoncer rapidement quelques résultats relatifs au
groupe alterné. On sait que, dans les substitutions de ce groupe, c’est-a-dire
dans les substitutions paires, le nombre des cycles d'ordre pair est pair et que,
dans les substitutions impaires, le nombre des cycles d'ordre pair est impair.
Dés lors, la démounstration que nous avons donnée au § I, relativement a
I'ensemble des substitutions de » lettres, c¢'est-d-dire relativement au groupe
symétrique, se transpose sans difficulté aux familles de substitutions paires ou
impaires, le fait que les substitutions paires forment un groupe n’intervenant en
aucune facon, pas plus qu'il n'est intervenu dans le groupe symétrique.

Les nombres €, des substitutions paires et R, des substitutions impaires,

dont tous les cycles possédent une propriété A, ont respectivement pour fonctions
génératrices



Sur les cycles des substitutions. 261

[ ) gat?) ZQn -

n=0

fe o]
- 2 n' ’

Q=1 Ry,=1
Q=a R,=o0
Q, = a R, =a,
Q;=al + a, By =3a,a

Q=ar+ 4a,a, + 3a: B,=6dia, + a,

Le nombre @« des substitutions paires, dont A cycles exactement sont A,
dont u cycles exactement sont B et dont tous les autres cycles sont C, a pour

fonction génératrice

a* (2) b (2) @) Ly, @ (— )b#(—z)e e~ 2
a5 T al _ZQi’%

Dans le polynéme &,(z,y), défini par

I ‘ 7n
5[ea(z)—{-st,b(z)+yc( + e——a(—-z)—a,b(—’)—yc 2§n x, y ﬂ’

le coefficient de x*y* est égal au nombre des substitutions du groupe alterné, de
degré n, dont @ cycles sont C, dont A cycles sont B et dont tous les cycles
restants sont A.

Les autres résultats de nos paragraphes I et 1I s'étendraient de méme; en
particulier, il serait facile de former la suite des polyndmes qui représentent les
racines carrées de la substitution identique contenues dans le groupe alterné.

14. Pour généraliser les deux familles que constituent les substitutions
paires et impaires, il semblerait naturel de répartir toutes les substitutions du
groupe symétrique en £ familles, suivant que le nombre des cycles, d’ordre
multiple de %, est congru, (mod. k), 4 0, 4 1, & 2,... ou & k— 1. On obtient
alors, en cherchant quel est dans chaque famille le nombre des substitutions,
dont tous les cycles possédent une propriété A, une certaine généralisation des
équations (13). Mais les formules ainsi obtenues n'offrent pas la symétrie qu'on

pourrait attendre et nous ne nous y arréterons pas. Nous procéderons autrement.
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En nous écartant de l'acception souvent admise' pour le mot »caractére»,
ce qui est sans inconvénient ici, nous appellerons caractére, (mod. m), d'une
substitution une expression linéaire de la forme an + by, prise suivant un cer-
tain module m, entier et fixe, » désignant le nombre des lettres et v le nombre
des cycles de cette substitution, et a et b deux nombres entiers. Chaque systeme
de valeurs de a et b permet de répartir les substitutions en m familles, suivant

que leur caractére
I, =an + by

est congru, (mod. m), 4 0, 1, 2,... ou m— 1. Il y a donc m® systémes possibles
de m familles chacun. Il est clair que, suivant le module 2, les substitutions
paires ont leur caractére I,y == + v congru a zéro, tandis que I;,; est congru
a 1, pour les substitutions impaires.

Bornons-nous au cas ot le module choisi est un nombre premier p. Le
nombre p? des caractéres possibles se réduit beaucoup, comme on va le voir.

En effet, le cas de b =0 est sans intérét, quel que soit a; il y a alors une
famille, qui est le groupe symétrique tout entier et p — 1 familles nulles.
Ensuite, si a=o, il suffit de faire =1, car, p étant premier, les restes de
2v, 3v, 47, ..., (mod. p), sont les mémes, & T'ordre prés, que les restes de » et,
en donnant 4 b une valeur différente de I, on ne fera que permuter entre elles
les familles correspondant & b=1. De méme, il suffit de faire a=1, b=
1,2,3, ..., p—1I, les autres valeurs ¢ = 2, 3, ..., p — I, ne faisant que permuter
entre elles les familles qui correspondent aux cas o a == 1.

Restent donc seulement & considérer p systémes de p familles chacun, ces
systémes étant définis par leurs caractéres respectifs

101=v

s

111=n+1’, I1)2:’I’&+2‘V, ...Il’p_1=’}2+(p'—l>’l/.

’

15. Supposons p =3. Il y a alors trois caractéres Iy 1, I1,1, I 2. Relative-
ment a chacun d'eux, I3 nous désignerons par @, Rn, S, le nombre des
substitutions de = lettres, dont tous les cycles jouissent de la propriété A et
pour lesquelles on a respectivement

I.g=o, I;(;E 1, Ig= 2, (mod. 3).

Les fonctions génératrices seront désignées par

! voir A. SPEISER — Die Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung. — p. 118.
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Py
n!’

10 =302, el =S R, sl)=3 57

et nous poserons de plus, j étant une racine cubique imaginaire de 1l'unité,

3Qn =+ Un F wn
3By =tty + 72 0n + juwn

3 Sn = tip +‘j7/'n +j2 Wn
et, enfin,

) * o * 2 ® 2
U(z)=;unm, V(Z):ZOU”H’ W(z)ZZOw”;ﬂ‘

Les calculs étant similaires pour les trois caractéres, développons-les seule-
ment pour I;;=n + v et calculons @,11. Nous procéderons comme au § I, en

engageant une (n + 1)*™° lettre u,+1 dans un cycle d’ordre p + 1, ce qui se fera

de (”) ap+1 maniéres différentes, et en associant ce cycle, comme facteur, & une

substitution partielle convenable de n — p lettres. Je dis que:
Qn+1 =a; R, + (7:) 2 Qn—l + (Z) ay Sp— + (732) a, R, + T

les lettres R, ¢, S, se succédant périodiquement au second membre. En effet,
soit »" le nombre de cycles qui figurent dans une des substitutions qu’énumére
@n+1, au premier membre; on doit avoir % + 1 + » =0, (mod. 3), puisque ces
substitutions permutent » + 1 lettres. D’autre part, dans chaque terme du
second membre, le coefficient a; symbolise un seul cycle. Sile facteur de a; sym-
bolise une substitution ayant » cycles, on doit donc avoir » =9 — 1, puisque
chaque substitution, symbolisée au second membre, l'est aussi au premier.
Ainsi v =5 + 1 et l'on doit avoir, tout le long du second membre, pour les
substitutions symbolisées par les majuscules R, S, T, la congruence »n+1+v+ 1=0,
(mod. 3), c'est-d-dire successivement n+v=1, n—1+v=0, n—2+v=2 n—3+
+v=1,.... (mod. 3); or, c'est bien ce qui a lieu dans notre formule récurrente,
puisque, par la définition des familles @, B, S, on a, pour les substitutions que
symbolise Ry, » — e« +v=1; pour celles que symbolise S,—g 7n—§+ v=2,
et pour celles que symbolise Qu—, # —y + »=0, (mod. 3). On trouverait, de

A
méme,
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Rizi=a, 8, + (7;) ay Rp—y + (:) g Qu—a + -

n n
'Sn+1 = a, Qn + (I) (22 Sp—1 + (2) 42 Ry s+ -

Les valeurs initiales a prendre sont ¢,= 1, R,=o0, §,=0, comme on s'en

assure en formant le petit tableau d'indicateurs de cycles

Q=1 Ry=o0 Sy=o0
¢,=o0 B,=o0 S =a,

Qe = as Ry =a S;=o0

@ =ai By = ay Sy =3a,a
Qi=4a,a, + 34 R,=6ala, Sy =a} + ay.

Des trois formules récurrentes pour @n, R, Si, on tire les suivantes, pour

Un, Un, Wn,
n n
Unt1 = 0y Uy + . @y Un—1 + 2 Qg Un—a T -,
" n n .
Tnt1=0a;) tn + . g Vpn—1 + ) A3 ) Upn—ag + -+,
. n n .
W1 =0y J W + (1) @y Wn—1 + (2) Agj® Wn—p + -,
avec 4y, = vy = w,==1 comme valeurs initiales, d’oli, pour les fonctions U (2),
V(z), W{e), les expressions
U (e) = v, V(g) = edala) I () = el i),

Finalement, les fonctions génératrices sont données par les formules

3% (Z) = % (2) + eja (42) -+ ej2a (5%)
(14) 30(2) = et ) + j2eia () 4 e ()
30(z) = e @ + jeioli) 4 jRefa i)

i

qui sont bien une des généralisations que nous cherchions pour les deux for-
mules (13).

Maintenant, pour le caractére I;,» = + 2», on aura les formules de
réeurrence
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n n
Qn—H = Qn + (I) ay Ry + (2) ag Spez + -,
n n
Boyr=o, By + (I) @y Sp—1 + (2) Qg Qn—a + -,

n ;
Sne1=ay 5 + (I) Gy Qu— + (Z) agByp—s + -,
QO:I’ R():O, S():O

bl

et les triples des fonctions génératrices

3x(e) = et + eFolia 4 gi0la
(13) 30(2) = €2 + jertalin) 4 42 gia(f?)
30(2) = Q) + j2Falid 4 jeiale),

Enfin, pour le caractére Jo;=v, on aura les triples des fonctions génératrices

[

3y (2) = et 1 piald 4 oPald
30(2) = et - j2eicld 4 jertald)
30(2)

[

1) 4 jeial) 4 j2 prald)

qui ne dépendent que de la fonection a(z) et ne constituent pas, & proprement
parler, une généralisation des formules (13).

Malgré I'analogie des formules (14) ou (15) avec les formules (13), on sait
qu'aucune des familles @, B ou S ne peut constituer un groupe. Dans quelles
conditions, le produit de deux substitutions d'une méme famille passe-t-il dans
une autre famille et dans laquelle, c’est ce qui exigerait une recherche que nous
n'avons pas entreprise.

§ 1IV.
Sur les cycles secondaires.

16. Une substitution de # chiffres 1, 2, 3,... n, étant décomposée en cycles,
soit ¢ I'un deux. Nous supposerons toujours que, dans C, le chiffre le plus
faible, parmi ceux que permute C, occupe la premiére place i gaunche et nous
appellerons cycle monotone Cy, correspondant & O, la substitution circulaire
contenant les mémes chiffres que C, mais rangés dans 'ordre croissant, & partir
de la gauche. La substitution .

34 —38333. Acta mathematica. 70. Tmprimé le 8 février 1939.
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(%)

ou Cy et C sont deux permutations, Cy étant la permutation initiale et C la
permutation finale, sera dite la décomposition secondaire du cycle primaire C.
Les cycles de J seront dits les cycles secondaires ou cycles de deuxiéme espéce
de C. Le mot »cycle», quand il sera employé sans l'adjectif »secondaire», signi-

fiera toujours cycle primaire ou cycle de premiére espéce. Si C, C', C”, ... sont
les cycles primaires de S et Cy, Ciy, Ci, ... les cycles monotones qui leur cor-
respondent respectivement, la substitution Sy = Cy Cy Cj ... sera dite la sub-
stitution & cycles monotones ou, plus simplement, la substitution monotone cor-
respondant & 8 et la substitution #=2464"¢" ..., égale au produit des décom-
positions secondaires de C, ', (', ... sera appelée la décomposition secondaire
de S.

17. La substitution S étant donnée, Sy et o sont déterminées. Sy est une
substitution semblable & S et, inversement, quand Sy et o+ sont données, S est
- déterminée. Il est visible, en effet, que S s’obtient en effectuant, dans les cycles
de Sy, la substitation o =dJd ¢’ ...; autrement dit, S est la transformée de
Sy par A, l

S= A8y 4,
les opérations étant effectuées dans l'ordre oi elles sont écrites, ¢'est-a-dire en
commencant par 4! et en finissant par /. Lorsque S et Sy sont données, ~#
n'est donc déterminée qu'a un facteur U prés, qui est permutable & Sy et alors
U est facteur a gauche, c'est-d-dire s'éerit a gauche de A, ou qu'a un facteur 7
prés, qui est permutable & S et alors V est facteur & droite de .

Pour connaitre la substitution monotone Sy, qui correspond & une substitu-
tion 8, il suffit de connaitre les chiffres qui figurent dans chaque cycle de §;
il n'est pas nécessaire de connaitre l'ordre de succession de ces chiffres dans le
cycle qui les renferme. Inversement, une substitution monotone Sy étant donnée
et étant décomposable en k cycles, d’ordres ey, a,, ... ¢, égaux ou inégaux, il
y a I'(a;) I'(ay) ... I'(ay substitutions S, qui admettent Sy comme substitution
monotone et la somme I I'(e,) I'(a,) ... I'(ax), étendue a toutes les substitutions
monotones de n chiffres, est égale & I'(n + 1) = nl.

Les ecycles primaires des substitutions monotones sont représentés géométri-
quement par des polygbnes convexes, décrits dans un sens déterminé. D'aprés
la formule (4) du § I, le nombre p, des substitutions monotones de # chiffres,

ayant k; cycles primaires d'ordre ¢, (¢ =1, 2, 3, ... ), est donc
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N 1 n!
I eyl R (1 (20 .. ()

ky+ 2k + -+ iki+ -+ nka=mn.

Quant aux cycles secondaires d'une substitution monotone, ce sont tous des cycles
unités. '

Toute décomposition secondaire 7 comporte au moins un cycle unité, con-
tenant le chiffre le plus faible, le cycle (1) et, réciproquement, pour qu'une dé-
composition secondaire, donnée i l'avance, soit admissible, il suffit qu'elle con-
tienne le cycle unité (1). En effet, il existe toujours alors une et une seule
substitution circulaire S, de » chiffres, qui admet la décomposition secondaire 4.
S est la transformée par o du cycle monotone (1, 2, 3, ... #). Ily a donc (n—1)!
décompositions secondaires distinctes des substitutions de n chiffres; on les obtient
en multipliant par le cycle unité (1) toutes les décompositions en cycles primaires
des substitutions des »— 1 chiffres 2,3,... % — 1, %.

Tout cycle primaire, d'ordre > 1, d'une substitution S donne naissance. d
au moins deux cycles secondaires. L'ordre maximum des cycles de o, décomposi-
tion secondaire de S, est donc inférieur d'une unité, au moins, & I'ordre maxi-
mum des cycles de S, le cas ou S serait la substitution identique étant seul
excepté. Supposons que S contienne « cycles primaires d'ordre 1 et 8 cycles
primaires d'ordre > 1, le nombre des cycles de « sera =« + 28. De la résulte
que, si le nombre des chiffres permutés est supérieur a deux et si la décomposi-
tion secondaire . n’est formée que de deux cycles, ./ ne peut appartenir qu'a
uné substitution ecirculaire des n chiffres. TFaisons, en effet, « + 28 =12. 8i
e=2, 8==0; il n'y a alors que deux chiffres permutés, ce qui est exclus. Si
¢=0, #=1; alors § n'a qu'un seul cycle et est déterminée, comme nous 'avons
vu, d'une maniére unique, par sa décomposition secondaire A.

Pour qu'une décomposition secondaire o/ détermine, d'une maniére unique,
la substitution S qui 'admet, il faut et il suffit que ./ ne contienne qu'un seul
cycle d'ordre 1, savoir le cycle (1). Alors S est circulaire et o est le produit
du cycle (1) par une substitution d'Euler, sans rencontres, des » — 1 chiffres
2,3, ....0—1, n. En effet, la substitution S, si elle est circulaire, est déter-
minée d'une maniére unique par ; si elle n’est pas circulaire, elle a au moins
deux cycles et alors ./ a'au moins deux cycles unités. Inversement, si 4 a deux
cycles unités, (1) et (e), on peut former d’abord une substitution circulaire qui

admet ~ et ensuite une substitution, composée de deux cycles primaires, par
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exemple la substitution (1, 8,7, 4, ....) (e}, qui admet aussi la décomposition se-
condaire .

Plus généralement, si une décomposition secondaire 4 contient p cycles
d’ordre 1, les substitutions S, qui admettent .7, ont 1 ou 2 ou 3 ....ou p cycles
primaires et on peut toujours former au moins p substitutions qui admettent la
décomposition secondaire /. En effet, en prenant p = 3, par exemple, supposons
que 4 = (1){a)(8) 4 ; on formera d'abord une substitution circulaire admettant #;
puis, une substitution formée du produit de (¢) par une substitution circulaire
admettant (1)(8) #', comme décomposition secondaire; puis une substitution, formée
du produit de (e){8) par une substitution circulaire admettant (1), comme dé-
composition secondaire.

18. Je me propose maintenant de chercher, d'une facon précise, quel est le
nombre des substitutions qui admettent une décomposition secondaire donnée .
Soient

(I), (al)7 (‘Z?)a L ((Z;’), s (aﬂ_‘l);

les cycles unités de o, ou

T <oy <ay<<---<ao; < <oy

Nous désignerons par A%, 4i, ... Afni les cyeles de o, au nombre de m:, qui ne
contiennent que des chiffres supérieurs & e;, en comprenant, dans ce nombre m;,
les eycles (@i+1), (@ita), ... (@u—1). Alors, si @ < ej, on a évidemment m; > m; et
z<<).

Cela posé, nous allons chercher a former, non pas les cycles primaires eux-
mémes des substitutions qui admettent la décomposition secondaire o, mais les
diverses maniéres de constituer la décomposition secondaire partielle de chacun
de ces cycles primaires et nous compterons ces diverses maniéres. Cette fagon
de procéder est suffisante, puisqu’il y aura une substitution circulaire unique,
c'est-a-dire un seul cycle qui admettra une décomposition secondaire partielle, une
fois que celle-ci aura été formée.

Les substitutions qui admettent / sont:

Premiérement. — Une seule substitution circulaire ;.

Deuxiémement. — Des substitutions S,, formées de deux cycles primaires. Le
premier de ces cycles commence par le chiffre 1; le deuxiéme par le chiffre o,
ou @ .... ou au. S'il commence par ¢, il faut, dans la décomposition se-
condaire partielle d qui lui correspond, associer le cycle (a;) & des cycles de o,

ne contenant que des chiffres supérieurs & «;, ¢’est-a-dire a des cycles choisis dans
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la suite Af, A%,... A/ . Le cycle secondaire (1) sera alors associé lui-méme &
- H

tous les cycles de ., qui n'auront pas été associés au cycle (¢;). Or, on peut

associer () soit 4 un seul des cycles A?, soit & une combinaison deux a deux,

At A7 soit 4 une combinaison trois A trois, A! 47 47 ete. Il y a done, ¢
e g’ ’ ¢ g h y )

- (m,-) N (.m,-) . (m;) _
1 2 mn,

décompositions partielles du cycle commengant par le chiffre e: et, en sommant,

étant fixé,

pour =1,2,3,....4— I, nous voyons que le nombre des substitutions S, est
égal a

I
ny My My ] = — m;
2M + 2™ 4 + 2™ —1!22 .

Troisiémement. — Des substitutions S;, formées de trois cycles primaires. L'un
d’eux commence par le chiffre 1, le second par le chiffre e;, le troisiéme par le
chiffre e¢j, od 2 <j. On peut, comme troisiéme cycle, prendre (a;) seul et on est
ramené au »Deuxiémement», c'est-a-dire a trouver les substitutions composées de
deux cycles, qui admettent une décomposition secondaire o', pour laquelle les

nombres m, sont remplacés par m, — I, puisqu'il y a un cycle en moins, savoir
1

. . 14
le eycle (a;). Nous obtenons ainsi FZz’":‘* formes de 4. On peut prendre
T
ensuite, comme décomposition secondaire du troisiéme cycle, (e;) associé & une
combinaison un a un des cycles 47, ... A7 = On est ramené au »Deuxi¢mement»,
J

c'est-d-dire & dénombrer des substitutions, formées de deux cycles, gqui admettent
une décomposition secondaire 4, pour laquelle les nombres m, sont remplacés
par m,— 2, puisqu'il y a deux cycles en moins, le cycle (a)) et 1'un des cycles
A/, On obtient ainsi

miy 1y s
(I)I!ZZI '

?
On peut ensuite associer (¢;) & une combinaison deux & deux des cycles A,
Al ...A{;,j et on est ramené au »Deuxiémement>, ot les nombres m, sont rem-
placés par m, — 3, d'ott le terme

;Y 1 .
L 2’"1‘""
(%) i D

2
et ainsi de suite.
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En ajoutant ces divers termes, on a
X m—1 m\ 1 miy T _L m;—1 §mj
1!2’21 [I+(I)2+(2)22+ ]_1!;zl 2]
z

et il faut maintenant sommer pour j=2,3,.... 4 — I, ce qui nous donne, pour

le nombre des substitutions §;, 'expression

1 3\ ..
FZZml 1(5) y <),
5

que 'on peut écrire

1 2\™ f3\™ .
SE)EN
2%
Quatriémement. — Des substitutions S,, formées de quatre cycles primaires. En

suivant une marche similaire, ¢’est-d-dire en étudiant le mode de formation du
quatriéme cycle, commengant par le chiffre a;, on est ramené & sommer des
expressions qui sont connues, d'aprés le »Troisiémement» et on trouve que le

nombre des substitutions S, est égal &

1 2\™ 3\ f4\™ . .
53() (5) (g) i<k
5,7,k

Supposons démontré que le nombre des substitutions Sp, admettant 4 et
composées de p cycles, soit

1 2\™ (3\™ p o\ i
(p—1)! 2 (?) (5) ”'(p—l) P rSIEIET
Alors,

(p + 1)-émement. — TLes substitutions qui admettent .# comprennent des substitu-

tions Sp+1, formées de p + 1 cycles primaires. L’un commence par le chiffre 1,
le deuxiéme par e;, le troisiéme par a;, ... le (p + 1)-éme par a,, 1 <a;<ej;<--- <aj,
dotl 1 <¢<j<---<s. Pour former la décomposition secondaire de ce (p + 1)-
éme cycle, on prend le cycle (e, seul et on est ramené au »p-dmement> ou les

nombres 7, sont remplacés par m, — 1, d'ot le terme

w2 0 G

50,7

on prend ensuite (¢s) associé & une combinaison un 2 un des cycles 43, . .. A’;L,
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et on est ramené au »p-émement>, ot les nombres m, sont remplacés par m, — 2,

(ot = 0762

T

d’ou le terme

et ainsi de suite.

Ajoutons ces expressions et il vient

a2 R G
M0 [C ey B W I b

=(p_l P '(f)m’_l... (ﬁw})mr—l (%1)%‘

4,4, .0

Il reste & sommer par rapport a s et 'on voit que le nombre des substitutions

52 GO e

Jy...8

Sp+1 peut s'écrire

La formule, supposée démontrée pour p, l'est donc pour p + 1; or elle I'est pour
p=1,2,3 et 4. '

En résumé, en reprenant les notations indiquées au début de ce numéro, les
substitutions S, admettant une décomposition secondaire donnée ./, contenant u
cycles unités, comprennent

1°) Une substitution circulaire S, et une seule.

2°) Des substitutions S;, formées de deux cycles primaires; leur nombre est

3

3°) Des substitutions S, formées de trois cycles primaires; leur nombre est

i Emi§mj Z<
2! 1 2]’ J

4°) Des substitutions S, formées de quatre cycles primaires; leur nombre est

L m; mp
s 2(EE)T ee
3! I 2 3
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©°) Des substitutions S, formées de pn cycles primaires; leur nombre est

P I G I A e

19. Observons qu'on a toujours

M= U—2, My = — 3, ... My—1 =0,

en particulier, si le nombre u des cycles unités de la substitution o est égal aun
nombre n des chiffres permutés, tous les cycles secondaires des substitutions
admettant # comme décomposition secondaire, seront d'ordre 1. Ces substitu-
tions seront donc toutes les substitutions monotones de » chiffres et on obtiendra
leur nombre en additionnant les expressions du numéro précédent, aprés y avoir
fait m;=n—2, ... my=n—7—1,... Nous avons déji obtenu ce nombre aun
numéro 3 du § I, sous une autre forme et on peut encore en obtenir d’autres
expressions par des moyens différents.

~ Dans le cas général, on peut donner une formule symbolique, qui represente
le nombre N des substitutions admettant une décomposition secondaire 4, en

procédant de la maniére suivante. Considérons le développement en série entiére de

x Y xy |z yz xyz

1+ + t
I—z I—yl—xy 1—z1—yezl—2xyz

La premiére fraction donne des termes en z%. la deuxiéme des termes en

x®y>tf, la troisiéme des termes en x*y*tfzotfYY, . e=1,2,.., 8=1,2,..,
y=1,2,.... Si donc nous posons
I[2\™ . :
a= _\7) ypouri=1,2,...u—1,
a; =0, pour ¢ = pu,
1[3\™ .-
b; = e b ,poure =1,2,...u—I,
b:=o, pour ¢ = pu,

;= ~|=) ,pourz=1,2,...0—1,
313 P

¢ = O, pour ¢ = yu,

etc., p étant le nombre des cycles unités de 7, nous aurons symboliquement, c'est-
a-dire en remplagant les exposants de a, b, ¢, ... par des indices,
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a b ab ¢ be abe
N—I-+1—a+1—bl—ab t—c¢l —be1—abe

20. Il est naturel de se demander si on peut former des groupes avec les
substitutions 4 cycles monotones. La réponse est facile & donner. L’inverse
du cycle monotone (1;2,3,... k— 1, k) est (1, k, 2 —1,... 3, 2); il n’est done
monotone que si k= 2. Pour former un groupe, des substitutions monotones
doivent donc étre d'ordre 2. Soient alors S et T deux substitutions d’ordre 2;
leur produit doit étre d'ordre 2 aussi; on a done S*=1, %=1, STST =1,
d'ot l'on déduit ST = TS. Les seuls groupes gue 'on puisse former avec des
substitutions monotones sont donc tous les groupes abéliens, dont les éléments
sont des racines carrées de la substitution identique. Ces groupes, qui se pré-

sentent dans la théorie des substitutions linéaires, sont connus depuis longtemps.

§ V.

Propriétés des cycles secondaires.

21. Je me propose de trouver la fonction génératrice du nombre ¢, ou
@n{a) des substitutions de n lettres, dont tous les cycles secondaires possédent
une certaine propriété A. Je continuerai a appeler a(z) la fonction génératrice
des mnombres a,;, a,, a; .... de substitutions circulaires qui jouissent de cette
propriété et je désignerai, dans tout ce paragraphe, par P, ou P,(a) ou, éven-
tuellement, P, (ay, as, ... ay) les polyndémes indicateurs de cycles primaires, définis,
an § I, par la formule (2) et dont j'ai donné le tableau (3).

Remarquons tout de suite qu'une décomposition secondaire contenant tou-
jours au moins un cycle unité, il est nécessaire que a; = 1, c'est-a-dire que la
propriété- A doit nécessairement appartenir aux cycles d'une lettre. Cela étant,
supposons connus @, @, ... @ et aux n lettres w, u,, ... un, adjoignons une
(n + 1)-éme lettre w41, pour calculer @Qnii.

La lettre w,y1 peut entrer dans un cycle primaire d’ordre 1, 2, 3,... ou

n + 1; supposons qu'elle entre dans un cycle C, d'ordre p + 1; elle sera associée
a l'une des (;) combinaisons p & p des #» premiéres lettres. Soit alors I' le

cycle monotone, correspondant a C; la substitution, par laquelle on passe de la
permutation I" & la permutation C, définit, par ses cycles primaires, les cycles
secondaires de C. Cette substitution se décompose en un cycle unité, qui jouit

de la propriété A, et en une substitution de p lettres, dont tous les cycles
35—38333. Acta mathematica. 70. Imprimé le 7 février 1939.
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primaires doivent posséder la propriété 4. Le nombre de ces substitutions est
Pp(a). De plus, le cycle C devra étre associé, comme facteur, i l'une des @r—p(a)
substitutions des # — p lettres restantes, dont tous les cycles secondaires possé-

dent la propriété 4, d’ou la formule de récurrence
(16) Qn-|—1 — a1P0 Qn + (?)411)1 Q'n—l + ceeT (g) al-Pp Qn—p + -

Le dernier terme & droite est a, P, @,; il est relatif & des substitutions circulaires

de »n + 1 lettres; on doit done faire @, = 1. Soit

(17 ~ el

17 Q(Z)—ZQ“H’
n=0

on tire de (16)
et, en intégrant,

alzea‘(g) %
(18) o=

L'équation récurrente (16} nous donne, de proche en proche, les indicateurs
de cycles secondaires:

Q=1
& =a,
@ =2al

Qs=75ai + a,a,
Q.= 15a1 + 7a5a, + a, a,
Qs=52a; +41d}a, + 9ala, + 3a,a5 + a0,

Qs = 203 ai + 2364aia, + 64dla, + 43aidb + 11aia, + 10a,a5a; + a, a;

Le coefficient de 47, dans @., est égal au nombre w, des substitutions monotones
de n lettres, puisque tous les cycles secondaires de ces substitutions sont des
cycles unités.

Le tableau (19) est relatif aux substitutions dont tous les cycles possédent
la propriété A. Pour avoir les indicateurs de cycles relatifs 4 tout le groupe
symétrique on fera comme précédemment a, = (v — 1)l z,, (v =1,2,3,...) et l'on

aura sous les yeux la constitution de toutes les substitutions de ce groupe, au
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moyen de leurs cycles secondaires. Maintenant, en comparant la formule (16)
la formule (1) du § I, on voit que si, dans cette derniére, on remplace a, par
a, Py, a; par a, P,, ... a; par a; Piy, ... on obtient (16). L'équation (4) nous
donne donc l'expression générale

.yl ay P\ (a, P\*  (a; Pn—1\*
(20) Q7L“Za1!a2!...an!( ) ( ’

1 2! n!

ol « + 2@, + - +ne,=n, mais cette expression n'est pas explicite en ay,
@y, . ... Gn-1, et il semble assez difficile d'obtenir une telle formule explicite.
Appliquons-la ¢ependant au cas ol tous les nombres a, sont égaux a l'unité;
@, sera le nombre des substitutions de n lettres, dont tous les cycles secondaires
sont représentés géométriquement par des polygdnes convexes, décrits dans un
sens déterminé. On aura, d’'apreés (18),

[e =14,
0

Qo) =¢ ,

qui s’exprime au moyen du logarithme intégral et l'on devra, dans (20), remplacer
a, P; par w;, nombre des substitutions monotones de 7z lettres.

22. Cherchons maintenant le nombre @* ou Q% (a,Ab) des substitutions de

n lettres, dont A cycles secondaires exactement sont B et dont tous les autres
cycles secondaires sont A. Il y a ici deux cas & distinguer, suivant que c’est la
propriété A ou la propriété B qui appartient aux cycles d'une lettre. Le
raisonnement a employer différe peu de celui du numéro 21 et se lit d’ailleurs
clairement sur les formules récurrentes que nous allons écrire. Nous désignerons
par P ou Pt(a,kb) le nombre des substitutions de = lettres, dont % cycles
primaires exactement sont des cycles B et dont tous les autres cycles primaires
sont des cyecles 4.

23. Dans le premier cas, ot la propriété A appartient aux cycles d'une
lettre, a, =1 et, par suité, b, =0, puisque les propriétés 4 et B s'excluent.
On a alors '

(21) = a0+ () [0 Pyla) @y + o Pl Q) +

+ (Z) (0, Pp@) @, + ay Pp(a,b) @=L + -+ + ay Pla, AB) @uy] + -+ &4 P(a,Lb). .
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Les valeurs initiales sont
D ’ ’ A ’ 0 ’

Pr=o0, sip < i; P»=o0, sauf Pj=1.
p ’ b ’ i
Soit
112
PR
"ol

Gl = 3@

la relation (21) nous donne l'équation différentielle

22) = Gl + oD gl + 0 e guate) 4

v (e) .
+ ay )l(! )ea(‘) @ (2),

que l'on peﬁt intégrer de proche en proche, avec l'aide des conditions initiales
et en remarquant que @,(z) n’est autre que la fonction (18). Mais on peut

opérer plus rapidement; soit

(23) Ule)=Qy(2) Ty Qi (2) + v° Qule) + -
_D’aprés (22), on a
dd—g = a, ¥ V) T (2),
d'ot en intégrant,
. fea<z>+yb(z>dz
Ulz)=e b

Posons

z Z

(24) Al)= f ¢l dz et B, (2) — f b e@ds, (=o1,2 ...,

il vient

l'identification des termes en y, dans (23) et dans le développement de l'exponen-
“tielle U(z), nous donne I'expression cherchée de (),
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Qi(z) = %ew(z) Pi(a, B, a, By, ... a, By).

24. Dans le deuxiéme cas, ou ¢’est la propriété B qui appartient aux cycles
d'une lettre, b, =o0 et a;=1. Pour éviter une confusion, remplagons la lettre

@ par la lettre y et nous aurons
n .
Tmar = byt + (1) (b Prla) i + by Pila, 0) 23] + -

* (Z) [0 Ppla) izl + by Py (0, D) /22 + -+ by Pit (o, (A= 1) B) i) + -

avec les conditions initiales
: e e gy
1y =0, 8i p <k, po=1, gh=wi;
Pi=o,sip<id; Bh=1, Pi =15
ol ®; a la méme signification qu'au numéro 21. Pour la fonction génératrice
X
Z’ll
i) = S a2
vl = S,

n=0
on aura la relation

biz) .. b2 z) .
h Ez) e g,y (2) + bl%ea(g) tia(2) +

2i(2) = by €@y () + b,

avec ,(2) = 1.
On en tire, pour la fonction V (2) = go(e) + vy, (& + - vy 2 (&) + -
1'équation

A V)=l _1dV()

= a(2)+yb(2)
dz Y Y dZ bl V(z)e )

d’ou, en intégrant,
z

log V(2 =b1fye”(z)+yb<z>(lz

0

et, en procédant comme tout 4 L'heure, on trouve enfin

2 () =Z—I!P;(b1B0, 2b,B,, 35, By, ... Ab, Bi—y).

25. Indiquons rapidement les résultats suivants.
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Les nombres g, des substitutions paires de » lettres et h, des substitutions
impaires, dont tous les cycles secondaires possédent une propriété A, ont re-
spectivement pour fonctions génératrices

ed {z) + g4 (—2)

o z . > B 2"
2 _Zgnn!’ 2 - Z "l
0

A (¢) étant définie par I'équation (24).

Répartissons les substitutions du groupe symétrique en deux familles, les
substitutions de la premiére famille ayant un nombre pair de cycles secondaires
d’ordre pair, les substitutions de la deuxiéme famille ayant un nombre impair
de cycles secondaires d’ordre pair; le nombre (7, des substitutions de la premiére
fanille et le nombre H, des substitutions de la deuxiéme famille, dont tous les
cycles secondaires possedent la propriété A4, ont respectivement pour fonctions
génératrices

En particulier, si la propriété A convient & tous les cycles, quels qu’'ils soient,
on a
2Gn=mn!+ a@,(1), 2H,=mn!—a,(1),

@ (x) étant le polyndme, lié aux polyndmes d Hermite, que nous avons introduit
au § II

25. J'envisage maintenant deux questions ol interviennent a la fois des
cycles primaires et des cycles secondaires.

Cherchons d'abord le nombre R.(la, b) des substitutions de 7 lettres, dont
A cycles primaires exactement, ¢, ¢, ... ¥, ont la propriété A et dont tous
les cycles secondaires, dérivés des cycles primaires, autres que C’, C”, ... CW,
ont la propriété B.

Quelques remarques préalables sont nécessaires. Si nous formons un cycle
primaire I', tel que tous ses cycles secondaires possédent la propriété B, il faut,
pour pouvoir conduire le calecul, que nous soyons certains que I', en tant que
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cycle primaire, ne posséde pas la propriété 4. Autrement dit, les deux hypothéses,
»I', cycle primaire, posséde la propriété A» et »Tous les cycles secondaires de
I', sans exception, possédent la propriété B», s'excluent mutuellement. Soit alors
une certaine combinaison de p + 1 lettres; nous pouvons former p! cycles pri-
maires; au nombre dap4+1 d'entre eux, nous donnerons la propriété 4. Quant
aux autres, nous les décomposerons en cycles secondaires et nous aurons
b; Py (by, by, ... by) décompositions en cycles secondaires, jouissant tous de la
propriété B. Il faut done que

ap1 + by Pp(by, by, ... bp) < p!, (p=o0,1,2,...).
Or by=1, donec a, =a,=o0
g+ by =1, a,+3by+b,=<35,...

Ces inégalités étant supposées vérifiées, on a

Ru+1(ha,d) =M§ [(Z)a,m Ruu{A—1)a, b} + (Z) by P (b) Ru—y (Aa, b)] :

d'ou la fonction génératrice

* n s
(25) o ald= S Ralha )=
n=0
26. Soit ensuite 8,(b,2a) le nombre des substitutions de 7 lettres, dont i
cycles primaires exactement (', C”,... CW, engendrent des cycles secondaires
jouissant de la propriété 4 et dont tous les autres cycles primaires jouissent de
la propriété B. On a maintenant a, =1, b,=0 et on verra, comme tout a

Iheure, que

bpi1 + Pplay, ay, ... ap) < pl, (p=o,1,2...).

Si ces conditions sont vérifiées, on établit I'équation récurrente

u=n

Sut (b, a) = [(Z) 4y Pa(@) Sua 16, (i — 1)a} + (Z) Buss Su (b, la)],

u=0

d’od l'on tire la fonction génératrice

z

® n I3
(26) () = XS (0, ia)s = % [‘[e‘”z)dz] bl
n=0 ’

n!
o
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27. Les deux questions traitées aux numéros 25 et 26 conduisent a se de-
mander si les substitutions de » lettres, dont tous les cycles primaires jouissent
d’une certaine propriété A, peuvent étre considérées comme des substitutions, dont
tous les cycles secondaires jouissent d'une propriété B et inversement. En d’autres
termes, a un tableau A de cycles primaires, peut-on faire correspondre un
tableau B de cycles secondaires et inversement, ces deux tableaux safisfaisant,
I'un et l'autre, a la condition d’équipartition des propriétés A et B entre toutes
les combinaisons d'un méme nombre de lettres, condition que nous avons posée
au commencement de ce mémoire?

Pour le savoir, écrivons 1'équation

z

blfcb(g) dz

e 0 = ¢t (2)
prenons les logarithmes et différentions; nous aurons
7 7= e
d’ou
ay = by Pu1(by, by, ... by—a).

Cette formule montre que, les b, étant donnés, on en déduira toujours des
valeurs admissibles pour les a,, car, d'une part, son second membre est essen-
tiellement positif, d'autre part, il est < (v — 1)!, puisque P, est un certain nombre
de substitutions de » lettres. De plus, comme b, =1, on a a, = 1 et il existera,
dans le tableau A4, au moins autant de cycles primaires de chaque ordre qu'il y
a de combinaisons ‘du méme ordre.

En conséquence, a un tableau B de cycles secondaires, on peut toujours faire
correspondre un tableau A de cycles primaires, tel que les substitutions, dont
tous les cycles secondaires appartiennent au tableau B, soient aussi celles dont
les cycles primaires appartiennent au tableau A.

Mais la proposition inverse n’'a pas toujours lien. On tire en effet de (27)

_ () — 2w al
b(z)—loga(z)—log(1+ ot 31 + ),

car on a nécessairement a, = a, = 1. Soit

o0
z’l/'
+ N folas, aps i),

log d' (z) = o

- | N

r=2
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les polyndmes f, pouvant étre formés de proche en proche. On aura

by = fila, ay, - .. ays1);

or, ces polyndmes [, peuvent prendre des valeurs négatives et des valeurs su-
périeures & (v — 1)!, inadmissibles pour a,, qui représente un certain nombre de
substitutions circulaires de » lettres.

A un tableau 4 de cycles primaires, on ne peut donc pas toujours faire
correspondre un tableau I3 de cycles secondaires. On ne le peut que si la valeur
numérique du polyndme f,(a,, a,, ... ay+1) reste constamment comprise entre o
et (v — 1), pour v=1,2,3,....

28. Nous ne dirons que quelques mots des cycles tertiaires ou cycles de
troisieme espéce. On les définira, par rapport aux cycles secondaires, comme .
nous avons défini ceux-ci, par rapport aux cycles primaires. Si R,(a) désigne le
nombre des substitutions de = lettres, dont tous les cycles tertiaires posseédent
une propriété 4, on aura

u=n

Bul) = 3 () @ o) Rums )

w=0

‘Qu(a) ayant la méme signification qu'au numéro 21, d’oit I'on déduira des poly-
nomes indicateurs de cycles tertiaires.

Pour écrire commodément 'expression de la fonetion génératrice de ces poly-
ndémes, désignons par £ une opération telle que, u(z) étant une fonetion quel-
conque de 2z, on ait

Alors, les fonctions génératrices relatives aux indicateurs de cycles de premiére,
de deuxiéme et de troisiéme espéces, possédant la propriété 4, sont respective-
ment

@ Qe et Q,[e??)],

Q, étant Vopération itérée de 2. FEn suivant la méme marche, on aurait, relative-

ment aux cycles de p-éme espéce, la fonction génératrice Qp,— [¢*¥], qui, d’aprés

sa signification méme, tend vers la limite 1/(1 —2), quand p grandit indé-

finiment. ’
36—38333, Acta mathematica. 70. Imprimé le 7 février 1939.
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§ VL

Sur certaines catégories de cycles primaires.

29. Dans les paragraphes précédents, nous nous sommes posés, a priori,
certains problémes relatifs aux cycles primaires ou secondaires des substitutions
de » lettres; dans chaque cas, nous avons introduit une fonction génératrice des
nombres de substitutions, répondant & la question posée et les formules de ré-
currence, propres au calcul de ces nombres, que nous avons établies, nous ont
constamment conduits, pour ces fonctions génératrices, & des équations différen-
tielles lindaires du premier ordre, s'intégrant immédiatement par de simples
quadratures.

Nous abordons maintenant un probléme plus difficile et tout différent, qui

g'énonce ainsi: étant donnée une série entiére

® 2
(28) Pl =3P,

n=0
satisfaisant & une équation différentielle linéaire du second ordre, de la forme,
(29) P'le)=d (2) P'(e) + V" (2) Pl2),

dans laquelle a(z) et b(z) sont des fonctions génératrices de cycles, relatives a
des propriétés A et B, et ol les accents sont des indices de dérivation, inter-
préter le nombre P,, comme dénombrant les substitutions de = chiffres, qui
appartiennent a certaines familles & définir.

Remarquons tout de suite, pour ne plus y revenir, qu’il n’est pas nécessaire
ici que les propriétés A et B s'excluent mutuellement. Les cycles, auxquels elles
s'appliqueront respectivement, se différencieront par leur nature méme, comme
nous le verrons plus loin, et indépendamment de ce que peuvent étre les pro-
priétés A et B. La série a(e) + b(z) est majorée par — 2log (1 — 2) et non pas
nécessairement par — log (1 —2z). La fonction P(z) reste ce que nous avons
appelé une fonction génératrice de substitutions, méme pour a(z)=b(z)= — log (1~2)
et engendre, dans ce cas, le nombre des substitutions du groupe symétrique
tout entier. | 7

Pour plus de clarté, nous exposerons d’abord l'interprétation que nous avons
obtenue des nombres P, et nous donnerons ensuite la démonstration. Nous

n'aurons affaire, dans tout ce paragraphe, qu'a des cycles primaires.
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Les » chiffres permutés par une substitution § étant 1, 2, 3, ... #, décomposons
S en cycles et appelons »hauteur» d'un cycle le chiffre le plus faible qu’il con-
tienne; rangeons les cycles de §, de gauche i droite, par ordre de hauteurs crois-

santes, de sorte que

(30) SZOICQO{;....Cn090;...0,10p,0y,

[<e<fB<...<n<O0<...<p<v.

Les indices des cycles sont iei leurs hauteurs respectives et n’ont rien a voir
avec leur ordre; le -chiffre le plus faible que contienne le cycle C, est ¢ et C,
contient stirement le chiffre «.

I et 2 sont les deux chiffres les plus faibles, pairmi les »n chiffres que per-
mute S; mnous désignerons par o et ¢ les deux chiffres les plus faibles parmi
ceux que permute S, une fois qu'on en a exclus les chiffres permutés par le cycle

C,, c'est-d-dire les deux chiffres les plus faibles, parmi ceux que permute SC;

nous désignerons par f et 8 les deux chiffres les plus faibles, parmi ceux que
permute SC* C.', et ainsi de suite. Nous dirons alors quun cycle Cp, par

exemple, appartient 3 la catégorie K, s'il ne contient pas & et a la catégorie
K,, s'il contient 6. Le dernier cycle a droite de (30), savoir C,, est donc de
'catégorie K,, car il contient forcément »', sauf si C, est d'ordre 1, auquel cas
il est de catégorie K.

Ces conventions admises, il est nécessaire de préciser les conditions initiales
déterminant l'intégrale (28) de mnotre équation différentielle (29). Nous prendrons
d’abord P,=1 et P, =a,. Dans ces conditions, nous allons démontrer que P,
est égal au nombre des substitutions de n chiffres, dont tous les cycles de caté-
gorie K, possédent la propriété A et dont tous les cycles de catégorie K, posse-
dent la propriété B. Nous dirons, pour abréger, qu'un eycle est K, 'il appartient
a la catégorie K, et de méme pour K,. '

La démonstration de cette proposition repose simplement sur la lecture atten-
tive de la formule de récurrence

(31) Pn+2:al_Pn+1 + (?)QQPn + (Z) a3Pn_1 + -+ a'n+1P1
+ b2an, _I' (/'Iz) b3Pn—] + (722) b4Pn—2 + + bn+2P0,

qui découle de (29) et que nous avons écrite, & dessein, sur deux lignes.
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Nous supposerons que les chiffres permutés dans P,i. sont 1,2,3,...n+2
et que ceux, permutés dans Puiosont ¢+ 1,2+ 2,.... %+ 1,2 + 2; de sorte
que le dernier chiffre introduit, dans les substitutions dénombrées on symbolisées
par P,, (suivant que l'on considére P, comme un nombre ou comme un symbole
indicateur de cycles), est le chiffre 1 et non pas, comme nous l'avions fait dans
les paragraphes précédents, le chiffre u. Il n’y a 13 qu'un simple changement
de notations.

L’équation (31) nous montre comment, pour former P,i2, on doit associer
le dernier chiffre introduit, 1, aux chiffres précédemment introduits, 2, 3,... %41,
n+ 2, qui ont servi a former Pn1, Py, Ppyy,.... En nous référant a I'expres-
sion (30), cette équation (31) nous montre comment on forme le cycle de plus
faible hauteur, savoir le cycle C.

Nous voyons, par le premier terme i gauche de la premiere ligne, que I'on
a d’abord pris le chiffre 1 tout seul, pour en faire un cycle unité, qui est un
cycle A, puisque son symbole est @,. La condition initiale, P, = a;, que nous
avons admise, est donc nécessaire; a, peut étre égal & o ou a 1, mais il fant
que P, = a,. Les deuxiéme, troisiéme, .... termes de la premiére ligne montrent
qu'on a successivement associé, dans des cycles, le chiffre 1 non pas 4 des combi-
naisons des # + 1 chiffres restants, mais & des combinaisons de ces chiffres, aprés
quon en a exclus un chiffre, le chiffre 2. Ces cycles sont des eycles K, et on
leur a donné la propriété A.

La seconde ligne de (31) montre qu'on a pris le couple 1, 2, contenant le
chiffre 2, exclus de la premiére ligne, pour associer 1 et 2, dans des cycles, aux
diverses combinaisons des chiffres restants, 3,4,5,...7n+ 2. Ces cycles sont
donc des cycles K, et on leur a donné la propriété B.

Nous avons ainsi formé le premier cycle & gauche, (;, de l'expression (30),
mais il faut que la méme loi de formation ait été respectée, lors de la formation
des autres cycles de la substitution S. Or, d’apres la définition que nous avons
donnée -des catégories K, et K,, c'est bien ce qui a lieu, car nous avons pris
soin de ranger les cycles de S par ordre de hauteurs croissantes et, dans le cycle
C., ce sont les deux chiffres e et o, qui jouent, par rapport a l'ensemble des

chiffres que permute la substitution SC;*, le méme réle que les chiffres 1 et 2,

i

par rapport & l'ensemble des chiffres que permute la substitution S. Le cycle
C. a donc été formé suivant la méme loi que ;. De méme, B et § étant les
deux plus faibles chiffres dans 'ensemble de chiffres que permute SC* 077, le
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cycle Cs a, lui aussi, été formé suivant la méme loi que C; et Co. Et ainsi de
suite. Notre proposition est donc démontrée.

30. Nous I'avons énoncée sous une forme susceptible d’étre étendue im-
médiatement anx équations différentielles du troisiéme ordre ou d’'ordre supérieur,
mais, dans le cas actuel d'une équation du second ordre, on peut définir plus
simplement les catégories K, et K,. Si, en nous reportant a (30), le eycle Cy est
K,, il ne contient pas 7 et, par conséquent, 6, hauteur du cycle Cp, voisin de
droite de C,, sera égal & /. Si, au-contraire, C, est K,, il contient " et I'on
aura 0 >9. D’ou la définition trés simple:

Un cycle est K, s’il ne contient quun seul chiffre inférieur & la hauteur
du cycle placé immédiatement & sa droite; un cycle est K, s'il contient au
moins deux chiffres inférieurs 4 la hauteur du cycle placé immédiatement a sa
droite. De plus, le dernier cycle a droite est toujours K,, sauf s'il ne contient
quun seul chiffre, auquel cas il est K.

31. Reste 4 interpréter P,, lorsque les conditions initiales sont Py=o0 et
P,=a, La deuxiéme ligne de (31) montre alors qu'oun supprime le terme
buts Py, c'est-d-dire qu'aprés avoir formé le cycle C), cycle de plus faible hauteur
d'une substitution S, on doit le rejeter lorsqu’il contient toutes les lettres
permutées par S, donc lorsque S est circulaire. Il y a exception, toutefois, si §
ne permute quune seule lettre; la deuxiéme ligne de (31) ne contient pas, en
effet, le coefficient b;, symbole d'un cycle unité et, par suite, la formule ne
prescrit pas d’exclure une substitution circulaire, lorsqu’elle est d’ordre 1. En
d’autres termes, dans l'hypothése P, =0, la substitution S n’est pas circulaire,
4 moins de se réduire & un cycle unité. Une régle analogue a di étre observée,
lors de la formation des autres cycles de S; donc S C7* n’est pas circulaire, a
moins de se réduire & un cycle unité; de méme pour S C* C', .... Finale-
ment, les catégories K, et K, sont définies comme précédemment, mais toute
substitution S, dans laquelle le cyele C,, de plus grande hauteur, est d’'ordre
supérieur & l'unité, doit étre rejetée. .

32. Les explications détaillées que nous avons données au-sujet de 1'équa-
tion (29) nous permettront d’étre beaucoup plus brefs, pour les équations du
troisiéme ordre. Elles sont de deux types distincts, le premier d’entre eux étant

(32) Pe)=d (2) P (2) + 20" (2) P'(2) + b () P(2),

ott chacune des séries a(z),b(2),c(2) est majorée par —log (1 —2) et ot leur
somme est majorée par — 3 log (1 —z). L’'équation (32) entraine la formule récurrente
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(33) Prys=a, Ppyo + (7:) @y Prgy ++ -+ g1 Py

+2[b2Pn+1+(:2)b3Pn+ """ +bn+2P1]
+ ¢y Pn + (7:)041),,_1 F oot enes P,

En revenant i l'expression (30) d'une substitution S, les cycles de S se répartis-
sent en trois catégories définies comme suit. Soient 1, 2, 3 les trois plus
faibles chiffres permutés par S; e, o', ¢, les trois plus faibles chiffres permutés
par S C7%, .... 0,6, 0", les trois plus faibles chiffres permutés par S C7' 1 ... C7,
et ainsi de suite; le cycle Cp est un cycle K, s'il ne contient ni 6, ni6”;
cest un cycle K, 8'il contient 8 ou 6”, mais non pas 8 et 6”; c'est un cycle
K,, s'il contient 6 et 8”. Le cycle de plus grande hauteur C, est toujours un
cycle K, & moins qu'il ne contienne que deux chiffres et c’est alors un cycle
K,, ou 3 moins qu'il ne contienne quun seul chiffre et c’est alors un cycle K;.
Examinons les conditions initiales. On peut avoir P,=o0 ou P,=1. On
a nécessairement, comme pour (29), et pour la méme raison, P, =a, Autre-
ment dit, un cycle d'une lettre est 4. D’aprés le premier terme de la seconde
ligne de (33), un cycle dordre 2, s'il est K, est nécessairement un cycle B.
D'autre part, P, considéré comme un indicateur de cycles, peut contenir un
terme en o}, qui représente deux cycles unités A; mais P, ne peut pas contenir
de terme en b}, puisqu'un cycle unité est 4. P, ne peut pas non plus contenir
de terme a, car le cycle de plus grande hauteur peut étre d'ordre 2 et c'est
alors un cycle K,; or comme nous venons de le voir, un cycle K, d'ordre 2,
est un cycle B. On peut donc avoir soit P, = ai, soit P, = b, soit Py=ad; +b,.
Prenons les conditions initiales Py=1, P,=a,, Py= ai + by; alors Py est
le nombre des substitutions du groupe symétrique de » chiffres, dans lesquelles
tous les cycles K; sont A, tous les cycles K, sont B et tous les cycles K sont C.
33. Si lon fait P,=o0, on verra, par 'examen du dernier terme a droite
de la troisiéme ligne de (33) et en raisonnant comme nous l'avons fait pour
I'équation (29), que toute substitution S, dans laquelle le cycle de plus grande
hauteur est d'ordre supérieur & 2, doit étre rejetée.
Faisons P, = b,; nous écartons donc le terme ai, qui représente deux cycles
unités. En examinant le dernier terme de la premiére ligne de (33) et en
appliquant ce principe que tout raisonnement fait sur la substitution 8, tout
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entiére, doit étre répété sur les substitutions antérieurement formées, S CT7,
SO0, ..., nous concluerons que si (3, O, C, sont les trois cycles de plus
grande hauteur de S, A< pu <, et si, C; étant K, C, et C, sont tous deux
d'ordre 1, la substitution S doit étre rejetée. En d’autres termes, si 'expression
(30) se termine & droite par C; Ci Ci», ot A’ et A sont, comme il a été convenu,
les deux plus faibles chiffres, supérieurs & A, parmi les chiffres que permute ce
groupe de trois cycles, et si Oy et Civ sont d'ordre 1, la substitution § doit
étre rejetée.

Faisons, enfin P, =a}. Alors, si les deux cycles de plus grande hauteur
d'une substitution S sont C, et C,, u <», Cv étant un cycle K, et C, un cycle
d’ordre 2, S doit é&tre rejetée. Pour qu'il en soit ainsi, il suffit que v=y’ et
que C, soit d’ordre 2.

34. Le deuxiéme type d'équation différentielle du troisiéme ordre est

(34) P (e)=d' (&) P"(2) + b (2) P' () + ¢ (&) Ple).

Avec les notations du numéro 32, un cycle quelconque Cj est K, s'il ne contient
ni @, ni 0”; il est K,, il contient 6 et non 6”; il est K, s'il contient 6" et 6"
Dans le cas actuel, cette définition peut étre simplifide. Soit C: le cycle situé
immédiatement a droite de Cp; alors C,; est K, s'il contient exactement un
chiffre inférieur & £ et alors {=26"; il est K, s'il contient exactement deux
chiffres inférieurs & , et alors [==6"; il est K, s'il contient au moins trois
chiffres inférieurs & .

L'interprétation du nombre P, est la méme que pour l’équdtion (32) et les
diverses conditions initiales s’interprétent aussi de la méme facon.

Il y a lieu de remarquer que, pour a,=b, =¢, =@ —1)l, W =1,2,3,....)
c'est-d-dire pour a(z) =b(z) =c(¢) = —log (1 — 2), aucune intégrale de l'équation
(34) n’engendre, par son développement en série, la totalité des substitutions du
groupe symétrique. Effectivement aucun cycle Cj, contenant les chiffres 6 et 6",
sans contenir le chiffre ¢ n’a été formé. Un tel cycle n’appartient & aucune
des catégories K,, K, K, que définit I'équation différentielle (34). En consé-
quence, si une substitution S contient un eycle de cette nature, elle doit étre rejetée.

35. Les équations du quatriéme ordre seront de neuf types différents,
PO =2a(2) P"" (&) + gb" (&) P (2) + he"" (2) P’ (2) + d“ (2) P(2),

les coefficients ¢ et & pouvant chacun prendre les valeurs 1, 2 ou 3. Seule
T'équation correspondant & g = h = 3 aura, pour ‘
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a@)=0b()=cle)=d(z) = —log(1 — &),

une intégrale engendrant tout le groupe symétrique. La définition des catégories
de cycles K,, K,, K, et K, s'obtiendra par une généralisation évidente de ce qui
a été fait pour les équations du deuxiéme et du troisiéme ordre. Les conditions

initiales seront:

Py=oou Py=1,

Py = a,

Py =al + by on Py =dai ou Py =1,,

Py=al + 3a,b, + ¢; 0u Py=a} ou Py=13a,b,ou P, =2¢; ou P;=1a} + 3a,b, ou

Py=a}+ c;on Py=3a,b, + c,

En tout, il y aura 42 systémes distincts de conditions initiales. Comme I'équation
différentielle ne posséde que quatre intégrales indépendantes, il existera des
relations linéaires entre les nombres P, correspondant a 5 systémes différents de
conditions initiales. Une remarque analogue s’applique déja au cas de I'équa-
tion du troisiéme ordre, pour laquelle il existe trois intégrales indépendantes
et six systémes différents de conditions initiales.

36. Considérons 1'équation différentielle

(35) u”’(g) = e ule).
Le coefficient u, de l'intégrale
* on
|'un,7,
7!
n=0
pour laquelle #,= 1 et %, = 0, est égal au nombre des substitutions de » lettres,
qui n'ont aucun ecycle de catégorie K, et dont tous les cycles de catégorie K,
sont monotones.
L’équation (35) donne d’abord une formule de récurrence qui s'éerit, sous

forme symbolique,
Unta = (u + 1)

De plus, si, dans (35), on fait le changement de variable ¢ = x et le change-

ment de fonction w(z) = v(x), la transformée est une équation de Bessel
z v (x) + ¥ (2) — v(x) =o.

Les intégrales en sont bien connues; en y remplacant z par ¢ et en développant
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les exponentielles, on obtient l'expression des nombres u, au moyen des belles

séries infinies suivantes. Soit

sn =2 [,
e (»1)

i I 1 I\ »"
O‘n:Z(I +5+§+"'+;)(v')2,
py=1 :

on a
Un == 8o 8n — NSy Sn—1 + 2(8; On — 0y $0).

Cette équation, qui permet d'exprimer o, en fonction linéaire de s,, de sp—1 et
du nombre entier w,, se réduit, pour » = 0, 4 une relation connue; mais, pour
n > 0, il semble qu'elle soit nouvelle.

37. Indiquons encore le résultat suivant: les catégories K, et K, étant
celles qui sont relatives & une équation du second ordre, le nombre S, des subs-
titutions paires de » chiffres et le nombre 7, des substitutions impaires de #
chiffres, dont tous les cycles K, ont la propriété A et dont tous les cycles K,

ont la propriété B, ont respectivement pour fonctions génératrices

SECCETIES

n=0

ol ¢(2) et 7(z) sont respectivement les intégrales des équations

o' (2)=a"(2)d (2) + V' (2)a(2),

7 ()= —a (e)7 (2) — " () z(e),

satisfaisant aux conditions initiales

glo)=1,  d(o)=a,
7(0)=1, 7 (0) = —a,
§ VII.

Applications diverses.

38. Les applications qui suivent s'obtiennent facilement par la considéra-

tion des polyndmes indicateurs de cycles. Soit I'n(ay, a5 ... by, ba, ... ¢ 6, .. ")
37— 38333, Acta mathematica. 70. Imprimé le 8 février 1939,
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ou, plus briévement, I'y{a, b,¢) 1'un de ces polyndmes, relatif aux substitutions
de n lettres, dont les cycles, qui peuvent étre des cycles primaires ou secondaires
ou d’espece plus élevée, possédent des propriétés A, B ou C. Les divers termes
de I'y, sont de la forme

Tp=Map ... af. . b3 . .o

vy

M, étant un certain coefficient numérique. Le nombre des cycles d’ordre <,
jouissant de la propriété A, dans les substitutions semblables entre elles, représentées
par T, est évidemment a;0 T;/0 a; et, par suite, le nombre »(n,7,a) des cycles
A, d'ordre ¢, dans les substitutions de » lettres, représentées par I, est

. 0Ty
(36) v(n,z,a) = Oai .

Supposons, en particulier, qu’il s’agisse de cycles primaires et que la fonc-
tion génératrice de I', soit de la forme

(37) Fla(z),ble), ) 21“,, a,b,0)

n=

désignons respectivement par I, F, et F, les dérivées partielles de la fonction
F(u,v,w), par rapport & u, v et w. On aura, d’aprés (36),

Fyla(z), (), e(2)] af%i == é i(n, i,0) %7;,

n=0

puisque @ a{z)/da;=2'/7! et le nombre total
(38) Z n,t, a)

des cycles jouissant de la propriété A, dans les substitutions représentées par
Iy, aura pour fonction génératrice

o

" o
(30 S0y = )7 a6, D)ol
Il est clair, en effet, que les termes en z"*!, z**2 . dans le facteur a(z) du

second membre, n’influent pas sur le coefficient »(n,a) au premier membre.
D’une maniére analogue, la somme
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(40) (n, a) Z (n,7, a)

aura pour fonction génératrice
*® 2" ,
(41) g,oo (n,a) = zd () Fylale), be), o(e)]

Nous définirons l'ordre moyen u(n,a) de tous les cycles, jouissant de la
propriété A, dans les substitutions représentées par I',, par la formule

(42) : o(n,a) = un,a)v(n,a)

u(n,a) est done le quotient du terme en 27, dans le développement (41), par le
terme en 2", dans le développement (39).

L'ordre moyen w(n) de tous les cycles primaires, dans les substitutions
représentées par I, qu'ils solent indifféremment des cycles 4, des cycles B ou
des cycles C, serait défini par

o(n,a) + o(n,b) + a(n,c)=pum)[v(n,a) + v(n,b) + v c).

Si le polyndéme indicateur I', est relatif & des cycles d’espéce supérieure &
la premiére, le calcul ci-dessus devra étre modifié, parce que la fonction généra-
trice de I, n'affectera certainement plus la forme (37), mais la formule (36)
reste valable dans tous les cas.

39. Dans le groupe symétrique de degré », on a a(z)= — log (1 — 2),
b(z)=rc(2) =0, et le nombre total des cycles primaires est, d’aprés ce qui précéde,

+"'+;I@)?

4

(S
W [ -

v(?l) =n!(1-l.-

d’autre part
o(n)=mn-nl,

de sorte que Fordre moyen d’'un cycle est

le signe ~ signifiant une égalité asymptotique et il nous semble bien remarquable
que l'expression du troisiéme membre soit, elle-méme, asymptotique au nombre

des nombres premiers, inférieurs ou égaux a n.
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Désignons par ' (n,),» (n),d (n), 4’ (n), les nombres, définis comme »(n,z),
v(n),0(n), u(n), mais relatifs aux cycles secondaires. Kn ayant recours & (36) et
en se rappelant la formule (18) du § V, on démontre facilement que

V' (n, 1) =mn! + z(n!)(é +§+...+_1)

et que, pour ¢ =2,3,...n— I,

,,’(n 1)—??_' _J___L,_I_;_,_.;._L_I
. c\e+1 i+ 2 ")’
car il n’y a pas de cycles secondaires d'ordre #, dans les substitutions de degré =.

Aprés quelques calculs, on trouve alors
o (n)=n-n!
v () =nly (n) + nly, (n),

ol y,(n) et y,(n) désignent respectivement les coefficients de x et de z*, dans
le développement de

(1+zf)(1+§)~- (1+£)=1 + e+ ym)a® + -

L’ordre moyen des cycles secondaires des substitutions de 7 lettres est, par suite,

R
B = 0 ) + 70 ()

et son expression asymptotique s’obtient en remarquant que, pour n= o,

R S 2.l =1+0 _1..0__2.—_& 2 .
o " [T+ +ym)a® +--] I‘,Cx' et

ou s, = 7?/6 et ot C est la constante d'Buler. On a ainsi

' (n) 2n
" log®n + 2 (1 + C)logn’

de sorte que le quotient de l'ordre moyen des cycles primaires par I'ordre moyen
des cycles secondaires, dans le groupe symétrique de degré #, augmente asymp-

. P

totiquement comme log}’ #.
On observera que ¢ (n)==¢(n). Or, les cycles tertiaires sont dans le méme
rapport avec les cycles secondaires que ceux-ci avec les cycles primaires; on voif

done, en procédant par induction, que la somme o(n), étendue aux cycles de
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p-me espéce de toutes les substitutions de » lettres, est un invariant; sa valeur
constante, indépendante de p, est n-nl.

40. En généralisant ce qui précéde, on pourrait déterminer 1'ordre moyen
des cycles de p-eme espéce. Bornons-nous i donner les éléments du calcul &
effectuer. Soit »,(n,7) le nombre des cycles de p-éme espéce et d'ordre 7, conte-
nus dans toutes les substitutions du groupe symétrique de degré = et soit

o
n
4

Pp(2,7) = Z vp (n, @);ﬁ

n=0

la fonction génératrice de ce nombre. D’aprés le numéro 28 du § V, on aura

5 0
poles) = o Qs ),

si, dans le second membre et aprés différentiation, on pose a; = (i — 1)!, c'est-a-
dive a(z)= —log (1 —2). Il y a alors & distinguer le cas des cycles du premier
ordre, =1, de celui des cycles d’ordre supérieur au premier, 7 = 2.

Pour le premier ordre, »;(n, 1) est le coefficient de «P—! dans le développe-
ment de Maclaurin de 1'expression

I_x[2(2+x)(3+x)~--(n + x) — nll.
Pour lordre t=2, on a:
sin<d, winid=o0 (p=1,2,3,....);

sin=1d »@,0)=0—1)! et »,(,5)=0, (p=2,3,4,...);
si %>, vp(n, ) est le coefficient de 27—, dans le développement de l'expression

f—Dle+1+2)e+2+a)...(n+ 2).

De plus, vy(n,2) est nul si # < p. v

41. Indiquons encore qu'a l'aide de la premiére équation (13) du § III, on
trouve, pour le nombre «(n) de tous les cycles primaires contenus dans les subs-
titutions du groupe alterné de n lettres, la valeur

! n— 2)!
a(n):&(l_f_l_l__l_*_..._l_l)_*_(___l)n(l__zl;
2 2 3 n 2
on en déduit immédiatement le nombre de tous les cycles des substitutions
impaires, puisqu'on connait le nombre total des cycles contenus dans le groupe

symétrique.
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42. Comme application du § VI, considérons les cycles K, et K,, définies
par l'intégrale de 'équation différentielle (29), qui satisfait aux conditions initiales
Po)=1, P'(0)=a, et cherchons d’abord le nombre P, des substitutions de »
lettres qui ne contiennent pas de cycle K, et dont les cycles K, sont quelconques.
Il suffit, dans (29), de faire b(z) =0, a(z) = — log (1 — 2), pour trouver P(z)=
=1—log (1 —¢), dot P,=(n—1)l.

On aura de méme le nombre ¢, des substitutions de » lettres, qui ne con-
tiennent pas de cycle K; et dont les cycles K, sont quelconques, en intégrant
Péquation Q" (2) = (1 —2)"2Q(2), aveec @(0)=1, @' (0)=o0. On trouve ainsi

(— I)nQnZﬂfaa(a—I)...(a——n + I)—I—a—_a_—/;, B—1)...8—n+1)

2

ol ¢ et @ sont les racines de a®* —a — 1 =0. Pour le calcul des nombres Py,

on se servira plus commodément de la formule de récurrence

Qn+2 =2n Qn+1 - (n2 —n— I)Qn:

Q=1, =0 Q=1 K=2 Q=7,...

Eunfin, le nombre des substitutions de # lettres, dont les cycles K, sont tous
du premier ordre et dont les cycles K, sont tous du second ordre, est égal &
R,., R, étant le terme d’indice # de la suite de Fibonacci, K,=1, B;==1,... B,=
Ru_y+ Rus.

43. Je cherche maintenant l'ordre moyen des cycles K, dans le groupe
symétrique de n lettres. Je désignerai par k,(n, ) le nombre des cycles d’ordre
¢ et par K, (z, 7) sa fonction génératrice

K, (z,7) =

l
N
>
=
“N.
=

>

Je poserai, de plus,

i=n

kl (7’&) = Z kl (”: 2)7

i=n

£ () = ik (u, )
=1
et lordre moyen X, (n) sera, par définition, le quotient de &, (») par &, (n). Les

mémes lettres %, K, § et X, affectées de l'indice 2, seront relatives a la caté-
gorie K,. '
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Les valeurs initiales des nombres £, (n, 7) sont:

pouri=1, k(1,1)=1, k2, 1)=2,

pour<>1, k (1, 7)=o0, k2, 7)=o0;
celles des nombres k,(n, 1) sont:

pour =1, ky(1,1)=o0, k2, 1)=0,
pours =12, k2, 1)=0, k2, 2)=1,
0

pour ¢ > 2, k,(1, 2)=

Si nous supposons qu'a P'aide de la récurrence, déduite de (29), nous ayons
formé l'indicateur de cycles P,(ay, a,, ... by, by, ...), nous devrons, pour obtenir
. 0 . .
ky(n,2) et en vertu de (36), appliquer l'opérateur a; Ja 4 P, et faire ensuite
i

. 1 0
ai=b;=(i — 1)l. En tenant compte du fait que les opérateurs EZ(—Z- et a; - sont
v i

permutables, on obtient donc la fonction génératrice K, (z, ¢) comme l'intégrale
de 1'équation différentielle ‘

Zi—-l
(1—=2)*’

(43) K (e, ) = v Kile )~ 2 Kile i) =

I
(1—2)?
satisfaisant aux conditions initiales,

pourz=1, Ki(o,1)=1, Ki(o, 1)

i

2,

pourz > 1, Ki(o, 2)=o0, Ki(o, i)=o.

L’équation sans second membre ayant, pour intégrale générale, 4 (1 — 2)
+ B(1 —2z, la méthode de la variation des constantes 4 et B doune facile-
ment une intégrale particuliére de (43) et l'on obtient ainsi les résultats suivants:
Pour 7=1,

K, (e, 1)=

d’ou
(44) kl(na I):n!a

ce qui devait étre, puisque les cycles unités appartiennent 4 la catégorie K.
Pour 7 = 2,

22
1328 -22 10 e 1T

K =
(2 2) 4 1—¢ 2 1—2
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d’ou
1 1
kl(n,z)-—:‘—‘n!—g(n—z)!-
Pour > 2,
- s .
Ko, )=2"232 722 _ =11 Jlog(1—2)
4 1—z
Sl P ++——;]
1—z|1-2-3 2-3°4 (t—2}(e—1)2
d’'ou
(43) (i) = el =" — o)t

et l'on voit que le cas de 7 =2 rentre dans le cas général (45).
~ En partant des égalités (44) et (45), une sommation facile donne alors

kl(n)=;n!(l+~; +—; +---+:~?) +inl,

(n + 1)!

& (") =

n+1

w [P

X, (n) = . I\
I+2(I++"'+—)
2 n

L'ordre moyen des cycles K,, dans le groupe symétrique de degré » est donc,

asymptotiquement,

On aura, de méme, pour la catégorie K, -

kg(n)=l—n!(1 T l)—n!,
2 2 3 n

4
I
§2(n)=§n!(2n——1),
2n—1
&w=§ I P
2(1+— + - +—)——I
, n
et, asymptotiquement,
4 n
2 (1)
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En nous reportant & l'ordre moyen wu(n) des cycles de toutes les substitu-
tions, sans distinction de catégorie, nous voyons que u(n) est asymptotiquement
la moyenne arithmétique de X, (n) et de X, (n).

44. Enfin, une méthode analogue & celle du numéro précédent donnerait,
pour le nombre total «;(r) des cycles K,, contenus dans le groupe alterné de
degré n, 'expression

+ (=1 (n_z)!(l__l_l_f__...b_\l“)

I
2 2 3 4 =2

et, en se reportant au numéro 41, on déterminerait, sans peine, le nombre «,(»)
des cycles K, contenus dans le groupe alterné ainsi que les nombres B (n) et
B, (n) des cycles K, et K,, contenus dans l'ensemble des substitutions impaires
de n lettres.

38—38333. Acta mathematica. 70. TImprimé le 8 février 1939.



