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Introduction. 

Certaines questions d'analyse combinatoire, comme le probl~me des rencontres, 

trait~ par Euler, ou comme son extension, trait~e par Sylvester, conduisent 

rechercher, d'une mani~re plus g~n~rale, quel est le nombre un des substitutions 

de n lettres ou de n indices dont les cycles poss~dent une certaine proprietY. 

Telle est l'origine du present travail. 

La nature des propri~t6s attribuables aux cycles ayant ~t~ pr~alablement 

pr~cis~e, nous serons en mesure, au w I, d'~tablir des formules rgcurrentes propres 

au calcul num~rique des nombres un.  A l'aide de ces formules, on peut soit 

remonter aux fonctions g~n~ratrices 

n = O  

soit se borner ~ obtenir, de proche en proche, des expressions alg6briques que 

nous d~signerons, avee M. G. P61ya, sons le nom d'indicateurs de cycles et qui 

mettent, en effet, en gvidence la constitution de certaines familles de substitu- 

tions au moyen de leurs cycles jouissant des propri~t~s envisag~es. 

I1 se trouve que certains polyn6mes ~tudi~s autrefois par Appell 1 et, en 

particulier, les polyn6mes d ' H e m i t e  ou, du moins, des polyn6mes qui s'en dg- 

duisent par uu changement de variable imm~diat, peuvent ~tre consid~r~s comme 

des indicateurs de cycles. C'est ce que nous gtablissons, entre autres choses, dans 

notre w II .  

' P. APPELL. - -  Ann.  Ec. Norm. sup. T. IX ,  I88O, p. I I  9. 
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Le w I I I  6tend les pr incipaux r6sultats du w I s des subst i tut ions prises 

dans le groupe altern6 de degr6 n ou duns certaines families, analogues, s quel- 

ques 6gards, aux ensembles des subst i tut ions paires ou impaires. 

Dans les @ IV et  V, nous ddfinissons ce que nous entendons par  une sub- 

s t i tut ion �9 s cycles monotones  et par  cycles secondaires d 'une substi tution. Nous 

d6terminons le nombre  des subst i tut ions qui admet t en t  une ddcomposition donn6e 

en cycles secondaires et nous r6solvons ensuite, re la t ivement  "s ceuxci ,  certains 

problbmes trait6s au w I, pour  les cycles primaires.  En particulier,  nous 6ta- 

blissons des formules indicatrices de cycles secondaires. 

Le w VI  conduit ,  par  l ' examen a t ten t i f  des solutions de certaines 6quations 

diff6rentielles lin6aires, du second on du troisibme ordre, ou mSme d 'ordre  sup6- 

rieur,  k r6par t i r  les cycles primaires des subst i tut ions entre  diverses cat6gories. 

Ces cat6gories, qui se pr6sentent  na ture l lement  et qui d6pendent  des rappor ts  

mutuels de deux ou de plusieurs cycles, sont envisag6es ici pour  la premiere  fois 

et  il ne nous est pas encore possible, apr~s cette 6rude sommaire, de savoir si 

leur  in tervent ion  pourra  ou non 8tre de quelque utilit6 dans la thdorie des groupes 

d 'ordre  fini. 

Enfin le w VI I  est consacr6 s quelques applications;  no tamment  s l '6valua- 

t ion asymptot ique  de  l 'ordre moyen d 'un cycle primaire ou secondaire, dans le 

groupe sym6trique, ou encore 's celle de l 'ordre moyen d 'un cycle appar tenan t  

une des cat6gories que nous venons de signaler. 

Les indicateurs de cycles, auxquels nous avons fair  allusion plus haut,  semblent  

avoir  peu re tenu l ' a t ten t ion  des g6om~tres, jusqu's  ces derniers  t em p s .  Sauf  erreur,  

aucun des ouvrages classiques de Serret ,  Jordan,  Net to ,  Burnside ou Speiser, sur 

la th6orie des groupes ou des substi tutions,  n 'en fair  ment ion et ils ne f igurent  

pas d 'avantage duns les traitds d 'analyse combinatoire  de Net to  ou de Mac-Mahon. 

I1 y a longtemps,  cependant ,  qu 'une expression de ce genre, celle qui est relat ive 

au groupe sym6trique tou t  entier,  a 6t6 donn6e expl ic i tement  par  Cauchy, mais, 

notre  connaissance du moins, l 'appel  syst6matique aux fonct ions indicatrices 

de cycles a dr6 fair  par M. J. Schur  1, qui les nomme >>Hauptcharakteristik~. 

R6cemment,  duns un beau m~moire sur les arbres de Cayley et sur les combi- 

naisons de la chimie organique,  M. G. P61ya ~ s 'en est servi, sous le nora de 

))Zyklenzeiger,), en liaison avec certains groupes spdciaux, comme le groupe de 

1 31 SCHUR. --  Darstellungstheorie der Gruppen. Ziirich, I936 , pages 59 et 68. 
2 G. P6LYA. --  Act. Math. T. 68 - -  I937 - -  page I22. - -  voir ~galement, dans un eas par- 

lieulier, P61ya et Szeg6 - -  Aufgaben und Lehrsiitze aus der Analysis. - -  Bd II, p. 3II. 



Sur les cycles des substitutions. 245 

l'octa~dre. Ayant, de notre c6t6, rencontr6 ces fonetions dans nos recherches sur 

les cycles primaires et secondaires des substitutions, sous une forme plus g~n6- 

rale que les deux ~minents auteurs cites et en poursuivant un but bien diffdrent 

du leur, ce que nous en dirons ici ne risquera, pas de faire double emploi avec 

les r6sultats de leurs tmvaux. 

w  

Propri~t6s des cycles primaires.  

i. Soit A une propri6t~ que nous attribuerons s certains cycles ou s tous 

les cycles d'une substitution. Cette propri6t~ devra satisfaire essentiellement 

la condition suivante: Si, avec une certaine combinaison dep  lettres, ul, u~ , . . .  Up, 

(p ~ I, 2, 3, . . .  n), prises parmi les n lettres donn~es, ul, u~, . . .  Un, on peut former 

un hombre ap de substitutions circulaires d'ordre p, jouissant de la propridtd A, 

avec ~oute autre combinaison de p lettres, u'l, u~ . . . .  u~, prises parmi les n lettres 

donn6es, on pourra former exactement le m~me nombre ap de substitutions circu- 

laires d'ordre p, jouissant de la propri6t6 A. Aucune combinaison de p lettres, 

(p - -  i, 2, 3, . . .  n), n'est privildgi6e; il y a ~gMe rdpartition de la propridt6 A 

entre tou~es les combinaisons d'un m~me hombre de lettres. 

Une telle propri~t6 A peut ~tre d~finie de bien des mani~res; les cycles 

pourront, par exemple, ~tre d'un ordre ddtermin~, ou bien d'un ordre quelconque, 

saul certains ordres d6termin~s; ou bien encore, si on les repr~sente g~om6tri- 

quement par des polygSnes inscrits dans une circonf~rence, les cycles pourront 

affecter telle ou telle figure. Mais la faqon la plus g6n~rale de concevoir une 

propri6t6 A est de dresser un tableau des substitutions circulaires qui seront cens~es 

la poss6der, tableau d'ailleurs arbitraire, pourvu qu'il satisfasse ~ la condition 

essentielle que nous avons 6nonc~e. Les hombres entiers, a,,  a~, a s , . . ,  seront 

tels que o--< a~--< ( i - -  I)!, (i---- I, 2, 3, . . . ) ;  la fonction 

z z 2 2 3 

a (z) = al  I + a~ ~ .  + a s ~ . +  " "  

sera major~e par la sdrie - - l o g  ( I -  z) et nous l'appellerons, pour abr6ger, une 

fonction g6n~ratrice de cycles. Au-contraire, une fonction 

z z 2 

Uo+Ul-i + u ~ 2 i + ' ' '  
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o~1 les entiers ui sont tels que o--<u~--~i!, ( i ~  I, 2, 3 , . . . )  sera majorde par la 

s6rie ( I -  z) -1 et nous rappellerons une fonetion g6ndratrice de substitutions. 

Si ron a affaire s plusieurs propridt6s A, B ou C, nous supposerons, sauf 

avis contraire expressdment formuld, que ees proprid~6s s'excluent mutuellement; 

les cycles qui poss~dent l'une d'elles devront ~tre distincts des cycles qui en 

poss~dent une autre, de sorte que b (z) et c(z) ddsignant les fonctions g~ndratrices 

de cycles, analogues ~ a (z), non seulement chacune des sgries a (z), b (z), c (z), 

sera major6e par la s~rie --  log (I --z), mais encore leur somme, a(z) + b(z) + c(z), 

sera ~galement major~e par la m~me s6rie - - l o g  (I --z).  

Enfin, il nous arrivera, pour all~ger notre texte, d'6crire qu'un cycle est un 

cycle A, ou m~me qu'un cycle est A, pour exprimer que ce cycle poss~de la 

propri~t~ A. 

2. Cela 6rant, cherchons d'abord le nombre P~ des substitutions de n lettres, 

dont tous les cycles sont A. Supposons connus Pa, P ~ , . . .  Pn, et aux n lettres 

ul, us, . . .  un, ajoutons une (n + I) ~"  lettre pour calculer P~+i. Cette lettre 

u,+a peut entrer dans un cycle d'ordre I, 2, 3, . . .  ou n + i. Si elle figure dans 

un cycle d'ordre p +  I, il y a (p)  mani~res de l'associer ~ une combina isonp 
F ~ 

p des n premieres lettres; on a ainsi une combinaison de p + i lettres qui 

donne naissance s ap+~ cycles, jouissant de la propri6t6 A. Chacun de ces cycles 

dolt ~tre facteur d'une substitution partielle des n - - p  lettres non utilis6es. Dans 

ees substitutions partielles, t o u s l e s  cycles doivent poss6der la propri~t6 A; leur 

nombre est done P~-p, d'ofi le terme ( : )ap+a P~-p st la formule r6currente qui 

en d~coule, 

(I) e,~+l"-- al Pn + ... + (np) ap+lPn-p + " + a,+iPo �9 

Le dernier terme ~ droite est relatif aux substitutions circulaires de n + I lettres; 

au nombre de an+~; il faut done faire eonventionellement P 0 ~ - I .  elles sont 

Soit alors 
p zn 

P(z) = Z n ~.[ 
n ~ 0  

la fonction gdn6ratrice des nombres P~, il r~sulte de (I) que 

= P 

P '  (z) d~signant la d6riv6e de P(z), d'ofi, en int6grant, 
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(2) 

dont tous 

tion (I), 

P o - -  

(3) = 
i % =  

o~ 

~ ~_ e a(z). 

Les indicateurs de cycles des ensembles de substitutions du groupe sym6trique, 

les eycles sont A, se caleulent de proehe en proche, grs ~ l'~qua- 

I 

al ~ + a~ 

a ~ +  3 a t a . o + a ~  

a ~ + 6 a ~ a . ~ + 4 a ~ a  3 +  3 a ~ +  a~ 

a~ + IO a~ a. + ~o a~ a~ + 15 al 02 ~- 5 al a, + IO a~ a~ + a~ 

a 2 G ~ 6/~ -}- I 5 g4 g~ 5]- 20  G~ ( I  3 "~- 45  1 2 -f" I 5 a 2 t74 -~- 6 a I ~5 -]- 6 0  a l  a~ a~ 

27 I 5 a ]  + I 5 a~ g t  + I 0 a~ "+ a6 

P7 = a7 + 2Ia~a~ + 35a~as + m 5  a,3 a22 ~, 3 5 a~aa + 2 Ioa~a~a3 + 2 1 a~ a 5 

2 + IO5 a 1 a~ + Io 5 al a~ a~ + 70 aa a3 + 7 a~ a6 + IO5 2 6/2G 3 }- 2 I  6 ~ 5  

+ 3 5 a 3 a ~ +  a~ 
. . . . . . . .  , . , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

(4) 

off 

L'expression gdndrale des fonctions Pi s'obtient en d6veloppant l'exponentielle 

de la formule (z) 

~! cq! ~,,! \ 2 ! 1  \ n ! ]  ' 

% + 2~.2 + 3 c t ~ + ' " + n c t , ~ - ~ n -  

Si la propri6t6 A, attribuable aux cycles, consiste s 8tre une substitution circu- 

laire quelconque, on devra, darts les expressions (3) et (4), faire a , - - ( v -  i)!, ou 

mieux a, = ( v -  1)!x,, x~, d~signant une variable d'ordre, c'est-'k-dire une variable 

sans valeur num6rique, dont l'indice ~, (v = I, 2, 3, -..), sp~cifie l'ordre des cycles 

auxquels elie se rapporte. Les fonctions (3) se r6duisent alors aux caract6ristiques 

principales de M. J. Schur et l'dquation (4) devient celle qu'a donn~e Cauchy. 

Dans le cas gdndral, on tire immddiatement de (4) la solution du probl~me 

suivant: Parmi routes les substitutions sembables ?~ une substitution donnde, 

d6terminer le nombre de celles dont t o u s l e s  cycles jouissent d'une propri6td A. 

11 est Glair que l'dquation (4) n'est autre que l'une des formules, donn~es par 
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Waring, pour le caleul des fonctions sym6triques des racines d'une ~quation et 

il serait facile, comme le fair M. Schur, dans son ouvrage cit6, de rattacher les 

polynSmes /)n aux fonctions de H. Wronski. 

3. Pour donner un exemple d'application de ce qui pr6c~de, supposons que 

les cycles aient la propri~t~ d'6tre repr6sent~s g6om6triquement par des polygSnes 

rdguliers convexes, inscrits dans une circonf6rence et parcourus dans un sens 

d6,termin6; il y aura alors, pour chaque combinaison de chaque ordre, un seul 

cycle r6pondant ~ la question, de sorte que a~ -- a,, = a~ . . . . .  I e~ que 

La fonction g6n6ratrice des nombres /)~ est donc, dans ce cas, 

P (z) = e 

et l'dquation (4) donne l'expression des coefficients du d6veloppemen~ de Taylor 

de cette double exponentielle. 

Comme autre exemple, supposons que t o u s l e s  cycles doivent ~tre d'ordre 

carr6 parfait. On aura 
q 

! 2q 
0 

off 
~ 3 ( O ) = I  + 2 q +  u q ~ +  2 q 9 + " ' .  

Or, Jacobi 1 a donn6 une dquation diff6rentielle alg~brique du troisi~me ordre, 

laquelle satisfait ~ .  i1 serait done ais6 d'obtenir une  6quation diffdrentielle 

du quatri~me ordre, pour la fonction g6n6ratrice 

ea (q) --- Z Pn ~! 
n ~ O  

et, d'autre part, l '6quation (4) donne l'expression explicite des nombres P~,  si 

l'on y fair a~ 6gal "~ (v--  I)! ou ~ z~ro, suivant que r est ou n'est pas carr6 

parfait. 

4- Je  cherche maintenant le nombre -P~,~,~ des substitutions de n lettres, 

don~ Z cycles exactement sont A, dont /~ cycles exactement sont B, dont v cycles 

exactement sont C et dont t ous l e s  autres cycles sont D. Une telle substitution 

1 Voir, par exemple, HURWITZ- Oeuvres- Bd I, p. 294. 
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ne peut exister que si elle contient,  au moins, ~ + ,u + ~ cycles; F-,, '',~ est donc 
n 

n6cessairement nul, quelles que soient les propri&& A, B, C, D, tartt que l 'indice 

n e s t  inf~rieur g ~ + tt -~ ~. 

Raisonnons comme plus haut ,  en adjo ignant  une nouvelle lettre Un+l aux n 

lettres ul, u s u~ et en calculant p~,s,- Supposons que Un+~ figure dans un 
" ' " n + l  " 

cycle d'ordre 19 + I. Ce cycle peut avoir la propri&~ A; iI fau t  alors l 'associer 

aux substi tut ions partielles ddnombrdes par P~-~,~,~ d'ofi le terme p + l  n - - p '  ' ' ' / t - - -p  

ou bien, il a la propri&5 B, d'ofile terme (2) bv+xPa, s-l,'" =-v , ou bien, il a la 

propri&6 C, d'ofi le terme cp+~ ~-v ' d'ofi 

le terme 
n - - p  �9 ~ . . . .  

(;) pi.,t*,, = E [ap+l pz-1 , t , , ,  q_ b Pz, t'-~," -k c . . . .  pLt~,r-1 q- dp+l pt.,i,, "3 
n + l  n - - p  5 0 + 1  ~ _ p  p T ,  n - - p  - n - - p  J 

p = O  

ou, sous forme symbolique, 

(5) ~,.,~.~+~ = ~ (~ + P~-~,~,.)~ + b (b + P~,, '-~,~)" + c(c + P~,, ' .~-~)" + d ( a  + P~.,',~)'~. 

D'ailleurs, on dolt prendre P~, ' ,"  = o ,  car il n'existe aucune subst i tut ion 

eirculaire r~pondant g la question. I1 r&ulte visiblement de la formule (5) que 

a (z), b (z), e (z), d (z) d&ignant  les fonctions g6n@atrices des cycles correspondant 

respectivement aux pr0pri&~s A, B, C, D, la fonetion g~n~mtrice de substi tut ions 

g n 

satisfait  g la relation 

05,~., ~ (~) = ~' ( * ) A - , , . ,  ~ (~) + b'.(~)A,,,-,,.. (~) + ~' (z)A,,..~-~ (~) + d' (~)A,,.,~ (~), 

dont  l 'int4grale, r@ondan t  aux conditions initiales que nous avons pos4es, est 

a"( , )  > (z) c �9 (z) e~ , (~) (6) A,,~,, ,(~)- x! s!  ~! 

A l'aide de l '6quation (5), il serait possible de ealeuler de proche en proche 

les indicateurs de cycles des substi tut ions &udi&s e~ l 'dquation (6) permet t ra i t  

d'en former l 'expression ggn6rale. Bornons-nous au cas simple suivant;  soit 
3 2 - - 3 8 3 3 3 .  Aeta mathematiea. 7 0 .  I m p r i m 6  l o  7 f 6 v r i e r  1 9 3 9 .  



250 Jacques Touchard. 

~, + ft., + . . .  + ~ = Z, 

~ q- 2 fie + " "  § i f l i  q- ct~ q -  2 a~ q- " "  q- j c t j  -~- n ,  

une substitution dont les g cycles. F,., d'ordre v, (v = I, 2, 3, . . .  i), poss~dent la 

propri6t6 B e t  dont les cycles restants C~, d'ordre v, (v = I, 2, 3, . . .  J), poss~dent 

la propri6t6 A. Le hombre des substitutions, semblables s S, dont ~ cycles 

exactement poss~dent la propri6t6 B et dont tous l e s  autres cycles poss~dent la 

propri6t6 A, est 6gal s 

fl~! . . .  fl~! ce,! . . . c~j! \ i!l ~ I I ~ J ! l  ' 

ce qui constitue une g~n~ralisation de la formule (4). 

5. Voici maintenant une consSquence de l'~quation (6), lorsqu'on y fair v - o  

et qu'on y remplace d(z) par c(z). 

Le hombre R,~ des substitutions de n lettres, qui contiennent autant de cycles 

A que de cycles B et dont tous les  cycles restants sont des cycles C, est ~vi- 

demment 
R,~ = po, o§ pi;~ + . . .  + p~:~ + . . . .  

Or, d'apr~s (6), P~, k est le r~sidu s l'origine de 

eo(~) ~(~) ~(~) 
Z 't+l k! k[ 

done, en employant le symbole C des r~sidus de Cauehy, 

f )  ec(~ [ a (~) b (~) a~ (~) b ~(~) ] 
R , ~ - , ~ ! C / ~ n + I I ~ +  (~!)~ + (~!),~ +. . .  , 

off l'on observera que la s6rie entre crochets peut ~tre prolongde inddfiniment 

puisque, a ( z )  et b(z) n 'ayant pas de terme constant, les rdsidus s'annulent d'eux- 

m~mes, s partir d'un certain rang. On a donc 

off 

ao 
,~n 

n ~ O  
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x x '2 

J o ( 2 i l / x )  = I + (i!) ~ + (2!~ + " '  

est la fonction bien connue de Bessel. 

Si, en particulier, la propri6t6 A eonsiste ~ ~tre d'ordre p, si la propri6t6 

B consiste ~ ~ r e  d'ordre q et si la propridtd C consis~e ~ n'~tre ni d'ordre p, 

ni d'ordre q, propri6t6s qui s'excluen~ mutuellement, eomme cela dolt ~tre, on aura 

et 

a ( z ) = ~ ,  b ( z ) = ~ ,  c ( z ) = l o g  
I z p z q 

I - - Z  p q 

oo 
zn  I 

Z lx~n~.. - -  i _ _ g  
' ~ 0  

~p ~q / . v+q\ 

d'ofi l'on pourrait ddduire l'expression ~ exacte et l'expression asymptotique des 

nombres R~. 

On prouverait, plus g6n@alement que le hombre B~ des substitutions de n 

lettres, dans lesquelles le nombre des cycles B surpasse de h unit6s le nombre 

des cycles A ,  h 6rant fixe, ind6pendant de ~, et dont t ous l e s  autres cycles pos- 

s6dent la propri6tg C, a pour fonction ggn&atrice 

t a  tz)3 
n = O  

Jh(x) 6rant la fonction de Bessel de premiere esp~ce, d'indice h. 

Une g6n6ralisation imm6diate de la question mettrait  en jeu les fonctions 

de Bessel d'ordre supdrieur, gtudides notamment par M. Pierre I-Iumbert ~ et qui 

se d6duisent par confluence de s6ries hyperg6om6triques. 

6. Cherchons encore le nombre S~ des substitutions carr6es de ~ lettres, dont 

t o u s l e s  cycles poss~dent une propri6t6 A, en entendant par substitutions carr6es 

celles qui sont les secondes puissances d'une autre substitution. 

Une substitution est un carrd, lorsqu'elle eontient des cycles fl'ordre impair 

en nombre quelconque et des couples de cycles d'un m~me ordre, quand cet ordre 

est pair. Le nombre S,, se calcule alors, en modifiant 16g~rement le raisonne- 

ment d6j~r utilis6 deux fois, au moyen de la formule r6currente 

A n n .  d e  l a  S o c .  S c i e n t .  d e  B r u x e l l e s  - -  I 9 3 3  - -  p .  I 2 6 .  

P. H U M B E R T  ~ A t t i  d e l l a  P o n t .  A c c .  N u o v i  L i n c e i  - -  I 9 3 O  - -  p a g e  13o .  
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- t - ( : )  (?Z--2 1) ~12 Sn-3 -F (3) (n--4  3) a2 Sn-~ .j~ (9;)(72--6 ~) a2 Sn-ll JF "'' 

qui donne successivement les indicateurs de cycles 

S o = I  

$1 ~ ~1 

S~ : a, ~ 

S~ : a~ + a 3 

S ~ :  a~ + 4ala~ + 3a~ 

S ~ = a ~ +  Ioa~a,~+ I S a i a h +  a~ 

S6 : a~ + 2o a~ a3 + 4 5 a~ a~ + 6 a~ a~ + I o a~ 

ST =a~  + 35a41a~ + IoSa~a~ + 2i a~a~ -+ 7oala~ + Io5 a~a s + a7 

et ees expressions son~ eonformes s celles qui se d~duiraient du tableau (3). 

Quant s la fonction g6n6ra~rice 

oo Z n 
s (~) = ~ Sn ?~, 

n:0 

il es~ n6cessaire, pour l'exprimer simplemen~, de faire appel non seulemen~ s la 

s6rie habituelle 
Z Z ~ 

(~) = ~ , !  + a~ ~ + . .  

mais encore ~ la s~rie 

a 2 2 a2 -.11 
, ! 2 !  +3'~T4'. + 5 ' ~ .  ~ + "  

On d6duit alors de (7) que 
z 

Ioo. s(~> = ~ (~) - 2  ~ ( -  ~) + f ~ (~) d~ 
0 

el on peut observer, qu's l'aide du th6or~me de Parseval, on a 
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"I, 
8 ~ i  a - -  u l J  u ' 

o 

7 6rant un contour suffisamment petit, entourant  le point  u ~ o, dans le plan de 

la variable u. 

En particulier, pour a~ = (v -- I)!, (v ~ I, 2, 3, .--), le nombre o,, des substitu- 

tions carr6es de ~ lettres a pour fonction g6n6ratrice a(z), off 

i i + z  i f  l o g .  (~) = ~ log log (i - ~)  d~. 
I --Z 2 Z 

0 

La consid6ration des substitutions cubes conduirai t  s des r6sultats analogues, 

mais un problbme bien plus int6ressant consisterait  s 6tendre les r6sultats du 

pr6sent paragraphe 's des substi tutions prises successivement darts une suite de 

groupes d'ordres croissants, s d6finir convenablement et non plus dans la suite 

banale des groupes symdtriques de degr6s successifs J, 2, 3 , - - . .  En dehors des 

groupes intransit ifs  qu'on obtient par la r6union de deux ou plusieurs groupes 

sym6triques, permutan t  des syst~mes de lettres diff6rents, et qui pr6sentent peu 

d'int6rgt, de telles suites de groupes, paraissant susceptibles de donner  naissance 

un caleul r6gulier abordable, sont fort  rares. Tels seraient cependant  les groupes 

0 d'ordre n! et de degr6 k ' t; fixe, n = k ,  k +  I, k + 2 , . . ,  qui permutent  les 

eombinaisons k ~ k de ~ lettres et qui sont holo6driquement isomorphes au groupe 

sym6trique de ces mgmes lettres. Tels seraient encore eert~ins groupes ab61iens, 

d 'ordre pro, p 6tant un  nombre premier fixe, m = I, 2, 3 . . . .  et de type (I, I, I, . . .  I) 

�9 et les groupes de leurs isomorphismes. Nous n 'examinerons,  plus loin, la ques- 

t ion que dans le eas tr~s simple du groupe altern6. 

w I I .  

Sur  cer ta ins  polynomes.  

7. Soient a(z), b(z), c(z) des fonctions g6n6ratrices de cycles, relatives s des 

propridt6s A, B, C, qui s 'excluent mutuel lement  et consid6rons le dgveloppement 

oo 

? t ~ O  
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Les sdries a(z), b(z) et c(z) n'uyant pus de termes constants, Z,~(x, y) est un 

polynbme de degrd n a u  plus. Si l'on d~veloppe l'exponentielle du premier membre, 

le coefficient de x~y~ est 
c (z) b (z) 

e a (z) 

tt! ~! ' 

expression qui est de la re@me forme que (6), au w I e t  duns le d@veloppement 
Z n 

de luquelle nous s~vons interpreter le coefficient de n.t' comme d~nombrunt cer- 

tuines substitutions. Par suite, duns le polyn6me Z~(x, y), le terme en xZy~ est 

le nombre des substitutions de n lettres dont ~ cycles exuctement sont B, dont 

tt cycles exactement sont C et dont tous les  uutres cycles sont A. 

Soit muintenunt 

)~! - e a ' a ( z ) _  ZPn(x) ~.; 

P~(x) est un polynSme de degr5 n -  s uu plus et un raisonnement analogue 

celui qui vient d'&tre fuit montre que ce polynbme d~nombre les substitutions 

~,~ de n lettres, dont ;~ cycles, ~ fixe, jouissent de lu propridtd B e t  dont tous 

les uutres cycles ~ouissent de lu propri~td A. Duns P~(x), le coefficient de x" 

est le nombre de ces substitutions ~ qui sont dgcomposubles en s + # cycles 

exactement. 

Si l'on fair notumment a (z) = z, c'est-~-dire a~ = I, a~ -~ a~ . . . . .  o, lu pro- 

pridt4 A consiste s n%changer aucune lettre et les polyn6mes d'Appell, dgriv~s 

de 1~ fonction gdn~rutrice 
o~ 

b (z) z z (8) = 
n ~ O  

d6nombrent les substitutions de ~ lettres qui n%chungent que celles contenues 

duns ~ cycles, jouissant tous de lu propri~td B. I1 nous semble intdressunt de 

rappeler, s ce sujet, qu'Appell avuit ddfini des op~rutions lin~uires permutubles, 

permettunt de passer des fonctions g~n~rutrices a(z)e z~ et b(z)e x~ ~ lu fonction 

g~ndratrice a(z)b(z)e ~ et, par suite, de a(z)e ~z ~ a~'(z)e zz, ~ dtunt un exposunt 

entier et positif quelconque. 

8. Soit, en particulier, 

=inH,~(--x i ) ;  on a 

Hn(x) un polynSme d'Hermite et soit (on(x)= 

z 2 0r ~ n  

e2 F,  
n ~ 0  
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or, darts le d~veloppement de 

le coefficient 

lettres,  dont  

k~  e2 , 

255 

Z n 
de ~-! est, en ver tu  de (6), 6gal au nombre des subst i tut ions de n 

k cycles sont des cycles unit6s et dont  t o u s l e s  autres  cycles sont 

d 'ordre 2. @~(x) d~nombre donc routes les subst i tut ions d 'ordre  I ou 2, c'est- 

m-dire routes les racines earrdes de la subst i tut ion identique E ,  y compris la 

subst i tu t ion ident ique E,  elle-m~me. Le coefficient de x" dans &,~ (x) est le nombre  

de ces racines carr ies  qui laissent # let tres inchangges. Les racines primitives 

de E ,  c'est-~-dire E ~tant exclue, sont d~nombr6es par  le polynSme 7 ~ , ( x ) - = ~ n ( x ) - - x  n 

et l 'on a immddiatement ,  x I et x~ ~tant deux nouvelles variables, 

�9 ~ ~ + ~'-~ ~ x2 ~ x~ z~ z ~ 

On voit  ainsi que le polyn6me Z~* (x~, x~) non  seulement  d~nombre les racines 

carrdes primitives de E, mais qu'i l  les repr6sente, en ce sens que c 'est  un  indi- 

ca teur  de cycles de ces substi tutions.  

On peut  g~n6raliser eette formule.  Soient p e t  q deux nombres premiers;  

les racines primitives de l '6quati0n bin6me u v q - -  I = o sont les racines de 

- i )  (u  - 
- - i ) =  o .  

D'une manibre analogue,  le polynbme Zn, k quatre variables, engendr6 par  

zP zq .~Pq xlZ + xpZP zq 

e - -  e - -  e + e "~'~ "~ = Z,~ ( x l ,  X p ,  x q ,  Xp q 

n ~ O  

est l ' indicateur  de cycles des racines primitives d 'ordre  p q  de la subst i tut ion 

identique et il serait  facile, en se fondan t  sur la th~orie des dquations binbmes, 

d 'dtendre ce rdsultat  aux racines primir de E,  d 'ordre  m, m dtant  un ent ier  

positif  quelconque. 

9. P ou r  donner  une autre  in terprdta t ion du polynSme Zn(x), convenons, par  

analogie avec la thdorie des permuta t ions  recti l ignes ~, d 'appeler  subst i tut ions 

circulaires auto-conjugu~es d 'ordre  impair, 2 k + l, les subst i tut ions circulaires 

l E. ]~ETTO. - -  Lehrbuch der Combinatorik - -  20 Ed. - -  I927 --  page 9 o. 
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dans lesquelles la lettre u~ occupe la place 7, diff6rente de a, et la lettre u~ occupe 

la place a, exception faite pour la seule lettre Ul, qui occupe la place I. Le 

hombre fl2~+1 de ces substi tut ions eirculaires, relatives ~ 2/c-t- I lettres, e s t  6gal 

I. 3. 5- . .  (2 k -  I) et le hombre fl2k est nul. Appelons de m~me substitutions 

eireulMres auto-eonjugu6es d'ordre pair, z k, les substi tut ions eireulaires dans 

lesquelles deux lettres sont ~ leur place, d 'abord ui, puis une lettre variable, qui 

sera successivement u~, u3. �9 �9 et u_~t, les z k -- 2 lettres restantes 6rant conjugu6es 

deux s deux, comme il vient d'gtre dit. Le nombre b2k des substi tut ions auto- 

conjugu6es, d 'ordre 2 k, est I. 3. S. . -  (2 k -  I) et le hombre b2k+i est nul. 

Ces d6finitions pos6es, observons que la s6rie e 72 -- I e s t  major6e par la s6rie 

- - l o g ( I -  z) et peut, par suite, 6tre consid6r6e comme une fonetion ggn6mtrice 

de cycles, 

z~ _ ~ Z4 Z6 

off b2k a la vMeur indiqu6e ci-dessus. L '6quat ion 

(9) ( 1 2 -  I) exz~- ZZn(X).~. 
~l~0 

rentre done dans la formule (8), pour Z - -  I, et le polyn6me Z-(x) d6nombre les 

substi tutions T, ,  de n lettres, dont  un cycle est auto-conjugu6 d'ordre pair et 

dont  tous les autres cycles sont des cycles unit6s. Le coefficient de x ;*, dans 

Zn(x), est 6gM au hombre de ces substi tut ions T~ qui contiennent,  en plus du 

cycle auto-conjugu~, tt cycles d'ordre I. 

Soit mMntenant  

R,~ (x~ , y)  = y~ z .  ; 

on a, d'apr8s (9), 
1 ~ z n  

e _ e X ,  Z =  R n  x 1, .y ; 

dans Rn(Xl, y), considdrons les exposants de la variable y comme des indices, 

c'est-s rempla~ons y~,~ par y2"; le polynbme obtenu, lin6aire en Y2, Y4, Yr �9 - - 

est alors un indicateur de cycles pour les subst i tut ions Tn, le cycle uuto-conjugu6 

ayant  pour symbole la variable y et les cycles unit6s ayan t  pour symbole la 

variable xl.  



Sur les cycles des substitutions. 257 

Io. Nous  venous d 'obtenir  deux interprdtat ions distinctes des polyn6mes 

Z~(x), d6riv~s des polynbm6s d 'Hermite .  Plus g~n~ralement, consid~rons lu 

fonction 

7! ,~0  

nous savons, d 'une part, que, duns Pn (x), le coefficient de xS est dgul uu nombre  

des subst i tut ions de n lettres, dont  :t cycles sont A e t  dont  tous les autres 

cycles sont  B. Supposons, d 'uutre part, que la sdrie, ddveloppunt e b/-~l --  I, soit 

mujor~e par --  log ( I - -  z) et soit 

ar Zn 

? t ~ 0  

Aux nombres ill, /72, f13, . . .  correspond un certain tableau de cycles et, par eons6- 

quent, une certaine propridtd fl de ces cycles et, si 1'on ddveloppe 

gn 

0 

le coefficient de xg, duns Q,, (x), est dgal au nombre des subst i tut ions de n lettres, 

d@omposables en # + I cycles exuctement,  dont  l 'un joui t  de la propri6t6 fl et 

dont  les # uutres jouissent  de lu propri6t6 A. 

Enfin, soit 
r162 

Z - Zn 
v ( z )  = e ~ (z> = R , ,  ( x )  

le coefficient de x ,~, duns R,,.(x), est 6gal an nombre des subst i tut ions de n 

lettres, ddcomposubles en :t cycles exuctement,  ces cycles jouissunt  tous de la 

propri6t6 A. 

En comparant  les trois fonctions y (z), u (z), v (z), on volt que y ( z ) - - u  (z) + v (z). 

Cette relat ion qui, duns le cas purticulier des polynbmes Z~(x), nous u fourni  

leur double interprdtution, contient,  dans le cas gdndral une proposit ion qu'il 

seruit facile d'dnoneer. 

I I .  Arr~tons-nous actuel lement  sur le cas off, parmi les cycles d 'une subs- 

t i tution,  on dist ingue celui qui cont ient  une lettre donn@, lu premiere let tre u~, 

par exemple. Soit  @~+* le hombre des subst i tut ions de n lettres, ddcomposables 

en ~ + I cycles exuetement,  dont  l 'un, celui qui cont ient  lu let tre u~, est un 
33--38333. Acta mathematica. 70. Imprim6 le 7 f6vrier 1939. 
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cycle B et dont  les ~ autres sont des cycles A. Nous avons ici, contra i rement  

la condition pos6e au w I, des combinaisons priv-il6gi6es, celles qui cont iennent  

la iet tre u~, mais cette condit ion subsiste enti~rement pour les lettres non 

d6signdes et il suffit de conduire le calcul diff6remment, en inerrant '2 part  la 

lettre distingu6e ul, pour parvenir  s l '6quation r6currente suivante 

+ b2 P n - 1  + b3 n--2 b4 ~- " ' "  I 2 n--3 ' 

off j 'ai  d6sign6 par P~ le nombre des substi tutions de v lettres, d6composables 

eu )~ cycles exactement,  .~ouissant de la propri6t6 A, hombre figurant dans le 

d6veloppement 
zn--1 a ~ (z) ~. z z _ _ _ _  + . . . .  

~!  - - ' / o Z  + P I I  + ' " +  P n - - l ( r  i ) [  

On en d6duit, pour la fonct ion g~n~ratrice 

la relat ion 

~, ~ + 1 ~  ~ ( n -  I) ! '  

dont  l ' int6grale, sat isfaisant  aux conditions initiales 

Q 2 + I :  ~)),+1 . . . . . .  Q/.+I = O. 
1 "t~2 )~ " 

est 

ce point  acquis, posons 

Q 2W1 = 51 a~ = I 
2+1 

"~ (~) ~0 (~) = o; 
~ §  b'(~) z! ' 

o~ z n _  1 

(II) b' (z) e x a (z) ~ Z B n  (x) (n - - I ) ! ;  
n = l  

comme nous l 'avons fair pr6c6demment, nous d6velopperons en s~rie l 'exponentielle 

et nous verrons que le coefficient de x ' ,  dans le polyn6me B~(x ) ,  est le nombre 

des substi tut ions de n lettres, d6composables en tt + I cycles exactement,  dont  
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l'un, celui qui contient la lettre u~, jouit de la propridt6 B et dont les # autres 

jouissent de la propridt6 A. L'int6r~t de la formule (I I) r6side en ce que la 

s6rie b(z) 6taut major6e par - - log  (I --z), sa ddriv6e b'(z) est majorde moins 

6troitement par la s6rie (I - -z)  -~ et peut, par suite, ~tre consid6r6e comme une 

fonction g6n6ratrice de substitutions. 

Si l'on considSre alors l'6quation (IO) et si l'on pose 

cette 6quation devient 

(i2) 
Z n 

0 

Aux nombres ill, ~ ;  fl~, �9 �9 �9 correspond une certaine propri6t6 ~ des substitutions cir- 

culaires et le coefficient de x' ,  dans Pn (x), est, d'aprbs (I I), le nombre des substitutions 

de n + I lettres, d6composables en # + I cycles exactement, dont l'un, celui qui 

contient la lettre Ul, jouit de la propri6t6 ~e t  dont les tt autres jouissent de la proprigt6 

A. On peut donc 6noncer le th6orbme suivant: s'il y a autant  de substitutions circulaires 

de n + I lettres, jouissant de la propri6t6 fl, que de substitutions de n lettres, dont 

les cycles jouissent de la propri6t6 B, alors le nombre des substitutions de n 

lettres, dont tt cycles sont A et dont t ous l e s  autres cycles sont B, est 6gal au 

hombre des substitutions de n + I lettres, d6composables en tt + I cycles exacte- 

ment, dont Fun, cehi  qui contient la lettre ul, est un cycle fl et dont t ous l e s  

autres sont des cycles A. 

I1 serait facile de multiplier les th6orbmes de ce genre; nous n'avons voulu 

en donner qu'un seul exemple. Sauf dans des cas particuliers, ils sont plus 

limpides, sous leur forme alg6brique, que traduits en langage ordinaire. 

Pour revenir aux polynbmes (o~(x)=i~H~(--xi) ,  examin6s plus haut, nous 

en obtenons, par la formule (I2), une troisi~me interpr6tation: le coefficient de 

x ,~, dans 5J,(x), est 6gal au nombre des substitutions de n + i lettres, d6composa- 

bles en tt + I cycles exactement, dont l'un, celui qui contient une lettre d&ter- 

min6e u~, est auto-conjugu6 d'ordre impair et dont les # autres sont des cycles 

unit6s. 

I2.  Donnons enfin la proposition suivante. 

Soit R,  l d  nombre des substitutions de n lettres, dont un cycle, celui qui 

contient h lettres d6termin6es u ,  u2, . . .  uh, h 6rant fixe, ind6pendant de n, 

poss~de la propri6t6 B e t  dont t ous l e s  autres cycles jouissent de la propri6t6 

A; on a 
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R 0 = R 1 . . . . .  R h - -  1 ~ O, R h  ~-- bit, 

R ' ~ + l - ~ a l R ' + ( n - - h )  a~ R ' ~ - I !  

et la fonction g~n~ratrice 

(n -- h) 
+ "'" + h ah+llRn--h + ' 

+ bh+lP,~-h + ( n I h )  bh+2P,~-h-1 -4- "" 

Z 2,n--h 
(~ (2') = R h  + / ~ h + l -  + "'" q- R n  - - - -  + "'" 

I (n - -  h)! 

a pour valeur 

(2,)  =  a(o) _ _  
d z ~ 

On observera qu'ici la s~rie dhb(2,)/dz h e s t  majorde seulement par 

2,2 
( h - -  I ) ! - - ( h - -  I) I -~ h! z + (h  + I) I -  -~-.-- 
(I - -  z )  h " I " 2 

ce qui donne une grande libert6 d'interprStation de notre formule (6), dans les 

cas off l 'interpr~tation donn~e, lorsque les fonctions a (z), b (z), c (z), sont major6es 

p a r - - l o g  ( I -  z), n'est plus applicable. 

w III .  

S u r  c e r t a i n e s  f a m i l i e s  de s u b s t i t u t i o n s .  

13. Nous ne ferons qu'~noncer rapidement quelques rdsultats relatifs au 

groupe altern& On sait que, darts les substitutions de ce groupe, c'est-s 

darts les substitutions paires, le hombre des cycles d'ordre pair est pair et que, 

darts les substitutions impaires, le hombre des cycles d'ordre pair est impair. 

D~s lors, la d5monstration que nous avons donnde au w I, relativement s 

l'ensemble des substitutions de n lettres, c'est-k-dire relativement au groupe 

sym~trique, se transpose sans difficultd aux familles de substitutions paires ou 

impaires, le fair que les substitutions paires forment uu groupe n'intervenant en 

aucune fa~on, pas plus qu'il n'est intervenu darts le groupe sym~trique. 

Les nombres Q~ des substitutions paires et R,~ des substitutions impaires, 

dont tous les cycles poss~dent une propridt~ A, ont respectivement pour fonctions 

g~n~ratrices 
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(~3) 

ea (z) H- e - a  (--z) 

2 

e a (z) _ e . - a  (--z)  

zn 

?t=0 

Qr 2/n 

= Z ~ "  ,i/~' 
1 ~ 0  

Qo ~ I R o = I 

Q~ = a~ /r = a~ 

Q~ = a~ + a3 R~ = 3 a~ a~ 

Q 4 ~ a ~ + 4 a l a 3 +  3a~ B 4=6a12a~+ a 4 

Le nombre Q~,~ des substitutions puires, dont Z cycles exactement sont A, 

dont tt cycles exactement sont B e t  dont tous les uutres cycles sont C, u pour 

fonction g6n6ratrice 

�9 . n ~  0 

Duns le polynbme ~n(x,y), d~fini par 

:r Zn 

0 

le coefficient de x Z y  t~ est 6gal uu  nombre des substitutions du groupe altern6, de 

degrd n, dont tt cycles sont C, dont Z cycles sont B et dont t o u s l e s  cycles 

restunts sont A. 

Les autres rdsultuts de nos parugruphes I e t  l I  s'6tendruient de m~me; en 

particulier, il serait facile de former la suite des polynbmes qui reprdsentent les 

racines carries de lu substitution identique contenues duns le groupe altern& 

I4. Pour g~n6ruliser les deux fumilles que constituent les substitutions 

paires et impuires, il semblerait naturel de r6partir routes les substitutions du 

groupe symdtrique en k families, suivant que le nombre des cycles, d'ordre 

multiple de k, est congru, (rood. k), ?r o, ?~ I, ?r 2 , . . .  ou s k - - I .  On obtient 

ulors, en cherchant quel est duns chaque famille le nombre des substitutions, 

dont t o u s l e s  cycles poss~dent une propridt6 A, une certaine g6n6rulisution des 

~quutions (i3). Muis les formules uinsi obtenues n'offrent pas lu symgtrie qu'on 

pourrait  attendre et nous ne nous y urr6terons pas. ~qous procdderons uutrement. 
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En nous 6car tant  de l 'accept ion souvent admise ~ pour  le mot  >>caract~re>>, 

ce qui est sans inconv6nient  ici, nous appellerons caract~re, (mod. m), d 'une 

subst i tut ion une expression lin6aire de la forme a n  + by, prise suivant  un  cer- 

tMn module m, ent ier  et fixe, n d6signant le hombre des let tres et  v le nombre  

d e s  cycles de cette substi tut ion,  e t a  et b deux nombres entiers. Chaque syst~me 

de vMeurs de a et b permet  de r6par t i r  les subst i tut ions en m families, suivant  

que leur caract~re 
I a b =  a n  + by 

est eongru,  (rood. m), s o, I, 2, . . . OU m - -  I. I1 y a done m s syst~mes possibles 

de m fumilles chaeun. I1 est clair  que, suivant  le module 2, les subst i tut ions 

paires ont  leur earaetgre 11.1 = n + v congru ~ z6ro, tandis  que I1,1 est eongru  

I, pour  les subst i tut ions impaires. 

Bornons-nous au cas oli le module ehoisi est un  nombre  premier  p. Le 

nombre  p~ des earactgres possibles se r6duit  beaueoup, comme on v a l e  voir. 

En  effet, le cas de b = o est sans int6r6t, quel que soit a; il y a Mors une 

famille, qui est  le groupe sym6trique tou t  ent ier  e t  p -  i families nulles. 

Ensuite,  si a = o ,  il suffit d e  faire b =  I, ear, p 6rant premier,  les restcs de 

2v, 3 v, 4 v , . . . ,  (rood. p), sont les m6mes, s l 'ordre prgs, que les testes de v et, 

en dormant  s b une valeur diff6rente de I, on ne fera  que permuter  entre elles 

les families eorrespondant  ~ b =  I. De m6me, il suffit de fa i re  a =  i, b~-  

i, 2, 3, . . . ,  1o --  i, les autres valeurs a = 2, 3, �9 . . ,  1) - -  I, ne fa isant  que pe rmute r  

en t re  elles les families qui correspondent  aux eas off a = I. 

Res ten t  done seulement s eonsid6rer 10 syst~mes de p families chacun,  ees 

syst~mes 6tant  d6finis par  leurs earact~res respeetifs 

1o, I = v  

I i . l =  n + v, I 1 , 2 = n + 2 v , . . . I i , ~ - 1 = n + ( p - - I ) V .  

Supposons p = 3. I1 y a alors trois caraet~res Io,1, I1,1, I1,2. Relative- 

chacun d'eux, I ~ ,  nous d6signerons par  Q~, Rn, S~, le hombre  des 

I5. 

ment  

subst i tut ions de n lettres,  dont  tous les cycles jouissent  de la propri6t6 A et  

pour  lesquelles on a respec t ivement  

I ~ o ,  I = # ~  I, I , ~  2, (mod. 3). 

Les fonctions g6n6ratrices seront  d6sign6es par  

1 voir A. SPEISER ~ Die Theorie der Gruppen yon endlicher Ordnung. - -  p. II8. 
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c~ ~ n oo Zn .R Z Z n 

0 0 0 

et nous poserons de plus, j ~tant une racine cubique imaginaire  de l'unit~, 

et, enfin, 

3 Qn = Un + Vn + Wn 

3 R,~ = U~ + j~ Vn + j Wn 

"2 3 S n  = un + j vn + 3 w .  

r n r z n  ~ Z n  

0 0 0 

Les calculs dtant  similaires pour les trois caractSres, dgveloppons-les seule- 

ment  pour  11,1= n + ~ et calculons Qn+I. Nous procdderons comme au w I, en 

engageant  une (n + I) ~ let t re  Un+x dans un cycle d 'ordre  p + I, ce qui se fera  

de ( : )  ap+~ mani~res diff~rentes, et  en assoeiant ce cycle, eomme facteur ,  ~ u n e  

subst i tut ion part iel le convenable de n - - p  lettres. Je dis que: 

les let tres R, Q, S, se succddant pgriodiquement  au second membre.  En effet, 

soit v' le nombre de cycles qui f igurent  dans une des subst i tut ions qu%num~re 

Qn+l, au premier  membre;  on doit  avoir  n + I + v ' - -  o, (rood. 3), puisque ces 

subst i tut ions pe rmuten t  n + I lettres. D 'au t re  part ,  dans chaque terme du 

second membre, le coeffiicient ai symbolise un seul cycle. Si le fac teur  de a~ sym- 

bolise une subst i tut ion ayan t  ~ cycles, on doit  donc avoir  v = ~ ' - - ~ ,  puisque 

chaque substi tution,  symbolis~e au second m6mbre, l 'est  aussi au premier.  

Ainsi v ' = v  + I et l 'on doit  avoir, tou t  le long du second membre,  pour  les 

subst i tut ions symbolis~es par  les majuscules R, S, T, la congruence n + I + v + I ~ o, 

(mod. 3), c'est-s successivement n + ~--  I, n - -  I + ~ ~ o, n - -  2 + ~ ~ 2, n - 3 + 

+ r~-- I, . . .., (mod. 3); or, c 'est  bien ce qui a lieu duns notre  formule  r~currente,  

puisque, par  la d~finition des familles Q, R, S, on a, pour  les subst i tut ions que 

symbolise /~,~_~, n --  a + ~ ~- I ; pour  celles que symbolise S,~-~, n - -  fl + ~ ~ 2, 

et pour  celles que symbolise Qn-.,,, n - 7  + ~ = - o ,  (rood. 3). On t rouverai t ,  de 

m~me, 
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1§ 
+ (:) 

a~ Q~-2 + . . . .  

Les valeurs  init iales s p rendre  sont Q o =  I, R o - O ,  S o = o ,  

assure en f o r m a n t  le pet i t  t ab leau  d ' indica teurs  de cycles 

Q o =  i ~ o = O  s 0--~ o 

Q3 = a~ /~3 = a3 $3 = 3 a16~2 

Q4 : 4 at a~ + 3 a~ ~ : 6 a~ a~ S~ : a~ + a,~. 

comme on s 'en 

Des t rois  formules  r~currentes  pour  Q,~, R~, S~, on t ire les suivantes,  pour  

Um Vm W m  

(:) (,,) / n + l  = a l  ~n  + a 2 i n - -1  -~- a 3 Un--2 -~ " ' �9 
2 

avec u o ~ v o = w o-~ I comme valeurs init iales,  d'ofi, pour  les fonct ions  U(z), 

V(z) ,  W(z), les expressions 

u (z) = e~ V ( z )  = eJ ~ w ( ~ )  = eJ ~~ (J"~). 

Finalement ,  les fonct ions  g6ndratrices sont donn6es pa r  les formules  

( I 4 )  

3 Z ( z ) ~  e a (Z) -t- e .ia (jz) _~ eJ.a (j~z) 

3 O (z) ~ e a (z) + j~eJa( jz )  .~ jef2a(f~z) 

3 a(z) = e" (~) + j e  j~(j~) + j~e ~ 

qui sont bien une des g~n@alisations que nous cherchions pour  les deux for- 

mules  (I3). 

Main tenan t ,  pour  le caract~re 11,2 = n  + 2v, on au ra  les formules  de 

r6currence  



Sur les cycles des substitutions. 

a3S~-2  + ." , 

/~n+l ~- al/'~n "+ ( : )  a2 Sn--l-~" ( : ) a 3  Q~,-2 -~ �9 

S,n+l--~-~ (/l~n -~ ( : )  a2 (~n--1 -{- (2 )  a3/{n--2 -~- �9 

Qo = I ,  t to = o ,  So --- o ,  

et les triples des fonctions g6n6ratrices 
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3Z(Z) -~- e a(z) + e j~"(':z) + d '~('f'*) 

3 e ( z )  -~- e a(z) + j e  J~"(j') + j ~ e  j"(3~) 

3 e (z) = e a(~) + j2 e3~.(.:~) + j e J . ( . ~ ) .  

Enfin, pour le caractgre L, 1 =-v, on aura les triples des fonctions gdndratrices 

3 Z (z) = e a (z) + e j a (z) + e 3~- a (z) 

3 q (z) = e ~(~) + j~ e j"l~) + j e  j'a(~) 

3 a ( z ) =  e ~(~1 + j#~(~)  + j ~ e :  -~(~1 

qui ne d6pendent que de la fonction a(z) et ne constituent pas, ~ proprement 

parler, une g6n6ralisation des formules (13). 

lVlalgr~ l'analogie des f o r m u l e s  (I4) ou (I5) avec les formules (I3),: on suit 

qu'aucune des familles Q, R ou S ne peut eonstituer un groupe. Dans quelles 

conditions, le produit de deux substitutions d'une m~me famille passe4-il dans 

une autre famille et dans laquelle, c'est ee qui exigerait une recherche que nous 

n'avons pas entreprise. 

w IV. 

S u r  les  c y c l e s  s e c o n d a i r e s .  

i6. Une substitution de n chiffres I, z, 3 . . . .  n, 6rant d6compos6e en cycles, 

soit C l'un d'eux. Nous supposerons toujours que, dans C, le chiffre le plus 

faible, parmi ceux que permute C, occupe la premiere place s gauche et nous 

appellerons cycle monotone C~, correspondant s C, la substitution circulaire 

contenant les m~mes chiffres que C, mais rang6s dans l'ordre croissant, '~ partir 

de la gauche. Lu substitution 
3 4 -  38333. Acta  mathematica. 70. Imprim~ lo 8 f6vrier 1939. 
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o~ C~ et C sont deux permutations, C~ 6taut la permutation initiale et C la 

permutation finale, sera dire la d~eomposition seeondaire du cycle primMre C. 

Les cycles de d seront dits les cycles secondaires ou cycles de deuxigme espbce 

de C. Le mot >>cycle>,, quand il sera employ~ sans l 'adjeetif >>seeondaire>>, signi- 

fiera toujours cycle primaire ou cycle de premiere esp~ee. Si C, C, C", . . .  sont 

les cycles primaires de S e t  CM, ~'~, C~, . . .  les cycles monotones qui leur cor- 

respondent respectivement, la substitution SM= Cjl C~r C ~ . . .  sera dire la sub- 

stitution ~ cycles monotones ou, plus simplemcnt, la substitution monotone eor- 

respondant ~ S e t  la substitution zl = d ~' d" . . . ,  ~gale au produit des d~com- 

positions seeondaires de C, C', C", . . .  se ra  appel~e la d6composition secondaire 

de S. 

17- La substitution S ~tant donn6e, SM et J sont d~termin~es. S.~ est une 

substitution semblable ~ S e t ,  inversement, quand SM et J sont donn~es, S est 

ddterminde. I1 est visible, en effet, que S s'obtient en effectuant, dans les cycles 

de SM, la substitution A-~  ~ (t' ( t" . . . ;  autrement dit, S est la transform~e de 

SM par J ,  
S - -  A-1SMA, 

les operations 4tant effectudes dans l'ordre off elles sont ~crites, c'est-h-dire en 

commenqant par j - 1  et en finissant par A. Lorsque S e t  SM sont donn~es, J 

n'est donc d4termin6e qu's un facteur U pros, qui est permutable s S~ et alors 

U est facteur s gauche, c'est-s s'~crit s gauche de J ,  ou qu's un facteur V 

pros, qui est permutable s S e t  alors V e s t  facteur ~ droite de J .  

Pour connaltre la substitution monotone SM, qui correspond s une substitu- 

tion S, il suffit de connaltre les chiffres qui figurent dans chaque cycle de S; 

il n'est pas ngcessaire de connaltre l'ordre de succession de ces chiffres dans le 

cycle qui les renferme. Inversement, une substitution monotone SM ~tant donn~e 

et ~tant d~composable en k cycles, d'ordres ~$1, c~2, . - .  ak, 5gaux ou in~gaux, il 

y a F(a~)11(%)... F(a~) substitutions S, qui admettent S.~ comme substitution 

monotone et la somme ~F(a~)F(%). . .  F(a~), ~tendue s routes les substitutions 

monotones de ~ chiffres, est ~gale s F(n  + ~ ) ~  n!. 

Les cycles primaires des substitutions monotones sont reprdsent~s gdom~tri- 

quement par des polyg6nes convexes, d~crits dans un sens ddtermin~. D'apr~s 

la formule (4) du w I, le hombre /~,~ des substitutions monotones de n chiffres, 

ayant ki cycles primaires d'ordre i, (i = ~, 2, 3 , . . .  ~), est donc 
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I n !  
m = k , !  k , !  ( ,  ( ,  ' 

k I "q- 2 ]r + " ' "  "AF i k i  At- " ' "  "~ n k n  "~  ?/~. 

Quant aux cycles secondaires d'une substitution monotone, ce sont tous des cycles 

unit~s. 

Toute d~composition secondaire A comporte au moins un cycle unit61 con- 

tenant le chiffre le plus faible, lc cycle (I) et, r~ciproquement, pour qu'une d6- 

composition secondaire, donn6e 's l'avance, soit admissible, il suffit qu'elle con- 

tienne le cycle unit6 (I). En effet, il existe toujours alors une et une seule 

substitution circulaire S, de n chiffres, qui admet la d~composition secondaire A. 

S est la transform~e par A du cycle monotone (I, 2, 3, . . .  ~)- I1 y a donc (n-- I)! 

d~compositions secondaires distinctes des substitutions de n chiffres; on les obtient 

en multipliant par le cycle unit~ (I) routes les d~compositions en cycles primaires 

des substitutions des n - - I  chiffres 2, 3 , . . .  n - - I ,  n. 

Tout cycle primaire, d'ordre > I, d'une substitution S donne naissance "~ 

au moins deux cycles secondaires. L'ordre maximum des cycles de A, d~composi- 

tion secondaire de S, est donc inf~rieur d'une unit~, au moins, s l'ordre maxi- 

mum des cycles de S, le cas off S serait la substitution identique ~tant seul 

except& Supposons que S contienne a cycles primaires d'ordre I e t  ~ cycles 

primaires d'ordre > I, le nombre des cycles de J sera --~ a + 2ft. De l~ r6sulte 

que, si le nombre des chiffres permut6s est sup~rieur s deux et si la d~composi- 

tion secondaire A n'est fortune que de deux cycles, J ne peut appartenir qu'~ 

une substitution circulaire des n chiffres. Faisons, en effet, e + 2 ~ =  2. Si 

a :  2, ~ / ~ o ;  il n'y a alors que deux chiffres permutes, ce qui est exclus. Si 

a = o, ~---- I ; alors S n'a qu'un seul cycle et est d~termin6e, comme nous l'avons 

vu, d'une mani~re unique, par sa d~composition secondaire z/. 

Pour qu'une d6composition secondaire ~/ d6termine, d'une mani~re unique, 

la substitution S qui l'admet, il faut et il suffit que J ne contienne qu'un seul 

cycle d'ordre I, savoir le cycle (I). Alors S est circulaire et A est le produit 

du cycle (I) par une substitution d'Euler, sans rencontres, des n - - I  chiffres 

2, 3, . - . .  n - -  I, n. En effet, la substitution S, si elle est cireulaire, est d~ter- 

minde d'une maniSre unique par J ;  si elle n'est pas circulaire, elle a au moins 

deux cycles et alors A a a u  moins deux cycles unit6s. Inversement, si z / a  deux 

cycles unit~s, (I) et (a), on peut former d'abord une substitution circulaire qui 

admet A et ensuite une substitution, composde de deux cycles prima.ires, par 
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exemple la subst i tut ion (I, fl, 7, ~, . - . . )  (a), qui admet aussi la d~composition se- 

condaire J .  

Plus gdnSraleInent, si une dScomposition secondaire J contient  p cycles 

d 'ordre I, les substi tutions S, qui admet tent  J ,  ont  I ou 2 ou 3 . . . .  ou p cycles 

primaires et on peut toujours former au moins p substi tut ions qui admet tent  la 

ddcomposition secondaire J .  En effet, en p r e n a n t p  --  3, par  exemple, supposons 

que z / ~  (I)(a)(f l)J ' ;  on formera d 'abord une subst i tut ion circulaire admet tan t  J ;  

puis, une subst i tut ion fortune du produit  de (a) par une substi tut ion circulaire 

admet tan t  (I)(fl)A', comme d~composition secondaire; puis une substitution, formde 

du produit  de (a)(fl) par une subst i tut ion circulaire admet tan t  ( I ) J ' ,  comme d~- 

composition secondaire. 

I8. Je  me propose main tenan t  de chercher, d 'une facon pr6cise, quel est le 

hombre des subst i tut ions qui admet tent  une d~composition secondaire donnde J .  

Soient 
(i), 

les  cycles unit~s de J ,  off 

I ~ {~1 ~ C~2 ~ " ' "  ~ t~i ~ " ' "  ~ (Z~ - 1 "  

Nous d~signerons par All, A~, . .  A i les cycles de J ,  au hombre de m;, qui ne 

cont iennent  que des chiffres sup~rieurs ~ ~i, en comprenant,  dans ce nombre mi, 

les cycles (a,+l), (a~+.~), . . .  (at,_x). Alors, si a~ < aj, on a 6videmment m, > m/ et 

i < j .  
Cela pos6, nous aUons chercher h. former, non pas les cycles primaires eux- 

m~mes des substitutions qui admet ten t  la ddcomposition secondaire J ,  mais les 

diverses mani~res de consti tuer la d~composition secondaire partielle de chacun 

de ces cycles primaires et nous compterons ces diverses mani6res. Cette fagon 

de proc~der est suffisante, puisqu'il  y aura une subst i tut ion circulaire unique, 

c'est-~-dire un seul cycle qui admet t ra  une ddcomposition secondaire partielle, une 

lois que celle-ci aura gtd fortune. 

L e s  substi tut ions qui admetten~ A sont:  

Premi6rement.  - -  Une seule subst i tut ion circulaire S~. 

Deuxi6mement.  - -  Des substitutions S~, formdes de deux cycles primaires. Le 

premier de ces cycles commence par le chiffre I; le deuxi~me par le chiffre a~ 

ou a 2 . . . .  ou a~-x. S'il commence par a~., il faut ,  dans la ddcomposition se- 

condaire partielle 6 qui lui correspond, associer le cycle (ai) s des cycles de J ,  

ne contenant  que des chiffres sup~rieurs s ai, c'est-s ~ des cycles choisis dans 
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la suite A~ A,~,, . A i Le cycle secondaire (1) sera alors associ6 lui-m6me "s 

t o u s l e s  cycles de A, qui n 'auront  pas dtg associ~s an cycle (a;). Or, on peut 

associer (a~) soit fi un seul des cycles A~, soit s une combinaison deux s deux, 

A~ A; soit ,s une eombinaison trois 's trois, A~ A i ~, .r A h, etc. I1 y a done, i 

dtant  fix~, 

(:9 (:9 i + + + +  \ m , /  

ddcompositions partielles du cycle commengant  par le chiffre a~ et, en sommant,  

pour i -  I, 2, 3, . . . .  # -- I, nous voyons que le nombre des substitutions S~ est 

~gal 

I Z 2 m i  " 2 m l  + 2 ~lvz -~- . . .  -~- 2 m r  - - -  _ _  
i! 

Troisi~mement. - -  Des substi tut ions Ss, form6es de trois cycles primaires. L 'un  

d 'eux commence par le chiffre I, le second par le chiffre a,., le troisibme par le 

chiffre aj, off i < j .  On peut, comme troisi~me cycle, prendre (aj) seul et on est 

ramen~ au ))Deuxi~mement)>, c'est-~-dire ~ t rouver  les substi tutions compos~es de 

deux cycles, qui admet tent  une d~composition secondaire `4', pour laquelle les 

nombres m e sont remplacds par m e -  I, puisqu'il y a un cycle en moins, savoir 
I 

le cycle (aj). ~qous obtenons ainsi ~. ~,  2", --1 formes de ,4'. On peut prendre 
i 

ensuite, comme d~composition secondaire du troisi~me cycle, (aj) associd ~ une 

combinaison un s un des cycles A~, . . .  A~j. On est r~men~ au ))Deuxi6mement)>, 

c'est-'~dire ?r dgnombrer des substitutions, fortunes de deux cycles, qui admet ten t  

une ddcomposition secondaire A', pour laquelle les nombres m e sont remplac6s 

par me ~ 2, puisqu'il y ~ deux cycles en moins, le cycle (aj) et l 'un des cycles 

AJ. On obtient  ainsi 

' i i 2;  
i 

On peut ensuite associer (r~j) ~ une combinaison deux '~ deux des cycles A{, 

A ~ , . . .  A~j et on est ramen~ au ,~Deuxi~mement~, off les nombres m,o sont rein- 

places par m e -  3, d'ofi le terme 

(:91 i i y ,  , 
i 

et ainsi de suite. 
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En a joutant  ces divers termes, on a 

[ (7)' 
i i 

et il fau t  main tenan t  sommer pour j ~- 2, 3, . . . . / ~  -- I, ce qui nous donne, pour 

le nombre des substi tut ions Sa, l 'expression 

i , j  

que l 'on peut dcrire 

Quatri~mement. - -  Des substi tut ions S~, formdes de quatre cycles primaires. En 

suivant une marche Similaire, c'est-h-dire en dtudiant  le mode de format ion du 

quatri~me cycle, commen~ant par le chiffre ak, on est ramen~ s sommer des 

expressions qui sont connues, d'apr~s le ~)Troisi~mement)) et on trouve que le 

hombre des substi tut ions S~ est ~gal 

Supposons d~montr~ que le nombre des substi tut ions Sp, admet tan t  A et 

compos~es de p cycles, soit 

( - ~ ) !  ~ ~ " ~ p - i !  ' 
S j  . . �9 r 

Alors, 

(p + I)-6mement. - -  Les substi tutions qui admet ten t  J comprennent  des substitu- 

tions Sp+l, form6es de p + I cycles primaires. L 'un  commence par le chiffre I, 

le deuxi~me par as, le troisi~me par (~j . . . .  le (p + I)-~me par a~, I < a i < a ~ <  " "  < a s ,  

d'oh I < i < j < . . - <  s. Pour  former la d~composition secondaire de ce (p + I)- 

~me cycle, on prend le cycle (a~) seul et on est ramen6 au ~p-~mement~) off les 

nombres m e sont remplacgs par m e -  I, d 'o~ le terme 

(p-~)! ~ ~ -  ~f 
i , j ,  . . , r  

on prend ensu re  (as) associd ~ une combinaison un ~ un des cycles A ~ , . . .  A~a 
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et on est ramen6 au ,,p-8mement,>, off les nombres m e sont remplac~s par me--2, 

d'ofi le terme 

S (p I)! ~ (-2ira' ~''" [ jD ~ mr'-2 

i , j ,  . .  

et ainsi de suite. 

Ajoutons ces expressions et il vient 

. . . .  2 I ~ ( r n ~ ( _ I - -  2 . -- I)--2q_ . . . ]  
# 

I1 reste s sommer par rapport bo s et l'on volt que le nombre des substitutions 

S~+1 peut s'~crire 

La formule, supposge d6montr~e pour p,  l'est done pour p + I ; or elle l'est pour 

ff = I, 2, 3 et 4. 

En r6sum6, en reprenant les notations indiqu6es au d~but de ce num6ro, les 

substitutions S, admettant une d6composition seeondaire donn~e A, eontenant /~ 

cycles unit~s, eomprennent 

I ~ Une substitution eireulaire $1 et une seule. 

2 ~ Des substitutions S~, form6es de deux cycles primaires; leur nombre est 

I! 

3 ~ Des  substitutions S~ fortunes de trois cycles primaires; leur hombre est 

4 ~ Des substitutions S~ form6es de qu~tre cycles primaires; leur hombre est 
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~t ~ Des subs t i tu t ions  S~, form6es de ~t cycles pr imaires ;  leur  nombre  est  

(,It--I I)[(~)m' (3)m'z (~)ma "'" ( ~-~lm#--l'~-- I] 

I9.  Observons  qu 'on  a tou jours  

m~ --> ft - -  2, m . ~ > , u - -  3, . . .  m~- l~>O;  

en part icul ier ,  si le hombre  ft des cycles unitds de la subs t i tu t ion  J e s t  dgal au  

hombre  n des ehiffres permut6s,  t o u s l e s  cycles secondaires  des subs t i tu t ions  

a d m e t t a n t  A comme d6composi t ion secondaire,  seront  d 'o rdre  I. Ces subst i tu-  

t ions seront  done routes les subs t i tu t ions  monotones  de n chiffres et on ob t iendra  

leur  nombre  en add i t i onnan t  les expressions du num6ro prdc6dent,  aprbs y avoir  

fair  m ~ = n - - 2 ,  . . .  m s = ~ - - i - - I , . . .  Nous  avons d6j?r ob tenu  ee nombre  au 

num6ro 3 du w I ,  sous une au t re  fo rme  et on peut  encore en obteni r  d ' au t res  

expressions pa r  des moyens  diff6rents. 

" Darts le cas g~n6ral, on peu t  donner  une formule  symboliquel  qui repr6sente  

le nombre  N des subst i tu t ions  a d m e t t a n t  une ddcomposi t ion secondaire  J ,  en 

proe6dant  de la manibre  suivante.  Considdrons le d6veloppement  en s6rie entibre de 

x y x y  z y z  x y z  i + - - +  + - -  + . . . .  
i - - x  I - - y  I - - x y  i ~ z  i - - y z  i - - x y z  

L a  premiere  f rac t ion  donne des te rmes  en x ~, la deuxibme des t e rmes  en 

�9 " ' *  ~r,a ~ja+ ~ a +  +7  x~,~+~ la troxsmme des t e rm es  en ~ ~ ~,. # , a ~ I , 2 ,  f l -~  I 2, 

= I :  2 . . . . .  S i  d o n c  n o u s  p o s o n s  

as - -  - - , p o u r  i = I :  2 ,  . . . ~ t t - -  I ,  
- -  I 

as = o, pour  i -->/x, 

bs = o, pour  i > •, 

e s =  - p o u r i - - ~  1, 2, . . . # - - ~ ,  
3 

cs = o, pour  i > ~t, 

etc., /x ~ tant  le nombre  des cycles unit6s de J ,  nous aurons  symbol iquement ,  c 'est- 

m-dire en rempla~an t  les exposants  de a, b, c . . . .  pa r  des indices, 
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a b ab c bc abe N ~ I  + - - +  + + . . . .  
I - -  a I - -  b I - -  ab ~ - -  e I - -  be I - -  abe 

20. Il est naturel de se demander si on peut former des groupes avec les 

substitutions 's cycles monotones. La rdponse est facile s donner. L'inverse 

du cycle monotone (I, 2 , 3 , . . .  k -  I, k) est ( I , k , k - -  I , . . .  3, 2); il n'est donc 

monotone que si k = 2. Pour former un groupe, des substitutions monotones 

doivent donc 6tre d'ordre 2. Soient alors S et T deux substitutions d'ordre 2; 

leur produi t  doit ~tre d'ordre 2 aussi; on a donc S e =  I, T ' ~  I, S T S T =  I, 

d'ofi l'on d4duit S T =  T S .  Les seuls groupes que l'on puisse former avec des 

substitutions monotones sont doric tous le s  groupes ab61iens, dont .les 416ments 

sont des racines carr4es de la substitution identique. Ces groupes, qui se pr6- 

sentent dans la thdorie des substitutions lin4aires, sont connus depuis longtemps. 

w  

Propri6t6s des cycles secondaires. 

2i. 5e me propose de trouver la fonction g6n6ratrice du nombre Q,~ ou 

Q,~(a) des substitutions de ~ lettres, dont tons les cycles secondaires poss~dent 

une certaine propri4t4 A. Je continuerai s appeler a (z) la fonction g4n4ratrice 

des hombres al, a.z, a s , . . . ,  de substitutions circulaires qui jouissent de cette 

propri4t4 et je d4signerai, dans tout ce paragraphe, par P ,  oll Pn(a) on, 4ven- 

tuellement, Pn(al, a ~ , . . ,  a~) les polynbmes indicateurs de cycles primaires, d4finis, 

au w I, par la formule (2) et dont j'ai donnd le tableau (3). 

Remarquons tout de suite qu'une d4composition secondaire contenant tou- 

jours au moins un cycle unit4, il est n4cessaire que al-----I, c'est-s que la 

propri4t4. A doit n4cessairement appartenir aux cycles d'une lettre. Cela 4rant, 

supposons connus Q1, Q~, . . .  (~n et aux n lettrcs , ,  u~ , . . ,  u,, adjoignons une 

(~ + I)-~me lettre u~+l, pour calculer Q~+~. 

La lettre u,~+~ pent entrer dans un cycle primaire d'ordre I, 2, 3~. . .  ou 

~ + I; supposons qu'elle entre clans un cycle C, d'ordre p + I; eile sera assoei4e 

s des ( : )  combinaisons p s  n premi5res lettres. Soit alors F i e  

cycle monotone, correspondant s C; la substitution, par laquelle on passe de la 

permutation F s la permutation C, d4finit, par ses cycles primaires, les cycles 

secondaires de C. Cette substitution se d4compose en un cycle unit4, qui jouit 

de la propri4t4 A, et en une substitution de p lettres, dont tons les cycles 
35--38333. Acta mathematica. 70. Imprim6 le 7 f4vrier 1939. 
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primaires doivent poss~der la propri~t6 A. Le nombre de ces substi tutions est 

Pp (a). De plus, le cycle C devra 8tre assoei~, comme facteur,  s l 'une des Qn-p (a) 

substi tut ions des n - - . p  lettres restantes,  dont  t o u s l e s  cycles secondaires poss~- 

dent  la propri~t~ A, d'ofi la formule de r@urrence 

Le dernier terme ?L droite est a I P,, Q0; il est relatif  s des substi tut ions circulaires 

de n + I lettres; on doit donc faire Q o =  I. Soit 

Z e 

O(~) = Y, Q~ ~.; (I7) 

on tire de (~6) 

et, en int~grant,  

(~s) 

Q' (z) -~ a 1 d ~<z> Q (z) 

z 

L'6quat ion r@urrente (t6) nous donne, de proche en proche, les indicateurs 

de cycles secondaires: 

Q o :  I 

Q 
1 : ~ 1  

q~ : 2 a~ 

(~9) Q~ = 5 a~ + a, a~ ] Q~= i5a~+  7a~a 2 + a  la:~ 

Q s = 5 2 a ~ + 4 1 a ~ a 2 + 9 a ~ a  3 +  3 a l a ~ +  a l a  4 
2 2 ') Q 6 = 2 o 3 a ~ + 2 3 6 a ~ a ~ + 6 4 a ~ a ~ + 4 3 a ~ a 2 +  I I a i a 4 +  I o a  l a 2 a a + a ~ a 5  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Le coefficient de a':, dans Qn, est dgal au nombre eo,~ des substi tutions monotones 

de n lettres, puisque t o u s l e s  cycles secondaires de ces substi tut ions sont des 

cycles unit~s. 

Le tableau (I9) est relatif  aux substi tutions dont  t o u s l e s  cycles poss~dent 

la proprigtg A. Pour  avoir les indicateurs de cycles relatifs s tout  le groupe 

sym6trique on fera comme pr@~demment a, = ( v -  I)! x~, (v == I, 2, 3 , . . . )  et Yon 

aura sous les yeux la consti tut ion de routes les substi tutions de ce groupe, au 
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moyen de leurs cycles secondaires. Maintenant, en comparant la formule (16) 

la formule (I) du w I, on voit que si, darts cette dernibre, on remplace al par 

t h2o, a~ par a 121, . . .  at par a l 2 i - 1 , . . ,  on obtient (I6). L'6quation (4) nous 

donne donc l'expression g6n6rale 

(~o) a~!...an! \ 2! I ~, n! ! 

Off a~+ 2a 2 - 4 - ' " - t - n a n ~  ~, mais eette expression n'est pas explicite en a~, 

a ~ , . . . ,  an--~, et il semble assez difficile d'obtenir une telle formule explicite. 

Appliquons-la cependant au cas off tous les nombres a~ sont ~gaux s l'unit6; 

Qn sera le nombre des substitutions de n lettres, dont tous les  cycles secondaires 

sont repr6sent6s g6om6triquement par des polygbnes convexes, d6crits dans un 

sens d6termin& On aura, d'aprbs (I8), 

,re eZ--ld z 
Q (~) = ~o 

qui s'exprime au moyen du logarithme int6gral et l'on devra, dans (20), remplacer 

a~ P~ par oJ~, hombre des substitutions monotones de i lettres. 

22. Cherehons maintenant le nombre Q~ ou Q,~ (a, ~ b) des substitutions de 

n lettres, dont ,~ cycles secondaires exactement sont B e t  dont tous les autres 

cycles secondaires sont A. I1 y a ici deux cas s distinguer, suivant que c'est la 

propri6t6 A ou la propri6t6 B qui appartient aux cycles d'une lettre. Le 

raisonnement ~ employer diffbre peu de celui du numdro 2I e~ se lit d'ailleurs 

elairement sur les formules r6currentes que nous allons 6crire. l~ous d6signerons 

par P,k ou Pk,(a, kb) le nombre des substitutions de ~ lettres, dont k cycles 

primaires exactement sont des cycles B e t  dont tous les autres cycles primaires 

sont des cycles A. 

23. Darts le premier cas, off la propri6t6 A appartient aux cycles d'une 

lettre, a~ = x et, par suite, bl = o, puisque les propri6t6s A et B s'excluent. 

On a alors 

(21) 2 2 Q2 _}_ al/9~ (a, b)Qn_l] .~. Qn+l gl (~n + [61 -P1 (6) n--I 

+ (n~[6 ,pp(~)  ~ ' a ,P~(a ,~b)  +. -  Qn-p + ~ G (a, b) ~.-' ~ Qn-p + + Qn--p] \pf 
+ 61P~(~,Zb).. 
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Les valeurs initiales sont 

Soit 

Q~ = o, s i p  < ~; QX=;. o, saul  Qo ~ = i" 

t ~  = o, s i p  < X; P~ = o, saul  Po ~ i. 

~n 
Q~ (2.) = ~ ,  Q~ ~.; 

n = O  

la relation (2I) nous donne l 'dquation diff~rentielle 

(~ )  d ~ (2.) ~,,(~) Q~_~ (~) + ~, 
d~ q~ (2.) = ~' ~"(~) q~ (2.) + ~ 

z, ~ (z) ~.(~) q~_~ (2.) + . .  

que l 'on peut int~grer de proche en proche, avec l 'aide des conditions initiales 

et en remarquant  que Qo(z) n'est  autre que la fonction (I8). Mais on peut 

op~rer plus rapidement;  soit 

(~3) U ( , ~ )  : qo( , ff)  -]- ff Q1(2 ' )  + if2 Q2(2.)  -~ " ' ' .  

�9 D'aprSs (22), on a 

d'ofi en intdgrant,  

Posons 

il vient  

d U 
d z - -  a~ e ~(~) e yb(z) U(z), 

z 

U(2.) ~ ea'f  ~a(z)+u~(~)d~ 

A ( z ) =  /ea(~)dz  et B~(2.)=/[b(z)]~a(~ 
o o 

~2 
al B1 (z) ~ +a~B~(z )  o~. + " " " 

U(z) = e a'A(z) e 

et, en nous rappelant  que 

Y Y~ -- ~l ~ 
�9 ~ " ~  - I - X 2  '" - r  "" + �9 �9 �9 

e 1 2! 3! 

c~ y~ 
= ~_j ~! P ~ ( x ~ , x 2 , . . .  x~). 

a'~O 

(~) ~ O~ I~2~  . . .)~ 

l ' identification des termes en y, dans (23) et dans le d6veloppement de l 'exponen- 

t i e l l e  U(z), nous donne l 'expression cherch6e de Q~(z), 
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I ealA(z ) p 2  (a 1 B1 ' al  B.2, . . .  a l  B~). 
= 2 

24. Dans le deuxi~me cas, off c 'est  la propri6t6 B qui appar t ien t  aux cycles 

d 'une lettre,  b~ = o et a~ = I. Pou r  6viter une confusion, remplagons la let t re  

Q par  la let t re  g e t  nous aurons 

= g,~-I g,,-l] + " "  

(n) 
+ P [b 1 p...p,ta ~,,~,~_p̂ ,).-1 + b~ .P~ (a, b) g~-~ + . . .  + b, pZ-ap (a, (Z - - I )  b) g~ "[- "'" 

avec les condit ions initiales 

Zv, Z = o ,  s i p < Z - ,  ZoO=I, gz=z w~.; 

~ = o, si p < Z "  ~ =  i,  p~ = i; 

off ~oz a la mSme signification qu 'au  numdro 2I. P o u r  la fonet ion gdn6ratrice 

o0 

n~,! '  
?l--0 

on aura  la re la t ion 

Z), (Z) ~" b I e a(z) Z)_I  (z,) *~- b 1 l) (z)i e•z) g2-2  (z) -~- b I ~ .  e a(z) g).-3 (~) -~- " "  

avec g 0 ( z ) =  I. 

On en tire, pour  la f o n c t i o n  V(z) = go(Z) + yg t (z )  + ... + y ' g ~ ( z )  + �9 

l '6quation 

d V (z) - -  go (z) _ I d V (z) 
- -  bt V(z) e a(~)+vb(~), dz y y dz 

d'ofi, en int6grant ,  
z 

f ~ z log V(z) = b 1 ye,()+vb( )dz 

o 

ek en procddant  comme tou t  s l 'heure,  on t rouve enfin 

Zz (z) ~- ~ Pz (b I Bo, 2 b 1 BI, 3 bl B~, . . .  ). bl Bz-1). 

25. Indiquons  rap idement  les rdsultats suivants. 
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Les nombres g~, des substitutions paires de n lettres et h~ des substitutions 

impaires, dont tous les cycles secondaires possSdent une propri6t6 A, ont re- 

sPeetivement pour foncti0ns g6n6ratrices 

eAiz) + e--.4 (--z) ~ zn cA(z) __ e--A(--z) ~ zn 

0 0 

A (z) ~tant d~finie par l'~quation (24). 

R6partissons les substitutions du groupe sym6trique en deux families, les 

substitutions de la premiere famille ayant un hombre pair de cycles secondaires 

d'ordre pair, les substitutions de la deuxi~me famille ayant un hombre impair 

de cycles secondaires d'ordre pair; le nombre Gn des substitutions de la premiere 

famille et le hombre H~ des substitutions de la deuxi~me famille, dont tous l e s  

cycles secondaires poss~dent la propri~t6 A, ont respectivement pour fonctions 

g6n~ratrices 

oo cA(z) + ca(z) | zn c A ( Z ) -  ca(z) H~ zn 
2 ' 2 - Z  n , ,  

n : O  ~t~O 

off A (z) a la signification (24) et off 

z 
/ 1  

(z) = J e--a(--z) dz. 
0 

En particulier, si la propri~t~ A convient s tous les cycles, quels qu'ils soient, 

o n  a 

~,~(x) ~tant le polyn6me, lig aux polyn6mes d'Hermite, que nous  avons introduit 

au w II. 

25. J'envisage maintenant deux questions o~ interviennent ~ la fois des 

cycles primaires et des cycles secondaires. 

Cherchons d'abord le nombre R,~(,~a, b) des substitutions de n lettres, dont 

cycles primaires exactement, C', C" , . . .  C (z), ont la propri6t5 A et dont tous 

les cycles secondaires, d~rivgs des cycles primaires, autres que C', C ' , . . .  C (~), 
ont la propri6t6 B. 

Quelques remarques pr6alables sont n6cessaires. Si nous formons un cycle 

primaire F, tel que tous ses cycles secondaires poss6dent la proprigt6 B, il faut, 

pour pouvoir conduire le calcul, que nous soyons certains que F, en rant que 
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cycle primaire, ne possbde pus la propri~t6 A. Aut rement  dit, les deux hypothbses, 

>>F, cycle primaire, possbde la propri6t4 A>> et >>Tousles cycles secondaires de 

/ ' ,  sans exception, poss~dent la propri~t6 B>>, s 'excluent mutuellement.  Soit alors 

une certuine combinaison de p + I  lettres; nous pouvons former p! cycles pri- 

maires; au hombre ap+l d 'entre eux, nous donnerons la propri6t6 A. Quant  

aux autres, nous les dgcomposerons en cycles secondMres et nous aurons 

bl Pp ' (b l ,  b~, . . .  bp) d6compositions en cycles  secondaires, jouissant  t o u s  de  l a  

propridtg B. I1 fau t  done que 

a,+l + b~Pp(bl,  b ~ , . . ,  bp)--< p!, (p = o, I, 2 , . . . ) .  

Or b~ -- I, done a I = a~ ~ o 

a s +  b~--< I, a 4 +  3 b ~ +  b 3 - < 5 , . . .  

Ces in6gulit6s 6rant suppos6es v6rifi6es, on u 

/~ . -} - l  (). a ,  b)  = L ~  _ _ . ~ . a / / . + l / ~ . - - , t  {(,~ - I ) a , b }  "t- blPt$(b)  t~.r~-p.(1~a,b) , 
~=o LV~] 

d'ofi la fonetion g6n6ratrice 
z 

_ [a (~)1" eo f 'b  (=) d. (25) r = y ,  ~ ( z  ~, b) ~" 
n---O 

26. Soit ensuite S,,(b, Za) le nombre des substi tut ions de n lettres, dont  2 

cycles primMres exactement C', C " , . . .  C (~), engendrent  des cycle s secondMres 

jouissant  de la propri~t~ A et dont  t o u s l e s  autres cycles primMres jouissent de 

la propridt6 B .  On u ma in tenan t  a 1 = I, b~ = o  et on verra, comme tout  

l 'heure, que 

bp+x + Pp(ai ,  a~, . . . ap) ~ p[ , ( p = o ,  1 , 2  . . . ) .  

Si ces conditions sont v~rifides, on ~tablit l '6quation rdcurrente 

-[(;) (;) ] Sn+,(b, ~.a)-= ~ a l P , ( a ) S , - , { b  , ( ; t - -  ,)a} + b~,+~S~-,(b, ];a) , 
be=0 

d'oh l 'on tire la fonction g6n6ratrice 
z 

[f ] (26) az (z) = ~,  S~ (b, z '* I z ~" a)~l  " = ~. ea(z)dz eb(z). 
'~,= 0 0 
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27. Les deux questions trait6es aux num6ros 25 et 26 conduisent  ~ se de- 

mander  si les subst i tut ions de n lettres, dont  t o u s l e s  cycles primaires jouissent 

d 'uue certaine propri6t~ A, peuvent 8tre consid6r6es comme des substitutions, dont  

tous les cycles secondaires jouissent d 'une propridtd B et inversement. En d 'autres 

termes, s un tableau A de cycles primaires, peu~-on faire correspondre un 

tableau B de cycles secondaires et inversement, ces deux tableaux satisfaisant,  

l 'un et l 'autre,  ~ la condition d'~quipartition des propri~t~s A et B entre routes 

les combinaisons d 'un mSme hombre de lettres, condition que nous avons pos6e 

au commencement  de ce m~moire? 

Pour  le savoir, 6crivons l 'dquation 

e b (z) d bl z 

J 

e o = ea  (z), 

prenons les logari thmes et diff6rentions; nous aurons 

(27) r (z) = bl e b (~) 

d'ofl 
av "-- b 1 ,P~,-1 (b 1, 5 2 . . . .  b y - l ) .  

Cette formule montre que, les b~ ~tant donnds, on en d6duira toujours des 

valeurs admissibles pour les a~, car, d 'une part, son second membre est essen- 

t iel lement positif, d 'autre part,  il est < (v -- I)!, puisque P~ est un certain nombre 

de substi tutions de v lettres. De plus, comme b 1 = I, on a a~ > I e t  il existera, 

dans le tableau A, au moins au tan t  de cycles primaires de chaque ordre qu'il  y 

a de combinaisons d u  m6me ordre. 

En condquence ,  s un tableau B de cycles secondaires, on peut toujours  faire 

correspondre un tableau A de cycles primaires,  tel que les substitutions, dont  

t o u s l e s  cycles secondaires appart iennent  au tableau B, soient aussi celles dont  

les cycles primaires appar t iennent  au tableau A. 

1V[ais la proposition inverse n 'a  pas toujours lieu. On tire en effet de (27) 

b (z) log a'  (z) = log ( 

car on a n6cessairement a, = a~ = I. 

z a 3 z 2 a 4 Z 3 i + - +  + + . . .  

Soit 

Z �9 
1 o g a ' ( z ) =  zi + . ~  f ~ ( a ' '  a~, . . .  a~+l,)~.~, 
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les polynbmes f i  pouvant ~tre form5s de proche en proche. On aura 

. , , . . . .+1); 

or, ces polynSmes f~ peuvent prendre des valeurs n~gatives et des valeurs su- 

p~rieures ~ ( ~ -  I)!, inadmissibles pour a~, qui repr6sente un certain nombre de 

substitutions circulaires de ~ lettres. 

A un tableau A de cycles primaircs, on ne peut done pus toujours faire 

correspondre un tableau B de cycles secondaires. On ne le peut que si la valeur 

num~rique du polynSme f~(a~, a~ , . . ,  a,.+l) reste constamment comprise entre o 

et (~-- I)!, pour ~ = I, 2, 3 , . . . .  

28. Nous ne dirons que quelques roots des cycles tertiaires ou cycles de 

troisiSme espSce. On les d6finira, par rapport aux cycles secondaires, c o m m e  

nous avons d~fini ceux-ci, par rapport aux cycles primaires. Si /~,(a) d6signe le 

nombre des substitutions de n lettres, dont t o u s l e s  cycles tertiaires possSdent 

une propri6t~ A, on aura 

'Q~(a) ayant la m~me signification qu'au num~ro z l, d'o~ Yon d~duira des poly- 

nSmes indicateurs de cycles tertiaires. 

Pour @rire commod~ment l'expression de la fonction g~ngratrice de ces poly- 

nSmes, d~signons par t] une operation telle que, u(z) 6taut une fonction quel- 

conque de z, on air 
Z 

a~ f ~ (z) dz 

Alors, les fonctions g~n~ratrices relatives aux indicateurs de cycles de premiSre, 

de deuxi~me et de troisi~me esp~ces, poss6dant la propri~t~ A, sont respective- 

ment 

e a(~), t-~[e ~(~)] et =Q+[ea(z)l, 

t~ ~tant l'op~ration it~r~e de t~. En suivant la m~me marche, on aurait, relative- 

ment aux cycles de p-~me esp~ce, la fonction g~n~ratrice .qp-1 [ea(zl], qui, d'apr~s 

sa signification m~me, tend vers la limite I / ( I - - z ) ,  quand p grandit indg- 

finiment. 
36--38333.  A c t a  m a t h e m a t i c a .  ~ 70. Imprim6 le 7 f~vrler 1939. 
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w VI. 

Sur certaines cat6gories de cycles primaires. 

29. Duns les paragraphes pr6c~dents, nous nous sommes pos~s, a priori, 

certains probl6mes relatifs aux cycles primaires ou secondaires des substitutions 

de n lettres; duns chaque cas, nous avons introduit une fonction g6ndratrice des 

hombres de substitutions, r@ondant s la question pos6e et les formules de r~- 

currence, propres au calcul de ces hombres, que nous avons 5tablies, nous ont 

constamment conduits, pour ces fonctions gdn~ratrices, ~ des dquations diffdren- 

tielles lin~aires du premier ordre, s'int~grunt immSdiatement par de simples 

quadratures. 

Nous abordons maintenan.t un probl~.me plus difficile et tout diff4rent, qui 

s'~nonce ainsi: ~tant donn~e une s~rie enti~re 

oo ~ n  

(28) p ( z )  = 

sutisfaisant s une dquation diffgrentielle lindaire du second ordre, de la forme, 

(29) P "  (z) = a' (z) P '  (z) + b" (z)P(z), 

dans laquelle a(z) et b(z) sont des fonctions g6n~ratrices de cycles, relatives 

des propri6tds A et B, et off les accents sont des indices de d6rivation, inter- 

pr6ter le hombre P,~, coinme d6nombrant les substitutions de n chiffres, qui 

appartiennent ~ eertaines families b~ d6finir. 

Remarquons tout de suite, pour ne plus y revenir, qu'il n'est pas n6cessaire 

ici que les propri~t~s A e t  B s'excluent mutuellement. Les cycles, auxquels elles 

s'appliqueront respectivement, se diff~rencieront par leur nature m~me, comme 

nous le verrons plus loin, et ind~pendamment de ce que peuvent ~tre les pro- 

pri~t~s A e t  B. Lu s~rie a(z)+ b(z) est mujor~e par - - 2 l o g  ( I - - z )  et non pus 

n6eessairement par - - l o g  ( I -  z). La fonction _P(z) reste ce que nous avons 

appel~ une fonction gdn4ratrice de substitutions, m~me pour a(z) ~- b (z) = -- log (i --z) 

et engendre; duns ce cas, le nombre des substitutions du t roupe sym4trique 

tout entier. 

Pour  plus de elart6, nous exposerons d;abord l'interpr6tation que nous uvons 

obtenue des nombres P~ et nous donnerons ensuite la d~monstration. Nous 

n'aurons affaire, duns tout ce paragraphe, qu'~ des cycles primaires. 
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Les n chiffres permut6s par une substitution S &ant I, 2, 3, . . .  n, d6composons 

S en cycles et appelons >>hauteur>> d'un cycle le chiffre le plus faible qu'il con- 

tienne; rangeons les cycles de 8, de gauche g droite, par ordre de hauteurs crois- 

santes, de sorte que 

(3o) s =  c,,c c  . . . .  c cocr . . .  c ; , c , < ,  

< a < f l <  . . .  < r l < O <  . . .  < / ,  < ~,. 

Les indices des cycles sont ici leurs hauteurs respectives et n 'ont rien g voir 

avec leur ordre; le chiffre le plus faible que contienne le cycle Ca est a et Ca 

contient sfirement le chitfre a. 

I et 2 sont les deux chiffres les plus faibles, parmi les n chiffres que per- 

mute S; nous d6signerons par a et a' les deux chiffres les plus faibles parmi 

ceux que permute S, une fois qu'on en a exclus les chiffres permutds par le cycle 

C1, c'est-g-dire les deux chiffres les plus faibles, parmi ceux que permute $6~-1; 

nous d6signerons par fl et fl' les deux chiffres les plus faibles, parmi ceux que 

permute SC71 6'71, et ainsi de suite. Nous dirons alors qu'un cycle Co, par 

exemple, appartient g la cat6gorie K1, s'il ne contient pas 0' et g la cat6gorie 

K.~, s'il contient 0'. Le dernier cycle "2 droite de (3o), savoir C~, est done de 

cat6gorie Ks, car il contient forc4ment v', sauf si C, est d'ordre I, auquel cas 

il est de cat6gorie K 1. 

Ces conventions admises, il est n6cessaire de prdciser les conditions initiales 

ddterminant l'int4grale (28) de notre 6quation diff4rentielle (29). Nous prendrons 

d'abord Po = ~ et P1 = aj. Dans ces conditions, nous allons d6montrer que Pn 

est 6gal au nombre des substitutions de n chiffres, dont t ous l e s  cycles de cat6- 

gorie /s poss~dent la propri&4 A e t  dont tous les cycles de cat6gorie Ks possg 

dent la propri&d B. Nous dirons, pour abr4ger, qu'un cycle est K 1, s'il appartient 

h, la cat6gorie /s et de m~me pour K s. 

La ddmonstration de cette proposition repose simplement sur la lecture atten- 

tive de la formule de r4currence 

(3 I) 

qui d6coule de (~9)e t  que nous avons 4crite, g dessein, sur deux lignes. 
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Nous supposerons que les chiffres permut6s duns P~,+2 sont I, 2, 3 , . . .  n +  2 

et que ceux, permut6s dans P~+2-i sont i + I, i + 2, . . . .  n + I,/2 + 2; de sorte 

que le dernier chiffre introduit, duns les substitutions d6nombr6es ou symbolis6es 

par P~, (suivant que l'on consid~re Pt~ comme un hombre ou comme un symbole 

indicuteur de cycles), est le chiffre I e t  non pus, comme nous l'uvions fair duns 

les paragraphes pr6c6dents, le chiffre re. I1 n'y a 1s qu'un simple changement 

de notations. 

L'6quution (31) nous montre comment, pour former Pn+2, on dolt associer 

le dernier chiffre introduit, I, aux chiffres pr~c4demment introduits, 2, 3 , . . .  n + I, 

n + 2, qui ont servi s former P~-I, P~, P~+I, . . .  �9 En nous r4f4rant s l'expres- 

sion (30), cette dquation (3 I) nous montre comment on forme le cycle de plus 

fuible hauteur, savoir le cycle C~. 

Nous voyons, par le premier terme ~ gauche de la premiere ligne, que l'on 

u d'abord pris le chiffre I tout seul, pour en faire uu cycle unit~, qui est un 

cycle A, puisque son symbole est a~. La condition initiale, P~ ~ a~, que nous 

avons admise, est donc n4cessaire; a~ peut 5tre ~gal s o ou ~ I, mais il faut 

que P1 ~ al. Les deuxi~me, troisi~me, . . . .  termes de la premiere ligne montrent 

qu'on a successivement associd, dans des cycles, le chiffre I non pus ~ des combi- 

nuisons des n + I chiffres restants, mais s des combinaisons de ces chiffres, apr~s 

qu'on en a exclus un chiffre, le chiffre 2. Ces cycles sont des cycles K~ et on 

leur a donn6 la propriTt6 A. 

La seconde ligne de (31) montre qu'on u pris le couple I, 2, contenant le 

chiffre 2, exclus de la premiSre ligne, pour associer I e t  2, duns des cycles, aux 

diverses combinaisons des ehiffres restants, 3, 4, 5 , . . - n  + 2. Ces cycles sont 

donc des cycles K2 et on leur a donn4 la propri4t6 B. 

Nous avons ainsi form4 le premier cycle s gauche, (~, de l'expression (3o), 

mais il faut que la m@me loi de formation air 6t4 respect4e, lors de la formation 

des autres cycles de la substitution S. Or, d'aprSs lu d4finition que nous avons 

donn6e des  cat4gories K~ et K~, c'est bien ce qui a lieu, car nous avons pris 

soin de ranger les cycles de S par ordre de hauteurs croissantes et, duns le cycle 

C,, ce sont les deux chiffres a e~ a', qui jouent, par rapport s l'ensemble des 

chiffres que permute lu substitution SC~ -~, le m~me rTle que les chiifres I e t  2, 

pur rapport s l'ensemble des chiffres que permute la substitution S. Le cycle 

C~ a doric 4t4 form4 suivant la m6me loi que C~. De m@me, ~ et #' 4rant les 

deux plus fuibles chiffres darts l'ensemble de chiffres que permute SC~ -~ C[ ~, le 
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cycle CI~ a, lui aussi, dr6 formd suivant la m~me loi que 6'1 et C~. Et  ainsi de 

suite. Notre proposition est doric d6montr6e. 

30. Nous l'avons 6noncde sous une forme susceptible d'6tre 6tendue im- 

m6diatement aux 6quations diff6rentielles du troisi~me ordre ou d'ordre sup6rieur, 

mais, clans le cas actuel d'une 6quation du second ordre, on peut d6finir plus 

simplement les cat6gories K1 et K,, Si, en nous reportant  s (30), le cycle C~ est 

/s il ne contient pas 7' et, par cons6quent, 0, hauteur du cycle Co, voisin de 

droite de C~, sera 6gal s 7'. Si, au-contraire, C~ est K~, il contient 7' et 1'on 

aura 0 > ~'. D'ofi la d6finitiou tr~s simple: 

Un cycle est K~, s'il ne contient qu'un seul chiffre inf6rieur K la hauteur 

du cycle plac6 imm6diatement s sa droite; un cycle es~ K~, s'il contient au 

moins deux chiffres infdrieurs s la hauteur du cycle plac6 imm6diatement h sa 

droite. De pins, le dernier cycle s droite est touiours K~, sau l  s'il ne contient 

qu'un seul chiffre, auquel cas il est K 1. 

3 I. Reste s interpr6ter Pn, lorsque les conditions initiales sont Po = o e t  

P I =  av La deuxi6me ligne de (3 I) montre alors qu'on supprime le terme 

b,~+2Po, c'est-~r-dire qu'apr~s avoir form6 le cycle C~, cycle de plus faible hauteur 

d'une substitution S, on doit le rejeter lorsqu'il contient routes les lettres 

permut6es par S, donc lorsque S est circulaire. I1 y a exception, toutefois, si S 

ne permute qu'une scale lettre; la deuxi6me ligne de (3 I) ne contient pas, en 

effet, le coefficient bl, symbole d'un cycle unit6 et, par suite, la formule ne 

prescrit pas d'exclure une substitution circulalre, lorsqu'elle est d'ordre I. En 

d'autres termes, dans l'hypoth6se Po = o, la substitution S n'est pas circulaire, 

moins de se r6duire "~ un cycle unit6. Une r6gle analogue a dfi @tre observ6e, 

lors de la formation des autres cycles de S; donc S C7-~ 1 n'est pas circulaire, 

moins de se rdduire ~ un cycle unitd; de m~me pour S Ci -~ C~-1,.... Finale- 

ment, les cat6gories K 1 et K~ sont d6finies comme pr6cOdemment, mais toute 

substitution S, darts laquelle le cycle C,, de plus grande hauteur, est d'ordre 

sup6rieur ~ l'unit6, dolt ~tre rejet6e. ,, 

32. Les explications d6taill6es que nous avons donn6es au-sujet de l'6qua- 

tion (29) nous permettront d'@tre beaucoup plus brefs, pour les dquations du 

troisi~me ordre. Elles sont de deux types distincts, le premier d'entre eux 6rant 

(32) /) '" (z) ~- a' (z)/)" (z) + 2 b" (z)/)' (z) + b'" (z)/)(z), 

chacune des s*ries est maior6e p a r - - l o g  et leur 

somme est major6e par --  3 log (I --z). L'6quation (32) entralne la formule r6currente 
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-Pn+3 -~ a~ P.+2 + (:)a~P,~+~ + .... + a.+~ P~ (33) 

En revenant ~ l'expression (3o) d'une substitution S, les cycles de S se r6partis- 

sent en trois eat6gories d6finies eomme suit. Soient I, e, 3 les trois plus 

faibles chiffres permut6s par S; a, a', a", les trois plus faibles ehiffres permut6s 

par S 6~ l, . . . .  O, 0', 0", les trois plus faibles ehiffres permut6s par S C~-~ 1 C~ -1 . . .  @i ,  

et ainsi de suite; le cycle Co est un cycle /{1, s'il ne contient ni 0', ni 0"; 
e'est un cycle Ks, s'il eontient O' ou 0", mais non pas O' et 0"; c'est un cycle 

K~, s'il contient 0' et 0". Le cycle de plus grande hauteur C, est toujours un 

cycle K~, s moins qu'il ne contienne que deux chiffres et c'est alors un cycle 

K s, ou s moins qu'il ne contienne qu'un seul chiffre et c'est alors un cycle K 1. 

Examinons les conditions initiales. On peut avoir Po ~ o ou P0 = I. On 

a ndcessairement, comme pour (29), et pour la m~me raison, P1-~ av Autre- 

ment dit, un cycle d'une lettre est A. D'apr~s le premier terme de la seconde 

ligne de (33), un cycle d'ordre 2, s'il est K2, est ndcessairement un cycle B. 

D'autre part, Ps, consid6r6 comme un indicateur de cycles, peut contenir un 

terme en a~, qui reprdsente deux cycles unit6s A; mais P~ ne peut pas contenir  

de terme en b~, puisqu'un cycle unitd est A. Pe ne peut pas non plus contenir 

de terme as, car le cycle de plus grande hauteur peut ~tre d'ordre 2 et c'est 

alors un cycle K,~; or comme nous venous de le voir, un cycle Ks, d'ordre 2, 

est un cycle B. On peut done avoir soit P~ ~ a~, soit P~-~ b,~, soit /)~ ~a~ + b 2. 

Prenons les conditions initiales Po = I, P1 = al, P~ ~ a~ + b~; alors P~ est 

le nombre des substitutions du groupe symdtrique de n chiffres, darts lesquelles 

tous les cycles /{1 sont A, t ous l e s  cycles /{9 sont B et tous les cycles K~ sont C. 

33- Si l'on fair Po-~ o, on verra, par l'examen du dernier terme ~ droite 

de la troisi~me ligne de (33) et en raisonnant comme nous l'avons fair pour 

l'~quation (29), que route substitution S, darts laquelle le cycle de plus grande 

hauteur est d'ordre supdrieur s 2, doit ~tre re.]et4e. 

Faisons -P2 = be; nous 6cartons done le terme a~, qui reprdsente deux cycles 

unitds. Eu examinant le dernier terme de la premiere ligne de (33)e t  en 

appliquant ce principe que tout raisonnement fair sur la substitution S, tout 
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enti~re, dolt ~tre rdp~td sur les substitutions ant~rieurement form6es, S C-~ 1, 
S CT -1 C~1, . . . ,  nous concluerons que si C~., C~, 6~ sont les trois cycles de plus 

grande hauteur de S, i < /~  < v, et si, Ci 6tant K~ C~ et (~ sont tous deux 

d'ordre I, la substitution S doit 6tre rejet~e. En d'autres termes, si l'expression 

(30) se termine s droite par CA Cz Cz', off 4' et Z" sour, comme il a 6t~ convenu, 

les deux plus faibles chiffres, sup6rieurs s 4, parmi les chiffres que permute ce 

groupe de trois cycles, et si Cz et CA,, sont d'ordre I, la substitution S dolt 

~tre rejet~e. 

Faisons, enfin t)2 = a~. Alors, si les deux cycles de plus grande hauteur 

d'une substitution S sont C, et C,., /~ < ~, C~ ~tant un cycle K~ et C~ un cycle 

d'ordre 2, S doit ~tre rejet~e. Pour qu'il en soit ainsi, il suffit que v==~'  et 

que C~ soit d'ordre 2. 

34. Le deuxi~me type d'6quation diffdrentielle du troisi~me ordre est 

(34) / ) " '  = (z) / )"  + (z)/) '  + 

Avee les notations du numdro 3 z, un cycle quelconque Ca est K~, s'il ne contient 

ni 0', ni 0"; il es~ K2, s'il contient 0' et non 0"; il est K 8, s'il contient 0' et 0". 

Dans le cas actuel, cette d6finition peut ~tre simplifi6e. Soit C; le cycle situ6 

immddiatement s droite de Co; alors Co est K 1, s'il contient exactement un 

chiffre inf6rieur s .~ et alors ~-0';  il est K~, s'il contient exactement deux 

chiffres inf6rieurs s ~, et alors ~-~ 0"; il est Ka, s'il contient au moins trois 

chiffres inf6rieurs ~ ~. 

L'interprdtation 'du hombre P,~ est la m~me que pour l'~quation (32) et les 

diverses conditions initiales s'interpr~tent aussi de la m~me faqon. 

I1 y a lieu de remarquer que, pour a ~ : b ~ : c ~ : ( ~ - -  ~)!, ( v :  ~ , z , 3 , . . . . )  

c'est-s pour a(z)= b(z): c ( z ) = -  l o g ( ~ -  z), aucune int6grale de l'6quation 

(34) n'engendre, par son d6veloppement en s6rie, la totalitd des substitutions du 

groupe symdtrique. Effectivement aucun cycle Co, contenant les chiffres 0 et 0", 
sans contenir le chiffre 0' n'a 6td form~. Un tel cycle n'appartient ~ aucune 

des cat6gories K s, K~, Ka, que d6finit l'~quation diff6rentielle (34). En conse- 

quence, si une substitution S contient un cycle de cette nature, elle dolt ~tre re]et6e. 

35- Les dquations du quatri~me ordre seront de neuf types diff~rents, 

~(" (z) = a' (~)/)'" (~) + gb" (z)/)" (z) + he'" (z)/)' (z) + d~')(z)/) (z), 

les coefficients g et h pouvant chacun prendre les valeurs I, 2 on 3. Seule 

l'~quation correspondant s g = h = 3  aura, pour 
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a (z) = b (z) = c (z) = d (z) = -- log (, -- z), 

une intggrale engendrant  tout  le groupe sym4trique. La  d4finition des cat6gories 

de cycles K1, K,,  K s e t  / ~  s 'obtiendra par une g6ndralisation 6vidente de ce qui 

a 6t6 fair pour les ~quations du deuxibme e~ du troisibme ordre. Les conditions 

initiales seront: 

~ 0 = O  OU / ) 0 =  I, 

~1 = ~1: 

P ~ = a ~  + 3a lb~  + e3 ou P s = a ~ o u / ' 3 = 3 a l b - 2 o u P ~ = e 3 o u / ) 3 = a ~ +  3 a l b ~ o u  

P~=a~§ 3 o u P a = 3 a l b . ~ + c  3. 

En  tout,  il y aura 42 syst~mes distinets de conditions initiales. Comme l 'dquation 

diff6rentielle ne poss~de qu e quatre int~grales ind@endantes,  il existera des 

relations lindaires entre les hombres P~ correspondant "2 5 systSmes diffdrents de 

conditions initiales. Une remarque analogue s'applique d6j~ au cas de l'4qua- 

t ion du troisibme ordre, pour laquelle il existe trois intdgrales ind@endantes  

et  six systbmes diff6rents de conditions initiales. 

36. Consid~rons l '6quation diffdrentielle 

(35)  ~," (.~) = ~ ~ (~). 

Le coefficient un de l'int~o'rale 

pour laquelle u 0 ~ I et u~ - - - - -  o, est 6gal au hombre des substi tut ions de n lettres, 

qui n 'on t  aucun cycle de catdgorie /s et dont  tous les cycles de cat6gorie K~ 

sont monotones.  

L 'dqua~ion  (3 ~) 

forme symbolique, 

donne d'abord une formule de r~currence qui s'dcrit, sons 

~ , ~  = (u + 1)". 

De plus, si, dans (35), on fair le changement  de variable e ~ ~ x et le change- 

ment  de fonction u(z)~ v(x), la transform6e est une ~quation de Bessel 

v" (x) + v' (x) - ~, (x) = o .  

Les int~grales en sont bien connues; en y remplacant  x par e ~ et en ddveloppant 
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les exponentielles, on obtient l'expression des nombres u,~ au moyen des belles 

s6ries infinies suivantes. Soit 

~n  

~" = 2 ;  ( ~ ! ) s ,  

011 

|  I~ v'~ 

~ = ~ ,  ~+_~+!+...+;1~,,,~ 3 

Un ~ 80 8~ - -  nr'~ 1 8n- -a  + 2 (81 O'n ~ (7 a ,%). 

Cette 6quation, qui permet d'exprimer a,~ en fonction lin6aire de s , ,  de s , ~ - i  et 

du hombre entier u , ,  se r6duit, pour ~ ~ o, ~ une relation connue; mais, pour 

n > o, il semble qu'elle soit nouvelle. 

37. Indiquons encore le r6sultat suivant: les cat6gories K 1 et Ks 6rant 

celles qui sont relatives s une 6quation du second ordre, le hombre Sn des subs- 

titutions paires de n chiffres et le nombre T~ des substitutions impaires de ~ 

chiffres, dont t o u s l e s  cycles /(1 ont la propri6tg A e t  dont t o u s l e s  cycles K s 

ont la propri6t6 B, ont respectivement pour fonctions g6n6ratrices 

~ .  . (~) + �9 ( -  ~) 

?l--O 

~n a ( ~ )  _ ~ ( _  ~) 

~ 0  " 

off a(z) et ~(z) sont respectivement les int6grales des ~quations 

. "  (~) = ~' (~) o' (~) + ~" (~) a (~), 

~" (~) = _ ~, (~) ~' (~.) - 5,, (~) ~ (~), 

satisfaisant aux conditions initiales 

(~(O) ---- I~ (7' (O) - -  ~1~ 

( )  ' ( )  T O ~ I ,  T 0 ~ - - a  1, 

w VII. 

Applications diverses.  

38. Les upplications qui suivent s'obtiennent facilement par la consid6ra- 

tion des polyn6mes indicateurs de cycles. Soit F ~  ( a l ,  a2 . . . .  h i ,  bs ,  . . . c~, cs,  . . .) 

3 7 -  38333.  Acta mathematica. 70. I m p r i m 6  ]e 8 f~vr ie r  1939. 
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ou, plus bribvement, F~(a, b, c) l 'un de ces polynbmes, relatif aux substitutions 

de n lettres, dont les cycles, qui peuvent ~tre des cycles primaires ou secondaires 

ou d'esl~ce plus 61ev~e, possbdent des propridt6s A, B o u  C. Les divers termes 

de F~ sont de la forme 

Mz grant un certain coefficient num~rique. Le nombre des cycles d'ordre i, 

jouissant de la propri~t6 A, dans les substitutions semblables entre elles, repr~sent~es 

par T~., est ~videmment ar et, par suite, le nombre r (n , i ,a)  des cycles 

A, d'ordre i, dans les substitutions de n lettres, repr~sent~es par 1~ est 

(36) v (n, i, a) = ai 0 a--i" 

Supposons, en particulier, qu'il s'agisse de cycles primaires et que la fonc- 

tion g6n~ratriee de F~ soit de la forme 

(37) ~ [a (~), b (~), ~ (~)] = y ,  r,~ (~, b, ~) ~A~. 
7 ~ 0  

d6signons respectivement par 1,'~, _~ et /~  les ddrivdes partielles de la fonction 

�9 '(u,v,w), par rapport ~ u, v et w. On aura, d'apr~s (35), 

z i  ~ z n  

~ 0  

puisque Oa(z)/Oai=z~/i! et le nombre total 

(38) v (n, a) = ~ ,  (n, i, a) 
i--1 

des cycles jouissant de la proprigt~ A, dans les substitutions repr~sentSes par 

F,, aura pour fonction g~n@atrice 

~n 

(39) ~ ~ (., a) ~ = 
~ 0  

a(z)F1 [a(z),b(z),c(z)]. 

I1 est clair, en effet, que les termes en z n+l, z n + 2 , . . ,  dans le facteur a(z) du 

second membre, n'influent pas sur le coefficient v(n,a) au premier membre. 

D'une mani~re analogue, la somme 
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(40) ~ (,,, a) = y ,  i .  ( . ,  i, a) 
i ~ 1  

aura pour fonct ion g6n6ratriee 

~ n  a p 

(4I) Z o (n, a) ~. = z (z) F 1 [a (z), b (z), c (z)]. 

Nous  d6finirons l 'ordre moyen tt(n,a) de tous les cycles, jouissant  de la 

propri&6 A, dans les subst i tut ions repr&ent6es par F~,, par  la formule 

( 4 2 )  o ( . ,  a) = ~, (,~, a) ,, (,,, ~). 

tt(n,a) est done le quot ient  du terme en z ~, dans le d6veloppement (4I), par  le 

terme en z", dans le d6veloppement (39). 

L 'ordre  moyen #(n) de t o u s l e s  cycles primaires, dans les subst i tut ions 

repr&ent4es par /~,,, qu'ils soient indiff6remment des cycles A, des cycles B ou 

des cycles C, serait  d6fini p~r 

(., ~) + ~ ( . ,  b) + .  (,~, ~) = ~ (.) [~ (., ~) + ~ ( . ,  b) + ~ (,,, ~)]. 

Si le polyn6me indicateur F,,, est relatif  g des cycles d'espbce sup4rieure g 

la premibre, le caleul ci-dessus devra 8tre modifi6, parce que la fonct ion g6n~ra- 

trice de F,, n'affectera cer ta inement  plus la forme (37), mais la formule (36) 

reste valable dans tons les eas. 

39. Dans le groupe sym6trique de degr6 n, on a a (z) - -  - -  log ( I -  z), 

b (z) = c (z) = o, et  le hombre total  des cycles primaires est, d'aprbs ce qui pr&Sde, 

d 'autre  par t  

( i) [ + [ + . . . +  ; 
V(r = ? t !  I "}- 2 3 

(n)  = n .  n ! ,  

de sorte que l 'ordre moyen d 'un cycle est 

~nj = I I ~ log n '  
Irk - + - . . + -  

2 'tt 

le signe ~ signifiant une ~,galit6 asymptot ique et il nous semble bien remarquable  

que l 'expression du troisi~me membre soit, elle-mSme, asymptot ique au hombre 

des hombres  premiers, inf6rieurs ou 6gaux g n. 
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D6signons par v' (n, i), v' (n), a' (n), re' (n), les nombres, d6finis comme v (n, i), 

(n), a (n), tt (n), mais relatifs aux cycles secondaires. En ayant  recours s (36) et  

en se rappelant  la formule (18) du w V, on d6montre faci lement que 

~'(~/' I ) = ~ '  "J- 2(7~')( ~ "{- I- 3V''' "~ I ) 3  

et que, pour  i :  2, 3, . . .  n -  I, 

~,' (~, i) = "! ( 
7 i  

\ 

+ I  i + 2  ' ' 

car il n 'y a pas de cycles secondaires d 'ordre n, dans les subst i tut ions de degr~ n. 

Apr~s quelques calculs, on t rouve alors 

a ' ( . )  = n . . !  

~' ( ')  - " ! z ,  ( ' )  + '~!z`.  ('), 

off 7a (n) et 7, (n) ddsignent respect ivement  les coefficients de x et de x ~, dans 

le d6veloppement de 

L 'ordre  moyen des cycles secondaires des subst i tut ions de n lettres est, par  suite, 

zl (-) + r~ (-) 

et son expression asymptot ique s 'obtient  en remarquant  que, pour n - - ~ ,  

C ~ 
= n - ~  [~ + 7~ b~) x + 73 (~) x ~ + ]  = ~ + C x  * - - - -  s_~ x~ + " ,  

r ( x  + ~) ' 2 

off s ` .~  ~ / 6  et off C est la constante  d'Euler. On a ainsi 

re' (n) ~ log`. n + 2 (I + C) log n'  

de sorte que le quot ient  de l 'ordre moyen des cycles primaires par l 'ordre moyen 

des cycles secondaires, dans le groupe symdtrique de degr6 n, augmente asymp- 

to t iquement  comme log] /n .  

On observera que a'(n)= a(n). Or, les cycles tert iaires sont dans le mSme 

rappor t  avec les cycles secondaires que ceux-ci avec les cycles primaires; on voit 

donc, en proe~dant par  induction, que la somme a(n), ~tendue aux cycles de 
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p-~me esp~ce de routes les substitutions de ~ lettres, est un invariant; sa valeur 

constante, ind~pendante de p, est n-n! .  

4o. En ggngralisunt ce qui prgc~de, on pourrait d6terminer l 'ordre moyen 

des cycles de p-~me esp~ce. Bornons-nous s donner les dldments du calcul 

effectuer. Soit ~p(u,i) le nombre des cycles de p-~me espSce et d'ordre i, conte- 

nus dans routes les substitutions du groupe sym~trique de degr~ n e t  soit 

la fonction g6n~ratrice de ce hombre. D'apr~s le num~ro 28 du w u on aura 

0 

si, dans le second membre et aprSs differentiation, on pose ai = ( i -  1)!, c'est-k- 

dire a (z) = ~ log (1 -- z). I1 y a alors s distinguer le cas des cycles du premier 

ordre, i = 1; de celui des cycles d'ordre supSrieur au premier, i >--2. 

Pour  l e  premier ordre, vp(n, I) est le coefficient de x ~-1 clans le d~veloppe- 

ment de Maclaurin de l'expression 

I 
i - [z  (2 + x ) ( 3  + + - 

Pour l'ordre i--> z, on a: 

si n <  i, ~p (n , i )=o ,  (p = 1 ,  2, 3, . . . .); 

si n = i ,  v~ (i, i) ~- (i - -  I)! et V p ( i , i ) : o ,  (p~-~2,3,4 , . . . ) ;  

s i n  > i, v~ (n, i) est le coefficient de xp-1, duns le d6veloppement de l'expression 

( i -  I)!(i + I "~ X)(i  -l- 2 "t- X ) . . .  (n "~ X). 

De plus, ~p(n, i )  est nul si ~ _< p. 

41. Indiquons encore qu's l'aide de la premiere 6quation (13) du w III ,  on 

trouve, pour le nombre a(n) de tous les cycles primaires contenus dans les subs- 

titutions du groupe altern6 de n lettres, la valeur 

on en d6duit imm6diatement te nombre de t o u s l e s  cycles des substitutions 

impaires, puisqu'on connalt le hombre total des cycles contenus dans le groupe 

sym6trique. 
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42. Comme application du w VI, consid6rons les cycles /s eL K~, d6finies 

par l ' int@rale de l 'dquation diff6rentielle (z9), qui satisfait  aux conditions initiales 
p '  P(o) = I, (o) = a 1 et cherehons d'ubord le hombre P~ des substi tutions de n 

letLres qui ne cont ienuent  pus de cycle K~ et dont  les cycles Kt  sont quelconques. 

I1 suffit, duns (29), de faire b ( z ) =  o, a (z) = -- log (I - z), pour trouver P ( z ) =  

---~ I - - l o g ( I  --z) ,  d'ofi P n = ( ~ ? - -  I ) ! .  

On aura  de m~me le nombre Q. des substi tutions de n letLres, qui ne con- 

tiennenL pus de cycle K~ et dont  les cycles K~ sont quelconques, en int6grant  

l '6quation Q " ( z ) =  (I - z) -2 Q(z), avec Q(o) --  I, Q'(o) = o. On trouve ainsi 

c~ 
~ ( ~ -  ~) ( ~ -  ~ + ~) + U 2 ~ f f ( ~ -  ~)... ( ~ - ~  + ~), ( - -  I )"  Q n - -  ~ _  a , . .  

off a et fl sont les rneines de a ~ -  a - -  I ~ O. Pour  le ealcul des hombres P . ,  

on se servira plus commoddment de la formule de r6currence 

Q,,+~ = 2 .  Q.+~ - ( ~  - .  - I )Q, , ,  

qo=I,  Q~=o, q~=I,  Q~=z, Q ~ - 7 , . . .  

Enfin, le nombre des substi tut ions de ~ lettres, dont  les cycles K t sonL tous 

du premier ordre et dont  les cycles K~ sont tous du second ordre, est 6gal ?~ 

Rn, Rn ~tant le terme d'indice n de la suite de Fibonacci , / to  = I, B 1 =-: I, . . .  Bn = 

R,~-I + R.,~-~. 

43. Je  eherehe main tenant  l 'ordre moyen des cycles K~, dans le groupe 

sym6trique de ~ lettres. Je  d6signerai par k~(n, i) le nombre des cycles d'ordre 

i eL par K~(z, i) sa fonct ion ggn~ratriee 

-~ . Z n 

K1 (z, i) = ~ k, (,~, ,) ~ . .  
~t=0 

Je  poserai, de plus, 

~, (.) = ~ kl ( . ,  i ) ,  
i = 1  

i = 1  

et l 'ordre moyen Xt(n) sera, par ddfinition, le quotient  de ~,(n) par kl(n). Les 

mSmes lettres k, K, ~ et X ,  affeet6es de l 'indiee 2, seront relatives s la cat~- 

gorie K~. 
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Les valeurs initiales des hombres k l(n, i) sour: 

pour i = I, kl (1, I) = I ,  

p o u r / >  I, kl(I,  i ) = 0 ,  

celles des nombres k~(n, i) sont: 

p o u r / =  I, k o(I, I ) = 0 ,  

p o u r i = 2 ,  ke(2, I)----0, 

p o u r i > 2 ,  k.a(I, i ) = o ,  

]q(2, I ) = 2 ,  

/q (2, i) = o; 

k~ (2, I) = o,  

k~ (2, 2 ) =  I, 

~,, (~, r  
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de l'6quation diff6rentielle 

(43) K~' (z, i) I K~ (z, i) 
I - - Z  

satisfaisant aux conditions initiales, 

p o u r i = I ,  K;(o, I ) - l ,  

p o u r i >  I, K~(o, i ) = o ,  

L'6quation 
+ B (I -- z) -1 , 

I 2 d-1 
(1 __z)~KI[Z,[ 4 ) ~  ( I - - Z )  ~' 

Kl(O,  1)=~ 2, 

K;'(o, i) = o.  

suns second membre uyant, pour int6grale g6n6rale, d ( I - - z )  

la m6thode de la variation des constantes A et B donne facile- 

ment une int6grale particuli~re de (43) et l'on obtient ainsi les r6sultats suivants: 

Pour i = I, 

d'ofi 

(44) k, (n, I) = n !, 

I - - Z  

ce qui devait ~tre, puisque les cycles unit6s appartiennent g la cat6gorie K 1 . 

Pour i = 2, 
- -  I I K,(~,  2 ) =  I 3~'  2 z  + ~ ( i  - - ~ ) l o g - - ,  

4 I - - z  I - -Z  

Si nous supposons qu'g l'aide de la r6currence, d6duite de (29), nous ayons 

form6 l'indicateur de cycles P,~(al, a2 . . . .  b~, b~, . . . ) ,  nous devrons, pour obtenir 

0 
k*(n, i) et en vertu de (36), appliquer l 'op&ateur a i - -  g P~ et faire ensuite 

O ai 

d 0 
a i=  b~=( i - - I )1 .  En tenant compte du fair que les op6rateurs ~ et ar ~ sont 

permutables, on obtient donc la fonction g6n6ratrice K~ (z, i) comme l'int6grale 
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d'ofi 

Pour  i > 2, 

k~ ( . ,  2) : x_,, ! _ _~ ( .  _ 2 ) ! .  
4 2 

K1 (z, i) - -- 
/ - -  I 3 g 2 -  2z  i - -  I (i __Z) lOg(i __Z ) 

4 I - - Z  2 

z3 2, 4 
i - - 1  i 2 2 

- - + - - +  
I - -Z  �9 "3 "3"4  

d'ofi 

: ~n! (~ - 2)t (45) k 1 (., i) I ~-- I 
27, 2 

. §  zi ] 
~ - ~ ) ( i -  , ) i  ' 

et l 'on voit que le cas de i : 2 rentre duns le cas g6n6ral (45). 

En par tant  des 6galit6s (44) eL (45), une sommation facile donne alors 

~ ( I +_I + . ,  + I)  I 

L'ordre moyen des 

asymp~oHquement, 

Xl (n) : 4 ~, + I 

cycles /61, duns le groupe sym6trique de degr6 n e s t  doric, 

2 
X l(n) ~ 31~ n 

On aura, de mSme, pour la cat6gorie Ke, 

]r I ~ ' (  I § I + -! §  I ) 2  3 - - ; ~ ! , I  

I n!(2~g--  I), 

x~ (.) = 4 
3 2 

et., asymptoHquemenL 

2 n - - I  

I + -  + ' ' ' +  --I 
2 

X~ (n) _ 4 n 
3 log n 
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En nous repor tant  s l 'ordre moyen !t(n) des cycles de toutes les substitu- 

tions, suns distinction de cat~gorie, nous voyons que u(n) est usymptot iquement  

la moyenne ari thm6tique de X l(n) et de X~(n). 

44. Enfin, une m~thode analogue ~ celle du num6ro p%c6dent donnerait ,  

pour le nombre total  a 1(~) des cycles K1, contenus duns te groupe Mtcrnd de 

deg% n, l 'expression 

I y~!(i  + I -Jr ' ' ' '  ~- I )  I 

( , , i , )  
@ ( - -  I) n (~t - -  2)[ I . . . . . . .  

2 3 4 n - - 2  

et, en se reportant  au num6ro 4I,  on d~terminerait ,  sans peine, le hombre ct 2 (n) 

des eycles K~ eontenus dans le groupe altern6 Mnsi que les n0mbres fll (n) et 

fl.~(n) des cycles K 1 et K s, eontenus dans l 'ensemble des substi tut ions impa.ires 

de n lettres. 
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