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Entwicklungssiitze, wie sie die vor hundert Jahren erschienenen grundlegen-
den Abhandlungen von Sturm [1'—(3] und Liouville '1'—4' inaugurierten, sol-
len in dieser Arbeit mittels der von Lichtenstein nach dieser Richtung aunsgebil-
deten Analysis unendlich vieler Variablen auf Reihen nach den Lisungen eines
Eigenwertproblems ausgedehnt werden, das aus der Theorie der zweiten Varia-
tion beim Problem von Lagrange entspringt: das »polar» mit dem Eigenwert-
parameter versehene, ebenfalls vor hundert Jahren entdeckte Jacobische lineare
kanonische Differentialgleichungssystem nebst allgemeinen selbstadjungierten Rand-
bedingungen (»reguliren> Kndbedingungen und einer --- unter Umstinden eben-
falls mit dem Parameter behafteten -— Transversalititsbedingung, in der Nor-
malform von Morse, vgl. (11.4), (17.2)). Der (regulire) Ausgangsextremalenbogen
kann dabei eine beliebige Carathéodorysche Klasse haben, genauer gesagt eine
beliebige, mit Riicksicht auf die Transversalititsbedingung verstandene Anomali-
titsordnung im Sinne von Hestenes, vgl. 3.

Den typischen Spezialfall fester Endpunkte habe ich (2. in dem 1935 zum
Andenken an Lichtenstein von S. Dickstein herausgegebenen Band 43 der Prace
Matematyczno-Fizyezne behandelt. Dort bin ich auf das eine berithmte Unter-
suchung von H. A. Schwarz fortsetzende Werk von Lichtenstein [1—{7], soweit
es die in Frage stehende Methode und ihre Anwendung auf die Variationsrech-
nung betrifft, auf einige wenige frithere in derselben von Hilbert gewiesenen
Richtung gehende Arbeiten (M. Mason, W. de Wese Cairns, R. G. D. Richard-

son) und auf unmittelbar anschliessende, von Lichtenstein angercgte Disserta-
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tionen (H. Geiringer, H. Boerner [1]) einerseits, auf eine Trefftzsche Betrachtung
zur Schwingungstheorie [1] und auf neuere Literatur zum Lagrangeschen Pro-
blem (Carathéodory [1]—[4), Radon [1], [2], Bliss [2], [3], Morse [1]—[3], Reid
(1]—(3], Hestenes (1|} andererseits eingegangen. Die zitierten amerikanischen
Arbeiten' behandeln immer gleich allgemeine Randbedingungen. Ausser ihnen
nenne ich nur die mir jetzt zuginglich gewordene Dissertation von Cope [1],
sowie die an Lichtenstein anschliessenden, allgemeine Randbedingungen behan-
delnden Arbeiten von Boerner [2], [3] und verweise im iibrigen auf den Bericht
von Reid (5], der den Encyklopidieartikel von Hilb [1] in Richtung der allge-
meinen Randwertprobleme der Variationsrechnung ergiinzt.

Die der Theorie der zweiten Variation beim allgemeinen Problem von Lagrange
hier zuniichst zugrunde gelegte Randwertaufgabe bietet zwar (im Gegensatz zu
dem meist — ich nenne nur Bliss [2], [4], Morse [2], Courant [2] — behandel-
ten definiten Fall) den polaren Fall, der nur noch von wenigen, etwa Haupt
(1], [2], Anna Pell Wheeler [1], Langer [1], [2] studiert worden ist, ist aber nach
dem von Lichtenstein [7] gegebenen Vorbild moglichst einfach gewiihlt; sie ist
in der allgemeineren von Reid [2] auf die Existenz von Eigenwerten hin betrach-
teten Klasse von Aufgaben als eine spezielle enthalten, die aber den Vorzug
hat, sich vollstindig behandeln zu lassen. Der eingefithrte Parameter erscheint
bei vielen mechanischen Anwendungen als sehr naturgemiiss (Quadrat der
Schwingungsfrequenz, Knickwert, vel. Trefftz [1], [2]), was bei dem an sich
denkbar einfach in einem additiv hinzutretenden Glied enthaltenen Parameter
des von Bliss (1], Cope [1], Morse [1], [2] benutzten akzessorischen Randwert-
problems vielleicht nicht in demselben Masse der Fall ist. Es ist iibrigens zu
bemerken (mit Reid [5], S. 646), dass selbst dieses schon im Fall eines wirklichen
Lagrangeschen Problems mit Nebenbedingungen mnicht mehr »definitely self
adjoint> im Sinne von Bliss [2] ist (wie Cope annimmt), so dass auch nicht der
Blisssche Entwicklungssatz unmittelbar zur Anwendung kommen kann, der iiber-
dies das Vorhandensein von ersten Ableitungen des zur zulissigen Funktion ge-
hérigen Impulses erfordert. Letzteres gilt auch von den nur unter recht uniiber-
sichtlichen Voraussetzungen giiltigen Entwicklungssiitzen, die Reid [2] auf der
Blissschen Grundlage behandelt hat — iibrigens ohne aus ihnen etwas fiir die
Entwicklung der (von vornherein als positiv definit vorausgesetzten) zweiten Varia-
tion etwas zu folgern.

! Damals wiire auch Hickson [1] zu erwihnen gewesen.
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Die Aufstellung und gegebenenfalls die Feststellung der gleichmissigen
Cauchy-Konvergenz solcher Reihenentwicklungen sind gerade Hauptziele dieser
Arbeit. Sie ist absichtlich, sogar in der Numerierung der Abschnitte — abge-
sehen von den drei letzten — parallel zu meiner fritheren, auf feste Endpunkte
beziiglichen Arbeit [3] gehalten, deren einfachere Uberlegungen so, wenn er-
wiinscht, als Vorbild dienen kénnen; direkt verwiesen wird auf sie nur fiir einige
wenige Betrachtungen, die sich bei der Verallgemeinerung nicht indern.

Nachdem in 1 das Hilfsmittel der Greenschen Formeln bereitgestellt, in
2 der zugrunde liegende Funktionenbereich der zulissigen Funktionen der Klasse
D' im Sinne Bolzas [1] abgegrenzt und fiir sie das zu berechnende Funktional
der zweiten Variation erkldrt ist, haben wir als Hauptvorbereitung das System
der Koordinatenfunktionen, nach denen die zuldssigen Funktionen zunichst ent-
wickelt werden sollen, unserem Randwertproblem anzupassen. Dazu gehort die
Begriffsbildung der mnormalen FEigenfunktion, erst mal bei einem vereinfachten
kanonischen System, 3, weiter, 4, b, — gestiitzt auf Untersuchungen von Bliss
[2] — die Einfiihrang des Greenschen Tensors (im erweiterten Sinn) und insbe-
sondere seines (auf Grund der von Hadamard [1], Carathéodory [4], Radon [2]
systematisch benutzten kanonischen Struktur der Differentialgleichungen abzu-
trennenden) wesentlichen Teiltensors H;;, eines Kernes, mittels dessen sich jede
(zu den normalen Eigenfunktionen des Parameterwertes o orthogonale) zulissige
Funktion der Klasse D’ durch ihren Impuls quellenmiissig darstellen liisst.

Die Fourierentwicklung dieser zuldssigen Funktionen nach den Eigenfunk-
tionen des vereinfachten kanonischen Systems folgt dann in 8 nach einem E.
Schmidtschen Satz daraus, dass Koordinatenvektor und Impulsvektor einer sol-
chen Eigenfunktion zusammen ein Paar adjungierter Eigenfunktionen eben des
unsymmetrischen Kerns Hj; bilden, 7.

In diesen allgemeinen Zusammenhang, den Hilbert (1], wie Hellinger erinnert,
gelegentlich angedeutet hat und den ich im Bericht iiber meinen Vortrag auf
der Stuttgarter Tagung der Deutschen Mathematiker Vereinigung formuliert habe
(4], ordnen sich die Untersuchungen ein, die Trefftz [1], [2] fiir die schwingende
Saite und den schwingenden Stab angestellt hat. Ahnliches wie Trefftz hat
Hamel in einem nicht gedruckten Vortrag [1] bekannt gegeben; darauf bezieht
sich Priifer (1] in seiner Herleitung der Sturm-Liouvilleschen Reihenentwicklung,
die auch Kamke [1] in seinem Lehrbuch iiber Differentialgleichungen darstellt.
Hamel selbst kommt in seinem eben erschienenen Buch iiber Integralgleichungen
[2], 8. 117—120 auf seine Bemerkung kurz zuriick.
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Vermoge der damit allgemein gewonnenen Fourierentwicklung zuliissiger
Funktionen der Klasse D’ nach den Eigenfunktionen des vereinfachten kanoni-
schen Randwertproblems — letztere bilden das zu verwendende Orthogonalsystem
der Bezugsfunktionen -—, insbesondere vermoge einer in 9 hergeleiteten Voll-
stindigkeitsrelation ist aber die Zurickfithrung des zur zweiten Variation geho-
rigen »Lichtensteinschen» FKigenwertsproblems auf die Hauptaxentransformation
einer vollstetigen quadratischen Form von unendlich vielen Variablen (den Fourier-
koeffizienten) gegeben, 10, ebenso die Entwicklung der zweiten Variation, 13,
und die Fourierreihe einer zulissigen Funktion der Klasse D’ nach den Eigen-
funktionen des zuletzt genannten Problems, 16, die in 11 ermittelt, in 12 auf
ihre Minimumseigenschaft hin untersucht werden. Das ist eine Ubertragung
der Lichtensteinschen Betrachtungen, die im Grossen und Ganzen dieselbe ist
wie fir feste Endpunkte. Jeder Extremalen kann nun, 13, chne weiteres eine
Typenzabl (Index) zugeordnet werden: die Anzahl der (mit ihrer Vielfachheit ge-
rechneten) positiven' Eigenwerte < 1. Fiir festen Endpunkt des Extremalen-
bogens wird in 14 ein direkter Beweis dafiir skizziert, dass dieser Index gleich
ist der Anzahl der (mit ihrer Vielfachheit gerechneten) Brennpunkte (im Sinne
Carathéodorys [3]) der durch die Anfangsmannigfaltigkeit gegebenen feldartigen
Extremalenschar, was die Jacobische Bedingung enthilt, 14. Solche und allge-
meinere Beziehungen (fiir Variationsprobleme mit Nebenbedingungen freilich
vorliufie nur a»ngekijndigt von Morse, Hestenes, Reid, vgl. dessen Bericht [5])
verdankt man Morse {2}, der einen Begriff des Index zuerst eingefithrt hat; dieser
stimmt mit dem aus der Lichtensteinschen Theorie zu folgernden iiberein, wie
man, vgl. 19, ganz leicht mittels eines Schlusses sieht, den Birkhoff und Heste-
nes [1] bei ihrer allgemeinen Theorie benutzen. Weniger vollstindig ist das
Resultat bezgl. des Kriteriums fiir Abgeschlossenheit, 15. -

Um schliesslich zu den iblichen Eigenwertproblemen iiberzugehen, bei denen
der Higenwertparameter nur in den Differentialgleichungen vorkommt — nicht
wie bisher auch in den Randbedingungen (der Transversalititsbedingung), hat
man das Lichtensteinsche Verfahren nur nochmals anzuwenden und eine in den
Koeffizienten der zuletzt gewonnenen Fourierentwicklung gebildete vollstetige
quadratische Form auf Hauptaxen zu bringen; das geschieht im Abschnitt 17
in Betrachtungen, die bei festen Endpunkten teils nicht nétig, teils frither von
mir nicht durchgefiihrt worden waren. 18 bringt die Fourierentwicklung nach
den Eigenfunktionen des neuen Randwertproblems.

Anschliessend betrachte ich im letzten Abschnitt 19 als Speszialfall des vori-
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gen das akzessorische Eigenwertproblem von Morse [1]. Wie ich [2] im Fall fester
Endpunkte bereits auf der Pyrmonter Tagung der Deutschen Mathematiker Ver-
einigung (» Uber die Entwicklung der zweiten Variation beim Problem von Lagrange»)
vorgetragen habe, gilt fiir die 2. Variation eine Darstellung als quadratische
Diagonalform in unendlichvielen Variablen (den Fourierkoeffizienten der zulissi-
gen Funktion nach den Eigenfunktionen des akzessorischen Randwertproblems).
Daraus erhellt unmittelbar die isoperimetrische Minimumseigenschaft der Eigen-
funktionen sowie die der Awusgangslosung x = 0; letztere ergab sich auch aus
den Entwicklungen von 13. Die durch Orthogonalisierung entstehenden »kiinst-
lichen» Nebenbedingungen sind beidemale gleichzeitig ein eigentlicher Minimal-
satz von natiirlichen isoperimetrischen Nebenbedingungen im Sinne von Birkhoff
und Hestenes [1], so dass die Anzahl der Bedingungsgleichungen beidemale die-
selbe sein muss. Das bheweist die Identitdt des in 13 eingefiihrten Index mit
dem Morseschen.

Methodisch gibt die Einfilhirung der Eigenfunktionen auf Grund der Haupt-
axentransformation eines unendlichdimensionalen Ellipsoids eine vollstindige Ein-
sicht in den Sachverhalt — auch der Reihenentwicklungen und zwar, im Ge-
gensatz etwa zu der unmittelbaren Anwendung von Minimumsmethoden auf das
Lagrangesche (oder auch nur isoperimetrische) Problem mit seinen Nebenbedin-
gungen, einfach mit Hilfe der klassischen Existenzsidtze aus der Eigenwert-
theorie der vollstetigen quadratischen Formen von unendlichvielen Variablen
und der Integralgleichungen mit symmetrischem Kern. Letztere werden hier
dazu gebraucht, um aus den Eigenfunktionen des vereinfachten kanonischen
Randwertproblems, d. h. dessen Greenschen Kernes, ein der eigentlichen Auf-
gabe schon angepassten System von XKoordinatenfunktionen zu erhalten; an
anderer Stelle mochte ich fiir eine noch verhiltnismissig allgemeine Klasse von
Problemen die Theorie der zweiten Variation ohne ein solches Hilfssystem von
Koordinatenfunktionen unter Zugrundelegung einer Integralgleichung mit sym-
metrischem Kern behandeln.
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1. Quadratische Hamilton-Funktion. Greensche Formeln fiir lineare
kanonische Differentialausdriicke.

Wir betrachten eine quadratische Hamilton-Funktion
(r.1) 2H(t, x, y) = aijwxy + 2bijay; + iy,

bei der die Funktionen a;;(t) = aj;, bi;(t), ¢;(t) = ¢j; fiir 2, =1, ..., n im Inter-
vall (8% ') stetig sind. Die Matrix (c;;) = ¢ ist positiv semidefinit vom Rang

n—p, wo O=p=un ist, und lisst sich als Quadrat c=:c® einer ebensolchen

Matrix ¢ schreiben. Die Koordinaten und Impulse (;l) (t=1, ..., n) besitzen
i

s
die Randwerte ( ;) (s=o0, 1) an den Endpunkten des Grundintervalls {f°, #').

R4
Mibt den zu H gehdrigen kanonischen Differentialausdrucken
Li(z, y) = @ — bjsxs — cijyy

(1.2)

Ri(x, y) = y: + asjx; + bijy;

gilt fiir das (meist nicht weiter bezeichnete) Integrationsintervall (#, !> die drei-
gliedrige Greensche Formel
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o o
(1.3) ] cjyipj — ayjaigjldt = — f [pi Li(w,y) + z:Bslq,plidt + [xpio,
zo y
falls x; und p; stetig sind; z, ¥, ¢, p brauchen nur abteilungsweise stetig zu sein,

zp = fopl-, [xpls = {wply, wird auch im folgenden als Abkiirzung bequem sein.

i
(1.3) folgt ohne weiteres aus der »kleinen» zweigliedrigen Greenschen Formel
"
(1.4) [ Gt + b + i — )t =t
b
Sind =z, ¥, q, p stetig, z, y, ¢, p jedenfalls abteilungsweise stetig, so bekommt
~man aus (1.3) durch Vertauschung der beiden Variablenreihen xyxy gpgp die

zweigliedrige Greensche Formel (schlechthin)

f

(1.5) f [(g: Bi(w,y) — pi Liw,y)) — (@: Bi(p,q) — y: Lilg, p) d t = (@sy: — pixijo.

2. Problemstellung. Zweite Variation.

Wir fiihren fiir die Randwerte «f = x,(#) (s = o, 1) der Koordinaten die auf

Parameter up(h =1, ...,7; 0 =1 = 2n) bezogene r-dimensionale lineare Endman-
nigfaltigkeit
(2.1) x) = yintn, T = yirwn

}’z(')h,
}’z’lk
Formulierung der von Morse [1] S. 526 als non-tangency-hypothesis bezeichneten

ein, wobei also die Endmatrix ( ) den Rang 7 hat; letzteres ist die analytische

Voraussetzung. Hestenes [1] S. 798 nennt die Endbedingungen unter diesen
Umstinden »reguliir».

Ausserdem nehme ich eine quadratische Randform
(2.2) Britntr, Brr = Brn,

in den Parametern hinzu und betrachte das quadratische (im Anschluss an Bolza
(2] gebildete) Funktional '

tl
(2.3) ; 1 Z%ﬂnklth'lll; + / (— H + zy)dt

{°
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fiir Funktionen (;Eg) die in {(t° t') stetize Koordinaten x(t), abteilungsweise

stetige Geschwindigkeiten a;(f) und abteilungsweise stetige Impulse y;(f) sowie
Parameter u, besitzen derart, dass die Nebenbedingungen

(2.4) Li(z, y) = o, xi(t’) = yinun, 2:(t") = yinw
bestehen; wir wollen die Funktionen (;) in Anlehnung an die Terminologie von

Bolza [1], S. 63 »zulissige Funktionen» (;) der Klasse I’ nennen. Entsprechend

nennen wir im Raum R,., der Koordinaten ¢, z,, ..., 2, eine Kurve x; = ()
»szuliissig> von der Klasse D) wenn sie in {t°, t!) stetig ist, abteilungsweise stetige
Tangente besitzt und sich ausserdem zu x;(f), #:(f) abteilungsweise stetige Im-
pulse y;(f) und Parameter u, bestimmen lassen derart, dass die Gleichungen (2.4)
gelten. y;(f) sind matiirlich nicht eindeutig bestimmt.

Unter den Nebenbedingungen L;(x, y) = 0 kann unter dem Integralzeichen
in (2.3) fiir @ = bjiay + cijy; gesetzt werden, dann kommt die den weiteren Be-
trachtungen zu Grunde liegende Form

"
(2.5) I = Brrupur + f(cijyiyj — aijxix;) dt.
. o

Die eingangs formulierte Aufgabe spielt in der Variationsrechnung bei einem
Problem von Lagrange eine besondere Rolle, wenn H die zu einem (positiv) re-
guliren Extremalenstiick ¢° gehorige akzessorischen Haiilton-Funktion ist, welche
die Theorie der zweiten Variation fiir die Extremale ¢° des urspriinglichen Problems

beherrscht. Die »zweite Variation» des urspriinglichen Extremalintegrals insbe-
sondere ist I, wobei die zugelassenen Funktionen (;) (die »Variationen») eben

den Nebenbedingungen (2.4) geniigen miissen, vgl. Radon [2], S. 288, bzgl. der
Randbedingungen Morse {1}, S. 321 und [2], S. 23. Hier ist p <n, vgl. Cara-
théodory [4], S. 347.

3. Die normalen Eigenriume des vereinfachten kanonischen Systems.

Die allgemeine Theorie der selbstadjungierten Randwertaufgaben eines kano-
nischen Differentialgleichungssystems beruht auf der Untersuchung des verein-
fachten kanonischen Svstems
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— [ 1 1
Li(x, y) = d: — bjixy — cijyy =0, xi = yinn ' = yirun

(3.1)

0,0

R} (.7,‘, y) + Ax; = ;l./,- + la; + b{jyj =0, ¥i 71“)1_ — }’i] }Q-'h = 0.

Die zu einem Eigenwert A gehorigen Eigenfunktionen von (3.1), d. i. ein (auch
im Impuls) stetiges Funktionenpaar (;), das eine Ableitung besitzt und (3.1) be-

friedigt, bilden einen Vektorraum 1;==1, + 17, die direkte Summe aus dem

q.-dimensionalen Teilraum

0,....,0 T !
(3'2) r* = ( (1 iq ))‘ / -I/( ".I/( )dt = 6
vy .I/'“ Y,

der »singuliren» Kigenfunktionen mit x;(f) = o, fiir die also

Cijlfj = (@]
(3-3) . .o L
Y+ bijyy=o0, yiyir—yiyin=20

gilt!, und aus dem zu 1, total senkrechten »normalen» Eigenraum r; aller »nor-
. w . .
malen» EBigenvektoren ( ) von (3.1) (mit Parametern u«;), die zu den Vektoren
T

von t, orthogonal sind,

(3.4) f Y@ rdt = o;

in v; konnen und sollen Basisvektoren genommen werden, die beziiglich der
in t positiv definiten Metrik

(3.5) f widt

orthonormiert sind. Die Orthogonalititsbeziehungen
(3.6) fw('“)w(‘”)df = g

gelten auch noch, und zwar mit der rechten Seite Null, wenn v und " Raum-
komponenten von Basisvektoren sind, die zu verschiedenen normalen Eigenréiumen
gehoren, d. h. zu verschiedenen normalen Eigenwerten; dies folgt aus der Green-

schen Formel (1.5). r} ist nur fiir gewisse »normale Eigenwerte» A = o vorhan-

t ¢e ist die mit Riicksicht auf die Transversalititsbedingung in (3.3, verstandene Anomali-

tiitsordnung im Sinne von Hestenes [1], S. 799.
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den. Denn die Greensche Formel (1.3), statt fiir Ri(x, ) hingeschrieben fiir
R} (x, y) + Ax;, gibt fiir eine Eigenfunktion von (3.1)

0= — f[z/iLi(x, y) + xR} (x, y) + Axf|dt

(3-7)

somit, da

(3.8) [zyls = (i yin — yiyi)un =0
ist,

{3.9) lfxfdtzfcijyiyjdtzo.

Das Gleichheitszeichen steht hier rechis bei einer wnormalen Eigenfunktion dann
und nur dann, wenn A=o0 ist. In diesem Fall 4= o0 zerfdllt ausserdem (3.1)

wegen der Semidefinitheit von (¢;;) in die beiden Systeme

I e B e — S — a8
CijY; = O i — bjixy =0, xi=1yu,.

(3.9) .
¥i + bijy; =0, ylyin — yiyin= 0|

Die Lisungen des ersten Systems werden aufgespannt von den Impulsen

gV, ..., ¥ der singuldren Nullosungen (3.2). Fiir das zweite System sei
(g0 ..., Em} eine Basis von orthonormierten Losungen, deren Parameter
wl, ..., u™ seien. Die zu 4 =0 gehdrigen normalen Eigenfunktionen von (3.1)

bilden dann den Vektorraum

E1) - (mq)
(3.10) 1‘6=(5 ; ...,§mo)’ f§<@)§(*’)dt=69“. ‘
yeey O

o

Auf die Ungleichheitsbeziehung zwischen den Anzahlen g, und m, gehe ich hier
nicht ein.

4. Der Greensche Tensor,.

Wir konstruieren ihn mit Riicksicht auf spitere Verwendung gleich fiir das
allgemeine selbstadjungierte Differentialsystem
Li{x,y)=o

(4.1) Rie ) =0
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mit den Randbedingungen in der Normalform von Morse [2], S. 86

Xi = Yintn, T3 = Yintun
(42) 0,0 1,1
Yi VYin — Yi Vin = BrrUe.

Die Darstellung (4.2), der Koordinatenrandwerte lisst sich unter der in Nr. 2

o .

gemachten Voraussetzung, dass die 2n X r-Matrix (7']”) den Rang » besitzt, nach den
' Vih

Parametern w; auflosen. Eine der moglichen Darstellungen der w«; als Linear-

formen der Koordinatenrandwerte xf sei

(4.3) wy = xf Ch — a} G = [} C3).

Wegen (4.2); ist dann w = [y, C¢,]us, woraus folgt

(4.4) [y2, € = [C8, 78] = enr, (enr) = Einheitsmatrix.
Nun fithren wir ein

(4.5) , I =— G

dann folgt aus ,

(4-6) [’-9?];7;}1] = - [C?ﬁ/;h]ﬂﬁk = ﬂhk = [7;];’9'?}1], dass

(4.7) | y; = SN

eine Losung der Transversalititsbedingung (4.2), ist.

Ist nun (65,), # =7+ 1,...,2n eine Basis der Nullssungen von (4.2);,

gilt also
(4.8) (0575, =0,
so hat man mit Hilfe weiterer, die «,, ..., 4, erginzender Parameter u, 11, . . . 42n
neben
= Vi, = VimUm
(4.9) .
¥ =9 u, + O u, =0 u .

In dieser Parameterdarstellung der Randbedingung bedeutet jetzt wn die Spalte

der Parameter u,,...,usn und die Matrix (65 )= (¢, 6¢,); analog sei jetzt

(y5,) die Matrix (y2,, 0), in der die 2n — r letsten Spalten aus lauter Nullen be-

stehen. Umgekehrt geniigt wegen (4.6), (4.8) die Parameterdarstellung (4.9), der
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Bedingung (4.2), in der Normalform. Nun hat die mit dem Spaltenindex
p=1,..., n geschriebene Matrix

(4.10) (}’311;, ;';m, pm, dpm)
den Rang 2u; denn aus

Sy bm =-0) [erst by = =4 =20, da p}, =0
(4.11) folg

30}, An="0 | lda-nn Aray=: - == Ay =0, da 6}, linear unabhiingig.

Im 4»-dimensionalen Raum der (r{, ai. yi, #i) gibt (4.9) einen 2r-dimensionalen
Teilraum. Wegen (4.6), (4.8), d. h.

(4-12) [6qm71m - 711)168 l =0

wird dieser auch durch die 2» linear unabhingigen Gledchingen
(4.13) 587, — ¥iiial =0

dargestelit.

Selbstadjungiertheit des Randwertproblems im Sinne von Bliss 2! bedeutet

0O ¢
— &0

fir ein kanonisches System, wo die Blisssche Matrix T=( ), ¢ die n X #n-

reihige Einheitsmatrix, also (x, y) T(z) = rp — yq ist, gerade das Bestehen der

(i}
Beziehungen (4.12). In der von Bliss benutzten Form besagt (4.13) fiur X° = (r ),

y°
1
xe ()

(4.14) (TXV(TM) + (TXY(TN) =0

nimlich

— l ' — '-l " ! = ),
(415) (JI: ) }’zm /zm + (l/,l, i I';) Yim Yim —0 ("’l" I,...,"n );
im Oim — Oim' — Oim” \m =n+1I,...,2n

dabei bedeutet der Akzent Transposition der Matrix (in der iibrigens Zeilenindex
stets der im Alphabet vorangehende Buchstabe sein soll). Also ist, wenn fiir den
Moment M == M° N == M"* gesetzt wird,

05, — Vi
wi6) 1y = (= () s (e (ST 7).
G 0; 6'“)1"__7?71”

im' Vim'

Dabher ist fir s=o0, 1

(4 17) - Df“ T(Il[")' — (d\?h' ;’;m’ - 7?1)’ d:m d?h’ ;’fm” - 7?)1’ d‘:"m”)

8 s 8 < ] 8
61’h”” im' 7;‘}1”6[111’ d\1'h"71'm” 7ih"di'111"
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Auf Grund von (4.12) ist daher
(4.18) — [M*T(MF) )= M(TM')— N(TN')=o;

das ist die explizite Form der Blissschen Selbstadjungiertheit der Randbedingung.
Die iibrigen Eigenschaften, insbesondere die Blisssche Definit-Selbstadjungiert-
heit des (nur hilfsweise benutzten) Bigenwertproblems, sind wortlich dieselben
wie im Fall fester Endpunkte und ebenso wie dort erfiillt. Die Konstruktion
des erweiterten Greenschen Tensors’ von (4.1—2) kann nun genau so wie in
meiner fritheren Arbeit [3] vorgenommeén werden: mit Hilfe der Resolvente eines
von Bliss [2] angegebenen Greenschen Tensors.

Vielleicht ist eine von der Auflssungstheorie der Integralgleichungen in-

dependente Konstruktion des erweiterten ‘Greenschen Tensors erwiinscht. Sei

k ,
a ® ein Fundamentalsystem von (4.1) und definieren wir die 2% X 27 Koeffi-

)’
i)
zienten
[L' I 1

(4.19) g o, — ])jyfm]o = [k, m], (ky,m=1,... 2n)
dann geben die linear unabhiingigen Losungen &% (¢ =1, ..., m;) von
(4.20) ' belk, m] = o
in 7

‘ k

xgi = bi q,-(t)
(4.21)

k
i = Bipd(1)

genau die linear unabhiingigen Losungen der Differentialgleichungen (4.1) und
der Randbedingungen (4.2) oder (4.9) oder (4.13).

Die zu (4.21) gehorigen Parameter sn durch Gleichungen festzulegen, schreibe
ich die rechte Seite der zweigliedrigen Greenschen Formel (1.5) in der Gestalt

22) l@y: — piwdi 2470 + lays — piwdi 2], = oy — ped; 2350
4.22
+ 1630, — Pyl T 10500F — 8, 0,) — it — vl

! Einen solchen benutzt auch REID [2], S. 777, vgl. ausserdem meine Arbeit [1], 8. 253—255.
— In meiner Arbeit [3] muss die Symmetrie in Formel (4.10) richtig {{¢, §) = &' (¢, ) lauten.

27 — 38333. Acta mathematica. 170. Impri.mé le 6 février 1939.
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— gleich fiir den spiter auftretenden Fall, dass moglicherweise (;) bei t =1

einen Sprung erleidet.
Wenden wir nun die Greensche Formel (1.5) mit dieser rechten Seite (4.22)

k
an auf (i) ~ ! (k=1,...,2n) und auf eine stetige Losung (j/c) von (4.1)
k !
p

und (4.2), d. h. (4.9), so folgt fiir die Randparameter w, von (z)

(423) [ka mlu’m = O;
x

die linear unabhiingigen Losungen .| von (4.1—2) geben genau die (wegen (4.9)
Y

linear unabhiingigen) Parameterlosungen tm VO (4.23). Denn auch das Umge-
kehrte ist richtig: man kann zu einer Nulldsung um von (4.23) diejenige Losung
von (4.1) bestimmen, die der Anfangsbedingung x! = y/mtim, ¥! = Oimum geniigt.
Fiir diese gilt wegen (1.5), (4.22)

k k
(4.24) qi (¥} — Slmtum) — pi (2t — yinun) = o0, k=1,...,2n,

? k
also wegen det (q}, — pj‘) == 0 auch die Endbedingung z! = y/mtm, ¥i = dimttn.
0
Insbesondere geben linear unabhingige #m auch linear unabhiingige | ‘), weil die
0
Y
Matrix (4.10) den Rang 27 hat.
Fir die nun in Angriff zu nehmende Konstruktion des erweiterten Green-
z
schen Tensors von (4.1), (4.2) ist es noch notwendig, die Liosungen 'g von
Y
(4.1), (4.2) beziiglich der Metrik f (x* + y*)dt zu orthonormieren; man hat also

kL
fiir die 2% die Beziehungen ( f qiqidt) bob; = 0°° herzustellen, was immer mog-
lich ist.
Wir bestimmen jetzt eine (fiir ¢ =¢ unstetige) Matrix

) Hilt, t))

Gij(t,t
(4.25) ( 69 K,

It
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aus den Forderungen heraus, dass fiir t* <¢< ¢ und { < { < ¢* die Spalten

xi(t) = Gt 8) baw. xi(t) = Hy(¢, o)

(4.26) yilt) = It ) yilt) = Kis(¢, 1

den inhomogenen Differentialgleichungssystemen

Lilz, y) = — gty baw. Lilw, ) = — X yigy
0 e '
(4.27)
RBiw, )= D iy RBilw, )= Sy
4

geniigen und die Losungen im Intervall * = ¢ < ¢ durch die Anfangsbedingung

Gl]( 01 4) = Y?m Umj Hij(toa t) = 7gm Ifmj

(4.28) U
I ( 5 L‘) — 6zm Umj Kl](t 3 t) = 610??3 ij?

hingegen die Losungen im Intervall ¢ < ¢ < {* durch die Endbedingung

Gij(t', ) = pyinUn;  Hy(t', 1) = yin Vaj

4.29)
{ Lt ) = 6in Unj  Kylt', 1) = 8in Vay

bestimmt sind. In beiden Randpunkten treten dieselben Grossen Umj bzw. Vi
auf, die als Funktionen von { noch so zu bestimmen sind, dass fiir die Matrix
(4.25) die Sprungeigenschaft

wo (Gl ) - (6, 2
gilt.

Auf den Tensor (4.25) wende ich die zweigliedrige Greensche Formel (1.5)

- . . 3 1 2, ’y Y bl é
mit der rechten Seite (4.22) an, indem ich setze (f/z Eg) = ( Cz; g, g) bzw. ( ng’ ti)

0ty _ (@)
und (p;(t))—* ;(t) , dann kommt

k k k k
(4.31) [k, m] Unj = ¢: [Lij] — pil Gis] + f(%féa + m?s) dt - %

. k k k k
(4.32) (&, m] Vinj = @i [ Kig] — pi[Hyg) + f(qm%i + Piéi)dt'gﬁ-
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Also bestimme ich Unj; bzw. V,,; aus den beiden Gleichungssystemen

(4.33) e, m| Upj = — (_;j + Z f(éczﬂga + ;;ﬂgi)dt‘ﬂ_%j = E;
o

bzw.

(4.3 ol Vs = =3+ 3, [ (i + bi)ae-fu= 6.

Fir jedes feste j ist jedes der beiden inhomogenen Systeme losbar. Denn das
transponierte homogene System (4.20) hat die linear unabhiingigen Losungen

b (6=1, ..., my), mit denen (4.21) gilt. Wegen

(4-35) S yEt=—z; + Zf s + W/z dt-Zj=o
k

bzw.

U
O

3 4
(4.36) S b= — g+ Z f Sl )t S
k

sind die notwendigen und hinreichenden Orthogonalititsbedingungen fir die
Losbarkeit von (4.33), (4.34) erfiillt.

Nimmt man nun eine Losung Unj bzw. Vi von (4.33) bzw. (4.34) und bil-
det mit diesen Randparametern die Matrix (4.25), so folgt aus (4.31) und (4.33)
bzw. (4.32) und (4.34) fiir die Spriinge die Beziehung

k k k
(4.37) pilGiy] —ail Iyl = g;
bzw.

k k k
(4.38) pilHij] — qi[Kij] = p;.

Weil die Determinante der Matrix (Zk)i, — qkz) (¢=1,...,n; k=1, ..., 2n) nicht
verschwindet, ist (immer bei festem j=1,..., n) jedes der beiden Gleichungs-
systeme fiir [Gy), [L;] bzw. [H;), [Ki] eindeutig auflosbar. Diese Losungen
miissen notwendig (4.30) sein. '

Indem wir zu den Spalten der Matrix (4.25) geeignete Linearkombinationen

S, Cositx 3, Dyji |
(4.39) ‘ !

Z Cej gi 2, Dw‘éi
4 4
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hinzufiigen, kénnen wir immer erreichen, dass die Orthogonalititseigenschaften

(4.40) f(a:l Gij + o], ,,)dt =0, f(oeczH” + ’](}iK{j) dt=o0

gelten.
Der so bestimmte Greensche Tensor besitzt die Symmetrie

(Gz‘j(t, t) Hilt, é)) _ (G (i 1) Ijz(? ))

(4.41) Lt ) Kult, 1) Hi(t, 1) Kult, 0]

wie aus der Greenschen Formel (1.5) folgt, und ist ersichtlich durch (4.1), (4.2),
(4-30), (4.40) eindeutig bestimmt,.

Im Fall einer sog. Zweiendbedingung, auf den sich nach Hestenes [1], 8.
815 der allgemeine zuriickfithren lisst, ergibt sich (bei Abwesenheit von Null-
losungen) der Greensche Tensor auch sehr einfach aus zwei zueinander asso-

ziierten feldartigen Scharen.

5. Der erweiterte Tensor des vereinfachten kanonischen Systems.

Der nach 4 zu A= o gehorige erweiterte Greensche Tensor des vereinfach-
ten kanonischen Systems (3.1)

(s.1) Gully
L; K
geniigt fiir ¢° < ¢ < ¢* dem Differentialgleichungssystem
LGy, Ij)=o Li(Hy, Kyy) = — DyPy?
(5.2) 0 (o) £(e) 0 ’
R (Gy, Ij)= D5 Ri(Hy;, Kyj)=o

0
der Randbedingung

(5.3) Gi;(t', ) = 5, Uy, H(t, ) =75,V

(5.4) Iy, )yin — Lt )yin =0, Ky(t’, O)ytn — Ky(t', hyin=o,
wobei mit der Bezeichnung (4.3)

(5.5) U,; =105, Gt 1), =[O, H,,(t, 1)]

gilt, und der Sprungrelation
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(5.6) | [(fo’ﬂf)]‘:”(’:( ° ‘5""),
LijKij) Je=t—0 \—di; 0
und der Orthogonalititsrelation
fgg")szdt———O fgg")ffzj'dt=0
fyg") Ijjdt=o0 fyg“)Kljdt=o.

Bs gilt die Symmetrieeigenschaft

Gij(t, t) Hylt, t) Gjilt, t) Ijs(t, 1)
(5:8) (Iu( t) Kilt, t)) (H,,(t, t) Kjilt, t))'

(5.7)

Als Sprungrelation fiir die Ableitung nach ¢ des Greenschen Tensors merke
ich noch an

(5.9) ' [ Gyj Hyj ]tz'm:(— ¢ij b,-,-)_
jij jfij t=1—0 bij — ai

insbesondere erleidet der Teiltensor (Gy;) die Sprungmatrix (— ¢;) vom Rang
n—p=o0.

Da die Matrix (%;h) den Rang » haben soll, folgt aus (5.5), (5.7), (5.8) noch
Yin,

(5.10) fUhl§§9)dt=o, thlyg”)dt———o.

Weiter folgt aus (5.4), d.h. Hj(t, £y — Hylt, tYyin=o0 fiir t=1"+ o bzw.
t=1t"—o mit Riicksicht auf den durch (5.6) gegebenen Sprung und die Sym-
metrie (5.8)

o= (Hj(t’, t* + o) + d:;)yln — H;i(t", t* — o)yin

(S'I I) 0 0 .0 1.1 0
= yiw(Vasyin — Viriyin) + 7n
bzw. ‘
(5.12) 0= Hj(t', t* + o)yin — (Hji(t", t' — 0) — 6i)yin

= yin(Viiyin — Vieayin) + ¥in.

Aus den beiden Beziehungen ergibt sich
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(5.13) Viriyin — Vieyin= — 0w'n,
wovon spiter in 11 Gebrauch gemacht wird.
Es gilt endlich fiir ' <t < ¢
L{Uni, Vi) =o, Uhj(ts) U U =160, ( 5)]

(5:14) B (Uni, Vi) = 2 50u®, Vag(t)pie — Vas(t)pje = — One.
¢

6. Quellenmﬁssige Darstellung zuliissiger Funktionen der Klasse D'. Zer-
legung des Greenschen Tensors.

Ist ( fzﬁg) ein abteilungsweise stetiges Funktionenpaar, so sind die Inte-
— g
gralausdriicke

92;'=f(Gngz + Ifilfl)dé
(6.1)

Ji = f( Iug: + Ky f)dt

stetic und abteilungsweise stetig differenzierbar, sie geniigen den Gleichungen

Lz, 9) = ﬁ——Zf(u)yng’ f(n)=f‘fly£u)dt

(6.2)
R} (&, 9)= — g: + D gWEQ, 9(9)=f91§£<”dt,
0
(6.3) & = yinttn, = f(thgl + Vufidt, §iyin—giyin=o.

(6.4) fgg.i’g“g?)dt =0, fyz.y(i")dt =o0.

Es sei nun y(f) eine vorgegebene abteilungsweise stetizge Funktion in {t°, ).

Dann nehme ich in (6.1) zuerst ( fi)= (c””’f) und bilde die lineare Funktional-
transformation o °

n{t) = Zi(t) = inlélj?_/jdt

(6.5) ' _
) = i)+ 40 = 90 + [ Kuncust
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sie liefert ein Fuuktionenpaar (f)) der Klasse D), fiir das

Li(y, 9) = Lo, y) + L, i) = — ey + oy — D5y,
(6.6) |

Lfe, v =o, s = [esmppar=o,
(6.7) i =71t ﬁh:f_VmClj!_ljdl

gilt, also ein zulissiges Funktionenpaar der Klasse 1), dazu kommt
(6.8) fg,-gﬁﬂ‘) dt=o0.

Gehort y(¢) als Impuls zu einem zulissigen Funktionenpaar (j) der Klasse

D’ mit f x:£@dt =0, so reduziert sich, wie die mit der Integrationsvariablen ¢

und dem Summatiousindex I geschriebene, mit Riicksicht auf die Unstetigkeit
von (q, p)) = (G, Hu) bzw. (qi, pi) = (Lu, Kur) richtig angewandte Greensche For-

mel (1.3) zeigt, die Funktionaltransformation (6.5) auf die Identitit

I(t) = x(t), d.h o= f].{nfyj?_/jdf
(6.9)
h(t) = y(t) 0=sz'tflj_?_/jdf.

Das Bemerkenswerte an der damit gefundenen quellenmissigen Darstellung
(6.9), der oben betrachteten zulissigen Funktion

(6.10) o) = [ 370 dnat, v=cy,
mittels des zu J=cI = (¢;1(t) I;(t, 1)) gehorigen »transponierten» Kerns J7=(JT (¢, £)

= ($;:(¢, ¥)) ist der Umstand, dass x(t) nur von der Klasse D’ und fxg(e’dt =0 sein

muss. Setzt man noch Vi = By, so folgt aus (6.10) fiir die zu (?/) gehorigen

Parameter

(6.11) ’Ll/,—:f%hjt)jdt.
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Gyt 1)
Da ( Lijt, 1)

die »Zerlegung»

) selbst als Funktion von ¢ zulissig von der Klasse D’ ist, gilt
(6.12) Gt é)=f?5T(t t)I(ts, Ddts, _Uhj=f%hz%zj(t, tdt.

7. Adjungierte Eigenfunktionenpaare eines unsymmetrischen Kerns.
Bildet man aus einer normalen, zu i > o gehodrigen FEigenfunktion (Z) von

(3.1) das Funktionenpaar (l_%‘c;:) = (Z;), so folgt aus (6.10) zuniichst

(7.1) - Vifs“@dg.
(72) w=V7fs_w,

gilt aber ebenfalls, so dass (:Z) ein Paar adjungierter Figenfunktionen des unsym-
metrischen Kerns J ist.

Statt dass wir (7.2) aus der zweigliedrigen Greenschen Formel (1.5) herleiten,

kniipfen wir lieber nochmals an (6.1) an, wobei wir aber jetat ( ;’) =( (jlw)
— Y - i

setzen und fw§(9)dt= 0, wegen (3.6), beachten. Dann gibt (6.2) bis (6.4) fiir

.’ft'i:lfGiijdt
(7-3)
(l)iZlf I;jw;dt

die Eigenschaften

o Li#, §)—o Y

RN&, )= —ho;  §iyh—diyn=o0

(7.5) : ffcg(?’dt=o, fgy(“)dt=o.

28—38333. Acta mathematica. 70. Imprimé le 6 février 1939.
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r—w

Die Differenz (;/) :( ) geniigt daher den Gleichungen

j— =

L,'(;f, 37) =0 &t = ;’?h’&—lh, Uy = 1p — 10y

(7.6) .
Ri(#, g)=0  yivhh—girih=0

(7.7) fa'ﬁ"'f’)dt::o [g?y(")dt=o,

o

also ist (J_l) = (o)’ (I) = (w) Eine zu 4 >0 gehorige Eigenfunktion (:) ge-
T

y o/ \¥
niigt dem Integralgleichungssystem

w:,’.f(w’gdt
n=/'.f Twdt.

Umgekehrt folgt aus dem eben gegebenen Beweis, dass jede Eigenfunktion des

(7.8)

Integralgleichungssystems (7.8), , eine (zu A 4 o gehorige) normale Eigenfunktion

des Differentialgleichungssystems (3.1) ist: Die normalen Teilriume mit 1 > o
sind genau die Eigenrdume des Integralgleichungssystems (7.8). Aus (7.8), folgt aber

fiir 272 o = Y die Beziehung (7.2), die wir behauptet haben. — Dass auch jede
Losung (:;) des Integralgleichungspaars (7.1), (7.2) in ihrem Koordinatenteil w

eine Losung von (7.8), ist, folgt aus der Zusammensetzungsformel (6.12) fiir G.

Bestimmt man weiter durch (7.8), zu w den Impuls =, so gehort, wie wir wissen,

(Z) zu 1 mit 4 & 0, und es ist ’l,U-‘:l_;Cﬂ‘

Fir p < »n kann der Kern @, dessen Ableitung die wirklich von Null verschie-
dene Unstetigkeitsmatrix (5.9) besitzt, nicht von endlichem Rang sein. Er hat
daher unendlich viele (als Bigenwerte von (3.1) wegen (3.9) notwendig positive)
Eigenwerte, die wir der Grosse nach in eine Reihe ordnen kdnnen, in der jeder
Bigenwert so oft auftritt, wie seine Vielfachheit angibt, und an deren Anfang wir
noch mgymal den Wert Null stellen, falls dieser m -facher normaler Eigenwert von

(3.1) ist:
(7.9) o= AN L0 < A s w0 fiir v o,

Ein vollstindiges System zugehoriger, beziiglich f w?dt orthonormierter Eigen-

vektoren sei entsprechend numeriert:
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oVe®,
(7.10) :
A

8. Entwicklungssiitze.

Die Gestalt der Gleichungen (6.10), (7.1), (7.2) ist dieselbe wie im Fall fester
Endpunkte x(t°) = x(¢') = o0, den ich an anderer Stelle, {3], behandelt habe. Des-
halb lisst sich wieder fast unmittelbar der Entwicklungssatz aus der Schmidt-

schen Theorie der adjungierten Eigenfunktionen eines unsymmetrischen Kerns

auf (6.10), (7.1), (7.2) iibertragen: Ist (j) ein beliebiges zulissiges Funktionen-

paar der Klasse D', so gilt fiir das ebenfalls zuliissige Funktionenpaar der Klasse D’

m

o e — {0} &lo) . *

xr x AR . ~ w

(8.1) =1 Z’ 0], a = | g Eedt, mit | T E0dt=o0

i =1 1> 15t
Y

wegen der nach (6.10) bestchenden quellenmiissigen Darstellung

(8.2) G f-:-*s'fgdg

die unbedingt und gleichmiissig konvergente Fourierentwicklung
(8:3) F(l) = aet(t), b= f rovdt = f rodt;

summiert wird hier iiber die (durch f widt orthonormierten) Basisvektoren

)
(n(’)) der von 15 verschiedenen normalen Eigenriume.

Schliesslich gilt fiir die urspriingliche zulissige Funktion der Klasse D’ die

unbedingt und gleichmissig konvergente Fourierentwicklung
(8,4) ‘Zz(t> = 2 x(“)a)f:#)(t)y _/I/'(I") B \/‘xia)l(,"“)dt’
“w

summiert jetzt iiber alle normalen Eigenriume. Mit Riicksicht auf die Dar-
stellung (4.3) gilt noch die unbedingt konvergente Fourierentwicklung fiir die
Parameter
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(8.5) u, = Ratuf, wp =07, o).
h
G(t, 1) oy e
Speziell fiir Tt 0 ergibt sich wegen (5.7) aus (8.3) die bilineare Formel
» 0! () w!?)(2)
(8. Gt )= 320,

L4

deren unbedingte und gleichmissige Konvergenz in ¢ und ¢ sich hinterher in be-
kannter Weise ergibt; summiert wird iiber die von 1j verschiedenen normalen
Teilriume. Fiir die Parameter der Greenschen Funktion gilt, vgl. (5.5), (5.14),

, i )(f) s wld)
(8.7) U’Uzz hl(’vj) 3 Uhk—— Z l bl

v

wobei die Reihen unbedingt konvergieren.

9. Die Vollstiindigkeitsrelationen fiir zulissige Funktionen.

Neben der fir die Koordinaten jeder zulissigen Funktion der Klasse D’
wegen (8.4) giiltigen Vollstindigkeitsrelation

(0.1) [atras=3([womar)

"

gibt die Greensche Formel (1.3) sowie (1.5) fiir eine zuliissige Funktion (ac) der

Klasse D’ und eine zulissige Funktion (;) der Klasse C’, D” (d. h. mit steti-

gem ¢ und ¢, stetigem p und abteilungsweise stetigem p) die Beziehung

fcuyzp;dt— fz,x ¥ R(q, p)dt + [zpl;

—_ — Z" 2@ | @R} (0™, ) dt + Z e [“?L)qi —_ wiﬂ)pi]; + 2 x“‘)[w§”’pil$,
I u ) [

(9.2)

also, da [z gl; =0 ist,

‘lL
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Die Verallgemeinerung dieser Vollstindigkeitsrelation fiir den Impuls auf
den Fall, dass auch (;) nur eine zulissige Funktion der Klasse D’ ist, geht von

folgenden Bemerkungen aus, die schon beim (nicht ausgefiihrten) Beweis des
Entwicklungssatzes oben eine Rolle spielen:

Erstens folgt aus (9.3) fiir jedes zulissige Funktionenpaar (;’) der Klasse D’

(9.4) g» = fCij?/iﬂj(.")dt = A" fxiwg”)dt,

so dass insbesondere die zu A" > o gehérigen Funktionen ——= ¢ ein normier-

Vaw
tes Orthogonalsystem bilden. Deshalb gilt zweitens fiir eine beliebige, sagen wir
abteilungsweise stetige Funktion y(f) die Konvergenz von

r 1 2
(9:5) 2 (f Ct‘fytﬂ}”’df) = f eyt

insbesondere fiir jedes zulissige Funktionenpaar (;) der Klasse D' die Kon-

vergenz der Reihe

(06) 3 ( [wuvar).

In der Form
|

lisst sich aber die Vollstindigkeitsrelation (9.3) durch genau dieselben Betrach-
tungen, wie ich, [3], sie bei festen Grenzen im Anschluss an Courant [1], S. 43 f.,

370; [2], S. 42 angestellt habe, auf ein zulissiges Funktionenpaar (Zq)) der Klasse

D' ausdehnen.
Identifikation von (1!17) mit (;) gibt

(98) fczj?/l?/jdt = 2 20 )

Fir den Fall, dass A=o0 ein normaler Eigenwert von (3.1) ist, bilde ich
noch mit @, < o den Ausdruck
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o) [ lcua— coatlar = 3 = a3 g,
w

i
wo gewiss alle
(9.10) AW = —q, >0

sind. Setzen wir dann
(9.11) X0 =V g0 g

iiber », das von jetzt an alle normalen Eigenriume durchliuft, nicht summiert,
8o wird

(9.12) f ((’ij;l/iyj — ayxi)dt = Z X0 = (X X)
die Einheitsform.
10. Einfiihrung einer vollstetigen quadratischen Form.

Sei wieder (;) ein zulissiges Funktionenpaar der Klasse D’. Dann wird

auf Grund des Entwicklungssatzes (8.4)

(IO.I) fd,-jx;xjdt = AA(X, X), I?,-j = a;j — aodij

eine quadratische Form in den unendlich vielen Variablen X®:

(10.2) X Z Zl (‘/—A(l()‘ A\’ f(?ijwﬁ.“)wj(.”)dt) Xiw) X(v)’

die auf Grund der bilinearen Entwicklung (8.6) ebenso wie bei festen Endpunk-
ten (vgl. auch die analoge Betrachtung, die in Nr. 17 durchgefiihrt wird) als
vollstetig erkannt wird. Wegen (8.5), (9.11) wird analog die Randform

(10.3) Brrunur = B(X, X),
wo
wld )
10.4 X, X Y xtew x)
(104) BX, X~ 3 v(MVAuM)

ebenfalls eine vollstetizge quadratische Form in den X® ist; die Quadratsumme
der Koeffizienten ist nimlich
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St} () Su} J() N ) aplte) N p(w) (¥
wi w; Wi Wy wihwl Wy
(10.5) 2 Z (13’1 SrTRY )(5"’k’ VEY A’(.,-,) =Bubrw 2 2w

—1 =1 n=1 =1

also beschrinkt.

Die vollstetige quadratische Form A (X, X) — B(X, X), die wir (vgl. [3], Anm.
42), als nicht identisch verschwindend voraussetzen, kann durch eine orthogonale
Transformation auf die Diagonalgestalt gebracht werden

(10.6) f(ﬂij — agdi)iaydt — G = A (X, X) — B(X, X) = 5‘ o (1 X,

Dabei gehen die reellen reziproken Eigenwerte —5 —o. Die Eigenformen
I

(10.7) (1 X) = 2 I X

sind beschrinkte Linearformen, besitzen also konvergente Koeffizientenquadrat-
summe und sind zu einander orthogonal

(10.8) RHES Z liw 1) = §a?.

Polarisieren wir (10.6) mit einem Vektor 1  des Hilbertschen Raumes und

spezialisieren ¥ = V| 4@ [l@ und fithren wir die wegen (10.8), (8.6), (8.7) nach der
Schwarzschen Ungleichheit unbedingt und gleichmiissig konvergenten Reihen ein:

o (e} . iG]

. Vid@ S 7 o) = ol@ N @] Nt golt) = )
(10.9) |2 e =g, Ve 2 ;o) =
wobei
(10.10) PeEtt) = yo, i
gilt, so kommt

v _
(10.11) fﬁ[jar,g; Vdt — Brrunrl® l’i I(l 1 X),
L\

also insbesondere, wenn « durch g, 2 durch ¢'@| X durch }'|ul@ |1 ersetzt wird,

(10.12) f(a 003”)(11 @R dt — 8, vl = sig ule) - g2,

Daher ist
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j‘((l{j - aoéij)xiav_;dt —_ ﬂ;,kuh U, = A(X, X) —_ B(X, X)

(10.13) .
= D\ sig ul® ( f (@ — aydi))zipidt — ﬁhk“hv(ka))
und
fCijyiyjdt — aofocfdt = (XX)
(10.14)

2
= 3093 = 31w ( [ (s — andies goat — o)

Hier und im folgenden gilt das Gleichheitszeichen, wenn die Form ./i(X, X)—
— B(X, X) abgeschlossen ist, worauf ich in 156 eingehe.

11. Die normalen Eigenfunktionen der erweiterten Jacobischen Gleichungen.

Fir das System (3.1) lidsst sich zum Parameterwert A= a, = 0,® der nicht

normaler Eigenwert ist, nach Nr. 4 der erweiterte snormale> Greensche Tensor

O 7y OH . o ,
(°I°K) konstruieren. (OC;) besitzt als zulidssige Funktion der Klasse D" die
Fourierreihen (nach den Eigenfunktionen von (3.1))

w'\® wi/‘) (t) @(]S{L) @U(,t‘) w;j‘)

(a2} o)
<] _ t = orr __ orr. . __ LA
(11.1) Gij =~ U=~ U=
“w

1 "

unbedingt und gleichmissig konvergente bilineare Entwicklungen. Wird in die
mit der Integrationsvariablen ¢{ und dem Summationsindex [ statt ¢ geschriebene
Formel (10.11) 21 = Gult, t), y: = Hul(t, {) eingesetzt, so ergibt sich daraus — bei
sinngemiisser Ubertragung der Bezeichnungen von Nr. 5 auf den neuen Tensor

— mit Riicksicht auf (10.9) fiir ¢ = @9, u = u@ die Integralgleichung®

(r1.2) . q?i:u{foaiz@zjg)jdlf—ﬂhkoU}Livk}-
(11.3) Zizu{f °Iil@ljg?jd§—ﬂhk°Vhivk}

! Eine analoge Ungleichheit gibt Reid [2], 8. 789 fiir die als positiv definit vorausgesetzte
zweite Variation.

* Je nachdem my, = o ist.

* Sie ist »belastet» im Sinne von Kneser [1], 8. 117.
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(e)
als Tmpuls 7 = ¥ daneben gestellt, gilt fiir ((p) = (f(“))’ v =0, u=pu9 das

Differentialgleichungssystem® — analog zu (6.2), (5.14) —

Li(% %) =o0 @i = yinvn, Qi = Yintn

(11.4)
R?(q), %)+ aypi + plaij — agdiy)pj =0,  xiyin— 2i yin = ufrvr,

und it Riicksicht auf (5.7), (5.10) die Orthogonalitiitsrelation
(11.3) fy(")xdtzo.

Die Transversalititsbedingung in (11.4), folgt aus dem Analogon zu (5.13), die
Endbedingung in (11.4), einfach aus (10.10).

Eine Eigenfunktion von (11.4) mit der Eigenschaft (11.5) nennen wir in
Analogie zu Nr. 3 normal, ebenso den zugehorigen Eigenwert . Dann sind die

Funktionen (10.9), (11.3) normale Eigenfunktionen von (11.4), und zwar genau
eine Basis dieser. Denn ist (Zj) eine normale Eigenfunktion von (11.4), so ge-

niigen ihre Komponenten Integralgleichungen von der Form (11.2), (11.3); das
folgert man am besten aus der mit ¢ und R} (x, y) + ayx: = °R(x, ) statt R(z, y)

geschriebenen zweigliedrigen Greenschen Formel (1.5): man ersetzt (gl) durch
. ]_Jl

((l)l und Zl) durch OG“(t’ t)) bzw. || Lult, 1) und beriicksichtigt den Sprung
A W Hylt, 1) Kuft, t)

(5.6), die Differentialgleichungen (11.4), (5.2) (ohne 2 rechts) sowie die Rand-
bedingungen in (11.4) und (5.3), letzteres rechts in (1.5) beim Term
(11.6) — [aplp = — P Galt, *))ls = — 5 75,)° Ui = pfnr® Unavi,

und analog mit °Z;(f, #) und °Vy.

Die Integralgleichungen (11.2), (11.3) gehen bei Einfiihrung der bilinearen
Reihen (11.1) fiir °G, °U und der Fourierentwicklungen (8.4), (8.5) fiir ¢, v in
das unendliche Gleichungssystem iber, das mit der nach einem beliebigen Vektor
Y polarisierten Beziehung (10.6) iquivalent ist und als Losungsvektoren genau
die I'“ hat.

! Ahnliche, noch allgemeinere Gleichungssysteme wie (11.4) und auch (11.2), (11.3) betrach-
tet Reid [2], S. 778.

29 — 38333. Acta mathematica. 70. Imprimé le 6 février 1939.
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Zum Schluss sei noch aus der Greenschen Formel (1.3) gefolgert

(11.7) #([(ﬂz’j — aydij)pigidt — ﬁhkvm-,) = f(ci.mxj — aypi)dt;

diese Bezichung zeigt von vornherein, dass selbstverstindlich jeder normale
Bigenwert u == o0 ist und dass

(11.8) sig p - (f(dz’j — ay0ij) ipidt — ﬁhk@'hvk)

in jedem normalen Eigenraum von (11.4) als (positiv definite) Metrik genommen
werden kann, da auch fiir g,==o0 die rechte Seite von (11.7) nicht verschwinden
kann (sonst wire m, > o). u!', u® ... seien die positiven normalen Eigenwerte
von (11.4), jeder nach seiner Vielfachheit aufgefiihrt, u(~1, u=?, ... ebenso die

¢ (@)

negativen; entsprechend seien die normalen Eigenfunktionen( (a)) numeriert.
Z

12. Die Minimumseigenschaft der normalen Eigenwerte.

Seien (*I!? X) die orthonormierten Linearformen, welche die (I®X) zu einem
abgeschlossenen System ergiinzen. Es gilt

(r2.1) (X X)= Z 00X+ X (1 XP, (*1), 1) = o,

Durch die gleichmiissic konvergenten Reihen

*lfva) Ed & *
h22) 30§00, Sl =i e =7

ist zu *I® eine stetige Funktion ¢/® und zugehorige Randparameter %) gegeben.
Fiir eine zulissige Funktion xz(t) der Klasse D’ ist

(12.3) (10X) = 3 *1 V 0 f robdt:
das lisst sich fir den Fall, dass x(f) sogar der Klasse (', D" angehért, um-
formen
A(”)fxw("“)dt= — fxi(R,‘:)(wM, ") + gyol)dt =
(12.4)

— [ wpBe(o, ) + e + [ty — 2l
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also, falls R!(z, y) + agxi = — ¢; gesetzt wird,
*Z’E}a)
(12.5) ("1 X) = > Vwﬁ{f Vg, dt + [yt i) el } fgv gdt + [ysys, v
wlh
Va®
°Gult, t) = x(t), “Hult, 1) = w(t) entspricht, wegen (12.2)

Hingegen ist fiir den Vektor ¥; = ( ) » welcher der Greenschen Funktion

(12.6) (10 Y) = i,

Das folgt auch aus den obenstehenden Formeln, zu denen jetzt als Sprungterm

in (12.4) wly] = [ °Hi (, = t50— ),
#](a)

. \ v () e # (g

in (12.3) pa ~ P (¢)

hinzutritt.

Die Minimumseigenschaft der normalen Eigenwerte' lisst sich (ganz wie bei
festen Endpunkten) folgern aus (2.5), (g9.12), (10.6), (12.1), d. h.

(12.7) I= Z( ) (1l X2 +2 (*l9 X (1——;-«)(XX)

wo ul (= + w) der Kleinste positive normale Eigenwert sei, somit, vgl. auch (11.7),
(12.8) f(c,:jyiyj - aox?)dzf = {t(l){f(aij - aodfj)xixjdt - ﬁhkuhuk}~

pV ist der kleinste Wert, den das Integral f (eijy:y; — apxi)dt fir alle der Nor-
mierungsbedingung f (@ij — ag0ij)ix;dt~ Brrupup==1 geniigenden zuldssigen Funk-

tionen der Klasse D’ annehmen kann. Denn das Gleichheitszeichen gilt in diesen
Formeln dann und nur dann, falls alle zu p'@ = u{! gehorigen ({9 X)=o und
alle (*IX)=o0 sind, d.h. wegen der Abgeschlossenheit des Systems der /@
*l9), falls x eine lineare Kombination der zu u® gehdrigen normalen Eigenfunk-
tionen @' ist.

! Sie bildet bei Reid [2], 8. 779 die Grundlage des Existenzbeweises fiir die Eigenwerte.
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Ordnen wir die nach ihrer Vielfachheit aufgefiihrten normalen Eigenwerte von
(11.4) in eine Reihe! - = u ™ < uV <o < p¥ = u® =<--- und numerieren ent-
sprechend die zungehorigen Eigenfunktionen, so lassen sich die hoheren positiven
Eigenwerte durch eine analoge Minimumseigenschaft charakterisieren, aber auch
die negativen Eigenwerte, da z. B. |ul~V| der kleinste positive Eigenwert desjeni-
gen Problems ist, bei dem a;; — a,0;j, fnr durch —(a;;— ay0i;) = (— aij + 2 a0s5) —
— @o0ij, — Brx ersetzt sind. Zusammenfassend: |u”| ist der kleinste Wert von

f(Cijyiyj'— ayx?)dt fiir alle zulissigen Funktionen der Klasse IV, die den Neben-

bedingungen geniigen:

(12.9) f(a{j — @y0;5)wix;dt — Prrupur = sig pV) = &,

(12.10) f(aij — ay0ij) i@l dt — Briunvi® =o fiir e =¢-1,¢-2,.., e (lyl— 1)
13. Entwicklung der zweiten Variation.

Endgiiltig besitzt jetzt die zweite Variation (2.5) fiir ein zulissiges Funktio-

nenpaar (;) der Klasse D’ nach (10.13), (10.14) die Entwicklung
I= ﬁhkuhuk -+ f(cijyiyjn— aiszrxj)dt

2
=D lu] (I - ;L(I_a)) (f(“ij — ay0ij) il dt — Ighk“h""(};z)) + D) (U= X,

[¢1

(13.1)

Falls die Form A— B abgeschlossen ist, fillt hier der Zusatzterm mit *I weg.

Dies ist das Analogon der von Lichtenstein angegebenen Fundamentalformel.
Dafiir dass I= o ausfillt, ist in allen Fdllen notwendiy und hinreichend, dass

der kleinste positive normale Eigenwert u'V) = 1 ist. Das Hinreichen dieser Bedingung

ist klar; notwendig ist sie deshalb, weil aus (13.1) fiir x = @'¥ wegen (*I¥1]1@) =0

die Gleichheit

(13.2) I=|pl| — sig pl®

folgt, der Ausdruck rechts aber negativ ist, falls o < u® < 1 ist.

! Unendlich viele normale Eigenwerte existieren z. B. in dem spéter, 15, niher behandelten
Fall der Abgeschlossenheit von A-B.



Entwicklungssidtze aus der Theorie der zweiten Variation. 229

Sind allgemein p, ... u™ die positiven Eigenwerte < 1, so ist fiir alle
zuldssigen Funktionen (;) der Klasse D', die den Orthogonalititsbedingungen
(13.3) f((l[j — aodfj)xiq;;."‘)dt — Brrunt® = o, C«=1,2,... 7,
geniigen,

(13.4) I=o.

Da nach (13.1), (12.1),, (10.12) die polarisierte Variation

1@, 2) = Bueunvl) + f {eiyi ) — aioip@)dt

(13.5) ‘
= (u@ — 1) (f(mj — aodij)xiq);,a) dt — Brrun v(kf”))

ist, sind (13.3) natiirliche isoperimetrische Nebenbedingungen in der Bezeichnung
von Birkhoff und Hestenes [1], nimlich

(136) I(w(l),x):O, Ty 1(9’("‘),90):0)

(@)
und fiir eine lineare Kombination der (?C)(“)) ist in naheliegender Schreibweise

die zweite Variation

70y

(137) I(Z aww(a)) — Z I(q)(a)’ ¢(ﬂ)>aaaﬁ —_— Z (l[”’(a)l J— Sig ‘u(a))a; < O,
a=1

a, f=1 a=1

eine negativ definite Form in a, ..., an,.

Natiirliche isoperimetrische Bedingungen (13.6) vom negativ definiten Cha-
rakter (13.7), deren Erfiilltsein (13.4) nach sich zieht, bilden ein »proper minimal
set> nach Birkhoff-Hestenes (1], 8. 218. Die Gliederzahl ist fiir jeden solchen
Satz die gleiche: der Index (Typenzahl) », des Ausgangsextremalenbogens e’:
x=o0 (=< t=1Y; vgl. spiiter Nr. 19.

14. Analegon der Jacobischen Bedingung.!

Ein solches ldsst sich formulieren im Spezialfall der von Morse [2], S. 50
als »focal boundary problem» bezeichneten Randwertaufgabe, wo (yiz) =0 und

! Vgl. Hestenes [1], 8. 802, [3]; Reid [3], [4].
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(7/») vom Rangr =n ist, h=1, ..., r, somit #° an eine lineare Mannigfaltigkeit
M° gebunden ist, wihrend x'= o0 fest ist. Dann folgt aus unserer mit 7=o
dquivalenten Bedingung fiir den kleinsten positiven normalen Eigenwert: uV =1
notwendig das Erfilltsein der »Jacobischen Bedingung»: eine Losung x(£), 7(t)
des zu u =1 gehbrigen Jacobischen Anfangswertproblems

(14.1) Lilx,y)=0 o =yihu

* Ri(x,y)=o0  yiyir= Buru,

deren siimtliche Koordinaten in einem inneren Punkt Z des Intervalls (¢°, %) ver-
schwinden, x;(f)=o0 fiir ¢=1,...,n, hat in <’ ¢ identisch verschwindende
Koordinaten, Z:(f)=o0. Die zu M° transversale feldartige Extremalenschar (die
durch (14.1) gegeben ist), kurz die Mannigfaltigkeit M° darf innerhalb von (¢, ¢!)
keinen Brennpunkt besitzen. Beim Beweis hat man nur den festen Endpunkt
bei t° in meiner friiheren Arbeit [3]' durch die lineare Mannigfaltigkeit M° zu
ersetzen, wenn bei # oder ¢' Bedingungen zu stellen sind, lauten sie nach wie
vOr ;= O.

Eine analoge Aussage gilt in dem (hier nicht niher zu behandelnden) Fall
der »two end manifolds» nach der Bezeichnung von Morse [2], S. 64. Hier ist fiir
x’ die ry-dimensionale lineare Mannigfaltigkeit M®: ) = yfrun, h=1, ..., r,, fiir
x' die r-dimensionale Mannigfaltigket M : xj = yinun, h'=r,, ro+ 1, ..., 1o+ ri=r
vorgeschrieben, und es zerfillt die Randform (2.2) in

r

To
2 Bhrunuy, — Z Bh k tnr U
h, k=1 WK =141
Hier ist fiir I=o0, d. h. ) = 1 notwendig, dass weder M° noch M* innerhalb
des Intervalls (¢°, #!) einen Brennpunkt im Sinne der sich an (14.1) anschliessen-
den Definition besitzt,

Bei den genannten Problemen kann eine zum kleinsten positiven Higenwert
pW(=1) gehorige normale Eigenfunktion in einem Punkt des Intervalls #° <
< ¢ <t' nicht mit allen Koordinaten verschwinden, denn das Problem mit u(Va;;,
pUBhr, uBiy statt a;, Bir, Siw hat den kleinsten positiven normalen Eigenwert

= 1.

Sei endlich insbesondere ein Endpunkt frei beweglich, etwa 2° in der »-

dimensionalen Mannigfaltigkeit M° M"' beliebig, so ist wegen der in-Nr. 12

! Dort kann die Formel (14.1), in der iibrigens X durch X zu ersetzen ist, entbehrt und durch
(1.7) ersetzt werden.
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bewiesenen Minimumseigenschaft der zu M° M' gehorige kleinste positive Bigen-
wert u¥ < ul), wenn ul) der entsprechende Eigenwert bei festem Endpunkt
2°=0 und der gleichen M"' ist. Hier steht wirklich das Kleiner-Zeichen; denn
sonst miisste eine zu plM=u!! gehdrige, fiir * und #' verschwindende Eigenfunk-
tion (welche verschwindende Parameter us, h=1, .. ., r,==#, besitzt) auch die Trans-
versalitiitsbedingung y{ y:h = uV @i rur =0 erfiillen. Das zoge 4 =0, 1=1,..., n
nach sich, was zusammen mit xf = o die identisch verschwindende Losung ergiibe.!

Um wenigstens zu skizzieren, wie beim Problem mit festem Endpunkt® 2'=o0
in Verallgemeinerung eines Satzes von Morse [2], S. 58, vgl. Birkhoff-Hestenes
(1], 8. 236, der Index als Brennpunktsanzahl auf ¢° zu gewinnen ist, erinnere ich
an ein Hauptergebnis der Carathéodoryschen [3] Theorie der zweiten Variation,
das ich folgendermassen formulieren will:

Die durch (14.1) gegebene feldartige Schar besitzt in {¢°, ) und, was aus-
driicklich vorausgesetzt werden soll, in irgendeinem Teilintervall {¢°, ¢) mit ¢, < ¢'

genau ¢, = ¢ — & singulire Extremalen (;)(%))» 2=1,...,qs vgl. Nr. 3. Wir
nehmen eine Basis der feldartigen Schar bestehend aus diesen singuldren Extre-

malen und weiteren » — ¢ + s linear unabhingigen snormalen» Kxtremalen (x) '
ty
mit f yy“dt =o0. Die Dimension der feldartigen Schar ist im z-Raum fiir alle
o
Werte von f in {(f° #') ausser in gewissen isolierten Punkten, den Brennpunkten
der Schar, konstant und immer gleich # — ¢ + s. Ein Brennpunkt ¢, in (&’ ¢')
werde jetzt mit der Vielfachheit %, gezihlt, wenn die Schar im x-Raum fiir
=t, nur die Dimension » — q + s — k, statt » — ¢ + s besitzt. Es gibt dann
k, linear unabhiingige normale Nullésungen des durch (14.1) und die Endbedingung
xi(t,) =0, i=1, ..., n, gegebenen Randwertproblems.
Seien nun die Brennpunkte der Schar (14.1) in (¢° #) der Reihe nach
t, w=1,2,..., N), ihre Vielfachheiten %, mit der Summe X%, = §. Die zu

! Vgl. Lichtenstein [5], 8. 158 f,

? Bei allgemeinen Randbedingungen ist fiir Variationsprobleme ohne Nebenbedingungen der
Zusammenhang zwischen dem Index und der Anzahl der zum Anfangspunkt konjugierten Punkte
auf dem Extremalenbogen aufgestellt worden von Morse [2], 8. 95, Birkhofi-Hestenes [1], 8. 224;
dort auch Hinweis auf ein entsprechendes Ergebnis von Morse bzgl. des (identisch normalen)
Bolzaschen Problems. Der von Hestenes und von Reid, vgl. dessen Berieht [5], S. 653, in Aus-
sicht gestellten diesbeziiglichen Untersuchung sollte durch die sich im Rahmen der Lichtenstein-
schen Methode von selbst bietenden Uberlegungen des Textes nicht vorgegriffen werden.
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t‘v
{° t,» gehoérigen normalen Nullssungen mit f yy®dt=o setze ich in {t,, t*

durch (Z) = (Z) als zulissige Funktionen der Klasse D' fort und nenne alle so

1 s
(fir »=1,..., N) gewonnenen fortgesetzten Nullésungen insgesamt 4---4
1 s
p...p

Diese Funktionen sind ersichtlich linear unabhingig, auch wenn man die etwa

vorhandenen zu <t°, t'> gehdrigen normalen Nullgsungen hinzunimmt, ansserdem

aber zueinander I-orthogonal, d.h. fiir irgend zwei solche Funktionen (Z),
(lq))s‘deren Knick in ¢, bzw. t, = t, liegen méoge, ist nach (1.3) die Polarform

s
I(x | q) = Brrun vy + j (eigyip; — aijreqy)di

t()

(14.2) ylp

= BurtinVr + [@ipillt = (Burvr — piyin)un = 0;

insbesondere ergibt sich durch Identifikation fiir jede fortgesetzte Nullosung

(14.3) I(T) =0,

4

und dies gilt nunmehr auch fiir jede Linearkombination (:) = (;Z‘j;a) Wiire
"
hier die Gliederzahl S > n,, so kénnte man eine zu simtlichen ¢, v=1,... n,,

bez. (11.8) orthogonale nichttriviale Linearkombination bilden, die wegen (13.1),
(14.3) im Koordinatenteil mit einer zum Bigenwert u = 1 des Intervalls {t°, ')
gehorigen normalen Nullosung iibereinstimmen miisste, was der bereits festge-
stellten linearen Unabhingigkeit widerspricht.

Dass auf der anderen Seite der Index », = S sein muss, erkennt man durch
eine Kontinuititsbetrachtung: Denken wir uns ein variables Intervall {#° ¢,) und
dazn einen positiven normalen Bigenwert u, des focal boundary problem’s, so ist
i, &= 0 und hingt als Bigenwert einer Integralgleichung mit symmetrischem, von
t, stetig abhiingigen Kern, die ich an anderer Stelle aufstellen werde, stetig von
t. ab; ein vielfacher Eigenwert kann sich dabei in mehrere einfachere aufspal-
ten, die Summe der Multiplizititen bleibt aber dabei ungeiindert.

Fiir gentigend kleines ¢, —t° gehoren zum Intervall {f° ¢,> der Ausgangs-
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extremalen x = o, das ein Minimum liefert, keine positiven normalen Eigenwerte
u, < I, vgl. Carathéodory [1], 8. 215 und Nr. 13.

Wiichst ¢, dann gegen ¢', so kann das Intervall {#° ¢,> positive Eigenwerte
< 1 (mit Riicksicht auf u==o0) nur so erhalten, dass der Eigenwert u = 1 ins
Intervall o < y < 1 hereinwandert; das kann nur geschehen, wenn #, durch einen
Brennpunkt ¢, (wachsend) hindurch geht, dann ist 4 =1 ein %,-facher norma-
ler Eigenwert von <(°,t,>, von dem fiir ¢, >, hochstens %, Eigenwerte nach
0 << u << 1 eindringen konnen.

Auf diese Weise findet man fiir den Index #, = 3k, = S, was mit der be-

reits gewonnenen Ungleichheit S = », zusammengehalten das Resultat
(14.4) ny ==~

gibt: der Index ist gleich der (nach den Vielfachheiten gezihlten) Anzahl der in
(t°% ¢') gelegenen Brennpunkte der feldartigen Schar (14.1). Ist w=1 ein m,-
facher normaler Eigenwert des focal boundary problem’s fiir {t°, t*), so ist noch
t' ein m,-facher Brennpunkt der Schar (14.1).

15. Uber die Abgeschlossenheit von 4 — B.

Unter gewissen Voraussetzungen lisst sich die Abgeschlossenheit von A—B
behaupten. Zuniichst, ist A — B nicht abgeschlossen, so gibt es einen zum Eigen-
wert © gehérigen Higenvektor *I = (*/,) und daher die durch die (zu (12.2) ana-

logen) gleichmissig konvergenten Reihen

*1, #

(5.0) X melO=gd0, 3 mme) =b @)= b,

gegebene stetige, nicht verschwindende Funktion nebst Randparametern, die der

Berziehung geniigen:

(r5.2) o:foGik é”v’ji;jdt—ﬁhkoUhi;k-
Daraus folgt, wenn man die bilinearen Entwicklungen (11.1) einsetzt,
(15.3) f ol dij @it — Bty =o0.

Es miisste dann insbesondere
30 — 38333. Acta mathematica. 70. Imprimé le 7 février 1939.
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(15.4) [&ia\ij&)jdt—ﬁhk;h;]g:q
gelten. Wenn daher das Funktic;nal |
(15.5) f‘Pi(aij — a 0ij) @y dt — Brronvi

(positiv) definit' ist (also insbesondere fiir gentigend grosses — a,), kann man die

Abgeschlossenheit von A — B behaupten.

Aus (15.2) lisst sich noch eine Folgerung ziehen fiir den Fall, dass die End-
form nicht vorhanden ist, Sux =0, und jeder Teilbogen von €’ normal ist. Dann
gilt nimlich die Vollstindigkeitsrelation (9.1) fiir jede stetige Funktion x(f), da
sich diese, wie sich zeigen liesse, im Mittel beliebig genau durch Extremalpoly-
gone, also zulissige Funktionen der Klasse 1)’ approximieren lisst; der Kern G
ist allgemein, eigentlich positiv definit und sicher abgeschlossen. Also miisste
die nach (15.2) zum Eigenwert % des Kerns °G gehorige Eigenfunktion a;; ¢; = 0
sein, mindestens in einem Teilintervall von {f°, {'> somit det (a;;) = 0. Kommt
also zu den beiden eingangs gemachten Voraussetzungen noch det (a;)=F o in
jedem Teilintervall von (¢, #*), so ist A(X, X) abgeschlossen.

In besonderen Fillen, z. B. bei Variationsproblemen mit héheren Ableitungen,
die normal sind, kann man die Abgeschlossenheit schon behaupten, wenn nur
eine gewisse Unterdeterminante der Matrix (a;;) in keinem Intervall identisch
verschwindet.

Im Fall der Abgeschlossenheit lanten die Formeln (10.14), (13.1)

2
(15.6) f (oot — agd)dt — 3| ui| ( f (5 — agi3) s gl it — ﬁnkunv(k‘.*’) :

’ 2
(15.7) I=(|p] - sig y<“>)(f(afj — ay0ij) i dt — Brun v%‘)) .

16. Neue Entwicklungssiitze. -

Aus (10.14), (12.1) ergibt sich durch Polarisation mit der zuliissigen Funk-
tion (z) der Klasse D', zu welcher der Koeffizientenvektor Y gehore, die Be-

ziehung

' Vgl. Morse [2], 8. 31, 32.
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f(c,-jyipj—ao zig)dt = D) |u'| (f(aij — o) i dt — ﬂhkuhv(ka))
(16.1) *
(f(ﬂlw — ay0i;) gl dt — ﬂhkvhv(k“)) + DV (19 X) ("1 Y).

Hierin (%l) =( OC;”) eingesetzt, liefern die Formeln (1.3) und (11.2) fiir jede
1 il

zuliissige Funktion () der Klasse D’ die (iibrigens gleichmiissig) konvergente
Reibhenentwicklung

xi(t) == 2 sig u(“) (f(alj —_ aoélj)xl%l“) dt — ﬂhkuhv&f’”)mg") (t) +
(16.2) @ : .
+ 3 ("1 X) P (1),

Insbesondere kommt fiir x;(t) = °Gy(t, ) die bilineare Formel

’ (a0) (e)
o q)z (t)(p (é)
Gij(t, )= 2 g ﬂ(a>9| -

(16.3)

B i) 31
Une= ) 12 + VU
[+4 4

Im Fall der Abgeschlossenheit von A — B sind in (16.2) und (16.3) die Zu-

satzglieder mit den Funktionen @@ nicht vorhanden, und wir bekommen Fourier-
reihe und bilineare Formel in der iiblichen Gestalt.

17. Ein weiteres Eigenwertproblem.

Ich setze jetzt voraus, dass fiir das System

(17) Li(z, y)=o @y = yintn, X = yintn
T R, ) + e+ wlagj + (ay — ao)0ij)wy =0, yiyin— yiyin = pfrrttr

der kleinste positive normale Eigenwert ) > 1 ist. Wenn das fiir @, =0, d. h.
fiir das System (11.4) nicht der Fall sein sollte, kann man es fiir das neue System,
in dem a;; durch a; + a,0;; ersetzt ist, durch geeignete Wahl der Konstanten
a, stets erreichen. Ist bei beliebigem, aber festgehaltenen a, < o (bzw. a,= o,
falls 2 = 0 nicht normaler Eigenwert ist) beispielsweise — a, > o geniigend gross,
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so sind mit Riicksicht auf die Formel (11.7), in der anstelle von d;; = a;; — a,0:;
jetzt di; = a;; + (@, — ap)di; zu treten hat, bei (17.1) sicher alle normalen Eigen-
werte u < o.
Unser Ziel ist das Studium des Eigenwertproblems

(173 Lz, y) =o X =y, wl = yhu
17.2

Ri(x, y) + ayx: + v(kij — a,0i))x; =0, yiyin — yiyin = Brru,
wo die Koeffizientenmatrix k;; = kj; stetig in {t°, t') vorausgesetzt ist.

Die Fundamentalformel (13.1) fir die zweite Variation ist jetzt mit a;; + a,0;;

[>1

statt @;; und fiir ein "l<o mit |u|—s1gy—«{‘u:;}:|ﬂ—1| und mit dem

abgeschlossenen System der Eigenformen hinzuschreiben, da wir die jetzt in

Frage kommende Form A — B nicht als abgeschlossen voraussetzen wollen (ob-
wohl wir das durch geniigend grosse Wahl von — @, > 0 erreichen konnten):

I = ﬂh_kuhuk -+ f(cijg/iyj — @i X5 — ala:f)dt

= Z |n@ — 1 |(fa”:c2 At — Burunti® )) + D (UOX) = D) X = (XX).

v

(17.3)

Dabei ist, einfach durchnumeriert

xw) . Slg M(a) Vl—ﬂ(ﬁ:?l ( f dijxiwj('a)dt - ﬁhkuhvg‘))?

*J(a)
(17.4) (F2 X)

(]

{a)
h

J—
=) — {% " lﬂ II (%) —

v@/ V] ud — 1|
q)i ¢Z h *

gesetzt, und es gilt fiir jede zulissige Funktion der Klasse D’ nach (16.2)
(17.3) ai{t) = D) X P (?)

Ich betrachte nun die durch Binsetzen dieser Reihe entstehende quadra-
tische Form

(17.6) f(kij — a,di)mzdt = Q(X, X)= D) D (f(kij_‘ a, (Yij}&)i.")tf)](?)dt) X x®)
o :
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QX, X) ist vollstetig. BEs gilt ja, kij— a,0i5= kij, k= ]/Z‘, Zﬁ gesetzt,

|zzw %| ]/zy] S| zw—kyz]/z

(17.7) ([ZZ%% gy dt) (fl Idt) (M&X@'f]/gl/gdt)2§
gMuF:fZWdet

Daraus folgt fiir die Doppelsumme der Koeffizientenquadrate des Nt*® Abschnitts
von ¢

N N
Z (f{ﬂij@”‘ o\ dt) = Max £*- fZ Z ¢1ﬁ°2dtf2 2 pi2de
(178) u=1r=1 T u=1 J =1

< Max 732-(f2®”(t, t)dt)“,

letzteres wegen (17.20). Die Doppelsumme ist also, iibrigens bereits wegen (16.3),
beschrinkt, was fiir die Vollstetigkeit von @ hinreicht.

Die vollstetige quadratische Form @(X, X), die wir als nicht identisch ver-
schwindend voraussetzen, kann durch eine orthogonale Transformation auf die
‘Diagonalgestalt gebracht werden

I
- \0&
T(a) (t

(17.9) f(k”— a,0i5) xixjdit= @ % X) =Z
Dabei gehen reellen reziproken REigenwerte z(—i) —o0. Die Eigenformen
(17.10) ((0F) = 3 (%"

sind beschrinkte Linearformen, besitzen also konvergente Koeffizientenquadrat-
summe (= 1) und sind zueinander orthogonal

(17.11) (@ {(B) = ZI P = 928,
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Polarisieren wir (17.9) mit einem Vektor ¥) des Hilbertschen Raumes und
spezialisieren ) = V[ [(@ und fithren wir die wegen (16.3) nach der Schwarz-
schen Ungleichheit unbedingt und gleichmissig konvergenten Reihen

(17.12) V|'T(”)_| Z [l Bl (t) = @I(9), V’| @ | 215;:) 7o) = b,
g 0

ein, wobei

(17.13) O (t) = 7;’[”{;‘,

gilt, so kommt

. V]de],. ...
(17.14) [ s = agpeapar =" o
also insbesondere
(17.15) ] (ks — ,8) @ DPI dt — sig 5 7.

Daher ist

(17.16) f(k,-j - alé,-j)x,-xjdt——— Q(&,, &)=Z Sig il (f(kij e a16;j)xi (D}“)dt)~
und

Brrunmui + f(cij?/iyj — aiiz; — a,xi) dt = (XX)

(17.17) 2
z DV {9F) = 3 || (f(kfj — a,0ij) % (DJ(.“)dt) )

«@

mit dem Gleichheitszeichen, falls die Form @Q(X, X) abgeschlossen ist, also insbe-
sondere falls — a, geniigend gross ist.
Fir das System (17.1) lisst sich zum Parameterwert ;= 1, der nicht nor-

maler Eigenwert sein soll, nach Nr. 4 der erweiterte normale Greensche Tensor
(gg) konstruieren. Die Fourierkoeffizienten der zuldssigen Funktion (g) nach

den @@ berechnen sich, wenn man in (17.1) statt @, 1 + (& — 1) schreibt, dann
kommt fiir ¢ == ¢l@, v =10@ p=p

(17.18) @i = (u— I){f@u/jugﬁjdé — B Wnive }7

bei sinngemiisser Ubertragung aller Bezeichnungen aus Nr. 5 auf den neuen Ten-
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sor. Die Koeffizienten von 5)(“) berechnen sich aus (12.5) mit demselben Sprung-

zusatzglied wie bei °Gyl¢, £), also

(17.19) (19 X) = g + f@ﬁ"‘) G5 ®u(t, ) dt—BarWlns v = 19,

da ®;;, Up; nach @, ) entwickelbar sind und dann (15.3) mit d;; statt di; in

sigp 1
—1 Ju—1|

Kraft tritt. Somit ergibt sich, da unter unseren Voraussetzungen

gilt, die Fourlerrelhe

(17.20) Z lul 7 | + Z P 73 = 20 e

eine unbedingt und gleichmiissig konvergente bilineare Entwicklung. Wird

(6@3) in (17.14) eingesetzt, so ergibt sich daraus fir @ = @@, =1 die Inte-

gralgleichung
(17.21) ‘Di=ff@u(lﬂj— a,07) @;dt.
(17.22) X =Tf Sk — a,0y) @;dt

: ) (@)
als Impuls X = X% daneben gestellt, gilt fiir i)_) = ( @ ) y 0=1l4, g=1q@
das Differentialgleichungssystem (17.2), also '

Li(tp, X) =0 (D[(ts) = 7?,,1% = y?h fuhl(klj - aldlj)@jdt
(17.23)
Rl‘((p, X))+ a,@; + 7('1”'1] aldu) =o0, Xt )j/lgh - Xi(tl)}’i‘h = Bhibs

sowie die Orthogonalititsbeziehung

(17.24) fy(")th———o.

()
Die durch (17.12), (17.22) gegebenen Funktionen (fXD‘(a)) sind also normale Eigen-
funktionen von (17.2) und zwar, wie man analog zu von Nr. 11 erkennt, die

simtlichen.
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Endlich ergibt sich nach (17.17), (17.16)

Brrunwr + f (erysty — aijacscy — by dt = (XX) — Q(¥, X)

(17.25) .
= 3 (|4 — sig 1) ( f (b — aldij)xi@;“)dt) .

18. Fourierentwicklung.
Ist @ abgeschlossen (etwa bei geniigend grossem — @, > 0), so folgt aus
(17.17), 4. h;

Bhrunur + f(cij?/i?/j — @iy — ax7) dit =

2
= S e ( [ oy~ antian m;.wdt)

(18.1)

@il
1 Sit
(1.3) und (17.21) fiir jede zulissige Funktion z(¢) der Klasse I’ die gleichmiissig

bei Polarisation (;), u‘, (i)y v und nachfolgender Substitution ( gl) == ( ) wegen

| Y4

konvergente Fourierentwicklung

(18.2) zi(t) = > sig Tfa>( f (ke — alaz,-)xla);“>dt) ().
Insbesondere kommt fiir 2;(f) = ®;;(t, {) die bilineare Formel
oW () DY)
N : J
(18.3) i (t, ) = N [29]

14

Falls @ nicht abgeschlossen sein sollte, wiren die Formeln durch dhnliche

Zusatzreihen zu ergiinzen wie in Nr. 16.

19. Das akzessorische Eigenwertproblem als einfachster Spezialfall.
Fiir den Fall, dass k;;= o0 ist, vereinfacht sich die Differentialgleichung
(17.23) bei passendem a, < o0 zu
L{@9, X) =

(19.1) , ,,
Ri(@@, X@) — g,(z@ — 1)@ = o
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oder, wenn wir

(19.2) — 4, (7@ — 1) = ¢
setzen,
(19.3) R{@), Xe) + ¢ @) = o.

Die Differentialgleichungen (19.1);, (19.3) sowie die End- und Transversalitits-
bedingungen von (17.2) bilden zusammen das akzessorische Eigenwertproblem

. von Morse [1], 8. 523. Die Formel (17.25) wird, wenn noch

(10.4) @9 =V_—g @, T =)_q x ( f B @O dt — d“ﬂ)

gesetzt und ¢ > o sowie die Abgeschlossenheit von @ beachtet wird,
2

(19-5) I= ﬂhk“huk + f (Cijyz'?/j - a,-jxixj) dt = Z o' (fxid)(i“)dt)
Die Fourierentwicklung lautet jetzt einfach

(19.6) wlt)= ( f xitﬁg“’dt)-(l_)f)(t).

o

Im Fall fester Endpunkte habe ich [2] schon vor einiger Zeit die zweite
Variation auf die Form (19.5) gebracht. An die Ausfiilhrungen meiner fritheren
* Arbeit (3] konnte man leicht einen Beweis fiir (19.5) anschliessen, indem man
von einem System

Li(x, y)=o ' Zi(t% = x,(¢) =

(10.
07) Ri(z, y) + 6yx: + (0 — 0))xs =0 (— 6, > 0 geniigend gross)

ausgeht, das fiir (6 — 0,) = 0 der Jacobischen Bedingung geniigt, 14, und mittels
Legendrescher Transformation (vgl. die Darstellung von Radon [2], S. 288 f.)
zu einem vereinfachten kanonischen System im Sinne von 3 iibergeht, nach dessen
(im Koordinatenteil bei der Transformation ungeiinderten) Eigenfunktionen ich
fritheren Ergebnissen zufolge, vgl. [3], Nr. 9, die zweite Variation I entwickeln
kann.

"Fir die nach ihrer Grosse geordneten, entsprechend ihrer Vielfachheit auf-
gefiithrten Eigenwerte ol! <0 <--- von (19.1);, (19.3) ist nach (19.3) die isoperi-
metrische Minimumseigenschaft evident: ¢! ist das Minimum von I unter den
Nebenbedingungen

31—38333. Acta mathematica. 70. Imprimé le 7 février 1939.
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(19.8) fx(f)(”dt=o, e fx@(”‘”dtr—o; fx2dt= I.

Sind insbesondere ¢, ... o™ die negativen Eigenwerte, so liefert der Aus-
gangsextremalenbogen x=o0, t* £t =<' ein Minimum von I im Vergleich zu

allen zulissigen Kurven der Klasse D', welche den Orthogonalititsrelationen

(19.9) ftﬁ“)xdtzo, - f@(”o)xdtzo

Dl

geniigen. Da nach (19.5) die mit @ olarisierte zweite Variation
X p

(19.10) (@ x)= o(“)f@(“)xdt

ist, sind (19.9) ein eigentlicher Minimalsatz von natiirlichen isoperimetrischen
Nebenbedingungen, sie besagen

(19.11) oW, o) =o, ..., [(®"), z)=o0,
ihr Erfiilltsein zieht 7= o nach sich, und es ist die fiir eine lineare Kombina-

. e, @ . . : .
tion ~..]s zu summieren iiber v =1, ..., n, gebildete zweite Variation
Se, X0 0 5

Mo

(19.12) I(Ecvll—)(”))=20(”)cﬁ <o fiir (¢) = (o),
=1

eine negativ definite Form in den ¢, ..., .

Wie schon in 18 erwiihnt, ist die Gliederzahl fiir jeden solchen eigentlichen
Minimalsatz die gleiche, also insbesondere =, =n,, vgl. Birkhoff-Hestenes [1],
8. 205. Wire nimlich etwa n, > n,, so konnte die eben betrachtete lineare
Kombination mit (c) = (0) so gewiihlt werden, dass alle fritheren Bedingungen

Mo
(19.13) I(q;f“), e iv(")) =0, a=1,2,..., %
v=1

erfiillt sind. Nach (13.4) miisste dann I{S¢, @) = o ausfallen, im Widerspruch
zu (19.12). Analog wird ny >, ausgeschlossen. Das oben nach Lichtenstein
betrachtete Jacobische und das akzessorische Eigenwertproblem fiihren beide auf
den Index des Ausgangsextremalenbogens.

Leipzig, den 8. Januar 1938.
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