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Entwicklungssiitze, wie sie die vor hundert Jahren erschienenen grundlegen- 

den Abhandlungen yon Sturm [Ii--[3 ] and Liouville it!--,~4! inaugurierten, sol- 

len in dieser Arbeit mittels der yon Lichtenstein nach dieser Richtung aus~o.ebil- 

deten Analysis unendlich vieler Va.riablen auf Reihen naeh den Liisungen eines 

Eigenwertproblems ausgedehnt werden, das aus der Theorie der zweiten Varia- 

tion beim Problem yon Lagrange entspringt: das >>pola.r* mit. dem Eigenwert- 

parameter versehene, ebenfalls vor hundert Jahren entdeekte Jaeobisehe lineare 

kanonisehe Differentialgleiehungssystem nebst allgemeinen selbstadjungierten Rand- 

bedingungen (:~regul~ren:~ Endbedingungen und e i n e r -  unter Umstiinden eben- 

f~dls mit dem Parameter behafteten --- Transversali~iitsbedingung, in der Nor- 

malform yon Morse, vgl. (II.4), (I7.2)). Der (regul:,ire)Ausgangsextremalenbogen 

kann dabei eine beliebige Carathdodorysche Klasse haben, genauer gesagt eine 
�9 " x " o ' ~  b,h(bl~% mit Riicksicht auf die Transversalitiitsbedingung verstandene Anomali- 

tii.tsordnung im Sinne yon Hestenes, vgl. 8. 

Den typisehen Spezialfal[ fester Endpunkte habe ieh ,2 in dem 1935 zum 

Andenken an Liehtenstein yon S. Diekstein herausgegebenen Band 43 der Praee 

Matematyez~m-Fizyezne behandelt. Dort bin ich auf das eine beriihmte Unter- 

suchung yon H. A. Sehwarz fortsetzende Werk yon Lichtenstein [Ii--[y], soweit 

es (lie in Frage stehende Me,bode und ihre Anwendung auf die Variationsreeh- 

nung betrifft, auf einige wenige friihere in derselben yon Hilbert gewiesenen 

Richtung gehende Arbeiten (M. Mason, W. de West  Cairns, R. G. D. Richard- 

son) und auf unmittelbar anschliessende, ~on Lichtenstein angeregte Disserta- 
2 5 -  38333. Acta 'mathematlca. 70. Imprim(~ !e 6 i6xrier 1939. 
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tionen (H. Geiringer, H. Boerner [I])einerseits, auf eine Trefftzsehe Betrachtung 

zur Sehwingungstheorie [I] und auf neuere LReratur zum Lagrangeschen Pro- 

blem (Carath~odory [~]--[4], Radon Ill, [2], Bliss [2], [3], Morse [i]--[3], Reid 

[I]--[3], Hestenes [i]) andererseits eingegangen. Die zitierten amerik.anischen 

Arbeiten 1 behandeln immer gleieh allgemeine Randbedingungen. Ausser ihnen 

nenne ich nur die mir jetzt zug~nglich gewordene Dissertation yon Cope [I], 

sowie die an Lichtenstein anschliessenden, allgemeine Randbedingungen behan- 

delnden Arbeiten yon Boerner [2], [31 und verweise im iibrigen auf den Berieht 

yon Reid [5], der den Eneyklop~dieartikel yon Hilb [I t in RiehLung der allge- 

meinen Randwertprobleme der Variationsrechnung erg~inzt. 

Die der Theorie der zweiten Variation beim allgemeinen Problem v-on Lagrange 

hier zun~chst zugrunde gelegte Randwertaufgabe bietet zwar (im Gegensatz zu 

dem meist - -  ich nenne nur Bliss [21, [4], Morse [2], Courant [ 2 ] -  behandel- 

ten definiten Fall) den polaren Fall, tier nur noch von wenigen, etwa Haupt  

[I], I2], Anna Pell Wheeler [II, Langer [II, [2] studiert worden ist, ist aber nach 

dem yon Lichtenstein [7] gegebenen Vorbild mSglichst einfach gew~hlt; sie ist 

in der allgemeineren yon Reid [2] auf die Existenz yon Eigenwerten hin betrach- 

teten Klasse yon Aufgaben als eine spezielle enthalten, die aber den Vorzug 

hat, sich vollst~ndig behandeln zu lassen. Der eingefiihrte Parameter erscheint 

bei vielen mechanischen Anwendungen als sehr naturgem~ss (Quadrat der 

Schwingungsfrequenz, Knickwert, vgl. Trefftz [i 1, [2]), was bei dem an sich 

denkbar einfach in einem additiv hinzutretenden Glied enthaltenen Parameter 

des yon Bliss [I1, Cope IIl, Morse [II, [2] benutzten akzessorischen Randwert- 

problems vielleicht nicht in demselben Masse der Fall ist. Es ist tibrigens zu 

bemerken (mit Reid [5], S. 646), dass selbst dieses schon im Fall eines wirklichen 

Lagrangeschen Problems mit Nebenbedingungen nicht mehr >>definitely self 

adjoint,) im Sinne yon Bliss [2] ist (wie Cope annimmt), so dass auch nicht der 

Blisssche Entwieklungssatz unmittelbar zur Anwendung kommen kann, der fiber- 

dies das Vorhandensein yon ersten Ableitungen des zur zul~ssigen Funktion ge- 

hSrigen Impulses erfordert. Letzteres gilt auch yon den nur unter recht uniiber- 

sichtlichen Voraussetzungen giiltigen Entwicklungss~tzen, die Reid [2] auf der 

Blissschen Grundlage behandelt hat - -  iibrigens ohne aus ihnen etwas fiir die 

Entwicklung der (von vornherein als positiv definit v0rausgesetzten) zweiten Varia- 

tion etwas zu folgern. 

1 Damals w/ire auch Hickson [I] zu erw/ihnen gewesen. 
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Die Aufstellung und gegebenenfalls die Feststellung der gleichm~ssigen 

Cauchy-Konvergenz solcher Reihenentwicklungen sind gerade Hauptziele dieser 

Arbeit. Sie ist absichtlich, sogar in der Numerierung der Abschnitte - -  abge- 

sehen yon den drei letzten - -  parallel zu meiner friiheren, auf feste Endpunkte 

bezfigliehen Arbeit [3] gehalten, deren einfachere Uberlegungen so, wenn er- 

wfinscht, als Vorbild dienen kSnnen; direkt verwiesen wird auf sie nur fiir einige 

wenige Betrachtungen, die sich bei der Verallgemeinerung nicht ~indern. 

Nachdem in 1 das ttilfsmittel der Greensehen Formeln bereitgestellt, in 

2 der zugrunde liegende Funktionenbereieh der zul~tssigen Funktionen der Klasse 

D' im Sinne Bolzas [I] abgegrenzt und ffir sie das zu bereehnende Funktional 

der zweiten Variation erkl~rt ist, haben wir als Hauptvorbereitung das System 

der Koordinatenfunktionen, nach denen die zul~ssigen Funktionen zun~chst ent- 

wiekelt werden sollen, unserem Randwertproblem anzupassen. Dazu gehSrt die 

Begriffsbildung der normalen Eigenfunktion, erst real bei einem vereinfachten 

kanonischen System, 3, welter, 4, 5, - -  gestfitzt auf Untersuchungen yon Bliss 

[2] - -  die Einfiihrung des Greenschen Tensors (ira erweiterten Sinn) und insbe- 

sondere seines (auf Grund der von Hadamard [I], Carath4odory [41, Radon [2] 

systematisch benutzten kanonischen Struktur der Differentialgleichungen abzu- 

trennenden) wesentliehen Teiltensors Hij, eines Kernes, mittels dessert sich jede 

(zu den normalen Eigenfunktionen des Parameterwertes o orthogonale) zuliissige 

Funktion der Klasse D' durch ihren Impuls quellenmgssig darstellen lgsst. 

Die Fourierentwicklung dieser zul~issigen Funktionen nach den Eigenfunk- 

tionen des vereinfachten kanonischen Systems folgt dann in 8 nach einem E. 

Schmidtschen Satz daraus, dass Koordinatenvektor und Impulsvektor einer sol- 

chen Eigenfunktion zusammen ein Paar adjungierter Eigenfunktionen eben des 

unsymmetrischen Kerns Hij bilden, 7. 

In diesen allgemeinen Zusammenhang, den Hitbert [I l, wie Hellinger erinnert, 

gelegentlich angedeutet hat und den ich im Bericht fiber meinen Vortrag auf 

der Stuttgarter Tagung der Deutschen Mathematiker Vereinigung formuliert habe 

[4], ordnen sich die Untersuchungen ein, die Trefftz [I], [2] ffir die sehwingende 

Saite und den schwingenden Stab angestellt hat. ~hnliches wie Trefftz hat 

IIamel in einem nicht gedruckten Vortrag [I] bekannt gegeben; darauf bezieht 

sich Prfifer [I] in seiner t terleitung der Sturm-Liouvilleschen Reihenentwicklung, 

die aueh Kamke [I] in seinem Lehrbuch fiber Differentialgleichung'en darstellt. 

Hamel selbst kommt in seinem eben erschienenen Bueh fiber Integralgleichungen 

[2], S. I I7- - I2o  auf seine Bemerkung kurz zurfick. 
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VermSge der damit allgemein gewonnenen Fourierentwicklung zul~issiger 

Funktionen der Klasse D' nach den Eigenfunktionen des vereinfachten kanoni- 

schen Randwertproblems - -  letztere bilden das zu verwendende Orthogonalsystem 

der Bezugsfunkt ionen-- ,  insbesondere verm5ge einer in 9 hergeleiteten Voll- 

st~ndigkeitsrelation ist aber die Zuriiekfiihrung des zur zweiten Variation geh5 - 

rigen >>Lichtensteinschen>> Eigenwertsproblems auf die Hauptaxentransformation 

einer vollstetigen quadratischen Form yon unendlich vielen u (den Fourier- 

koeffizienten) gegeben, 10, ebenso die Entwieklung der zweiten Variation, 13, 

und die Fourierreihe einer zulfissigen Funktion der Klasse D' nach den Eigen- 

funktionen des zuletzt genannten Problems, 16, die in 11 ermittelt, in 1~ auf 

ihre Minimumseigenschaft hin untersucht werden. Das ist eine Ubertragung 

der Liehtensteinschen Betrachtungen, die im Grossen und Ganzen dieselbe ist 

wie fiir feste Endpunkte. Jeder Extremalen kann nun, 13, ohne weiteres eine 

Typenzahl (Index) zugeordnet werden: die Anzahl der (mit ihrer Vielfachheit ge- 

rechneten) positiven Eigenwerte < I. Ffir festen E~dpunkt des Extremalen- 

bogens wird in 14 ein direkter Beweis daffir skizziert, dass dieser Index gleich 

ist tier Anzahl der (mit ihrer Vielfachheit gerechneten) Brennpunkte (ira Sinne 

Carath6odorys [3]) der durch die Anfangsmannigfaltigkeit o'egebenen feldartigen 

Extremalenschar, was die Jacobische Bedingung enth~i.lt, 14. Solche und allge- 

meinere Beziehungen (fiir Variationsprobleme mit Nebenbedingungen freilich 

vorl~ufig nur angekfindigt yon Morse, Hestenes, Reid, vgl. dessen Bericht [S]) 

verdankt man Morse I21, der einen Begriff des Index zuerst eingeffihrt hat; dieser 

stimmt mit dem aus der Lichtensteinschen Theorie zu folgernden fiberein, wie 

man, vgl. 19, ganz leicht mittels eines Schlusses sieht, den Birkhoff und Heste- 

nes [I] bei ihrer allgemeinen Theorie benutzen. Weniger vollst~indig ist das 

Resultat bezgl, des Kriteriums ftir Abgeschlossenheit, 15. 

Um schliesslich zu den iiblichen Eigenwertproblemen fiberzugehen, bei denen 

der Eigenwertparameter nur in den Differentialgleichungen vorkommt - -  nicht 

wie bisher auch in den Randbedingungen (der Transversalit~tsbedingung), hat 

man das Lichtensteinsche Verfahren nur nochmals anzuwenden und eine in den 

Koeffizienten der zuletzt gewonnenen Fourierentwicklung gebildete vollstetige 

quadratische Form auf Hauptaxen zu brino'en; das geschieht im Abschnitt 17 

in Betrachtungen, die bei festen Endpunkten teils nicht n5tig, tells frfiher yon 

mir nicht durchgefiihrt worden waren. 18 bringt die Fourierentwicklung naeh 

den Eigenfunktionen des neuen Randwertproblems. 

Anschliessend betrachte ich im letzten Abschnitt 19 als Spezialfall des vori- 
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gen das akzessorische Eigenwertproblem yon Morse [I]. Wie ich [2] im Fall fester 

Endpunkte bereits auf der Pyrmonter Tagung der Deutschen Mathematiker Ver- 

einigung (>> ?Jber die Entwicklung der zweiten Variation beim Problem yon Lagrange >>) 

vorgetragen babe, gilt fiir die 2. Variation eine Darstellung als quadratische 

Diagonalform in unendlichvielen Variablen (den Fourierkoeffizienten der zul~Lssi- 

gen Funktion nach den Eigenfunktionen des akzessorischen Randwertproblems). 

Daraus erhellt unmittelbar die isoperimetrische Minimumseigenschaft der Eigen- 

funktionen sowie die der AusgangslSsung x = o ;  letztere ergab sieh aueh aus 

den Entwicklungen yon 13. Die durch Or~hogonalisierung entstehenden >>kiinst- 

lichen>) Nebenbedingungen sind beidemale gleichzeitig ein eigentlicher Minimal- 

satz yon natiirlichen isoperimetrisehen Nebenbedingungen im Sinne yon Birkhoff 

und Hestenes [I], so dass die Anzahl der Bedingungsgleiehungen beidemale die- 

selbe sein muss. Das beweist die Identitiit des in 13 eingefiihrten Index mit 

dem Morsesehen. 

Methodisch gibt die Einfiihrung der Eigenfunktionen auf Grund der Haupt- 

axentransformation eines unendlichdimensionalen Ellipsoids eine vollstiindige Ein- 

sicht in den S a c h v e r h a l t -  auch der Reihenentwicklungen und zwar, im Ge- 

gensatz etwa zu der unmittelbaren Anwendung yon Minimumsmethoden auf das 

Lagrangesche (oder auch nur isoperimetrisehe) Problem mit seinen Nebenbedin- 

gungen, einfach mit Hilfe der klassischen Existenzsiitze aus der Eigenwert- 

theorie der vollstetigen quadratischen Formen von unendlichvielen Variablen 

und der Integralgleiehungen mit symmetrischem Kern. Letztere werden hier 

dazu gebraucht, um aus den Eigenfunktionen des vereinfaehten kanonischen 

Randwertproblems, d. h. dessen Greenschen Kernes, ein der eigentlichen Auf- 

gabe sehon angepassten System yon Koordinatenfunktionen zu erhalten; an 

anderer Stelle mSchte ieh fiir eine noch verh~ltnismiissig allgemeine Klasse yon 

Problemen die Theorie der zweiten Variation ohne ein solches Hilfssystem yon 

Koordinatenfunktionen unter Zugrundelegung einer Integralgleichung mit sym- 

metrischem Kern behandeln. 

Yerzeichnis  der zu zit ierenden Literatur. 

(Weitere Literatur bei Carath~odory [4], Hilb [~], Kneser [i], Lichtenstein [I], 
Morse [2], Reid [5].) 

Birkhoff, G. D. (mit Hestenes, M. R.). 
i. Natural isoperimetric conditions in the calculus of variations, Duke math. 

Journ. 1 (1935) , S. i98--286. 



198 Ernst HSlder. 

Bliss, G. A. 

~. A boundary value problem in the calculus of variations, Bull. American Math. 

SOC. 32 (I926), S. 3 t 7 - - 3 3  I. 
2. A boundary value problem for a system of ordinary linear differential equa- 

tions of the first order, Transact.  American Math. Soc. 28 (i926), S. 56i 

- - 5 8 4  . 
3- The problem of Lagrange in the calculus of variations, American Journ. of 

Math. 52 (i93o), S. 674- -743  . 
4. (Mit Schoenberg, I. J.) On separation, comparison and oscillation theorems 

for self-adjoint systems of linear second order differential equations. Ame- 
rican Journ. of Math. 53 ( i93i) ,  S. 7 8 i - - 8 o o .  

Boerner, It. 

i. Uber einige Eigenwertprobleme und ihre Anwendung in der Variationsreeh- 

nung, Math. Zeitsehr. 114 (193~), S. 2 9 3 - - 3 t  9 und 35 (i932), S. i 6 i - - I 8 9 .  
z. Zur Theorie der zweiten Variation, Math. Zeitsehr. 119 (i934) , S. 492- -5oo .  
3. Ein >>belastetes~> Variationsproblem, Journ. fiir Math. 171 (t934) , S. xzo- -x27 .  

Bolza, O. 

i. Vorlesungen fiber Variationsrechnung, Leipzig und Berlin 19o 9. 
2. [Sber den >>anormalen Fall>> beim Lagrangeschen und Mayersehen Problem mit  

gemiscbten Bedingungen und variablen Endpunkten, Math. Ann. 74 (x913), 

S. 430--446 .  

Carath6odory, C. 

i. Die Methode der geodi~tischen Aquidistauten und das Problem yon Lagrange, 

Acta math.  47 (1925) , S. i 99 - -235 .  
2. Uber die Einteilung der Variationsprobleme yon Lagrange nach Klassen, Com- 

mentari i  Math. Helvet. 5 (i932), S. i - - i  9. 
3. Die Theorie der zweiten Variation beim Problem yon Lagrange, Mfinehner 

Bet. i932 , S. 9 9 - - t I 4 .  
4. Variationsrechnung und partielle Differentialgleiehungen erster Ordnung, Leip- 

zig und Berlin i935. 

Cope, T. F. 

i. An analogue of Jacobi 's  condition for the problem of Mayer with variable 

end points (Durchgesehene Fassung der Chieagoer Diss. I927) , American 

Journ. of Math. 59 (1937) , S. 655--672.  

Courant, R. 

r. (mit Hilbert,  D.) Die Methoden der mathematischen Physik I. 2. Aufl., Berlin 

I935; II. Berlin i937. 
2. Uber die Anwendung der Variationsrechnung in der Theorie der Eigen- 

schwingungen und fiber neue Klassen yon Funktionalgleichungen, Acta math. 
49 (I926) , S. 1--68.  



Entwicklungss~itze aus der Theorie der zweiten Variation. 199 

Hadamard, J. 

I. Lemons sur le calcul des variations, T. I, Paris i 9 I o  , insbes. S. 264--280.  

Hamel, G. 

i. Uber die Zerlegung positiver Kerne linearer Integralgleichungen, Berl. Math. 

Ges. Sitz.-ber. 22 (1923) , S. 2. 

2. Integralgieichungen. Einfiihrung in Lehre und Gebrauch, Berlin 1937. 

Haupt, O. 

i. Untersuehungen  iiber Oszillationstheoreme, Diss. Wiirzburg i9 i  i. 

2. Uber eine Methode zum Beweise yon Oszillationstheoremen, Math. Ann. 76 

(I915), S. 6 7 - - I o 4 .  

Hestenes, M. R. 

i. Sufficient conditions for the problem of Bolza in the calculus of variations, 

Transact. American Math. Soc. 36 (~934), S. 793--818.  
2. (Siehe Birkhoff.) 

3. On sufficient conditions in the problem of Lagrange and Bolza, Annals of 

Math. 37 (~936), S. 543--55 I. 

Hickson, A. O. 

i. An application of the calculus of variations to boundary value problems, 

Transact. American Math. Soc. 31 (i929), S. 563--579 . 

Hilb, E. (mit Sz~sz, O.) 

i. Allgemeine Reihenentwicklungen, Encyklop~idie d. math. Wiss. I[ C I i .  (192o). 

Hilbert, D. 

i. Gesammelte Abhandlungen, III. Bd., Berlin i935 (insb. der Beitrag von Hel- 

linger, S. I29, 144 ) . 
2. (Siehc Courant.) 

H61der, E. 

i. Mathematische Untersuchungen zur Himmelsmechanik, Math. Zeitschr. 31 

(r929) , Heft 2 (Festschrift fiir Otto HS]der), S. ~97--257. 
2. tTber die Entwicklung der zweiten Variation beim Problem yon Lagrange, 

3ahresber. d. Deutschen Math. Ver. 45 (I935) , S. 83- -84  (kursiv). 
3. Die Lichtensteinsche Methode fiir die Entwicklung der zweiten Variation, an- 

gewandt auf das Problem von Lagrange (Dem Andenken Leon Lichtensteins 

gewidmct), Prace Matematyczno-Fizyczne 43 (i935) , S. 307--346. 
4. Zur Theorie der Randwertaufgaben fiir lineare kanonische Systeme, Jahresber. 

d. Deutschen Math. Ver. 45 (i935) , S. i 2 6 - - i 2 8  (kursiv). 

Hu, K. S. 

t. The problem of Bolza and its accessory boundary value problem, Contribu- 

tions to the Calculus of variations, Chicago 1931--32 , S. 361--443 (war 
dem Verf. nicht zug~nglich). 



~00 Ernst H/51der. 

Jacobi, C. G. J. 
i. Zur Theorie tier Variations-Rechnung und der Differential-Gleichungen (~937), 

Ges. Werke 5, S. 41--55.  

Kamke, E. 

i. Differentialgleichungen reeller Funktionen, Leipzig r93o , S. 274--295.  

Kneser, A. 
1. Die Integralgleichungen und ihre Anwendungen in der mathematischen Physik, 

2. Aufl. Braunschweig ~922. 

Langer, R. E. 
1. The boundary value problem associated with a differential equation in which 

the coefficient of the parameter changes sign, Transact. American Math. Soc. 

31 (I929) , S. 1--24.  
2. The expansion problem in the theory of ordinary linear differential systems of 

the second order, Transact. American Math. Soc. 31 (t929) , 8. 868--906.  

Lichtenstein, L. 
i. Zur Analysis der unendlich vielen Variablen. I. Entwieklungssiitze der Theorie 

gew/}hnlicher linearer Differentialgleiehungen zweiter Ordnung. Rendieonti 

Circ. Mat. Palermo 38 (~914), S. i 1 3 - - i 6 6 .  
2. I)ber eine Integro-Differentialgleiehung und die Entwicklung willktirlicher Fnnk- 

tionen nach deren Eigenfunktionen, Schwarz-Festsehrift, Berlin 1914, S. 

274--285 . 
3. Uber eine Anwendung der Theorie quadratiseher Formen mit unendlieh vielen 

Variablen auf ein Randwertproblem der Potentialtheorie, Praee Matema- 

tyczno-Fizyezne 26 (i915) , S. 219--262.  
4. Untersuehungen tiber zweidimensionale regul~re Variationsprobleme. I. Das 

einfaehste Problem bei fester Begrenzung. Jaeobisehe Bedingung und die 

Existenz des Feldes. Verzweigung der Extremalfliiehen. Monatshefte fiir 

Math. und Physik 28 (i917) , S. 3 - -51  . 
5. Zur Analysis der unendlieh vielen Variablen. Zweite Abhandlung: Reihen- 

entwicklungen naeh Eigenfunktionen linearer partieller Differentialgleiehungen 

zweiter Ordnung vom elliptischen Typus. Math. Zeitsehr..$ (I9T9) , S. 127 

- -16o .  
6. Untersuehungen fiber zweidimensionale reguliire Variationsprobleme. Zweite 

Abhandlung. Das einfachste Problem bei fester und bei freier Begrenzung. 

Math. Zeitsehr. 5 (I919) , S. 21 - -5 r .  
7. Zur Variationsrechnung. Erste Mitteilung, GSttinger Nachr. 1919, S. I 6 I - - I 9 2 .  

8. Zur Variationsrechnung. Zweite Mitteilung. Das isoperimetrische Problem. 

Journ. ftir Math. 16,~ (T93I), S. 194--216. 

Liouville, J. 

i. Sur le d6veloppement des fonctions ou parties de fonctions en s6ries dont les 

divers termes sont assujettis '~ satisfaire h une m6me 6quation diff6rentielle 



Entwicklungss/itze aus der Theorie der zweiten Variation. 201 

du second ordre contenant un param~tre variable. Journ. de Math. 1 (i836) 

S. 253--265, 2 (1837), S. 16--35 , S. 418--436. 
2. D'un th6or6me dfi '~ M. Sturm et relatif -~ nne classe de fonctions transcen- 

dantes, Journ. de Math. 1 (i836), S. 269--277.  
3. (Siehe Sturm.) 

4. Premier m6moire sur la th6orie des 6quations differentielles lin6aires et sur 

le d6veloppement des fonctions en s6ries, Journ. de Math. 8 (i838), S. 561 

- -614 .  

Morse, M. 

i. Sufficient conditions in the problem of Lagrange with variable end conditions, 

American Journ. of Math. 53 ( i93i) ,  S. 517--546.  
2. The calculus of variations in the large, American Math. Soc. Colloq. Publ. 28 

(New York 1934). 
3. Sufficient conditions in the problem of Lagrange without assumptions of nor- 

malcy, Transact.  American Math. Soc. 37 (i935), S. i 41 - -16o .  

Priifer, H. 

i. Neue Herleitung der Sturm-Liouvilleschen Reihenentwicklung stetiger Funk- 

tionen, Math. Ann. 95 (i926), S. 499--518 .  

Radon, J. 

1. t3ber die Oszillationstheoreme der konjugierten Punkte beim Problem yon 

Lagrange, Miinchner Ber. 1927, S. 243--257.  
2. Zum Problem yon Lagrange, Abh. Math. Seminar Hamburg  6 (i928), S. 273 

- -279 .  

Reid, W. T. 

I. Generalized Green's matrices for compatible systems of differential equations, 

American Journ. of Math. 53 (i931), S. 443--459 .  
2. A boundary value problem associated with the calculus of variations, American 

Journ. of Math. 54 (i932), S. 769---79 o. 
3. Analogues of the Jacobi condition for the problem of Mayer in the calculus of 

variations, Annals of Math. (II) 35 (i934) , S. 836--848.  
4. The theory of the second variation for the non parametric problem of Bolza, 

American Journ. of Math. 57 (i935) , S. 573--586.  
5. Boundary value problems of the calculus of variations, Bull. American Math. 

Soc. 48 (i937) , S. 633--666. 

Schmidt, E. 

1. Entwicklung willkiirlicher Funktionen nach Systemen vorgeschriebener, Diss. 

GSttingen 19o5, Math. Ann. 68 (19o7), S. 433- -476  . 

Schoenberg, I. J. 

1. (Siehe Bliss.) 

26- -  38333. Acta  mathematica.  70. Imprimr ]e 6 f6vrier t939. 



202 Ernst ttSlder. 

Sturm, C. 

i. M6moire sur les 6quations diffdrentielles du second ordre, Journ. de Math. 
1 (1836), S. Io6- -x86 .  

2. M~moire sur une ciasse d'fiquations fi diffdrences partielles, Journ. de Math. 1 

(~836), S. 373--444.  
3. (Mit Liouville, J.) Extrait d 'un m6moire sur le d6veloppement des fonctions 
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i. Sehwingungsprobleme und lntegralgleichungen, Math. Ann. $7 (i922), S. 307 
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~. Linear ordinary self-adjoint differential equations of the second order, American 

Journ. of Math. 4,q (i927) , S. 3o9- -3zo .  

I. Quadratische Hamilton-Funktion. Greensehe Formeln fllr lineare 
kanonisehe DifferentiMausdriicke. 

Wir  bet raehten eine quadrat ische Ham i l t o m F u n k t io n  

(I.I) 2H(t,  x, y ) =  aijxixj + 2bijxiyj + eij:l]i~i, 

bei der die Funkt ionen  aij(t) = aj;, bo(t), co(t) = eji fiir i, j---- I, . . . ,  .n im Inter-  

vail <t ~ t 1> stetig sind. Die Matr ix  ( c o l - - e  ist positiv semidefinit yore Rang  

n - - p ,  wo 0 ~ p  ~ ~ ist, und l~isst sich als Quadra t  c = : c  ~ einer ebensolchen 

Matr ix  c sehreiben. Die Koord ina ten  and Impulse (xi  / ( i = I  . . . . .  ,,) besitzen 
\ ] yi 

die Randwer te  i ,[x~ (s = o , I )  an den Endpunk tcn  des Grundinterval ls  <t ~ r 

Mi~ den zu H gehSrigen kanonischen Different ia lausdrucken 

L~(x,  v) =-- x ~ -  bj~x~ - -  ~.,~y~ 
( i .~)  

R~(x, y) - -  y~ + a~jx~ + b~jyj 

gilt  fiir das (meist nicht  welter bezeichnete) inte~oTationsintervall ( t  ~ P} die drei- 

gliedrige Greensche Formel  
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t t P 

l 
�9 f (1"3) ! [('ijyipj - -  a, jx ,  qj]dt = - -  [p, L i (x ,y )  + x iR , (q ,p ) ]d t  + [xp}~, 

.d 
to go 

falls xi und pi stetig siud; &, y, q, ~b brauchen nur abteilungsweise stetig zu sein, 

x p  - ~_j xipi ,  [xp~l~ _--r..~lt,L~2,:to wird auch im folgenden als Abkiirzung bequem sein. 
i 

(I.3) folgt ohne weiteres aus der ~>kleinen~ zweigliedrigen Greenschen Formel 

t l 

(,.4) I (x~(b, + b,jp~) + v,(x, - bs,x~))dt - [x~,:0'. 
.d 

Sind x, y, q, p stetig, x, ,),/1, l) jedenfalls abteilungsweise stetig, so bekommt 

man aus (1.3) dutch Vertauschung der beiden Variablenreihen x y i c y : q p q i 9  die 

zweigliedrige Greensche Formel (schlechthin) 
t t  

]- [(q~B~(x,y) - -  p ,L , ( x , y ) )  - (x~R~(p,q) - -  y~L~(q,p))]dt- -  lq~Yi --  p~x~]~. (l.S) 
d 
to 

2. Problemstellung. Zweite Variation. 

Wir fiihren fiir die Randwerte x~ = xi(~ ) ( s - -o ,  I) der Koordinaten die auf 

Parameter uh(h = I, . . . ,  r; o ~ r ~ 2n) bezogene r-dimensionale lineare Endman- 

nigfaltigkeit 

ein, wobei also die Endmatrix [7~ ~7]h] den Rang r hat; letzteres ist die analytische 

Formulierung der yon Morse [I] S. 526 als non4angency-hypothesis bezeichneten 

Voraussetzung. Hestenes [I] S. 798 nennt die Endbedingungen unter diesen 

Umstiinden ~reguliir>>. 

Ausserdem nehme ich eine quadratisehe Randform 

( 2 . 2 )  ~hkUhUk ,  ~ h k  : ~kh,  

in den Parametern hinzu und betrachte das quadratische (ira Anschluss an Bolza 

[21 gebildete) Funktional 
P 

f (2"3) 2I .[ =2I flhkUhUk + ( - -  H + 2*/)dt. 

t o 
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fiir Funkt ionen [x(t)~ ~y(t)]' die in (t ~ t 1} stetige Koordinaten xi(t), abteilungsweise 

stetige Geschwindigkeiten xi(t) und abteilungsweise stetige Impulse y~(t)sowie 
Parameter  uh besitzen derart, dass die Nebenbedingungen 

(2.4) Z i ( x ,  if) = o,  xi(t")  = 7~ Xi (t 1) : 7~'hUlc 

wir wollen die Funktionen Ix /  in nn l ehnung  an die bestehen; Terminologie v o n  
\ lY 

Bolza [i], S. 63 )>zuliissige Funktionen>> (x~ der Klasse D' nennen. Entspreehend 
\IY 

nennen wir im Raum ~n+l der Koordinaten t, x l , . . . ,  x.  eine Kurve xi = xi(t) 

*zul~ssig,> yon tier Klasse D', wenn sie in (t ~ t t) stetig ist, abteilungsweise stetige 

Tangente besitzt und sieh ausserdem zu x,(t), ~(t) abteilungsweise stetige Im- 

pulse y~(t) und Parameter  u n bestimmen lassen derart, dass die Gleichungen (2.4) 

gelten, y~(t) sind natiirlich nieht eindeutig bestimmt. 

Unter  den Nebenbedingungen Li.(x, y )=  o kann unter  dem Integralzeiehen 

in (2.3) fiir 2~ = b.jr + c~j~/ gesetzt werden, dann kommt die den weiteren Be- 

t rachtungen zu Grunde liegende Form 
tl 

(2.5) I -~  flhk~,hUk + f (c,jy,yj -- a,jx,xj) dr. 
. 2  
to 

Die eingangs formulierte Aufgabe spielt in der Variat ionsrechnung bei einem 

Problem yon Lagrange eine besondere Roile, wenn H die zu einem (positiv) re- 

guliiren Extremalenstiick e ~ geh5rige akzessorischen Hamilton-Funktion ist, welche 

die Theorie der zweiten Variation fiir die Extremale e ~ des urspriinglichen Problem s 

beherrscht. Die >>zweite Variation>) des urspriinglichen Extremalintegrals insbe- 

sondere ist I, wobei die zugelassenen Funkt ionen ( ; ) ( d i e  >)Variationen)>)eben 

den Nebenbedingungen (2.4) geniigen miissen, vgl. Radon [2], S. 288, bzgl. der 

Randbedingungen Morse [I], S. 52I und [2], S. 23 . Hier ist 39 < n, vgl. Cara- 

th6odory [4], S. 347. 

3. Die normalen Eigenr~ume des vereinfachten kanonischen Systems. 

Die allgemeine Theorie der selbstadjungierten Randwertaufgaben eines kano- 

nischen Differentialgleichungssystems beruht auf der Untersuchung des verein- 

fachten kanonischen Systems 
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(3.I) 
�9 ---~ 0 0 I X 1 Li(x ,  y) -~ 2i - -  bjixj - -  eijyj o, x~ 7ih ~h 7]h"h 

0 ~ 0 0 p I I I~i (x, y) + ).xi = ]h + ).xi + bijtfj -~- O, ffi 7 i h -  "ji 7ih = O. 

Die zu einem Eigenwert  ), gehSrigen Eigenfunkt ionen yon (3.I), d. i. ein (auch 

( x ) ,  das eine Ablei tung besitzt und (3.I)be-  im Impuls) stetiges Funkt ionenpaar  __// 

friedigt,  bilden einen Vektor raum r x = r ,  + r~., die direkte Summe aus dem 

qo-dimensionalen Teilraum 

( ) [ ' , , ( ~ ) q ( ~ ' ) d t  ( o, . . . . , o  = 6 ~ '  
3 . 2 )  r ,  = , 

y(l~, ., if:q,) 

der >>singul~irem> Eigenfunkti .onen mit  xi( t)~--o,  fiir die also 

(3.3) ci:/yj = o 
]/~ + b ~ j y j = o ,  yiT~h .r o 

gilt 1, und aus dem zu r. total senkrechten ~normalen>) Eigenraum r~. aller >)nor- 

malen,> Eigenvektoren ( ; )  

von r,  or thogonal  sind, 

(3.4) 

yon (3.I) (mit Parametern  wh), die zu den Yektoren 

f y (~!zdt  = o; 

in r~. kSnnen und sollen Basisvektoren genommen 

in r~ positiv definiten Metr ik 

(3.5) 

werden, die beziiglich der 

or thonormier t  sind. Die Orthogonal i t~tsbeziehungen 

(3.6) f co~0~o(~)dt = 6~'" 

gelten auch noch, und zwar mit der rechten Seite NUll, wenn w (e') und we") Raum- 

komponenten  von Basisvektoren sind, die zu verschiedenen normalen Eigenr~iumen 

geh5ren, d .h .  zu verschiedenen normalen Eigenwerten;  dies folgt  aus der Green- 

schen Formel  (I.5). r~. ist nur  fiir gewisse ))normale Eigenwerte~ )~ =>-_ o vorhan- 

q, ist die mit Riicksicht auf die Transversalitiitsbedingung in " ~ (o.3J verstandcne Anomali. 
tfitsordnung im Sinne yon Hes~ncs [I], S. 799. 
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den. Denn die Greensche Formel (1.3) , start fiir R i ( x , y ) h i n g e s c h r i e b e n  fiir 

R~ y) + Xxi, gibt  fiir eine Eigenfunktion yon (3.1) 

(3.7) 

somit, da 

(3.8) 

ist, 

o = - f [y~L~(x, y) + x~R~ y) + XxY]dt 

= f c~j,y~dt -- Z f x: dt -- [xyl~, 

o o \  u [ ~ y ] l  = (y~ 7 ~  - y~ m )  ~ = o 

(3.9) Xfx~at=fc,~y,y~dt>=o. 
Das Gleiehheitszeichen steht hier rechts bei einer normalen Eigenfunktion dann 

und nur dann, wenn X = o  ist. In diesem Fall X----o ze~f5llt ausserdem (3.I) 

wegen der Semidefinitheit yon (cij) in die beiden Systeme 

(3.9) 
3Ci s ?fl cijyj = o --  bjixj =- o, x~--8_ 7ih ~" 

Die LSsungen des ersten Systems werden aufgespannt yon den Impulsen 

yr . . . ,  y(q,) der singul&'en Null5sungen (3.2). Fiir das zweite System sei 

(~(1), . . . ,  g(m0)) eine Basis yon orthonormierten LSsungen, deren Parameter 

u(hl), . . . ,  u(~ '~o) seien. Die zu X =  o gehSrigen normalen Eigenfunktionen yon (3.~) 

bilden dann den Vektorraum 

' (~(')' " " "' ~(~)I , f ~(o)~(~ = ~e~. ( 3 . I o )  r0 = \ o . . . .  , o ! 

Auf die Ungleichheitsbeziehung zwischen den Anzahlen q, und m 0 gehe ich hier 

nicht ein. 

4. Der Greensehe Tensor. 

Wir konstruieren ihn mit Riicksich~ auf sp~tere u  gleich fiir das 

allgemeine selbstadjungierte Differentialsystem 

(4 .~ )  L, (x ,  y) = o 

R~(x, y) ----- o 
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mit  den Randbedingungen in der N o r m a l f o r m v o n  Morse [2], S. 86 

(4.2) 
x O  0 1 1 U 

~ihUh~ X i  = ~ ih  h 

y~ Z~ - y l  r h  = flhkuk. 

Die Darstel lung (4.5)1 der Koord ina tenrandwer te  l~isst sieh unter  der in Nr. 2 

gemachten  Voraussetzung, dass d i e 2 n  X r-Matrix - -[7~ den Rang r besitzt, nach den 
~ r h l  

Parametern  uh auflSsen. Eine der mSglichen Darstel tungen der uh als Linear- 

formen der Koordina tenrandwer te  x~ sei 

(4.3) u~ = x ,  C;~ - x ,  ,~ =-  Ix, C ~  . 

Wegen (4.2)1 ist dana  uk = [7~.hC~]u~, woraus folgt 

(4.4) [7~a qk] = [(~hT~k] = eh k, (ehk) = Einheitsmatrix.  

Nun fiihren wir ein 

( 4 . 5 )  

dann folgt ~us 

(4.6) 

(4.7) 

~ . ~  " -  - C ~ . ~ A ~ ,  

$/g t; 

eine LSsung der Traasversal i t~tsbedingung (4.2)~ ist. 

I s t  nun (0~k,), k " - r +  r , . .  , , 2 n  eine Basis der Null6sungen yon (4.2)~, 

gilt also 

(4.8) [Oh,7~] = o, 

so ha t  man mit  I t i l fe weiterer, die Ul, . . . ,  ur erg~nzender Paramete r  ur+l, �9 �9 ,u2n 

neben 

x~ = 7~kuk = 7~,~ u m 
(4.9) 

y~. = a ~ k u  ~ + o~k,u k, - -  6~,~u,~. 

In  dieser P a r a m e t e r d a r s t e l l u n g  der Randbedingung bedeutet  jetzt  um die Spalte 

der Parazneter U x , . . . ,  u2,~ und die Matr ix  (6~,~)=(~k,  0~k'); analog sei jetzt  

(7~m) die Matrix (7~k, o), in der die 2 n -  r letzten Spalten aus lauter  Nullen be- 

stehen. Umgekehr~ geniigt wegen (4.6), (4.8) die Parameterdars te l lung (4.9)~ der 
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Bedingung (4.2).~ in der Normalform. Nun hat  die mit dem Spaltenindex 

p = t . . . .  , ,  geschriebene Matrix 

(4. io) (~,,m, "" l p Y a ~  m~  

den Rang  2~a; denn aus 

(4. i t )  Z T ~ m ) " ~ = - ~  folgt  [ e r s t  ).~ = . . . . .  L . - - o ,  da 7~k,--o  
~6~,.~..~ =: o I [ dann ).r+~ . . . . . . .  Zo,, = o, da 0 '~ linear unabh~ingig 

- i k '  " 

Im 4 , -d imensionalen  Raum der (x, .~ x~, yO, y~) gibt  (4.9) einen 2~-dimensionalen 

Teih'aum. Wegen  (4.6), (4.8), d. h. 

(4 "12) [ ~ ; m T ; ~ - - "  ~ ---  ~Vim i~n.) 0 

wird dieser auch durch die 2u linear unabh~ingigen Gleichm~ge~ 

�9 ~ *t8 " (4.  I 3) ['r~ r - -  :'li ,,:,,,l = o 

d a r g e s t e l l t .  

Selbstadjungier thei t  des Randwer tproblems im Sinne yon Bliss [2! bedeutet  

~ , ( : ) ,  e d i e .  Xn .  fiir ein kanonisehes Syst(m, wo die Blisssche Matr ix T = o 

das Bestehen der 

(:) In der yon Bliss benutzten Form besagt (4.~3) fiir X ~  
?i o ' 

Beziehungen (4.12). 

X 1 = j a  yl 

(4.14) 
n~imlich 

( T X ~  ') + ( T X ~ ) ' ( T N  ') = o, 

ir~' ffm" t (4., 6) T(M,)' - - -  ( -  ,y ~7~, ~ 
\ . . . .  / 

Daher  ist fiir s = o, I 

~ - + (~/.: - : j  = o ; 
o o ' ~ : , , : _ ~ :  , !  I r a " - - , +  I , . .  2,n ~.,,' ~im"l ,m  ': . ,  

dabei bedeute t  der Akzent  Transposi t ion der Matrix (in der iibrigens Z e i l e u i n d e x  

stets der im Alphabet  vorangehende Buchstabe sein soll). Also ist, wenn fiir den 

Moment  M-== M ~ N== M ~ gesetzt wird, 

, ;]1s = (__ i)s+ 1 d i h '  l i b '  . 

V;,,,, i f , : , !  

(4.i7) 
g g �9 , .  {~8 '~ IcY , :  - -  7 ~ ": - -  7ih' i ,~"i 

! @ 



Entwicklungssiitze aus.der Theorie der zweiten Variation. 209 

Auf Grund yon (4.I2) ist daher 

(4.I 8) - -  [ M  ~ T(_/II~) '] = M ( T M ' )  - -  N ( T N ' )  = o; 

das ist die explizite Form der Blissschen Selbstadjungiertheit der Randbedingung. 

Die iibrigen Eigensehaften, insbesondere die Blisssehe Definit-Selbstadjungiert- 

heir des (nur hilfsweise benutzten) Eigenwertproblems, sind wSrtlich dieselben 

wie im Fall fester Endpunkte und ebenso wie dort erfiillt. Die Konstruktion 

des erweiterten Greenschen Tensors ~ yon (4.I--2) kann nun genau so wie in 

meiner friiheren Arbeit [3] vorgenommen werden: mit Hilfe der Resolvente eines 

yon Bliss [2] angegebenen Greenschen Tensors. 

u ist eine yon der AuflSsungstheorie tier Integralgleiehungen in- 

dependente Konstruktion des erweiterten Greenschen Tensors erwiinscht. Sei 

( ~i( t )  1 ein Fundamentalsystem yon (4. x) und definieren wir die 2n X 2n Koeffi- 

zienten 
k k ] 1  

s ,s : [k, ~1 ,  (~, ~qt : I ,  . 2 " )  (4 .I 9) q; 6~m -- P, 9,m o " ,  

dann geben die linear unabhiingigen LSsungen b~ (Q= I , . . . ,  "~1) Yon 

(4.20) bk[k, m] = o 

in 
k 

x i  = b~qi(t)  
(42 ) 

o k 

genau die linear unabh~ingigen LSsungen der Differentialgleichungen (4.I) und 

der Randbedingungen (4.2) oder (4-9) oder (4.I3). 

0 
Die zu (4.2I) gehSrigen Parameter uh durch Gleichungen festzulegen, schreibe 

ich die rechte Seite der zweigliedrigen Greenschen Formel (I.5) in der Gestalt 

(4.22) 
[q, y i  . . . . .  l t = t - o  __ = [qiyi . . . . . .  ] t = t - - 0  l',~,Jt=~o + [qiyi ~ :x . t t=t l  -P~ ~Jt=_/, ~- 0 �9 / J t "~J /=_) - t -0  

8 8 1 8 ~8  8 1 
+ [q~d~m --  Pi7,,,]oU,~ + [qi(Yi - -  d~mum) - - p ~ ( x ~  - -  7imUm)]o 

1 E inen  solchen benu t z t  auch REID [21, S. 7 7 7 ,  vgl. ausserdem meine  Arbei t  [I], S. 253--255.  
- -  In  meiner  Arbei t  [31 muss  die Symmet r i e  in Formel  (4.IO) r icht ig  R(t, t ) =  R'(_t, t) lauten.  

27--381~33. A c t a  m a t h e m a t i c a .  70. Imprlm6 le 6 f6vrier 1939. 
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- - g l e i c h  fiir den spi~ter auftretenden Fall, dass m5glicherweise (x I bei t = t  
~]Y 

einen Sprung erleidet. 
Wenden wir nun die Greensche Formel (I.5) mit  dieser rechten Seite (4.22) 

( i )  2 n ) u n d  auf eine ( ; )  v o n  ( 4 . I )  

und (4.2), d .h .  (4.9), so folgt fiir die Randparameter  u,, yon (x ]  
\ lY 

(4.23) [k, ~1 -~  = o; 

die linear unabhi~ngigen LSsungen yon ( 4 . I ' 2 )  geben genau die (wegen (4.9) 

Q 
linear unabhiingigen) Parameterl5sungen u~ yon (4.23). Denn auch das Umge- 

kehr~e ist rich~ig: man kann zu einer NullSsung u~ yon (4.23) diejenige LSsung 
0 ~ 0 ~ 0 I von (4.1) bestimmen, die der Anfangsbedingung x ~ = 7~mum yi di,~m geniigt. 

Fiir diese gilt wegen (i.5), (4.22) 

(4.24) ~J(y] __ d,~ m) k , , , t u --pi[xi--JimU~)~---O, ]r  I, . . . ,  2n, 

also wegen det ', - - N  ~ o  aueh die Endbedingung x~ =7~'~u,,,, yi =d~,~Um. 

r i Insbesondere geben linear unabhiingige u~ aueh linear unabhiingige ,we i l  die 

\fd 
Matrix (4.1o) den Rang 2n hat. 

Fiir die nun in Angriff zu nehmende Konstrukt ion des erweit~eri~en Green- 

schen Tensors yon (4.I), (4.2) ist es noah notwendig, die LSsungen . o n  

hat also 
[ .  

(4:1), (4.2) beziiglich der Met~rik J(x~+ y~)dt zu or~honormieren; man 

fiir die b~. die Beziehungen qiq~ dt b~b~-= d ~ herzustellen, 

lich ist. 

w i r  bestimmen jetzt eine (fi ir t----t  unstetige) Matrix 

[a,j(t, t) H,(t, t)) 
(425) ~ L:j(t, t_) K~j(t, t) 

was immer mSg- 
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uus den Forderungen  hernus, dass fiir t o =  < t < t u n d  t < t ~ t ~ die Sp~lten 

(4.26) 
x,(t) = G,j(t, t) bzw. x , ( t ) =  H,j(t, t) 

y,(t) = Zq(t, t) U,(t) = K,~(t, t) 

den inhomogenen Differentialgleiehungssystemen 

(4.z7) 

Q Q 
L,(x,  y) ~ y, xj bzw. L,(x,  y ) =  --  ~ ~ ~ -~ - -  yiff j  

Q 

q q "~lQ O 

q 

geniigen und die LSsungen im Interval l  t ~  t < t durch die Anfangsbedingung 

G,i(t ~ t) = 7,,~~ U,,i_ Ho( t  ~ t_) -~- 7,~ _V,~J 
(4.28) 

• ~ t) = ~, .  u,.~ Kq(t ~ ti = ~, .  Y~,;, 

hingegen die LSsungen im I n t e r w l l  t < t =< t 1 durch die Endbedingung 

G i j ( t  1, t_) 7~m Umj  H i j ( t  t, ~_) ~ V, ----- _ ~ ~ i m  _ mj 
(4.29) 

Iq(t  ~, t ) =  ~,,  ~,,j Kq( t  ~, t) = ~:,~ Y ,~  

bestimmt~ sin& In  beiden Randpunk ten  tret~en dieselben Gr5ssen ~T,,i bzw. V,,,j 

auf, die Ms gunk~ionen yon _t noch so zu best immen sind, dass fiir die MaSrix 

(4.25) die Sprungeigenschaf t  

(4.30) [(GijHij)]t=t--F~ [[Gij] ['J]l : ( ~ ~iJ ) 
t~ L jK,  j : j~=~-o  X[ Iq] [gq] l  - a , ~  

gilt. 

Auf  den Tensor (4.25) wende ieh die zweigliedrige Oreensehe Formel  (~.5) 

mit der reehten Seite (4.22) an, indem ich setze ly , ( t )]  -~- ~ [ij(t, i) bzw. 1Kij(t, i) 

und [q,(t)"~== ~q , ( / ) / ,  d , n  n kommt  
k tp,(t)] ~p,(t)] 

(4.3 ~) 

bZW. 

(4.32) 

[k, ,,,] ~ = q, [Lj] - ~,[Gu] + ~ q,x, + p,y,! d t . ~  
q 

[k, m] V,~j = qj [K/j] - -  1_), [H,j] + ~_~ q,x,  + ~}, d t .  Yr. 
o 
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Also bestimme ich U mj bzw. 

(4.33) 

bz~. 

(4.34) 

_V,,j aus den beiden Gleichungssystemen 

[k, m] u_~,~ = v + F~ q,x~ + p,,j ,  d t .  _~ - _ ,  

o 

[k, m] V_ ,~j ~ -  - -  l f l  + ~_a q,x~ + p , y~  d t'*_lj 

Ffir jedes feste j ist jedes der beiden inhomogenen Systeme 15sbar. Denn das 

transponierte homogene System (4.2o) hat  die linear unabhiingigen L5sungen 

b~. ( a =  I , . . . ,  too), mit  denen (4.2"I) gilt. Wegen 

~ - i - -  ~J + x i x i  + ~ ~ d t . x j  = o 
k Q 

b Z W ,  

( 4 . 3 6 )  y,b~.c_.~=-~j+ y~ .~.~+y~; dt .~j=o 
k () 

sind die notwendigen und hinreiehenden Orthogonalit~tsbedingungen fiir die 

L5sbarkeit yon (4.33), (4.34} erfiillt. 

Nimmt~ man nun eine LSsung _U~j bzw. _Vmj yon (4.33) bzw. (4.34) und bil- 

d e t m i t  d i e s e n  Randparametern die Matrix (4.25) , so folgt aus (4.31) and (4.33) 

bzw. (4.32) und (4.34) fiir die Spriinge die Beziehung 

(4.37) 
b Z W .  

k 

k k k 
(4.38) .]2,[It, j] - -  _q~[Kq] = 1,j. 

Weil die Determinante der Matrix i, -- qi ( i =  I, . .., n; k = I, . . . ,  2n) nicht 

verschwindet, ist (immer bei festem j =  1 , . . . ,  ~ ) jedes  der beiden Gleichungs- 

systeme fiir [G~j], [I~jl bzw. [H~j], [Ki j]  eindeutig auflSsbar. Diese LSsungen 

miissen notwendig (4.3 o) sein. 

Indem wir zu den Spalten der Matrix (4.z5) geeignete Linearkombinationen 

(4.39) 

Q 

0 0 

Q 
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hinzufiigen, k5nnen wir immer erreichen, dass die Orthogonal i tgtseigenschaf ten 

(4.40) f + = o, f + 
gelten. 

Der  so best immte Greensehe Tensor besitzt die Symmetr ie  

I G~j(t,t_) Hij(t, t ) ) = I G j i ( t , t  ~i(t, t)) (4.4I) 
Iij(t, t_) Kij(t, ~_, ~Hji(t_, t) Kji(t_, t) 

wie uus der Greenschen Formel  (I.5) folgt, und ist ersichtlich durch (4. I), (4.2), 

(4.3o), (4.40) eindeutig bestimmt. 

Im Fall  einer sog. Zweiendbedingung,  auf den sich uach IKestenes [i], S. 

8i 5 der ullgemeine zuriickfiihren liisst, ergibt  sich (bei Abwesenhei t  yon Null- 

15sungen) der Greensehe Tensor  auch sehr einfach aus zwei zueinander asso- 

ziierten feldurtigen Scharen. 

5. Der  e rwe i t e r t e  Tensor  des ve re in faeh ten  kanonisehen  Sys t ems .  

Der nueh 4 zu ~ = o gehSrige erweiter~e Greensche Tensor  des vereinfaeh- 

ten kunonischen Systems (3.I) 

( 5 . I )  ~Gi jHi j  I 
\ I,.jK~jl 

geniigt fiir t o < t < t I dem Differenti~lgleiehungssystem 

Li(Gu, Il~) =- 0 

(5.2) 

q 
der Randbed ingung  

(5.3) ao(t~, t) = 7~ g ~  

o t 1 (5.4) Io(t ~ t)7~h -- Lj(t  t, _)yih = o, 

wobei mit der  Bezeiehnung (4-3) 

(5.5) 

L,(H,~, K , ~ ) = -  Ey~)VJ ~) 

_n~(H,~, K~j) = o 

H~/t~, t) = z;h Yhj 

o t l K~j(t ~ t)z,h -- K~i(t', _)yih = o, 

_Uhj = [(Jrh Gij(tr, t)], Lj- = t[~rvi h Hi j ,  (tr, t)] 

gilt, und der Sprungrelut ion 
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j(. (5.6) G OH~j - = o ~j , 

L \  I i j g i j l J t = t - - o  - -  ~ij  

und der Orthogonalit i i tsrelation 

(5.7) 
f ~le ) G t j d t  = o f ~le)H~jdt -= o 

f ~,(') I~ jd t  = f yl') Ktjdt = o. 

Es gilt die Symmetrieeigensch~f~ 

(5.8) 
I i j ( t ,  t) Ki j ( t ,  t) ~Hji( t ,  l) Kji(t_, t) " 

Als Sprungrelat ion fiir die Able i tung nach t des Greenscheu Tensors merke 

ich noch an 

I V  ( / ( 5 . 9 )  ~ H , j  - = - ~ , ~  b; ,  . 

C \  -Tij K i H j t = ! - o  bij - -  a i j l  ' 

insbesondere erleideg der Teil tensor (G~j) die Sprungmatr ix  ( - - % ) v o m  Rang 

n ~_p > o. = 

Da  die Matrix " "~7~h~ den Rang  r haben soll, folg~ aus (5.5), (5.7), (5 .8) noch b'M 

0 o _ _  l t tO Weite r  folgt  aus (5.4)1, d . h .  I t j i ( t ,  t )7i~ Itj,(t_, t )7,h = o fiir _t = + o bzw. 

_t ~ t 1 -  o mig Riicksichb auf  den durch (5.6) gegebenen Sprung und die Sym- 

metrie (5.8) 

(5.II) 

b z w .  

( 5 . I 2 )  

o = ( ~ , ( t  ~ t o + o) + , ~ , ~ ) m ~  H~,(t ~ t '  - -  o)m' 
- -  0 0 0 " ~ 1  1 \ 
- -  75~'( V~'iT~h - -  h ~7~h~ + 7~ 

o = ~ , ( t  ~, t o + o)z,~ - (H~.,:(t ~, t '  - -  o)  - -  , ~ , j ) z h  

' ~ ~ - -  h~7 ih )+Tjh .  = 7 5 h ' ( V ~ ' ~ 7 ~ h  V ' ,  ' ~  ' 

Aus den beiden Beziehungen ergibt  sich 
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(5.I3) 
0 0 1 1 

- -  V]~'iT~ V~'tyi~ = - -  & , ' h ,  

wovon sp~iter in 11 Gebrauch gemacht  wird. 

Es gilt endlich fiir t ~  t < t ~ 

(5.I4) o T 

r 

. Quellenmiissige Darstellung zulitssiger Funktionen der Klasse D'.  Zer- 
legung des Greensehen Tensors, 

~--g,(t)! 
gralausdriieke 

(6:~) 

ein abteilungsweise stetiges Funkt ionenpaar ,  so sind die Inte- 

~, = f (G,,~, + H~zfi)dt 

s~etig und  abteilungsweise stetig differenzierbar, sie geniigen den Gleichungen 

(6.~) 

q 

(6.3) ^8 ~ " l (  
J 

(6.4) f ~,~?)dt=o, f rj,y?)dt=o. 
Es sei nun  y(t) eine vorgegebene abteilungsweise stetige Funkt ion  in ( t  ~ t~}. 

( / ( 1  Dann nehme ieh in (6.I) zuerst f i  = eoyj  und bilde die l ineare Funktional-  
~ - - 9 d  \ o I 

t ransformat ion 

d (6.5) 
~,(t) = ~,(t) + ~) , ( t )=  y,(t) + IK.c,jy_~at; 

J 
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sie liefert ein Funkt ionenpaar  (gt)) der Klasse D', fiir das 

(6.6) 

L i ( L  t1)= L,(o,  y) + L,(5', :0)= - cijyj -+. cijyj - -  ~,,f(")yl. *) , 
x 

L,(,, ~) = o, f<.) = f (.,~:~jyi.*)dt = o, 

8 : ~ R  ~ f 
(6.7) ~i 7ih uh, ~'h = }5. C~j,~]~d t_ 

gilt, also ein zulgssiges Funkt i0nenpaar  der Klasse D',  dazu kommt 

/ -  
(6.8) J ~'~(")~, ~i' d t  - -  O .  

y(t) als Impuls zu einem zuliissigen Funkt ionenpaar  ( x l  GehSrt der Kl~sse 
~ ! Y 

D' mit  J x i ~ l e l d t  --- o, so reduziert sich, wie die mit  der Integmtionsval~ablen t 

und dem Summationsindex l gesehriebene, mit Rficksicht auf die Unstetigkeit  

yon (q_l, l f l )=  (G;~, H~) bzw. (qj, 12t)= (Lz, KCz) richtig ~ngewandte Greensche For- 

mel (I.3) zeigt, die Funktional transformation (5.5) auf die Identitii t  

(6.9) 
~(t) - , ( t ) ,  a. ~,. ,~, = f H,,c,;._j~dt 

, ( t )  = V ( t )  o = f K,;.,;._~dt. 

Das Bemerkenswerte an der damit gefundenen quellenm~tssigen Darstellung 

(6.9)L der oben betrachteten zuliissigen Funktion 

f "~ T (6.m) x ( t ) =  ~ (t, t )~dt ,  ~ - - c ! 1 ,  

mittels des zu ~ =  cI  = ( C i l ( t ) I l j ( t ,  t.)) g e h S r i g e n  �9 ~ ~ T _  I~TI t ~;transpomerten Kerns ,~ --~i j~. ,  t)) 

= (~j,(t, t ) ) i s t  tier Umstand, dass x(t)  nut  yon der Zlasse D' und ; x ~ ( e ! d t  " o sein 
t (x) 

muss. Setzt man noeh V1,zco =~lhj,  so folgt aus (6. Io) fiir die zu geh5rigen 
�9 !! 

Parameter  

I I) "t(h : I" ~'~hjt)jdt. (6. 
J 
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l t)) D~ i) selbst als Funktion yon t zul~ssig yon der Kl~sse D' ist, gilt 

die )) Zerlegung)~ 

(6.I2) G(t, t_)= ; ~T(t, t.)~(t., t)dt., U hj = f l  9.tht~tj(t, t) dt. g d 

7. Adjungierte Eigenfunktionenpaare eines unsymmetrischen Kerns. 

man aus einer normulen, zu ~ > o  gehSrigen Eigenfmzktion ( : ) y o n  Bildet 

(o) (;) 
_1 = , so folgt ~us (6.IO) zuniiehst (3.I) da~s Funktionenpaar ). ~c~ 

(7 . I )  w = v f TW_dt. 
(7.2) g /=  U~ f ~ _ d t ,  

gilt aber ebenfalls, so dass ( ~ ) e i n  Paar adjungierter Eigenfu,,ktione,~ des unsym- 

metrischen Kerns ~ ist. 
Start dass wir (7.2) aus der zweigliedrigen Greenschen Formel (I.5)herleiten, 

kniipfen wir l iebernochmals  a n ( 6 . , ) a n ,  wobei wir ~ b e r j e t z t ( _ g ~  f i ) = (  o )_~[~o~ 
f a  

~w~(e )d t=  o, wegen (3.6), beachten. Dann gibt (6.2) bis (6.4) seLzen UIl~ fiir 
J 

(7.3) 
xi = 2 f Gij~jdt_ 

~i = 2 f Iijwjdt_ 

die Eigenschaften 

L,(~, ~)) = o 
(7.4) 

x i --~ 7~hUh, ~h= ~ U_hjeojdt 

~ o o ~ , , 
yi 7ih -- yi 7 ~h = 0 

(7"~) f , ~  ~(~~ ~ O, f yy ( x )d t  ~ o. 
28--38333. Acta mathematica.  70. Imprim6 le 6 f6vrier 1939. 
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Die Differenz 

(7.6) 

(7.7) 

[,~,\ t :~ ,,,\ 
~ i ) - - ~ y - - ~ )  genfigt daher den Gleichungen 

" 0 .~  - -  - 0  - I  

1~, (~,, y) = o y~ 7~ - y ,  7 h  - -  o 

.~. ~.~l d t =-= o y(~l d t = o, 
L 

(;) , = �9 Eine zu ~ > o gehSrige Eigenfunktion ge- also ist 

niigt dem Integralgleichungssystem 

= ) , ;  Gcodt OJ 

d 

(7.s) 
= ). J I ~ d t .  

Umgekehrt folgt aus dem eben gegebenen Beweis, dass jede Eigenfunk~ion des 

Integralgleichungssystems (7.8)1,, eine (zu)~ 4 = o gehSrige) normale Eigenfunktion 

des Differentialgleiehungssystems (3.I) ist: Die normalen Teilr~ume mit ~ > o  

sind genau die Eigenriiume des Integralgleiehungssystems (7.8). Aus (7.8).~ folg~ aber 

ffir ).-~ cz = ~ die Beziehung (7.2), die wir behauptet haben. - -  Dass auch jede 

( ~ )  des Integralgleichungspaars (7.I), (7.2)in ihrem Koordinatenteil w LSsung 

eine LSsung yon (7.8)1 ist, folgt aus der Zusammensetzungsformel (6. I2) fiir G. 

Bestimmt man weiter durch (7.8)2 zu w den Impuls z, so gehSr~, wie wir wissen, 

zu r~. mit ). 4= o, und es ist ~ = ~.--~ c~. 

Far  1) < ~ kann der K e r n  G, dessen Ab!eitung die wirklieh yon Null versehie- 

dene Unstetigkeitsmatrix (5.9) besitzt, nieht yon endliehem Rang sein. Er hat 

daher unendlieh viele (als Eigenwerte yon (3.1) wegen (3.9} notwendig positive) 

Eigenwerte, die wir der GrSsse naeh in eine Reihe ordnen kSnnen, in der jeder 

Eigenwert so oft auftritt, wie seine Vielfaehheit angibt, und an deren Anfang wir 

noeh too-real den Wert  Null stellen, falls dieser mo-faeher normaler Eigenwert yon 

(3.I) ist: 

(7-9) o ~ ),(~) ~ )(2) ~ ..., Z(")-~ ~r fiir ~,--) ~ .  

vollstiindiges System zugehSriger, beziiglich f ~ o ~ d t  orthonormierter Eigen- Ein 

vektoren sei entsprechend numeriert: 
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~(1) ~ 2 )  . ]  " 
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8. Entwicklungssiitze. 

Die Gestalt der Gleiehungen (6.Io), (7.I), (7.2) ist dieselbe wie im Fall fester 

Endpunkte x( t~ x(t ~)-- o, den ich an anderer Stelle, [3], behandelt habe. Des- 
halb lgsst sich wieder fast unmittelbar tier Entwicklungssatz aus der Schmidt- 

schen Theorie der adj l lngier ten Eigenfunktionen eines unsymmetrischen Kerns 

() auf (6. Io), (7.I), (7.2) iibertragen: Ist x ein beliebiges zulgssigesFunktionen- 
!! 

paar der Klasse D', so gilt ffir das ebenfalls zul~issige Funktionenpaar der Klasse D' 

j J (8.  I)  ~ = ' "~lbl . . . .  , 

Y~ 

wegen der nach (6.1o) bestehenden quellenmiissigen Darstellung 

(8.2) ~ = f~r~dt  

die unbedingt und gleichmiissig konvergente Fourierentwicklung 

(8.3) ~(t) = >Z' x(.)~(,)(t), x(')=f:.~(.~dt=fxw(.)at; 

wird hier iiber die (dureh fco~dt orthonormierten) Basisvektoren 

summiert 

stellung (4.3) 
Parameter 

summiert 

~(,/ der yon r; versehiedenen normalen Eigenrgume. 

Sehliesslieh gilt fiir die urspriingliehe zuliissige Funktion der Nlasse D' die 

unbedingt und gleiehmgssig konvergente Fourierentwieklung 

x,(t) = ~ xc,,)4.)(t), ~.c,,~ = f x,4.~dt, (8.4) 
a ]  /z 

jetzt tiber alle normalen Eigenriiume. ~Iit Riicksieht auf die Dar- 

gilt noch die unbedingt konvergente Fourierentwieklung fiir die 
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(8.5) ,,~ = y, x(.),4,.), w5~) = [c;~ 4.)(t~)]. 
h 

{<j(t ,  t)) 
Speziell f i ir~ L'j(t, i) ergibt sich wegen (5.7) aus (8.3) die bilineare Formel 

co(') (t) ~o!")(t~ 
(8.6) Go(t, t)-~ ~-a' Z{*} 

deren unbedingte und gleiehmgssige Konvergenz in t und t_ sich hinterher in be- 

kunnter Weise ergibt; summiert wird fiber die yon r~ verschiedenen normalen 

Teilrgume. Fiir die Parameter der Greenschen Funktion gilt, vgl. (5.5), (5.I4), 

wobei die Reihen unbedingt konvergieren. 

9. Die Vollstiindigkeitsrelationen ffir zuHtssige Funktionen. 

Neben der ffir die Koordinaten jeder zuli~ssigen Funktion der Klasse D' 

wegen (8.4) gfiltigen Vollst~ndigkeitsrelation 

(9. I) f x ( e ' ~ ' ~ = Z ( f X ~ " ' ~ ' ) '  
F 

gem q nnd q, stetigem p und ab{eilungsweise stetigem io) die Beziehung 

(9.2) 

f ~,~y,p~dt = -- f ~ .(.),4.) Ro(q, p)dt + [xp]'o 
i z 

~- --  Z .(tt) f qiptO(~o(,), z(t~))(lt or Z x~)[z~t~)qi- o):')pi]; -t- Z x(t~)[~~176176 
l~ Iz # 

also, da [z(:')q]~ = o isk 

(9.3) f c~jyipidt = ~_~ ~(,)x(,)q(,), q(,) = f qo~(,)dt. 
t~ 
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Die Verallgemeinerung dieser Vollsts fiir den lmpuls  auf 

den Fall, dass auch (q / nur eine zulgssige Funktion der KlasSe D' ist, geht yon 

folgenden Bemerkungen aus, die schon beim (nicht ausgefiihrten)Beweis des 
Entwicklungssatzes oben eine Rolle spielen: 

1 % ,  

Erstens folgt aus (9.3)fiir jedes zuls Funktionenpaar {x / der Klasse D' 
~!Y 

(9.4) f f x  4 )gt, 
i cz (') ein normier- so dass insbesondere die zu ~<~)> o gehSrigen Funktionen ~ 

tes Orthogonalsystem bilclen. Deshalb gilt zweitens fiir eine beliebige, sagen wir 

abteilungsweise stetige Funktion y(t) die Konvergenz yon 

(9.5) 
,v 

insbesondere fiir jedes zuliissige Funktionenpaar 

vergenz der Reihe 

(/ )' (9.6) ~_~ 1(') xw( ' )d t  . 

In tier Form 

C ij ffi ffj d t ,  

der Klasse D' die Kon- 

l~sst sich aber die Vollst{indigkeitsrelation (9.3) durch genau dieselben Betrach- 

tungen, wie ich, [3], sie bei festen Grenzen im Anschluss an Courant [II, S. 43 f., 

37o; [2], S. 42 angestellt babe, auf ein zulgssiges Funktionenpaar (p)  der Klasse 

1)' ausdehnen. 

Identifikation von (p)  mi~ ( ; )  gibt 

(9.8) f ci jy iy f l t  -~ ~ .  Z(~)x i~)~. 

Fiir den Fall, dass t = o ein normaler Eigenwert yon (3.I) ist, bride ich 
noch m i t a  o < o den Ausdruck 
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(9.9) f 

wo gewiss ~lle 

(9.1o) 

sind. Setzen wir dann 

(9. Ix) 

fiber ~, 

so wird 

(9. I2) 

Ernst H~ilder. 

(e,~y,u~- ~oX~)at = Y ( z ~ ) -  a0)* ~'',' = F,  ~")*~")", 

..4 (1') ~-: )fl') --- a o > o 

X ('') ~ V M(')x ~') , 

das yon jetzt an alle normalen Eigenriiume durehliiuf~, nieht summiert, 

f (e,jyiyj-- aox~)dt= Z X(")"= ( X X  ) 

die Einheitsform. 

10. Einf i ihrung einer volls tet igen quadrat ischen Form.  

wieder ( x l  ein zuliissiges Funkt ionenpaar  der Sei Klasse D'. 
\ /Y 

auf Grund des Entwicklungssatzes (8.4) 

f dijxixjdt : . 4 ( X ,  X ) ,  aij -~- aij -- aoOi j (,o.1) 

eine quadratische Form in den unendlich vielen Yariablen X('): 

die auf Grund der bilinearen Entwieklung (8.6) ebenso wie bei festen Endpunk- 

ten (vgl. aueh die analoge Be~raehtung, die in Rr. 17 durehgefiihr{ wird) als 

vollstetig erkann~ wird. Wegen (8.5), (9.II) wird analog die Randform 

(,0.3) ~kuh,,~ = B(X, X), 
WO 

(10.4) B(X,  X)--  ~, f lhk l /~i lT~. ; j jX(")X(")  

ebenfalls eine volls~e~ige quadratische Form in den X (') is~; die Quadratsumme 

der Koeffizienten ist niinflieh 

Dann wird 
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__ h h '  k "k (m.5) ~,-~ .= f lhki /~;)Vf4[,~ ] fl~'k' -i,,,~-:~ "~'- . . . . . .  I/.4(';f'k' | =_ fl~flh'k' ~'=' W(') W(")~,~) ,.=~']X W('//(~)U '(') 

also beschr~inkt. 

Die vollstetige quadratische Form -4(X, X )  - -  B ( X ,  X), die wir (vgl. [3], Anm. 

42), Ms nichL identisch verschwindend voraussetzen, kann durch eine orthogonale 

Transformation auf die Diagonalgestalt gebracht werden 

O~ 
I 

Dabei gehen die reellen reziproken Eigenwerte /~7--+ o. Die Eigenformen 

(,0.7) (to) x )  = F, ~,i, ") x(.) 

sind besehrgnkte Linearformen, besitzen also konvergente Koeffizientenquadrat- 

summe und sind zu einander orthogonal 

(re.S) (l(")l('~)) - -  , ~  li")o, lr = 6~'fl" 
t~ 

Polarisieren wir (xo.6) mit einem Vektor Y des  Hilbertschen Raumes und 

spezialisiercn :Y= ~/[/~(aT[/',-) und fiihren wir die wegen (IO.8), (8.6), (8.7)nach der 

Schwarzschen Ungleichheit unbedingt und gleichmiissig konvergenten Reihen ein: 

(Io.9) 

wobei 

(io.io) 
gilt, so kommt 

V:l~ ,'~ I Z |.r ~(..i %.)(t) = q~o,(t), |/I.,:o)I . ~ ( ; i  *,,i"' = v?,, 
,g 

(a) s q~, (t ) = ff;..i;) 

f . . . . .  
~,.jx, wJ-)~t ,3~,,~vi")= LI~'(~ 

te(") 

also insbesondere, wenn a durch fl, x dutch q~(a~, X durch |r]tt( ~ l (") ersetzt wird, 

J 

Daher ist 
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( IO.  I3 )  

und 

/ (a~j -- ao~,Jx, xidt -- fl~U~UE = A(X, X ) -  B(X, X) 

t~ 

f cijyi t - -  ~x~d t  
F 

yjd (xz) t7 o 

( I 0 .  I4 )  
J 

(/ ; 
r tz  

Hier und im folgenden gilt das Gleichheitszeichen, wenn die Form A(X, X ) -  

B(X, X) abgeschlossen ist, worauf ich in 15 eingehe. 

11. Die normalen Eigenfunktionen der erweiter ten Jacobischen Gleichungen. 

Fiir das System (3.I) l~isst sich zum Parameterwert  ~--= a 0 ~ 0, 3 der nieht 

normaler Eigenwert ist, nach Nr. 4 der erweiterte ~)normale>) Greensche Tensor 

~176 konstruieren, o besitzt als zul~ssige Funktion der Klasse D'  die 

Fourierreihen (nach den Eigenfunktionen yon (3.I)) 

co9) co(") w(~) ( t) w (") u,~') w(~) 
( i~ .0  ~ ~'  '.1(.)-' ' o g , .  = E ' ~(.)  h , ~  E ~(,,) ' 

/~ t~ t e 

unbedingt und gleichmgssig konvergente bilineare Entwieklungen. Wird  in die 

mit der Integrationsvariablen t und dem 8ummationsindex l start i gesehriebene 

Formel (Io.II) ~z = G~t(t, _t), y~ = H~z(t, t) eingesetzh so ergibt sieh daraus - - b e i  

sinngemgsser LTbertragung der Bezeiehnungen yon ~r 5 auf den neuen Tensor 

- -  mit Riicksieht auf (Io.9) fiir ~ = ~(~), # =tt(~) die lntegralgleichung 8 

{ f ~  ~tjqPjdt---flhk~ ( I I . 2 )  ~ i = t ~  - _ " 

(I I.,) ,,=,{f., o } . ~ jT jd t - -  #h~ Vh~vk 

i E ine  analoge Ungle ichhe i t  g ibt  Reid  [21, S. 789 fiir die als posi t iv  definit  vorausgesetz te  
zwei te  Variat ion.  

~" J e  nachdem m o -->_ o ist .  
Sie i s t  ~belastet~ im Sinne yon Kneser  [I], S. I17. 
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als Impuls Z = Z (~) daneben gestellt, gilt ffir ~z = ~Z (~) 

Differentialgleichungssystem * - -  analog zu (6.2), (5.I4) ~ 

, vk-- v~"), t t =  #(~) des 

( I I . 4 )  
L,(~, z ) =  o 

/~~ z)  § a 0 ~ i  § #(a~j - -  a0~o')~r = o ,  

o o ~, l t ~0~ = 7ih h, ~i = 7ihVh 
0 0 1 

Z~ 7~h -- Zi  7~1~ = #flhkVk , 

und mit  Rficksicht auf (5.7), (5.m) die Orthogonalitiitsrelation 

(~ ~.5) f y(~)xdt = o. 

Die Transversalitiitsbedingung in ( I I . 4 )  2 folgt aus dem Analogon z u  ( 5 . I 3 ) ,  die 

Endbedingung in ( I I . 4 )  1 einfach aus (Io.io). 

Eine Eigenfunktion yon (II.4) mit  der Eigenschaft ( I I . 5 ) n e n n e n  wir in 

Analogie zu ~Tr. 3 normal, ebenso den zugehSrigen Eigenwert ,u. Dann sind die 

Funktionen (IO.9), (II.3) normale Eigenfunktionen yon (II.4), und zwar genau 

eine Basis dieser. Denn ist ( ~ ) e i n e  normale Eigenfmlktion yon (II.4), s o  ge- 

nfigen ihre Komponenten Integralgleiehungen yon der Form (II.2), (II.3); des 

folgert man am besten aus der mit  t und R~.(x, y) + aoXi = ~ y) start R(x, y) 

geschriebenen zweigliedrigen Greenschen Formel (I.5): man ersetzt (q-~t durch 
~p /1  

( ~ ) u n d ( ~ ) d u r e h l ~  ?p '~ i) 'l ~ t) ~)) und beriieksiehtigt den Spruno' 

(5.6), die Differentialgleichungen (11.4), (5.2) (ohne E rechts / sowie die Rand- 
\ o ] 

bedingungen in (II.4) und (5.3), letzteres reehts in (I.5) beim Term 

(~i.6) t, o rz~ ..  ] = - [ x ~ p ~ ] , o  = - [ a.(t, t*)z~]'o = -  ~ ~, ~',h ~  ~ ' ~ ~  

und analog mit ~ t "~) und ~ hi. 

Die Integralgleichungen (II.2), (II.3) gehen bei Einffihrung der bilinearen 

Reihen ( i i .  0 fiir ~ ~ und der Fourierentwicklungen (8.4), (8.5) fiir q~, v in 

des unendliche Gleichungssystem fiber, des mit  der nach einem beliebigen Vektor 

Y polarisierten Beziehung (IO.6) iiquivalent ist und als LSsungsvektoren genau 

die 1 (~) hat. v 

1 :~hnliche,  noch  a l lgemeinere  Gle ichungssys teme  wie ( I I . 4 ) u n d  auch  (II .2),  ( I I . 3 ) b e t r a c h -  
te t  Reid [2], S. 778. 

2 9 - - 3 8 3 3 3 .  Acta mathematica. 70. Imprim~ le 6 f6vrier 1939. 
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Zum Schluss sei noch aus der Greenschen Formel (I.3) gefolgert 

diese Beziehung zeigt yon vornherein, dass selbstverst~ndiieh jeder norm~le 

Eigenwert ~ 4 = o ist und dass 

(~i.8) sig #" ( f (a~j-- aoO~)q~q~St -- flhkVhVk) 

in jedem normalen Eigenraum yon (I 1.4) als (positiv definite) Metrik genommen 

werden kann, da auch fiir ao-= o die rechte Seite yon (II.7) nicht verschwinden 

k~nn (sonst w~re m o > o). /t (~), it(2), . . .  seien die Positiven normalen Eigenwerte 

Y o n  ( I X . 4 )  , jeder nach seiner Vielfachheit aufgefiihr~, #(-1)tt(-2), . . .  ebenso die 

negativen; entsprechend seien die normalen Eigenfunktionen ~Z(~)] numeriert. 

12. Die Minimumseigenschaft der normalen Eigenwerte. 

Seien (*/(~)X) die orthonormierten Linearformen, welche die (l@X) zu einem 

abgeschlossenen System erg~nzen. Es gilt 

(~.~) (x x ) =  ~ (~~ x) ~ + ~ (*~~ ~, (*z~o~, ~(~))= o. 
a t~ 

Durch die gleichmiissig konvergenten Reihen 

ist zu *l (") eine stetige Funktion ~(:) und zugehSrige Randparameter ~'(~) gegeben. 

Fiir eine zulKssige Funktion x(t) der Klasse D' ist 

(! 2.3) (*l@ X) -~ E *l(•)" ]/ AT~ f xw(~)dr; 

das liisst sieh fiir den Fall, dass x(t) sogar 

formen 

(I2.4) 

der Klasse C', D" angeh5rt, um- 
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also, falls R~ (x, y) + aoXi = -- gi gesetzt wird, 

(I2.5) (*l(a) X ) _ ~ . ~  V ~  ~ + [?/s~'s ]lW(k~')t:]itikJo ~- ~(a)g d t  + tvilikJ~k �9 
a) 

Hingegen ist fiir den Vektor  2 ( / ~  ~V-_zl(~) ] , weleher der Greensehen Funkt ion  

~ t_) -- x~(t), ~ t) --= Ydt) entsprieht,  wegen (12.2) 

(I2.6) (*l(a) ~ r i ) :  ~a) .  

Dus folgt such aus den obenstehenden Formeln,  zu denen jetzt  als Sprungterm 

in (I2.4) il D&~:t+O-- r ~), 

*/(~} 
in (I2.5) Z ~ ~0!~) " 

hinzu~ritt. 

Die Minimumseigenschuft  der normulen Eigenwerte  ~ liisst sich (gunz wie bei 

festen Endpunkten)  folgern aus (2.5), (9.I2), (IO.6), (I2.I), d .h .  

(I2.7) I ~  Z (I --~)( l(a)X)2 -t- ~_j (*l(a) X)2 ~ ( I - - ~ } ) ( X X ) ,  

wo it(~) (=< + ~ )  tier kleinste positive normale Eigenwer t  set, somit, vgl. auch (I i.7), 

f (cijy~Yj -- aoX2)dt > #{l} { f (a~j -- ao&j)x~xjdt-- flhkUhUk}" 

/ .  
tt (1) ist tier k le ins te  Wert ,  den das Integral  I(c~jyiyj--  aox~)dt fiir ulle der Nor- 

t ]  
mierungsbedingung .]" (aij -- ao(~ij)xixjd t ~ ~hkUhUk ~ I geniigenden zul~ssigen Funk- 

t ionen der Klasse D'  annehmen kann. Denn das Gleichheitszeichen gilt in diesen 

Formeln d~nn und nur  dann, falls alle zu tt(~} ~= t~(1) gehSrigen (l(~)X)-~ o und 

alle (*/(~)X)----o sind, d .h .  wegen der Abgeschlossenheit  des Systems der l(~), 

*l (~), falls x eine lineare Kombinat ion der zu #(1) gehSrigen normalen Eigenfunk- 

t ionen ~(~) ist. 

1 Sie bildet bet Reid [21, S. 779 die Grundlage des Existenzbeweises fiir die Eigenwerte. 
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Ordnen wit die nueh ihrer Vielf~chheit aufgefiihrten normalen Eigenwerte yon 

(11.4) in eine Reihe * ... ~/~(-2) ~ ,u(-1) < o < tt (1) ~/~(2) ~ ... und numerieren ent- 

sprechend die zugehSrigen Eigenfunktionen, so lassen sieh die h5heren positiven 

Eigenwerte durch eine analoge Minimumseigenschaft charakterisieren, aber auch 

die negativen Eigenwerte, da z.B. ]>(-~)] tier kleinste positive Eigenwert desjeni- 

gen Problems ist, bei dem a,y--ao~ij, flhk durch --(a~j--ao6,.j)= (--aij-k 2ao(~ij)-- 
--ao(~ij, --~hk ersetzt sind. Zusammenfassend: [tt(r)[ ist der kleinste Wert  yon 

f ( c i i y i y j - - f i i r  alle Funktionen der Klasse D', die den Neben- aoX~. )dt zuliissigen 

bedingungen geniigen: 

(12.9) f (ai~ -- ao~ij)xixjdt -- 

I2 . IO)  

flhkUhUk = sig #(r) ~ e. 

= o  fur a = ~ . z , ~ . 2 , . . . , ~ . ( I z l -  i). 

13. E n t w i c k l u n g  der zwei ten  Variat ion .  

Endgiiltig besitzt ~etzt die zweite Variation (2.5) fiir ein zul~ssiges Funktio- 

nenpaar ( y ) d e r  K l a s s e D '  n a c h ( w . I 3 ) , ( i o . I 4 )  die Entwicklung 

I : flh~UhUk W ~ (cijyiyj-- aijxixj)(~ ~ 
. ]  

(i3.I) 
= Z ( f '+ Z (*X(~ '' 

Falls die Form . 4 -  B abgeschlossen ist, fgllt hier der Zusatzterm mit *l weg. 

Dies ist das Analogon der yon Liehtenstein angegebenen Fundamentalformel. 

Daft& class I >= o ausfa'llt, ist i~ allen Fa'llen notwendig und hiureichend, dass 
der kleinste positive normale Eigenwert tt(~) >= Iist. Das Hinreichen dieser Bedingung 

ist klar; notwendig ist sie deshalb, weil aus (I3.I) fiir x = ~(") wegen (*1(~)1 (~)) = o  

die Gleichheit 

(I3.2) I =  Ire(") [ -- sig tt (~) 

folgt, der Ausdruck rechts aber negat iv is t ,  fails o < tt (~) < I i s t .  

1 Unendlich viele normale Eigenwerte existieren z. B. in dem spgter, 15, niiher behandelten 

Fall der Abgeschlossenheit yon A - - B .  
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Sind allgemein tt(~), . . . ,  ,u (n,) die positiven Eigenwerte < I, so ist fiir alle 

Funkt ionen ( x l  der Klasse D', die den 
2 ~ 

zul~ssigen Orthogonali t i i tsbedingungen 
\ ! Y 

(I3.3) 

geniigen, 

(I3.4) 1 ~ o .  

Da naeh (I3.I), (I2.I).~, (IO.12) die polarisierte Variat ion 

(IS.S)  

Cr = I, 2~ . . .~ ~1, 

I(q~ (~) , x ) =  ~h~u,~v(~ ~) + (cOyi Z? ) --  ai jxiT~l)dt  

= ( f  ( . ; , -  d , . -  

ist, sind (I3.3) natfirliche isoperimetrische Nebenbedingungen in der Bezeichnung 

yon Birkhoff und t tes tenes [i], nfimlich 

(I3.6) I ( r  x) = o, . . . ,  I(~<), x) = o ,  

und fiir eine lineare Kombinat ion der ~Z(~ ) ] i s t  in nahel iegender  Schreibweise 

die zweite Variat ion 

(x3.7) 
l 

a, fl=l a=l 

eine negat iv definite Form in a l , . . . ,  an,. 

Natiirliche isoperimetrische Bedingungen (i3.6) yore negativ definiten Cha- 

rakter  (13.7) , deren Erffilltsein (13.4) nach sieh zieht, bilden ein >;proper minimal  

set,) nach Birkhoff-ttestenes [i], S. 218. Die Gliederzahl ist ffir jeden solchen 

Satz die gleiche: der Index  (Typenzahl) n 1 des Ausgangsextremalenbogens e~ 

x = o (t o ~ t =< tl); vgl. spgter Nr. 19. 

14. Analogon der Jacobischen Bedingung.t 

Ein solches lgsst sich formulieren im Spezialfall der von Morse [2], S. 50 

als ))focul boundary problem>, bezeichneten Randwertaufgabe,  wo (7]h)= o und 

1 Vgl. Hestenes [I], S. 802, [3]; Reid [3], [4]. 
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(7~) vom Rang r__< n is~, h ~ I , . . . ,  r, somit x ~ an eine lineare Mannigfal~igkeit  

M ~ gebunden ist, w~hrend x 1 - - o  fest is~. Dann  folgt  aus unserer mi~ I ~  o 

aquivalenten Bedingung fiir den kleinsten positiven normalen Eigenwert:  #(~)~ I 

notwendig das Erfiilltsein der ))Jacobisehen Bedingung>>: eine LSsung ~(t), ~(t) 

des zu # - ~  I gehSrigen Jacobischen Anfangswertproblems 

o L~(x ,  y) = o x ~ = 7~hUh (i4.i) 
o o 

R i ( x ,  y) = o Y~ 7ia -~ flakUk, 

deren s~mtliche Koordina ten  in einem inneren P u n k t  ~ des Interval ls  ( t  ~ t 1} ver- 

schwinden, ~ ( f ) : o  fiir i ~  I , . . . ,  n, ha t  in ( t  ~ ~} iden~isch verschwindende 

Koordinaten,  xi(t)----o. Die zu M ~ transversale felda~tige Extremalenschar  (die 

durch (I41I) gegeben ist), kurz die Mannigfal t igkei t  M ~ darf  innerhalb yon (t ~ t ~) 

keinen Brennpunkt  besi~zen. Beim Beweis hat  man n u r  den festen Endpunk~ 

b e i t  o in meiner  friiheren Arbeit  [31 ~ durch die lineare Mannigfal t igkei t  M ~ zu 

ersetzen, wenn bei ~ oder t ~ Bedingungen zu stellen sind, lauten sie nach wie 

v o r  x i  ~ O ,  

Eine analoge Aussage gilt  in dem (bier nieht  n~her zu behandelnden) Fall  

der ~two end manifolds)> nach der Bezeichnung yon Morse Iz], S. 64. I t ie r  ist fiir 

x ~ die ro-dimensionale lineare Mannigfal t igkei t  M ~  = 7ih h h---- I , . . . ,  ro, fiir 

x 1 die rl-dimensionale Mannigfa l t igket  M~: X~--~y]h'Uh', h ' =  to, to+  I, . . . ,  %+  r l = r  

vorgesehrieben, u n d e s  zerftillt die Randform (2.z) in 

~'o r 

h, k : l  h', k ' = r o +  1 

Hier ist fiir I ~  o, d. h. #/~)~ I notwendig, dass weder M ~ noch M 1 innerh~lb 

des Intervalls  (t ~ t 1) einen Brennpunkt  im Sinne der sieh an (~4. I) anschliessen- 

den Definition besitzs 

Bei den genannten Problemen kann eine zum kleinsten positiven Eigenwert  

te(1)(~--~) gehSrige normale Eigenfunkt ion  in einem P u n k t  des Interval ls  t ~  

t ~ t ~ nicht  mit  allen Koordina ten  verschwinden, denn das Problem mit  #(1)a~.j, 

/t(~)fl~l:, ~(~)fl~']~' sta~5~ aij ,  fi~k, fl~'k' hat  den kleins~en positiven normalen Eigenwert  

te-~-i.  

Sei endlieh insbesondere ein Endpunk t  frei beweglich, etwa xo ~n der n- 

dimensionalen Mannigfal t igkei t  M ~ M ~ beliebig, so ist wegen der in :Nr. 12 

i Dor~ kann die Formel (I4.I), in der fibrigens X durch X zu ersetzen ist, entbehrt und durch 
(I.7) ersetz~ werden. 
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b e w i e s e n e n  M i n i m u m s e i g e n s c h a f t  der  zu M ~ M 1 gehSr ige  k le ins te  pos i t ive  E igen-  

w e r t  #(1)g,u(ol) w e n n  tt(o 1) de r  e n t s p r e c h e n d e  E i g e n w e r t  bei f e s t e m  E n d p u n k ~  

x ~  o u n d  der  g le ichen  M 1 ist. I-Iier s t eh t  wi rk l i ch  das  K le ine r -Ze i chen ;  d e n n  

sons t  miiss te  eine zu tt(o~)~--tt (1) gehSr ige ,  f i i r t  o u n d  t I v e r s c h w i n d e n d e  E i g e n f u n k -  

t i on  (welche v e r s c h w i n d e n d e  P a r a m e t e r  uh, h =  1, . . . ,  ro-~n,  besi tz t )  auch  die T rans -  

v e r s a l i t ~ t s b e d i n g u n g  y~176 erfii l len.  D a s  zSge y}) ~ o, i ~ 1, . . . ,  n 

nach  sich, was  z u s a m m e n  m i t  x ~ ~ o die i den t i s ch  v e r s c h w i n d e n d e  L S s u n g  erg~be.  1 

U m  wen igs t ens  zu skizzieren,  wie b e i m  P r o b l e m  m i t  f e s t e m  E n d p u n k t  ~ x 1 ~ o  

in V e r a l l g e m e i n e r u n g  eines Sa tzes  von  Morse  [2], S. 58, vgl. B i r k h o f f - t t e s t e n e s  

[1], S. 236, der  I n d e x  als B r e n n p u n k t s a n z a h l  au f  e ~ zu g e w i n n e n  ist,  e r inne re  ich 

an  ein H a u p t e r g e b n i s  der  C a r a t h d o d o r y s c h e n  [3] T h e o r i e  der  zwe i t en  Va r i a t i on ,  

das  ich  f o l g e n d e r m a s s e n  f o r m u l i e r e n  will:  

Die  d u r c h  (I4.1) g e g e b e n e  f e l d a r t i g e  S c h a r  bes i t z t  in <t ~ t ~} und ,  was  aus- 

dr i ickl ich  v o r a u s g e s e t z t  w e r d e n  soll, in i r g e n d e i n e m  Te i l i n t e rva l l  <t ~ to} mi~ t o < t 1 

g e n a u  q, = q - - s  s ingu l~re  E x t r e m a l e n  ( o )  y(~)_, z =  I, . . . ,  q,, vgl. Nr .  3. W i r  

n e h m e n  eine Bas is  der  f e l d a r t i g e n  S c h a r  b e s t e h e n d  aus  d iesen singul~iren Ex t r e -  

m a l e n  u n d  we i t e r en  n - - q  + s l i nea r  unabh~ing igen  >>normalem~ E x t r e m a l e n  ~x~ �9 
\ ] Y 

to 

f mi t  yy(~)dt  = o. Die  D i m e n s i o n  der  f e l d a r t i g e n  S e h a r  is~ im  x - R a u m  fi ir  al le 

e 

W e r t e  yon  t in <t ~ t 1} ausse r  in gewi s sen  i so l i e r t en  P u n k t e n ,  den  B r e n n p u n k t e n  

der  Sehar ,  k o n s t a n t  u n d  i m m e r  g le ieh  ~ - -  q + s. E i n  B r e n n p u n k t  t ,  in <t ~ t l> 

werde  j e t z t  m i t  de r  V i e l f a e h h e i t  t:, gezii.hlt, w e n n  die S e h a r  im  x - R a u m  fi ir  

t = t ,  n u r  die D i m e n s i o n  n - - q + s - - k ,  stat~ n - - q + s  besitz~. Es  g i b t  d a n n  

/c, l i nea r  unabh i ing ige  normale NullSsm~gen des d u r e h  ( I4 . I )  und  die E n d b e d i n g u n g  

xi(t ,)  = o, i = I , . . . ,  n, g e g e b e n e n  N a n d w e r t p r o b l e m s .  

Seien n u n  die B r e n n p u n k t e  de r  S e h a r  (14.1) in (t ~ #) de r  Re ihe  n a e h  

L (~-~ 1, ~, . . . ,  37), ih re  V i e l f a e h h e i t e n  /~ mit~ der  S u m m e  2 k ~ - - S .  Die  zu 

1 Vgl. Lichtenstein [5], S. I58 f. 
Bei allgemeinen Randbedingungen ist ffir Variationsprobleme ohne Nebenbedingungen der 

Zusammenhang zwischen dem Index und der Anzahl der zum Anfangspnnkt konjugierten Punkte 
auf dem Extremalenbogen aufgestellt worden yon Morse [2], S. 95, Birkhoff-Hestenes [I], S. 224; 
dort auch Hinweis auf ein entsprechendes Ergebnis yon Morse bzgl. des (identisch normalen) 
Bolzaschen Problems. Der yon Hestenes und yon Reid, vgl. dessen Bericht [5], S. 653, in AUS- 
sicht gestellten diesbeziiglichen Untersuchung sollte dutch die sich im Rahmen der Lichtenstein- 
schen Metbode yon selbst bietenden ?2berlegungen des Textes nicht vorgegriffen werden. 
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t~ 

(t ~ t~} geh5rigen normalen NullSsungen mit f y y ( ~ ) d t - ~ o  seize ich in (tv, t 1 } 
. ]  t o 

d u r c h "  " \//X~Y ( : ) a l s  zul~ssige Funktionen der Klasse D' fort und nenne alle s o  

(! :i) (fiir r ~ - I , . . . ,  N) gewonnenen fortgesetzten NullSsungen insgesamt "' �9 

p .  

Diese Funktionen sind ersiehtlieh linear, unabhi~ngig, aueh wenn man die etwa 

vorhandenen zu (t ~ t'} gehSrigen normalen NullSsungen hinzunimmt, ausserdem 

�9 (;) aber zueinander I-orthogonal, d .h .  fiir irgend zwei solehe Funk~ionen , 

(:) , deren Knick in t o bzw. t, > t o liegen m5ge, ist naeh (I.3) die Polarform 

t ,  

I(~ ! ~) = ~hk~lhYk -~ J'(cijffipj-- aij~'iqj)dt 
(~4 ":?) 

- -  fl,,k~,,~v~ + [x,~),l~* = ( f l ~ v ~  _ p,o ~,,,,)o , u,h = o ;  

insbesondere ergibt sich durch Identifikation fiir jede fortgesetzte lgullSsung 

(I4.3) / ( X ) = O , y  

und dies gilt nunmehr auch fiir jede Linearkombination \y,c~p~] W~re 

hier die Gliederzahl S >  ~t, so kSnnte man eine zu s~mtlichen ~0 (~'1, r - - I , . . . , n l ,  

bez. (ii.8) orthogonale nichttriviale Linearkombination bilden, die wegen (I3.I), 

(I4.3) im Koordinatenteil mit einer zum Eigenwert tt-~ I des Intervalls (t ~ t ~) 

gehSrigen normalen ~ull5sung iibereinstimmen miisste, was der bereits festge- 

stellten linearen Unabh~tngigkeit widerspricht. 

Dass auf der anderen Seite der Index ~ ~ S sein muss, erkennt man durch 

eine Kontinuit~tsbetrachtung: Denken wir uns ein variables Intervall (t ~ t , ) u n d  
dazu einen positiven normalen Eigenwert tt~ des focal boundary problem's, so ist 

re, 4= o und h~ngt als Eigenwert einer Integralgleichung mit symmetrischem, yon 

t, stetig abh~ngigen Kern, die ich an anderer Stelle aufstellen werde, stetig yon 

t, ab; ein vielfacher Eigenwert kann sich dabei in mehrere einfachere aufspal- 

ten, die Summe der Multiplizit~iten bleibt aber dabei unge~ndert. 

Fiir geniigend ldeines t , -  t o gehSren zum Intervall (t ~ t~} der Ausgangs- 
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extrema.len x = o, da.s ein Minimum liefert, keine positiven norm~len Eigenwerte 

# ,  < I, vgl. Ca.ra.th6odory [I], S. 2I 5 und Nr. 13. 

Wi~chst t ,  da.nn gegen t ~, so kann da.s Interval l  ( t  ~ t,} positive Eigenwerte 

< I (mit Riicksicht auf  # =~ o) nur  so erha.lten, dass der Eigenwert  # = I ins 

Interva.ll o < tt < I hereinwa.ndert; das kann nur  geschehen, wenn t, durch einen 

Brennpunkt  t, (v~a.chsend) hindurch geht, dann ist tt = I ein k,-facher norma.- 

ler Eigenwert  yon (t  ~ t,}, von dem fiir t ,  > L hSchstens k, Eigenwerte  na.ch 

o < tt < I eindringen k5nnen. 

Auf  diese Weise finder ma.n fiir den Index n 1 N 2~k, = S, wa.s mit  der be- 

reits gewonnenen Ungleichheit  S _--< n 1 zusa.mmengeha.lten da.s Resulta.t 

(I 4.4) n 1 ~ S 

gibt:  der Index ist gleieh der (na.ch den Vielfa.ehheiten geziihlten) Anza.hl der in 

(t ~ t 1) gelegenen Brennpunkte  der feldart igen Seha.r (I4. I ). I s t  / s  I ein nh-  

fa.eher normMer Eigenwert  des focal boundary problem's fiir ( t  ~ tx}, so ist  noeh 

t l ein ml-fa.eher Brennpunkt  der Seha.r (I4.I). 

15. Uber  die Abgeschlossenhei t  yon A -  B .  

Unter  gewissen Vomussetzungen liisst sieh die Abgesehlossenheit yon : i -  B 

beha.upten. Zuni~chst, ist . / i -  B nieht  a.bgeschlossen, so gibt es einen zum Eigen- 

wer~ ~ gehSrigen Eigenvektor * l =  (*L.) und da.her die durch die (zu (12.2) ana- 

logen) gleiehmiissig konvergenten Reihen 

(I5.I) Z v o?)(t)-- V3 , ,4 ")=,,-h, vh, 
T 

gegebene stetige, nieht verschwindende Funkt ion  nebst Ra.ndpa.ra.metern, die der 

Beziehung geniigen: 

f 0 ~ * * (I 5.2) o = Gik c_o:j~jdt_ - -  flh~ ~ Uh,vk .  

Daruus folgt, wenn man die bilinea.ren Entwicklungen (I I . I )  einsetzt, 

f * , 
(I5.3) w~ ~) & j  qgjdt  - -  [thk W~')Vj --- O. 

Es miisste da.nn insbesondere 
30--38333. Acta mathematica.  70. Imprim6 le 7 f6vrler 1939. 
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(, 5.4) 

gelten. 

(I5.5) 

,r ~ * r162 # .  

99i (lij qPj (1 t - -  flh k Vh Vk = 0 

Wenn daher das Funktional 

f qDi(aij a o (~ij)q~jdt - -  ~hkVhVk I 

(positiv) definit 1 ist (also insbesondere fiir geniigend grosses --ao), kann man die 

Abgeschlossenheit yon A~-  B behaupten. 

Aus (I5.2) l~sst sich noch eine Folgerung ziehen fiir den Fall, dass die End- 

form nicht vorhanden ist, flhk = O, und j e d e r  Tei lbogen vo~ e ~ normal  ist. Dann 

gilt niimlich die Vol!st~ndigkeitsrelation (9.I) fiir jede stetige Funktion x( t ) ,  da 

sich diese, wie sich zeigen liesse, im Mittel beliebig genau durch Extremalpoly- 

gone, also zulgssige Funktionen der Klasse D '  approximieren l~sst; der Kern G 

ist allgemein, eigentlich positiv definit und sicher abgeschlossen. Also miisste 

die nach (I 5.2) zum Eigenwert ~ des Kerns  o G geh5rige Eigenfunktion aij q~j - -  o 

sein, mindestens in einem Teilintervall yon (t ~ t t} somit det (aij)-----o. Kommt 

also zu den beiden eingangs gemachten Voraussetzungen noch det (aij)~]~o in 

jedem Teilintervall yon (t ~ tl), so ist A ( X ,  X )  abgeschlossen. 

In  besonderen Fgllen, z. B. bei Variationsproblemen mit hSheren Ableitungen, 

die normal sind, kann man die Abgeschlossenheit schon behaupten, wenn nur 

eine gewisse Unterdeterminante der Matrix (aij)in keinem Intervall identisch 

verschwindet. 

Im Fall der Abgeschlossenheit lauten die Formeln (m. I4), ('3.I) 

( t  

(,5.7) 
O: 

16. Neue Entwicklungssittze. 

Aus (io.i4) , (i2.i) ergibt sieh durch Polarisation mi t  der zul~ssigen Funk- 

tion (q )  der Klasse D', zu weleher der Koeffizientenvektor Y gehSre, die Be- 

ziehung 

1 Vgl. Morse I2], S. 3 I, 3 2 . 
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f (e~jU~Pj--aox~q,)dt= ~ l#(~ l ( f (a~j-- ao6,j)x~j.~) dt-- flhku~,v~ ~)) 
(16.1) 

�9 ( f  (., -ao6ij)qiqgJ%lt- flh.kVhV(k"))+ ~ ,  (*l('~)X)(*l ('~) Y). 

( ) ~~ eingesetzt;, liefern die Formeln ( i . 3 ) e n d  ( I I . 2 ) f i i r  jude Hierin q ; - ~  I i t ]  

zul~tssige Funkt ion x( t )  der Klasse  D'  die (iibrigens gleichm~ssig) konvergentu 
Reih enentwicklung 

x,(t) E sig ~,(~ ( 
(16.2) 

U V (~)) dt--~h~ ~ ~ ~~ 

*(a) 
+ E (*l(~ (t). 

C~ 

Insbesondere kommt fiir x i ( t ) =  ~ t) die bilineare Formul 

(16.3) 

r162 *'~' *(~ t 

a 

I m  Fall der Abgeschlossenheit von A -  B sind in (16.2) end (I6.3) die Zu- 

satzglieder mit  den Funkt ionen ~(=) nicht vorhanden, end  wir bekommen Fourier- 

reihe end  bilineare Formel in der iiblichen Gestalt. 

17. Ein weiteres Eigenwertproblem. 

Ich setze jetzt voraus, dass fiir das System 

0 U l 1 L i ( x ,  y) = o x ~ : Tih h, x i  = 7ihUh 
(IT.I) 

0 0 0 t 1 
R ,  (x, y) + aoXi + #(air  + (al - -  ao)60)x j  -~ o, yi 7 , h -  Y, 7ih -~ ttflhkUk 

der kleinste positive normale Eigenwert ~t (1) ~ I i s t .  Wenn  das fiir a 1 ~--- O, d. h. 

fiir das System (I 1.4) nicht der Fall sein sollte, kann man es fiir das nuuu System, 

in dem ai3" durch a~j + a16~i ersetzt jst, durch geeignete Wahl  der Konstanten 

al s t e t s  erreichen. Ist  bei beliebigem, aber festgehaltenen ao < o (bzw. ao ~ o, 

falls ;~ ~ o nicht normaler Eigenwert ist) buispielsweise - - a l  > o geniigund gross, 
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so sind mi{ Riicksicht auf die Formel (I 1.7}, in der anstelle yon &j = a , i -  ao6i j 

jetzt dia = aii + ( a ~ -  ao)~j zu treten hat, bei (I7.I) sicher alle normalen Eigen- 

werte tt < o. 

Unser Ziel ist das Studium des Eigenwertproblems 

1 L , ( x ,  y) = o x~, -~ 7%u~, x7 = y~u~ 
(~7.z) 

R~(x,  v) + a,x~ + , ( ~  - ax ~,~)x~ = o ,  .v~ rh - d z h  = #~ku,~, 

wo die Koeffizientenmatrix k;j = k/i stetig in <t ~ t i} vorausgesetzt ist. 

Die Fund~menta.lformel (I3.I) fiir die zweite Variation ist jetzt mit a;j + a~6;i 

} I mit I s l  - s i ~ .  = - I s - ,  I und mit dem stat~ a~ s nnd fiir ein S [ <  o I --/~ 

abgeschlossenen System der Eigenformen hinzuschreiben, da wir die jetzt  in 

Frage kommende Form _ 4 -  B nicht als abgeschlossen voraussetzen wollen (ob- 

wohl wir das durch gentigend grosse Wahl  yon - -ao  > o erreichen kSnnten): 

(I7.3) 

I -= flhkuhuk + f (c~jyiYS - -  aiSx~xj - -  alx~.)dt 

D~bei ist, einfuch durchnnmeriert 

(I7.4) 

~c,l ={ sig ~(~ ~/~)-(*~(~ II(f ~,; ~, ~ )  d t - ~. ku~ i  ~ 

gesetz~, und es gilt fiir jede zulgssige Funktion der Klasse D' nach (i6.2) 

( I 7 , 5 )  

Ich betrachte 

tische Form 

nun die durch Einsetzen dieser Reihe entstehende quadra- 

/* ,v 
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Q(~,,~) ist vollstetig. Es gilt; ~.a, k~j--a~(~ij:~ij, ~ : V - ~ i  ~ ~j gesetzt , 

j ' r j i ' j 

j i I~'~i Vjj ] ~ ( f I I  ~ fF~F~dt)~= 
, J j  

Daraus folgt ffir die Doppelsumme der Koeffizientenquadrate des _N ten Abschnitts 

v o n  Q 

; 
�9 1 

(i7.8) t~=1~=1 '~ i .=1 j ~=1 

; ~- Max ]r (~)ii(t, t)dt 
1 

i 

letzteres wegen (i7.2o). Die Doppelsumme ist also, iibrigens bereits wegen (I6.3) , 

beschr~nkt, was fiir die Vollstetigkeit yon Q hinreicht. 

Die vollstetige quadratische Form Q(~, ~), die wir als nicht identisch ver- 

schwindend voraussetzen, kann durch eine orthogonale Transformation auf die 

Diagonalgestalt gebracht werden 

(I 7.9) f (kij - el l~ij)wixj C~ t-~ Q(~, ~)-~ Z ~ ([(a)~)g. 

I 
Dabei gehen reellen reziproken Eigenwerte ~ - - ~ o .  Die Eigenformen 

(I 7" IO) ([(~)~) = ~ i~a} ~(~,) 

sind beschr~nkte Linearformen, besitzen also konvergente Koeffizientenquadrat- 

summe (----I) und sind zueinander orthogonal 

r 
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Polurisieren wir (I7.9) mit  einem Vektor  0 des Hilbertschen Raumes und 

spezi~lisieren ~ = ]/[ ,(~) [l(") und fi ihren wir die wegen (16.3) naeh der Schwarz- 

sehen Ungleichhei t  unbedingt  und gleichmiissig konvergenten  Re, hen 

(,7.,2) 

ein, wobei 

( '7 . '3)  

gilt, so kommt  

('7.14) 

also insbesondere 

(17.I5) 

D~her ,st 

( ,7. ,6)  f 

und 

('7.'7) 

LI h " 

(1 o 

V] $(~-) 

(f )" (k,j --  a,r},~)x, x i d t =  O(~, ~)~- ~_~ sig ,I-) (k,j - -  a~,i)x,q~J~)dt 
a 

fla~Uhuk + f (c~jyiyj - -  aijx~ xj --  a, x~) d t -= (~ 3~) 

C~ O~ 

mit dem Gleichheitszeichen, falls die Form Q(.~, ~) abgesehlossen ,st, also insbe- 

sondere falls - - a l  geniigend gross ,st. 

Fiir das System (,7.I) li~sst sich zum Paramete rwer t  it---- I, der nicht  nor- 

maler  Eigenwert  sein soll, nach Nr. 4 der erweiterte  normule Greensche Tensor 

:d ~ ]  konstruieren.  Die Fourierkoeffizienten der zuliissigen Funkt ion nach 

den ~(") bereehnen sich, wenn man in (17.,) start  eel,  + (/~ -- i) schreibt, dann 

kommt  fiir ~o =-- 99 (~), v-~ v (~) , /~ ----/~(") 

(,7.,8) j '  

be, sinngemiisser L?bertragung aller Bezeichnungen aus Nr. 5 auf  den neuen Tea- 
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sor. Die Koeffizienten yon ~(~) berechnen sich aus (I2.5) mit  demselben Sprung- 

zusatzglied wie bei ~ t), also 

(I7. I9) 
f *  ~ ~(,~) 

(*l(") X)  = $(~) + q~l~)at;~j(t, t ) d t - - f l ~ l I ~ ' ~  ~) = J i  J i  

da | llhi n~eh ,.&) w~ ~) entwickelbar sind und dann (I5.3) mit  afj start ~ij in ~ j ,  

sig tt _ I 

Kraf t  tritt .  Somit ergibt sich, da unter  unseren Voraussetzungen , - i  I -II 
gilt, die Fourierreihe 

- - 9  _~_ * * 
(I7.20) ~}ij = Z [tt(a)-- I I ' Z ~(a)99!a)* _j = ~'~(~)~!~)~ri _73 

eine unbedingt  und gleichm~issig konvergente  bilineare Entwicklung.  Wird  

in (I7.14) eingesetz L so ergibt sieh daraus fiir O =  @(~), �9 =~(~) die Inte- 

gralgleiehung 

(I7,2I) (I)i = . f @.(~zj - -  aa6~j)~_jdt. 
d 

(I7.22) X i  = �9 f ~,(t'~j - -  a16t;) O j d t  

als Impuls X = X ~) daneben gestellt, gilt fiir _~ ~x(~)J,  ~ = ~(~), ~ ~ ~l~) 

das Different ialgleichungssystem (I 7.2), also 

(I7.23) 
Li(O, X )  ~= o Oi(t~) = 7;h t~h = 7 sih f ]dht(kO - -  alr 

Rd~O, X )  + a~ a~ + .(k~j - -  a~O,j)cP i = o, X,t~ )7fh - -  X , ( t  )7,a = ~'hkO~ 

sowie die Orthogonalit i i tsbeziehung 

(I7.24) f u( )xdt = o. 

Die durch (I7.I2), (17.22) gegebenen Funkt ionen ~X(")] sind also normule Eigen- 

funkt ionen yon (I7.2) und zwar, wie man analog zu yon Nr. 11 erkennt,  die 

si~mtlichen. 
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( I7 .25)  

E r n s t  HSlder .  

Endlich erg!bt sich nach (I7.I7) , (I7.I6) 

fl~ku~u~ + f (eqyo/j- a,jx~xj- k~jx~xj)dt-- (.~) - Q(~, ~) 

(j ; _-> ~ (I ~(~)I- sig ~(<) (kij-- a~dij)xiq)} < dt 

18. Fourierentwicklung. 

Ist Q abgeschlossen (etwa bei geniigend g r o s s e m - - a  1 > o), so folgt aus 
(I7.I7), d. h: 

flhkUhUk -F f ~ ( cqy iy . i -  aijx~xj - -  alx~ ) d t  = 
(18.i) J 

( ; )  u (q)  ( ) = ( ~ ' : ' t w e g e n  g'.., \~,:,7 bei Polarisation , , v und n~chfolgender Substitution , ,  

(1.3) und (I7.2I) fiir jede zulgssige Funktion x(t) der Klasse D' die gleichm~issig 
konvergente Fourierentwicklung 

(18.2) x~(t)= ~_~ sig ,(<( f (k,j-- ax&j)xt~")dtl ol:~)(t). 

Insbesondere kommt~ ffir xi(t)~-~ij (t, t_) die bilineare Formel 

~~162176 
(18.3) (~,:j (t, t) = ~ i ,~(~) I 

Falls Q nicht abgeschlossen sein sollte, w~ren die Formeln durch ~ihnliche 
Zusatzreihen zu erg~nzen wie in Nr. 16. 

19. Das akzessorische Eigenwertproblem als einihchster Spezialfall. 

Fiir den Fall, dass kij~ 0 ist, vereinfacht sich die DifferentiMgleichung 
(I7.23) bei passendem a I < O zu  

L~(@ (~) , X (~)) = o 
(I9.1) 

R ~ ( ~ ( o ) ,  x ( o ) )  - < ( ~ ( o )  - 1 ) o ~ ~  = o 
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oder, wenn wir 

09.2) _ ~,(~!o)_ ~)= ~(o/ 

setzen, 

(19.3) 
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R~(@(~), x~o)) + o(~)@7)= o .  

Die Differentialgleiehungen (i9.i)l , (i9.3) sowie die End- und Transversalit~its- 

bedingungen yon (17.2) bilden zusammen alas akzessorisehe Eigenwertproblem 

yon Morse [I], S. 523. Die Formel (17.25) wird, wenn noeh 

(I9.4) O(e) == ]/ --  at O (~), -~(~176 (f~(~ 
gesetzt und ~(~)> o sowie die Abgeschlossenheit yon Q beachtet wird, 

Die Fourierentwieklung lautet jetzt einfaeh 

(I9.6) x,(t)= z ( f x,4):~'dt).4~l~'(t). 

Im F a l l  fes ter  E ~ d p u n k t e  habe ich [2] sehon vor einiger Zeit die zweite 

Variation auf die Form (I9.5) gebraeht. An die Ausfiihrungen meiner friiheren 

Arbeit [3] k5nnte man leieht einen Beweis fiir (i9.5)anschliessen, indem man 

yon einem System 

L~(x,  y) = o x i ( t  ~ = x , ( t  ~) = o 
(~9#) 

R~(x, y) + aoX~ + (a ~ a0)x~ ~- o (-- ~0 > o genfigend gross) 

ausgeht, d~s fiir ( a -  a0)= o der Jacobischen Bedingung geniigt, 14, und mittels 

Legendrescher Transformation (vgl. die Darstellung yon Radon [2], S. 288 f.) 

zu einem vereinfachten kanonisehen System im Sinne yon ] iibergeht, nach dessen 

(ira Koordinatenteil bei der Transformation unge~inderten) Eigenfunktionen ich 

fr/iheren Ergebnissen zufolge, vgl. [3], Nr. 9, die zweite Variation I entwickeln 

k a n n .  

'Fiir die naeh ihrer GrSsse geordneten, entspreehend ihrer u auf- 

gefiihrten Eigenwerte a (~) ~ a  '21 <=... yon (~9.I)1, (I9.3) ist nach (I9.5) die isoperi- 

metrische Minimumseigenschuft evident: o I~/ ist das Minimum yon I unter den 

Nebenbedingungen 
31-3s333. A ~  mathematiea. 70. Imprim6 le 7 f4vrier 1939. 
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Sind insbesondere o(1), . . . ,  o ('o) die negativen Eigenwerte, so liefert der Aus- 

gangsextremalenbogen x = o, t o ~ t ~ t 1 ein Minimum yon I im Vergleieh zu 

allen zulgssigen Kurven der Klasse D', welche den Orthogonalitgtsrelationen 

(I9.9) f@(,)xdt=o,...,f@('o)xdt=o 
genfigen. Da nach (I9.5) die mit ~X(~)] polarisierte zweite Variation 

(I9. Io) I(q) !~) , x) = a(~) f q)(~)xdt 

ist, sind (I9.9) ein eigentlicher Minimalsatz yon natfirlichen isoperimetrischen 

Nebenbedingungen, sie besagen 

x) = o , . . . ,  i t ( @ %  x) = o, 

ihr Erfiilltsein zieh~ 1 7  o naeh sieh, und es ist die ffir eine lineare Kombina- 

tion ~2c,~(,) ] , zu summieren fiber ~ : I , . . . ,  no, gebildete zweite Variation 

~O 

(i9"12) I(~c~4~(~)) = E ~ < 0  ffir (c)q= (o), 

eine negativ definite Form in den c~, . . . ,  C,o. 

Wie schon in 13 erw~hnt, ist die Gliederzahl ffir jeden solehen eigentlichen 

Minimalsatz die gleiehe, also insbesondere ~.o~nl ,  vgl. Birkhoff-Hestenes [I], 

S. 2o5. W~re n~mlich etwa n o ~n~,  so kSnnte die eben be~rachtete lineare 

Kombination mit (c~.)~ (o) so gewghlt werden, dass alle friiheren Bedingungen 

(I9.I3) S ~(~) ,  c,q)(') = o ,  ~ =  1 , 2 , . . . , n ~  

erfiillt sind. Nach (i3.4) mfisste dann l(Y,e,d) (~)) >= o ausfallen, im Widerspruch 

zu (~9. I2). Analog wird 171>~ o ausgeschlossen. Das oben nach Lichtenstein 

betrachtete Jacobische und das akzessorische Eigenwertproblem fiihren beide auf 

den Index des Ausgangsextremalenbogens. 

Leipzig, den 8. Januar  I938. 


