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EKinleitung.

Die vorliegende Arbeit sucht die Elemente der Differentialgeometrie der
konvexen Flichen ohne die iiblichen Regularititsannahmen zu entwickeln. Dabei
treten vielfach zwangsliufig rein geometrische Uberlegungen an Stelle der son-
stigen analytischen, wodurch sich die Methode derjenigen von HsrrmsLev in

! nahert. Weniger Beziehungen be-

gseinen »Grundlag for Fladernes Geometri»
stehen zu den Arbeiten von Bourieanp und seiner Schule, da in diesen — soweit
sie unsren Gegenstand betreffen — mehr geometrische Formulierungen der ana-

Iytischen Vorginge als unmittelbare geometrische Ansiitze gegeben werden.

! Mém. Acad. Roy. Se. Let. Danemark, Copenhague, (7) XII, (1914).
1—35150. Acta mathematica. 66. Imprimé le 26 juillet 1935.



2 Herbert Busemann und Willy Feller.

Unsre Hauptthemata sind: Analoga der Sitze von Meusnier, Olinde Rodri-
gues und KEuler; der Satz, dass die Kugel die einzige geschlossene Fliche mit
lauter Nabelpunkten ist; schliesslich die Differentialeigenschaften der kiirzesten
Linien.

In § 1 stellen wir einige Definitionen und Eigenschaften von Kurven zu-
sammen. Der § 2, welcher auch fiir nichtkonvexe Flichen gilt, befasst sich mit
dem Meusnierschen Satz. Die Einfithrung der folgenden Begriffsbildung ist dabei
zweckmissig. Die Ebene IT heisst im Punkte P der Fliche @ Tangeniialebene
@m scharfen Sinne (paratingent plan bei Bouligand), wenn fiir jede gegen P kon-
vergierende Sehnenfolge @, R, simtliche Grenzlagen der Geraden QnB, in IT
liegen. Beispielsweise ist jede Tangentialebene einer konveren Fliche zugleich
Tangentialebene im scharfen Sinne. Hat in einem Punkte P, in welchem die
Fliche eine Tangentialebene im scharfen Sinne besitzt, esn ebener Schnitt (die
Tangentialebene immer ausgenommen) eine Krimmung? so haben alle ebenen
Schnitte mit derselben Tangente in P ebenfalls eine Kriitmmung, und die zuge-
horigen Krimmungskreise liegen auf einer Kugel. Dies bildet eine unwesent-
liche, aber fiir konvexe Flichen wichtige Verschirfung des Meusnierschen Satzes
in der Formulierung von Hsermsrev.® — Der bekannte Zusammenhang-der Kriim-
mung einer Flichenkurve mit der ihrer Projektion auf die Tangentialebene gilt
auch bereits unter diesen allgemeinen Voraussetzungen.

In § 3 werden die Krimmungen der Normalschnitte einer konvexen Fliche
in einem Punkte P untersucht, in dem die Fliche eine Tangentialebene hat.
Trigt man die Wurzel aus dem kleinsten (einseitigen) Krimmungsradius jedes
Normalschnitts auf der zugehorigen Halbtangente von P aus ab, so beschreibt
der Endpunkt eine Kurve, die wir die untere Indikatriz von P nennen. Diese
ist stets eine konvexe Kurve (die freilich ganz im Unendlichen liegen kann). Es
folgen Aussagen iiber die analog zu definierende obere Indikatrix. Von einer
Indikatriz schlechthin sprechen wir, wenn beide Kurven zusammenfallen. Jede
konvexe Kurve, die P im Innern oder am Rande enthdlt, kann als Indikatrix des
Flichenpunktes P aufireten.

Die konvexe Fliche moge nun in einer Umgebung von P eine Tangential-

2 Der Kritmmungsmittelpunkt ist hierbei nicht aufzufassen als Grenzlage des Schnittpunktes
benachbarter Kurvennormalen, sondern als Grenzlage der Mittelpunkte der Kreise, die in P die
Kurve beriihren, und durch einen benachbarten Kurvenpunkt gehen.

8 a.a. 0. — Neuerdings hat anch BOULIGAND den Meusnierschen Satz unter geringeren als
den klassischen, aber weit schirferen als den Hjelmslevschen Voraussetzungen bewiesen. Vgl. im
Folgenden 8. 11.
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ebene und in P selbst ausserdem eine Indikatrix besitzen; wir betrachten die
durch parallele Normalen vermittelte Abbildung der Fliche auf die Einheitskugel.
Ist @ ein Punkt der Indikatrix von P, in dem diese eine Tangente =z hat, so
hat das sphérische Bild jedes ebenen Flichenschnitts mit der Tangente P im
Bildpunkt von P eine Tangente, und diese steht senkrecht auf z. Die Schnitt-
geraden benachbarter Tangentialebenen lings dieser Fldchenschnitte haben daher
bei Annidherung an P eine Grenzlage, und diese ist parallel zu z. Dies ent-
spricht dem Satze iiber Zkonjugierte Richtungen im reguliren Falle: Wenn die
Indikatrix keine Ecken hat, so gibt es zu jeder Richtung durch P eine konjugierte;
deese Bezichung kann sogar symmetrisch sein, ohne dass die Indikatriz eine Ellipse
ist. Zu den Richtungen P@, in denen der Radiusvektor der Indikatrix einen
Extremwert annimmt, ist die Senkrechte konjugiert; in diesen Richtungen (deren
es im allgemeinem beliebig viele geben kann) gilt die Formel von Olinde Rodri-
gues fir die Hauptkrimmungsrichtungen.

In § 4 verzichten wir darauf, in jedem Punkte giiltige Aussagen iber die
Krimmungen der Normalschnitte zu machen, und erhalten statt dessen schir-
fere Siitze, die aber nur »fast diberall> (d. h. mit Ausnahme einer Menge vom
Masse Null) statthaben. Sitze dieses Typus lassen sich natirlich nur mit Hilfe
der Theorie der reellen Funktionen gewinnen. Konvexe Flichen haben fast
iiberall eine Tangentialebene*, und konvexe Kurven haben fast iiberall eine end-
liche Kriimmung.® Mit Hilfe des Meusnierschen Satzes und der Resultate des
$ 3 schliesst man hieraus, dass ¢n fast allen Punkten der Fldche simtliche ebenen
Schnitte eine endliche Kriimmung haben. Dariiber hinaus gilt in fagt allen Punkten
der Eulersche Satz, d. h. die Indikatrix ist fast diberall eon Kegelschnitt mat
dem betreffenden Punkt als Mittelpunkt. Es ist vielleicht von Interesse, dass die
letzteren Punkte analytisch so charakterisiert sind: Man betrachtet ein Flidchen-
stiick @, dass sich eindeutig auf eine Ebene IT projiziert und fithrt in IT auf
alle moglichen Arten kartesische Koordinatensysteme x,y ein. Stellt man in
einem dieser Systeme @ in der Form z=f(x, y) dar, so ist f(z, 4) von beschriinkter
Schwankung und daher fast iiberall nach Rechtecken differenzierbar.® Es handelt

% Vgl. T. BoNNESEN und W. FENCHEL: Theorie der konvexen Kérper; Ergebnisse der Math.,
III, 1, Berlin 1934, 8. 13. — Wir beziehen uns, soweit moglich, auf diesen Bericht, und zitieren
ihn zur Abkirzang mit B. F.

5 B.F. 8. 144.

6 d. h. in fast allen Punkten existiert

lim f<£+ hn, y+ k’n) +f<:v—hn, y-‘kn) —f(oc+ hn, y'—'kn)—'f(w—hn, y+k@
n—>® 4hnkn ’
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sich dann um diejenigen Punkte, in denen 1) alle ebenen Schnitte endliche Kriim-
mungen besitzen, und 2) alle diese Funktionen f(x,y) gleichzeitig differenzierbar sind.

Im § 5 wird ohne weitere Regularititsannahmen bewiesen, dass ein differen-
zierbares Fldachenstiick, das iberall aus Nabelpunkten bestehi, ern Kugelstiick sein
muss. Es liegt die Frage nahe, ob es hier geniigt vorauszusetzen, dass das
Fliachenstiick nur fast diberall aus Nabelpunkten besteht. Dieses ist unter gewis-
sen Voraussetzungen der Fall, etwa wenn die Kriimmungen der Normalschnitte
beschrinkt sind, oder wenn die ersten Flichenableitungen totalstetig sind. Da-
gegen zeigt der § 6, dass der Satz ohne solche Voraussetzungen mnicht richtig
ist. Wir geben nidmlich eine geschlossene differenzierbare konvexe Fldche an, von
der fast alle Pumkte Nabelpunkte derselben Kriimmung sind, und die doch keine
Kugel ist; die Krimmung kann dabei auch gleich Null sein. Diese Flidche ist
gleichzeitic ein Beispiel dafiir, dass die sphérische Abbildung differenzierbarer
konvexer Flichen nichi totalstetig zu sein braucht, d. h. dass Nullmengen auf
der Fliche in Mengen positiven Masses auf der Kugel iibergehen konnen. Dass
das bei beschrinkten Kriimmungen der Normalschnitte nicht vorkommen kann,
zeigen wir schon vorher durch Anwendung einer in § 5 vorkommenden Beziehung.

Der letzte Paragraph ist unabhingig von den §§ 3—6. Nach Lgseseur’
gibt es auf jeder konvexen Fliche zwischen je zwei Punkten eine kiirzeste Ver-
bindung. In § 7 wird gezeigt, dass eine solche kiirzeste Linie in jedem Punkte
P (die Eckpunkte inbegriffen), in dem die Fliche eine Tangentialebene hat,
differenzierbar ist und eine Schmiegebene besitzt, die durch die Flichennormale
geht. Die Projektion der Linie auf die Tangentialebene hat in solchen Punkten
die Kriimmung Null, selbst wenn die Normalschnitte (und also auch die kiirzeste
Linie) keine Kriimmung haben.

8§ 1.
Yorbemerkungen iiber Kurven.

Alle im Folgenden vorkommenden geometrischen Gebilde liegen im drei-
dimensionalen Fuklidischen Raum. Grosse lateinischen Buchstaben bezeichnen

wobei hn und kz zwei Nullfolgen sind, die nur der Einschrinkung

o <lim 27 < im M o
— kn kn
unterworfen werden.
" Annali di Matematica (3), VII (1902). Vgl. auch O. BoLzaA: Variationsrechnung, Leipzig
und Berlin 1909, 8. 422.
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stets Punkte, P die abgeschlossene Strecke von P nach Q, und PQ, wenn
P # @, die Gerade durch P und . Wenn R nicht auf der Geraden P @) =
liegt, bedeute ferner P@QR = R¢{ die Ebene durch R und ¢{. Die Entfernung
zweier Punktmengen ¢ und g wird mit e (e, 8) bezeichnet.

Es ist bequem, einige gewdhnlich nur fiir Kurven definierte Begriffe auf
konvergente Punktfolgen auszudehnen. Wenn fir die gegen P konvergierende
Punktfolge {P,} die Geraden PP, konvergieren, heisse die Grenzgerade ¢ Tan-
gente von {Pn}. Es sei dann Fp, der Fusspunkt des Lotes von P, auf {; wir
nennen die Grosse o, — e(Pn, Fp)) den Normalen- und v, = ¢(Fp,, P) den Tan-
gentenabschnitt von P, auf ¢{. Hs ist

(1) lim & —o.

A Der Kreis durch die Punkte P und P, mit der Tangente ¢ in P heisse
Ndéherungskress von P, beziiglich des Linienelementes (P, ¢). Sein Radius ist

(2) Q(Pn) = 2—;(1); Fl’n) = o )
wobei fiir 0, =0 die rechte Seite das Symbol <« darstellt. Wenn ¢ = lim o(P,)
existiert, nennen wir ihn den Krimmungsradius der Punktfolge {Pn}. Aus (1)

und (2) findet man fiir den Kriimmungsradius:

2

(3) ¢=lm -
Die Zahl 1/¢ bzw. o im Falle ¢ = « heisse die Kriimmung von {P,}.
Wenn die konvergente Punktfolge P,— P eine Tangente ¢ hat und die

Ebenen P,¢ konvergieren, nennen wir deren Grenzlage die Schmiegebene von

|P.}. Wir sprechen ferner von einer Schmiegebene auch dann, wenn {P,} zwar
keine Tangente hat, aber alle Teilfolgen mit Tangente dieselbe Schmiegebene
besitzen; das ist z. B. bei allen ebenen Kurven der Fall. Hat eine Punktfolge
{P,} sowohl eine Schmiegebene IT als auch eine Krimmung 1/g¢, so hat die
Folge der Fusspunkte. von P, auf IT dieselbe Kriimmung. Sind IT und IT” zwei
zueinander senkrechte Ebenen durch ¢, so haben die Folgen der Fusspunkte von
P, auf diesen Ebenen ebenfalls Krimmungen 1/¢" und 1/¢”, und es ist
1 1

(4) =t
f ¢F o
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Nun sei z das topologische Bild einer abgeschlossenen Strecke, und P ein
Endpunkt desselben. Wenn alle gegen P konvergierenden Punktfolgen auf x
eine (und daher dieselbe) Tangente ¢ haben, so heisse ¢ Tangente an x in P.
Wenn fiir jede gegen P konvergierende Sehnenfolge (,R, von x die Geraden
@nRyn—t, so nennen wir ¢ Tangente ¢m scharfen Sinne.

Macht man P zum Ursprung und die Tangente im scharfen Sinne ¢ zur
xz-Achse eines Koordinatensystems, so hat x in einer Halbumgebung des Ur-
sprungs, etwa fir « = o, eine eindeutige Darstellung der Form y = f(z), z=g(z).
Wenn die z-Achse im Ursprung nur gewéhnliche Tangente ist, so braucht eine
solche Darstellung nicht zu existieren. Dass die z-Achse im Ursprung Tangente
im scharfen Sinne ist, driickt sich analytisch durch die Beziehungen

fle+h) —f(z)

lim S8V TS gy SET NI
22—+ 0 h z—>+0
h—>0 h—>0

aus. Die Differenzenquotienten voun f(x) und g(x) sind daher in einer Umgebung
des Nullpunktes beschrinkt, so dass dort die Ableitungen f'(x) und ¢'(x) fast
ilberall existieren. Fiir jede Nullfolge {x.}, fiir die f(x,) und ¢'(z,) existieren,
gilt f'(x.) > 0 und ¢'(x,) — 0. Diese Bedingungen sind auch hinreichend dafiir,
dass die 2-Achse im Nullpunkt Tangente im scharfen Sinne ist.®

» habe wieder in P die Tangente ¢ (nicht notwendig im scharfen Sinne).
Wir betrachten alle gegen P konvergierenden Punktfolgen auf x, die mit einer
Kriimmung versehen sind. Die untere (obere) Grenze aller so erhaltenen Kriim-
mungen nennen wir die wnfere (obere) Kriémmung von » in P. Entsprechend wer-
den die Begriffe: Kriimmung, Kriimmungsradien und Schmiegebene erklirt.

Jeder innere Punkt ¢ =zerlegt » in zwei Teilbogen x» und %, welche wir
die rechte bzw. die linke Seite von @ auf x nennen wollen. Wenn % und x
in @ Tangenten haben, nennen wir diese die rechte bzw. linke Tangente von x
in ¢; wenn beide zusammenfallen, sprechen wir von einer Tangente schlechthin.
In analdger Weise werden die iibrigen Begriffe definiert. »

Wir betrachten nun eine ebene Kurve x, die durch die Gleichung y = f()
dargestellt ist. Wenn » in x =z, eine rechte Tangente besitzt, so existiert die
rechte Ableitung f"(z,), und man findet fiir die rechte obere und untere Kriim-

mung die Werte

8 vgl. § 2, S.8 1.
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Man sieht hieraus, dass x in x =1z, selbst bei stetiger erster Ableitung f'(x)
eine Kriimmung haben kann, ohne dass eine zweite Ableitung f"'(x,) existiert.®

Ein Beispiel dafiir liefert y = «* siné im Nullpunkt. Wenn dagegen die zweite

rechte Ableitung f"”(x,) existiert, so besitzt x in x = x, eine rechte Kriimmung°,

und zwar ist diese gleich

6 RIS i Y
© % Vi+[f@)"

Insbesondere hat x, wenn f"'(x,) existiert, in = x, eine Kriimmung schlechthin.
Indem wman dann (5) und (6) auf die rechte und auf die linke Kriimmung an-

wendet, findet man

(7) S (o) = lim S+ h) +f (zg —h) — 2f(x,)

h—0

Bei konvexen Kurven liegen die Verhiltnisse besonders einfach. Hs gibt
hier in jedem Punkt eine rechte und eine linke Tangente, und diese sind
monoton. Daher hat die Kurve uberall, mit Ausnahme hochstens abziihlbar
vieler Punkte, eine (zweiseitige) Tangente; diese ist stets zugleich Tangente im
scharfen Sinne. Die Monotonitit der Tangenten hat zur Folge, dass fast iberall
auch eine zweite Ableitung' der die Kurve darstellenden Funktion existiert.
Wichtig ist, dass zum Unterschiede gegen nichtkonvexe Kurven hier aus der
Euxistenz der rechten (linken) Krimmung die der zweiten rechten (linken) Ab-
lectung folgt.*?

Schliesslich sei noch der Blaschkesche Auswahlsatz'® erwihnt: Aus einer

gleichmdissig beschrdnkten Folge konvexer Kuwrven {x.} ldsst sich eine Teilfolge {x,,}

® Nur wenn man den Kriimmungsradius vermdge der Grenzlage des Schnittpunktes benach-
barter Normalen definiert, ist die Existenz der Kritmmung gleichbedeutend mit der Existenz der
zweiten Ableitung.

% vgl. B. JESSEN: Om konvekse Kurvers Krumning. Matematisk Tidsskrift B, 1929,
Kopenhagen. .

1 d. h. genauer: Die Ableitungen der rechten und der linken Ableitung stimmen ausserhalb
eine Menge vom Mass o tiberein.

2 ygl. JESSEN, a. a. O.

3 ygl. B.F. 8. 34.
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auswdhlen, welche gegen eine (‘konvexe) Kurve x konvergiert. Dabei konvergieren
die Kurven mut ¢hren Tangenten im folgenden Sinne: Es sei P, ein Punkt auf
%,,, und P, konvergiere gegen einen Punkt, in welchem x eine Tangente hat.

Dann konvergieren die Stiitzgeraden von x,, in P, gegen diese Tangente.

§ 2.

Der Meusniersche Satz.

Es sei @ ein topologisches Bild der Kreisscheibe, und P ein innerer Punkt
von @. Eine Ebene IT heisse im Punkte P Tangentialebene von @ ¢m scharfen
Sinne, wenn fiir jede gegen P konvergierende Sehnenfolge QuR, von @ simt-
liche Grenzlagen der Geraden @R, in II liegen. Hat @ in P eine Tangential-
ebene im scharfen Sinne, und steht diese nicht senkrecht zur x, y-Ebene, so
kann man @ in einer Umgebung von P eindeutig in der Form z=f(z,y) dar-
stellen. Fir eine so dargestelite Fliche kann man die geometrische Definition
auch folgendermassen formulieren: @ hat in (x,,%, dann und nur dann eine

Tangentialebene im scharfen Sinne, wenn die Limites

im f(x+h) ?/) _f(xy y)

A :fx(x07?/0)>
(, y) — (%o, Yo)

B0
" Flay + B = flo )

. Z, 1 + —J\Z !

lim Y A Y :fy(xo:?/o)

(2, ) ~ (20, Yo)
k— 0

existieren. Hat ingbesondere @ in jedem Punkte eine Tangentialebene, so ist
diese dort und nur dort Tangentialebene im scharfen Sinne, wo sie stetig ist.

Der Vollstindigkeit halber geben wir noch an, was die Tangentialebene im
scharfen Sinne fiir die Funktion f(x,y) bedeutet. Wir werden aber von dem
folgenden Kriterium keinen Gebrauch machen:

Die Fldche z=f(x,y) hat in (x,,y,) dann wund nur dann eine nicht zur
x, y-Ebene senkrechte Tangentialebene im scharfen Sinne, wenn: 1) fu(xy, ¥o) und
Sulxo, wo) existieren, 2) es erne Umgebung von (x,,y,) gibt, in der flz,y) fir fast
alle Werte der einen Verdnderlichen totalstetig in der anderen vst**, und 3) die

¢ Nach LEBESGUE ist g(x) in einem Intervall totalstetig, wenn darin g'(z) fast iberall exi-
stiert und fiir jedes Teilintervall

xl
[ 9@ dz = gay) — glay)
Zo
ist.
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daher fast diberall existierenden Ablettungen fiolx,y) wnd fylz,y) in (2, y,) ste-
tig sind.

Beweis. a) Wenn es in (x,,y, eine Tangentialebene im scharfen Sinne
gibt, so sind die in (1) vorkommenden Differenzenquotienten in einer Umgebung
von (x,,y, beschriinkt. Daher ist f(z,y) als Funktion einer Veriinderlichen so-
gar fiir alle Werte der anderen totalstetig.’® Die Stetigkeit der partiellen Ab-
leitungen in (x,, 9, ergibt sich aus (1).

b) Die drei Bedingungen seien erfiillt. Wir haben zu zeigen, dass fiir alle
Folgen (n, yu) = (,, ¥,) und h,— o, fir die

(2) Hm f(-%'n + y”) —f(xn, f‘/n)

n— o hn

existiert, dieser Grenzwert gleich f,(z,,y,) ist. Dazu wihlen wir %, so nahe an

yn, dags die Folge

f(gﬂn + hn, 7/;») — S, 7/;7)
hn

denselben Grenzwert hat, wie (2), und derart, dass f(x, y,) totalstetig ist. Dann ist
Tyt iy
f(xn +hn, y;l) ""f(xn’ y;l) = fﬁ‘(x: ?/;z) d.’lf = h”dfh
T

wo Ay, eine Zahl ist, die zwischen dem Maximum und dem Minimum von f.(x, y»)
im Integrationsintervall liegt. Wegen der dritten Bedingung ist wirklich

lim f(xn + ha, 7/}1;) _f(xnv ?/n) = lim 4, :_](:t(xoa f’/o)-

Wir betrachten noch speziell die Zkonvexem Fldchen. Hier umbhiillen die
Stiitzebenen in einem Punkte P stets einen konvexen Halbkegel, dessen Er-
zeugende die Halbtangenten simtlicher ebener Flichenschnitte in P sind. Nun
liegt die Fliche ganz auf einer Seite jeder ihrer Stiitzebenen, so dass jede Grenz-
lage von Stiitzebenen wieder eine Stiitzebene ist. Andrerseits gibt es zu jeder
Flichensehne eine parallele Stiitzebene, woraus man unmittelbar schliesst, dass
jede Tangentialebene einer konvexen Fldche zugleich Tangentialebene im scharfen
Stnne st

> vgl. etwa H. LEBESGUE: Le§0ns sur I'Intégration, Paris 1928, 8. 77 und 183.

235150, Acta mathematica. 66. Imprimé le 26 juillet 1935,
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Der Begriff der Tangentialebene im scharfen Sinne liefert die naturgemis-
sen Voraussetzungen des MreusNierschen Satzes:

Die Fliche @ habe im Punkte P im scharfen Sinne die Tangentialebene IT.
Es seien Pn— P und P, — P zwei Folgen von Flichenpunkten mit derselben Tan-

gente t und met Schmiegebenen, die gegén die Fldachennormale in P um 9 %7—; und
9’ #7—; genetgt sind.  Sind dann die Winkel der Verbindungslinien P,Pn mat t
nach unten beschrinkt, wnd hat {P,} die Kriimmung —:), so besitzt {Pn} die Kriim-

mung L met
¢ ,

e @ .
(3) cos ¢ cos

Zum DBeweise legen wir das Koordinatensystem so, dass P in den Ursprung,
t in die x-Achse und II in die «,y-Ebene fillt. Es sei Pp= (#n, u,2s) und
P, = (xh, yn, &n); ferner seien &, und I, die Winkel der z-Achse gegen die Ebenen
durch ¢ und P, bzw. P,, so dass

(4) 20 =Yntg In, 2n=yntg .

Da die Winkel zwischen P,P, und der xz-Achse nach unten beschrinkt sind,

kann der Richtungsfaktor

nur endliche Hiufungswerte haben. Wegen

In _, o, I o
xn xn
folgt hieraus
. Xn
lim — =1,
(5) im >

Nach (4) erhilt man ferner, weil die x,y-Ebene Tangentialebene im scharfen

Sinne ist,
’ ’
. En— 2 . En — &
lim ;= lim ————"— =o0,
Yn — Yn n . &

tg I tg I
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so dass auch
’

o En
(6) lim bl

ist. Nun haben die Tangenten- und Normalenabschnitte (vgl. § 1, S. g) der
beiden Punktfolgen folgende Werte:

’
Tn = XTn, Op= N S A .
n— 4An n n— dn n = ‘
’ ’ cos I,

Nach Voraussetzung ist also
. &n O8Iy
lim - — =9,
22

aus (5) und (6) folgt daher die Beh@uptung:

/2

. T . n?cos I, o cosd
lim — = lim . == .
20n 22n cos &

Fir Kurven auf Flichen bedeutet der Satz folgendes:'®

Die Fliche @ habe in P eine Tangentialebene vm scharfen Sinne. x und '
seien zwer von P ausgehende Kurven auf @ mit derselben Halbtangente t in P und

Schmiegebenen, die mit der Fldchennormalen in P die Winkel 9 757—; und 9 #%

bilden. Dann gilt sowohl fiir die oberen als auch fiir die unteren Kriimmungen
von % und ¥ in P
e _ ¢
cos & cosd

Es sei nimlich {P,} eine beliebige gegen P konvergierende Punktfolge auf
x mit dem Kriimmungsradius ¢; P, sei ein Punkt von x’, der in derselben zu ¢
senkrechten Ebene wie P, liegt. Dann hat nach dem soeben bewiesenen Satze

{P,} die Kriimmung % mit (3); aus der Willkiirlichkeit der Folge {P,} folgt

die Behauptung.

® Der folgende Satz ist im Wesentlichen mit dem von HJELMSLEV (a. a. O.) dquivalent,
welcher eine stetige Tangentialebene in der Umgebung von P voraussetzt. Eine Bemerkung von
BOULIGAND (Géométrie infinitésimale directe, Paris 1932, 8. 173—174) iiber die Notwendigkeit von
weiteren, wesentlich schiirferen Voraussetzungen konnte insofern missverstiindlich sein, als in seinem
Beispiel die paitiellen Ableitungen unstetig sind.
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Fiir eine spitere Anwendung geben wir noch eine Folgerung aus dem
Meusnierschen Satze an. Wenn zwei Flichen @, und @, in einem gemeinsamen
Punkte P nicht zusammenfallende Tangentialebenen im scharfen Sinne haben,
80 gibt es in einer Umgebung von P noch weitere Punkte, die beiden Flichen
gemeinsvam sind. Diese Schnittpunkte bilden eine Kurve x, die in P eine Tan-
gente ¢ im scharfen Sinne besitzt. Haben nun die Normalschnitte von @, und @,
in der Richtung t in P endliche positive Kriimmungsradien ¢, und g, S0 hat » in
P eine Schmiegebene (und daher auch eine Kriimmung).

Es sei nimlich {P,} eine beliebige gegen P konvergierende Punktfolge auf
», mit einem Kriimmungsradius ¢ und einer Schmiegebene, die mit den Flichen-
normalen in P die Winkel 9, und &, bildet. Dann ist

e _ -
(7) cos 9, = @ i=1,2.

Nun ist entweder %, + &, oder | %, — 9;| einer der Winkel zwischen den beiden
Flichennormalen. Bezeichnen wir diesen mit », so ist » £ 0, und aus (7) erhiilt
man in beiden Fillen

(8) cosv+sinvtg91=&-

(5

Fiir &, kommen also nur zwei Werte in Frage, woraus man schliesst, dass x in
P eine Schmiegebene besitzen muss. Denn wenn es auf x zwei Punktfolgen
P,— P und P,— P mit verschiedenen Schmiegebenen 3 und X giibe, so wiire
jede Ebene eines Winkelraums zwischen I und I Schmiegebene einer bestimm-
ten Punktfolge auf x.

Die Lage der Schmiegebene ergibt sich aus den jeweiligen Gréssenverhalt-

nissen. In dem Falle, den wir spiter brauchen werden, ist

(9) %<|cosv|.

2

Da sinv und tg &, positiv sind, kann hier die Schmiegebene den spitzen Winkel
zwischen den Flichennormalen nieht zerlegen.

Es" mag hier noch eine bekannte Beziehung Erwidhnung finden, die bereits
unter den hier gemachten Voraussetzungen richtig ist. Die Fldiche @ habe in P
die Tangentialebene IT im scharfen Sinne, und der Normalschnitt mit der Tangente ¢
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habe in P die endliche Kriimmung L. Eine Flichenkurve » mit der Tangente t

v

in P hat in P dann und nur dann eine endliche Kriimmung 1/o, wenn thre Pro-

Jektion auf II eine Kriimmung gi hat; dann gult
g
1
(10) =t

Zum Beweise machen wir P zum Ursprung, ¢ zur x-Achse und I zur
2, y-Ebene. @ habe die Darstellung z = f(x,y); die Projektion »' sei durch
y = g(x) dargestellt. Es ist

L fim 20
Ov x—>0 x
und im Falle der Existenz
1o 2|gla)]
(11) gg——hm o,
Y T e
(12) I lim El/i(@_iM@ ,

x

Weil die z, y-Ebene im Nullpunkt Tangentialebene im scharfen Sinne ist, gilt

lim L@ 9) = f (@, 0)

x—0 Y
y—~0

?

und daher ist fiir jede Kurve y = g(xz), fiir welche % beschrinkt ist,

fla,y) = [ 0)

lim g =0.

z—0 x

Die Richtigkeit einer der beiden Gleichungen (11) und (12) zieht also die der
anderen nach sich, und durch Einsetzen erhiilt man die Beziehung (10).

§ 3.

Die Kriimmungen der Normalschnitte im einzelnen Flichenpunkt.

Das konvexe Flichenstiick @ habe in P die Tangentialebene IT. Durch
jede von P ausgehende Halbtangente f, an @ legen wir die durch die Flichen-
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normale begrenzte Halbebene: der entstehende Normalhalbschnitt heisse x,. Wir
nennen zur Abkiirzung die obere (untere) Kriimmung von x, in P die zu t, ge-
hirende obere (untere) Normalkriimmung, und bezeichnen sie mit QL bzw. mit —g—

P P
Zu jedem Normalschnitt gehoren also zwei obere (untere) Norn;alkriimmungen.
Wenn simtliche Normalschnitte Kriimmungen haben, so existieren alle Normal-
kriimmungen, und es ist ¢, = @p+r.

Triigt man ng,; und V@Tﬁ von P aus auf t, ab, so beschreiben die End-
punkﬁe zwei Gebilde in II, welche die untere bzw. die obere Indikatriz heissen
mogen. Wenn beide zusammenfallen, so sprechen wir von der Indikatriz von
P. Wenn alle Normalschnitte in' P (sweiseitige) Kriimmungen haben, so ist die
Indikatrix eine Mittelpunktskurve mit P als Mittelpunkt. Wir denken uns dabei
naturgemiiss jede Halbtangente ¢, mit einem unendlich fernen Punkt versehen.
Ist dann etwa @y =0, so nennen wir die untere Indikatrix fiir ¢ = g, stetig,

wenn lim g, =0 ist. Etwas allgemeiner sprechen wir von Indikatrizen auch
Qo
dann, wenn es in P zwar keine Tangentialebene gibt, aber der Tangentialkegel

ein ebenes Stiick enthiilt. In diesem Falle sind die beiden Indikatrizen nur im
betreffenden ebenen Winkelraum definiert.

Zur niheren Untersuchung der Kriimmungseigenschaften auch in solchen
Punkten fithren wir folgende Bezeichnung ein:

r, @ seien Polarkoordinaten tn der x,y-Fbene. Es sev w ein fester Winkel,
o< w=12mx, und fiir o=@ =< w stelle

z=flr, g, f=o,

etn konvexes Flichenstiick @ dar, dessen ebene Schwitte @ = konst. ¢m Koordinaten-
wrsprung Tangenten haben, die sdmilich in der x,y-Ebene liegen. Wenn also ins-
besondere w = 27 ist, so ist P ein innerer Punkt von @, und die x, y-Ebene ist
Tangentialebene von @ in P. Im Folgenden denken wir uns den Winkel ¢ im-
mer auf das Intervall o =< ¢ = w beschrinkt.

Die zur Richtung ¢ gehorende untere bzw. obere Normalkriimmung hat
den Wert

(1)

1 . T "y
— = lim 5 bzw. — — lim M’éﬂl .
Cp 757 7 Qp -0 ¥

Es sei s, die Schnittkurve von @ mit der Ebene zzg . Wir projizieren s, auf
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die «,y-Ebene und vergrossern die Projektion von P aus ihnlich im Masstab
Vh:1; die so entstehende Kurve heisse 0;,. Die Kurvengleichungen lauten:

sie flr, @) =
(2)
on: S(Vhr, Q)=

) g = 0.

[ S

Wir konnen die Operation, welche die Kurve s, in o5 iiberfithrt, auch als Ab-
bildung der Fliche auf den betrachteten Winkelraum der z,y-Ebene auffassen:

der (auf s, liegende) Flichenpunkt Q(r, q)o,g) hat als Bildpunkt den (auf o

. 4 4 1"
liegenden) Punkt ¢ (r :_]/—}_L’ q)o,o).

Es sei nun {P,} eine gegen P konvergierende Folge von Flichenpunkten

b

die alle auf dem Normalschnitt ¢ = ¢, liegen. Sind (r", Po, 2) die Koordi-

naten von P, so ist P = (ﬁl:l":,goo,o) sein Bildpunkt, und es ist nach (1):

Vh
V@Slil‘nr;gli—mr;,él/@—%.

Man sieht ohne weiteres, dass es zu jeder zwischen Vg?, und V—é_(;, gelegenen
Zahl »’ eine solche Punktfolge {P,} gibt, dass

. I 4
limrp,=r

wird. Betrachtet man also fiir eine Folge h, — o den Schnittpunkt von On,, Mit
der Halbgeraden ¢ = ¢,, so erfiillen die Hiufungspunkte dieser Punkte fiir simt-
liche Folgen h,— o0 genau'’ die Strecke V@ST'SVETM auf ¢ = ¢,. Wir
erhalten auf diese Weise zwanglos die beiden Indikatrizen von P, zu deren be-
quemeren Studium wir folgende Bezeichnungen einfithren:

yn sei der Durchschnitt, I'n die Vereinigungsmenge der durch die Kurven

1" Man sieht' bereits daraus, dass in P dann und nur dann alle Normalschnitte ecinseitige
Krimmungen haben, wenn die Kurven ¢, fiir #-— o konvergieren. Die Grenzkurve ist dann die
Indikatrix, die daher stets eine konvexe Kurve ist.
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o, fir h < 1/n begrenzten abgeschlossenen Bereiche.'® Fiir #n— o wichst y
monoton, wihrend I, monoton fillt; wir setzen

y = lim yn, I'=lim I,

(welche Bereiche selbstredend auch unbeschriinkt sein kionnen).

Die untere Indikatrix.

Die untere Indikatrix liegt offenbar ganz auf dem Rande von y. Andrer-
seits ist y, als Durchschnitt konvexer Bereiche selbst konvex, und dasselbe gilt
daher auch von y. Der Punkt P liegt im Inneren oder auf dem Rande von y;
im letzten Falle enthilt der Rand von y eventuell eine oder zwei von P aus-
gehende Strecken: abgesehen vom Innern dieser Strecken stimmt der Rand von
y mit der unteren Indikatrix iberein. Wir haben also:

Im Inneren jedes ebenen Stiicks eines Tangentialkegels einer konvexen Fldche
liegt die wuntere Indikatrix auf einer konvexen Kurve. Die oberen Normalkriim-
mungen sind daher mit Ausnahme von hochstens zwer Stellen stetig tm Sinne der
Gleirchung

lim (_)(p — Q(’yo.
9> Po

Die Indikatrix kann natiirlich auch ganz im Unendlichen liegen. Der
Punkt P liegt nicht notwendig im Inneren der Indikatrix, selbst wenn @ in P
eine Tangentialebene besitzt (d. h. wenn w=2n ist). Z.B. kann der Kreis
x* + (y—1)* =1 die Indikatrix darstellen; dann sind die zu den Richtungen
7w < ¢ < 27t gehorenden oberen Normalkrimmungen unendlich. Das ist der Fall
im Punkte = o der konvexen Fliche: z=u?(1 + u)cosv, y=u*(1 + (1 + %) sinv),

uv . . . .
== dass diese Fliche konvex ist, erkennt man z. B. daran, dass die Gausssche

Kriimmung in allen Punkten ausser # = o positiv ist.

Die obere Indikatrix.

I'y ist als Vereinigungsmenge konvexer, P enthaltender Bereiche ein Stern-
bereich mit P als Zentrum, d. h. wenn ¢  ein Punkt von I7, ist, so liegen alle
Punkte der Strecke 1—’@ in I,. Daher ist auch I'=lim I, ein Sternbereich mit
P als Zentrum. Die Endpunkte der von P ausgehenden und I" bildenden Strecken

® Wenn wir vom Inneren der Kurve g, sprechen, so meinen wir natiirlich das von ¢, und
den Halbgeraden ¢ =0 und ¢ = @ begrenzte Gebiet.
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bilden offenbar die obere Indikatrix. Diese Aussage lisst sich noch verschiirfen.
Wenn @ = (1, ) ein im Endlichen gelegener Punkt von I' ist, so gibt es eine
Folge h,— o0 derart, dass der Schnittpunkt von on, mit @ = @, gegen @’ strebt.
Aus der Folge {on,} konnen wir eine konvergente Teilfolge auswihlen (§ 1,
Schluss); die Grenzkurve ist natiirlich konvex und enthilt nach Definition y im
Inneren. Ist also Q ein Punkt von I', so ist die konvexe Hiille von @ und der
unteren Indikatrixz in I enthalten.

Nun mogen die oberen Normalkrimmungen in P simtlich endlich sein;
dann schneidet y auf jedem Halbstrahl ¢ == konst. eine Strecke ab, und aus dem
letzten Satze folgt unmittelbar, dass fir o=¢p <= w

lim o, = gy,

)
ist, d.h. dass die obere Indikatrix nach unten halbstetig ist. Tir o< g < w
kann aber die Ungleichung nicht statthaben, Denn zu jedem ¢, mito < ¢, < w
gibt-es eine in y enthaltene Strecke s, die auf ¢ = ¢, senkrecht steht. Die kon-
vexe Hiille von s und jedem Punkt von I' liegt ganz in I', woraus miihelos

lim gy < g,

R
folgt. Wir haben somit:

Die zu den Richtungen eines ebenen Winkelrawms eines Tangentialkegels von
@ gehorenden oberen Normalkriimmungen seien endlich; dann sind die unteren Nor-
malkriommungen in jeder inneren Richtung stetig im Sinne der Gleichung

(}111;0 0y = 0,
Fiir die beiden, den ebenen Winkelraum begrenzenden Richtungen ¢,= o und
@ = gilt ~

lim g, = gy,.

D)

Ob die obere Indikatrix bei endlichen oberen Normalkriimmungen noch
mehr charakteristische Rigenschaften hat, bleibt dahingestellt.®

19 Zusatz bei der Korrektur. Dieses ist nicht der Fall. Es besteht ndmlich, wie wir an
einer anderen Stelle zeigen werden, der folgende Satz: Es sei y eine den Punkt P im Inneren ent-
haltende konvexe Kurve, und I'" eine Kurve, die mit irgend einem Punkt ) zugleich die konvexe
Hiille von @' +y umfasst; dann gibt es eine konvexe Fliche, fiir die im Punkte P die obere In-
dikatriz gerade I' ist, wihrend die wntere mil y zusammenfdllt. Mit denselben Hilfsmitteln kann
man auch die Unstetigkeitspunkte der Indikatrizen untersuchen, und es ergibt sich leicht, dass jede
konvexe Kurve, die P im Inneren oder auf dem Rande enthilt, als Indikatrix auftreten kann; wir
haben daher den urspriinglich hier vorgesehenen Beweis dafiir gestrichen (vgl. die Bemerkung auf S. 18).

3—36150. Acta mathematica. 66. Imprimé le 26 juillet 1935.
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Die Indikatrix.

Es sei {g.} eine in 0 =< ¢ < w dichte Folge von Richtungen, und die Nor-
malschnitte ¢ = @, mdgen in P endliche (einseitige) Kriimmungen haben. Dann
schneiden y und I' auf den Halbgeraden ¢ = ¢, dieselben Strecken aus, und aus
den eben bewiesenen Kigenschaften dieser Bereiche folgt daher, dass die beiden
Indikatrizen von P zusammenfallen. Wir haben also:

Fallen em Flachenpunkt P fiir eine tn 0 < ¢ = w dichte Menge von Rich-
tungen die obere und wuntere Normalkriimmung zusammen, wund sind sie endlich,
so existiert in P eine Indikatriz. Diese ust stets eine konvexe Kurve.

Jede konvexe Kurve » kann als Indikatrix eines Punktes P einer konvexen
Fliche auftreten, und zwar kann P jeder im Inneren'? von x» gelegene Punkt
sein. x habe nimlich in ebenen Polarkoordinaten A, ¢ die Gleichung 4= A(p).
Dann hat die Fliche

,}.2

S
im Punkte r=o0 eine Tangentialebene, und dieser Punkt hat » als Indikatrix.
Dass die Fliche konvex ist, erkennt man z. B. daran, dass die ebenen Schnitte
z =konst. dhnliche und #hnlich gelegene konvexe Kurven sind, wihrend die

Schnitte ¢ = konst. Parabeln sind.

Eine Gleichmissigkeitseigenschaft.

Es sei {P.} eine gegen P konvergierende Punktfolge auf @ mit der Tan-
gente t,. Wir setzen etwa P, — (rn,q)n,%f), so dass @, — ¢@,. Der Niherungs-

kreis des Normalhalbschnitts mit der Richtung ¢, hat den Radius
o

T+ —
h-i =1'n + o

n

o(P) =

wo (7';: ]/7;‘7, P, o) der P, entsprechende Punkt auf o,, ist. Nun ist offenbar,

falls ¢, und ¢, in g, stetig sind,
V;@?o = lim 1, < lim 7, < Vg,
also auch

op = lim ¢(Py) < lim ¢(P») = gy
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Wenn der Punkt P eine Indikatrix besitzt, so ist gy, = @4; wir haben damit
gefunden:

Die Fliche @ habe in P eine Indikatrix, und es sei {P,} eine gegen P
konvefgierende Punktfolge auf @ mit der Tangente {,; ferner sei g, in ¢,
stetig. Dann streben die Radien der XKreise durch P und P,, deren Ebenen
senkrecht zu II sind und die IT in P beriihren, gegen den zur Richtung £, ge-
horenden Normalkriimmungsradius. Drze Radien der Ndherungskreise der Normal-
halbschnitte approximieren also ausserhalb beliebig klevner Umgebungen der etwaigen
(hochstens zwei) Unstetigheitsstellen der Indikatrixz die Normalkriimmungsradien

gletchmdsseyg.

Konjugierte Richtungen. Hauptkrimmungsrichtungen.

Wir wollen nun untersuchen, was von den mit dem Begriff der konjugierten
Richtungen zusammenhiingenden Tatsachen erhalten bleibt. Wir setzen voraus,
dass die Fldche in etner Umgebung von P eine Tangentialebene besitzt, und zwar
soll die Tangentialebene II in P mit der Fliche nur P gemeinsam haben. In P
selbst soll es eine Indekatrixz geben, die P im Inneren enthiilt, und nicht ganz
im Unendlichen liegt (d. h. die Normalkrimmungen sollen endlich sein, und nicht
simtlich verschwinden).

Wir beweisen zunichst folgenden Satz iiber das durch parallele Normalen
Vermittelte‘sphéirische Bild des Flichenstiicks @:

Es ser @ ein Punkt der Indikatrix von P, tn dem diese eine Tangente © be-
sitet, und x eine von P ausgehende Flichenkurve, die in P die Tangente P € und
eine endliche obere Kriimmung besitzt. Dann hat das sphéirische Bild von » im
Buldpunkt von P eine Tangente, und zwar steht diese senkrecht zu .

Zum Beweise machen wir II zur z,y-Ebene, und P Q zur positiven x-Achse;
das Flichenstiick @ habe die Darstellung z = f(x,%). x sei zuniichst der Schnitt

der Fliche mit der Ebene y =z tg &, mit 9 = 12‘ Wir filhren in der Kurven-

ebene rechtwinklige Koordinaten x und = 5:79 ein; » hat dann die Gleichung

- u cos & = f(x, u sin ).
Da » konvex ist und nach Voraussetzung in P eine rechte Kriimmung hat, exi-

stiert (vgl. § 1, 8. 7) fiir x =0 die rechte zweite Ableitung von w nach =z,
und zwar ist nach dem Meusnierschen Satze
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@__ : — falz. )

1
=]
da? ailfo x [fy(z, y)sin & — cos

2
cos

3] :.ﬁw«‘(ov O) )

wobei fis(0,0) die zweite rechte Ableitung bezeichnet. Wegen f,(0, 0) =0 ist
also lings jedes ebenen Schnitts durch die z-Achse

(3) tim &0 40, 0).

z—>+0 Zr

Nach (2) sind die Tangenten der Kurven s, und ¢; in entsprechenden Punkten
parallel; die Tangente an s, hat aber den Richtungstangens

fy(x; .7/)

Weil die Kurven o) nach der Schlussbemerkung des § 1 mit ihren Tangenten

gegen die Indikatrix konvergieren, ist lings x

(4) xETO Jy (@, Y )

= —tga,

wo « den Winkel zwischen der Tangente ¢ der Indikatrix und der x-Achse be-
zeichnet. Aus (3) und (4) folgt die Existenz von

(5) allilfoﬁ/_(xil) = tg%t 'fm(O, O),

wobei (, y) wieder lings x zu nehmen ist.
Die Koordinaten des sphirischen Bildes des Flichenpunktes (z,y, f(z, %)),
d. h. die Richtungskosinus der Flichennormalen sind nun

_f:r, , —f;l , ! .
Vit fivfs Vitfivfs Vitfitfo

Nihert man sich lings x dem Nullpunkt, so besitzen diese Grossen nach (3)
und (5) fiir =0 Ableitungen nach z, also auch nach der Bogenlinge von x;
diese Ableitungen sind gleich

f:‘zx(o, O)
(6) fm:(o, O)a tg o 4
Der Vektor mit diesen Komponenten steht in der Tat senkrecht auf z, womit
die Behauptung fiir ebene Schnitte bewiesen ist. Jede Flichenkurve endlicher

oberer Krimmung mit der Tangente P verliuft aber nach dem Meusnierschen



Kriimmungseigenschaften konvexer Flichen. 21

Satze in einer Umgebung von P zwischen zwei ebenen Schnitten mit derselben
Tangente; ihr sphirisches Bild muss daher die gleiche Tangente besitzen, wie
das Bild dieser ebenen Schnitte.

Von besonderem Interesse ist der Fall, dass P Q senkrecht zu ¢ steht; wir
wollen eine solche Richtung Hauptkréimmungsrichtung nennen. Die Normalkriim-
mung wimmt tn einer Hapthriimmungsrichtung einen Extremwert im schwachen
Sinne an.®® Tiir eine Hauptkriimmungsrichtung ist ¢ = 7/2, und die Grissen (6)
nehmen die Werte f3,(0, 0), 0,0, an. Daher gilt folgender Spezialfall unsres Satzes:

Es set » eine von P ausgehende Fldchenkurve, die in P eine endliche obere
Kritmmung und eine Tangente besitzt, welche in eime Hauptkriimmungsrichiung
Jalit. Ist dann 1/r die zugehorige Normalkviimmung, und & der Fldchennormalen-
vektor, so gilt in P

(7) | =

R
ry

I
Ed

IS
o

wobei s die Bogenlinge und 7 den Einheitsvektor der Tangente von » bezeichnet,
Dieses ist das genaue Analogon der Formel von Olinde Rodrigues.

Wir wollen unsren Satz noch geometrisch interpretieren. Es sei P’ ein
variabler Punkt, und g(P’) die Schnittgerade der Tangentialebene in P’ mit der-
-jenigen in P. Wir lassen P’ lings einer Kurve » mit der Tangente ¢ und end-
licher oberer Kriimmung in P gegen P streben: wenn dann g(P’) fiir jede solche
Kurve derselben Grenzlage zustrebt, nennen wir diese Gerade konjugiert zu t.
Dann konnen wir unsren Satz so formulieren:

Wenn die Indikatriz von P im Punkte @ etne Tangente t hat, so existiert
eine zu PQ konjugierte Gerade, und zwar ist sie parallel zu v. Insbesondere stehen
‘die zu den Hauptkriimmungsrichtungen konjugierten Geraden senkrecht auf thnen.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar daraus, dass auf der Kugel konjugierte
Richtungen senkrecht zueinander stehen, und die Tangente des sphiirischen Bildes
von x senkrecht zu ¢ ist.

Wenn ¢ konjugiert zu ¢ ist, so braucht deshalb ¢ nicht konjugiert zu ¢ zu
sein. Die Indikatrizen, fiir welche diese Beziehung symmetrisch ist, lassen sich
alle angeben®!; es sind nicht nur die Ellipsen.

2 Wir haben vorausgesetzt, dass die Indikatrix in ¢ eine Tangente hat; da aber auch Ecken
auftreten konnen, braucht nicht jede Richtung, in der die Normalkriimmung einen Extremwert an-
nimmt, eine Hauptkriimmungsrichtung zu sein. Es gibt daher nicht in jedem Punkt mit Indikatrix
eine Hauptkrimmungsrichtung, es kann deren aber beliebig viele geben. :

21 Vgl. RADON: Uber eine besondere Art ebener konvexer Kurven, Ber. Verh. Sichs. Akad.
Wiss., Leipzig, 68, (1916), 8. 123.
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Uber einen Grenzwert von Blaschke.

Wir wollen noch zeigen, wie sich eine von Brascuke herrithrende geo-
metrische Deutung der Gaussschen Krimmung auf Punkte mit beliebiger Indi-
katrix iibertragen lisst.

@ sei eine (nicht notwendig differenzierbare) konvexe Fliche mit einer
Tangentialebene in P. In P soll es ferner eine beschrinkte Indikatrix geben,
d. h. die Normalschnitte in P sollen einseitige, von Null verschiedene Kriim-
mungen haben. Wir machen wieder P zum Ursprung und die Flichennormale
zur z-Achse, und stellen die Fliche in Zylinderkoordinaten in der Form z = f{r, ¢)
dar, etwa mit = 0. Hs handelt sich dann um eine Abschitzung der Oberfliche
Q(h) der durch die Ebene z = h abgeschnittenen Flichenkappe. » = 7(p) sei die
Gleichung der Projektion des Flichenschnitts s, mit der Ebene z=h, Z(h) der
Inhalt dieser konvexen Kurve. Da der Flicheninhalt einer geschlossenen kon-
vexen Fliche stets grosser ist als derjenige, einer ganz in ihr enthaltenen kon-
vexen Fliche®® ist Q(h) kleiner als 3(h) vermehrt um den Inhalt des senkrechten
Zylinders mit dem Querschnitt s, zwischen 2z =10 und z=/h. Wir haben also

3(h) < Q(h) < =(h) + 27ch - max 7(p),
und daher

Nun ist

0

> (p)
2h

radius ¢(p), und -zwar gilt wegen der Gleichmissigkeitseigenschaft dieser Kon-

hierin strebt gegen den zur Richtung ¢ gehorenden Normalkriimmungs-

vergenz (vgl. 8. 18—19)

27

lim Q—}(Zh—): limg—h(-}—l—)zfg(w)-d@,

(1]
oder in Worten:

Die Fliche @ habe in P eine Tangentialebene und eine beschrénkte Indikatriz.
Bezeichnet Q(h) den Flicheninhalt der Kappe, die von der zur Tangentialebene in P

22 vgl. B. F. 8. 47.
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Q(h)
b

parallelen Ebene im Abstand h abgeschnitten wird, so existiert lim 27¢ - wund

ist gleich dem arithmetischen Mittel der Normalkriimmungsradien in P.
Ist die Indikatrix insbesondere eine Ellipse, so kann man ¢ in der Form
1_cos’p  sin’g
¢ & Q2

darstellen und erhilt
2

lim %(L@zfedqo: 22V g, 04,

0

i (RN
9192~11m (Zﬂ‘h) )

dieses ist die Formel von Brascukg.*
Es sei noch bemerkt, dass die durch die sphiirische Abbildung der Fliche

definierte Gausssche Kriimmung, falls sie existiert, ber allgemeiner Indikatriz necht

oder

glezch  dem Blaschkeschen Grenzwert ist. Bildet man nimlich die zum Punkte
r=0 wie eben definierte Flichenkappe mit dem Inhalt 2(k) durch parallele
Normalen auf die Kugel ab, und ist Q%(h) der Inhalt des Bildes, so ist z. B.

fiir die konvexe Fliche

—16 MormT s

8§ 4

Fast iiberall vorhandene Kriimmungseigensechaften der Normalschnitte.

Wir verlassen nun die Frage nach den im einzelnen Punkt bestehenden
Eigenschaften der Normalkriimmungen, und suchen mit Hilfe der Theorie der
reellen Funktionen schiirfere, dafiir aber nur fast iiberall giiltige Aussagen zu

gewinnen.

2% vgl. W. BLASCHKE: Differentialgeometrie I, Berlin 1924, 2. Aufl, S. 8s.
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z=f(x,y) stelle ein konvexes Flichenstiick @ dar, dessen Stiitzebenen
nirgends zur z,y-Ebene senkrecht stehen. Jeder ebene Schnitt. der Fliche hat
als konvexe Kurve fast iiberall eine Tangente. Nach dem iiblichen Schlussver-
fahren bilden daher fiir jedes feste «¢ die Flichenpunkte, in denen der Flichen-
schnitt mit einer Ebene y = x tg « + Konst. keine Tangente hat, eine Nullmenge
Aq. Bs seien ¢ und g zwei Winkel, und 4= _1,+ 4z. Dann haben in jedem
Flachenpunkt, der mnicht in .4 liegt, zwei ebene Schnitte der Fliche eine Tan-
gente: Die Nullmenge A besteht daher genau aus denjenigen Punkten, in denen @
keine Tangentialebene hat.

Ferner besitzen alle ebenen Flichenschnitte in fast allen Punkten auch eine
endliche (zweiseitige) Kriimmung. Ist also e ein fester Winkel, so bilden die
Flichenpunkte, in denen der Flichenschnitt mit der Ebene y = x tg ¢ + Konst.
keine endliche Kriimmung hat, eine Nullmenge .4,. Nun sei die Folge {a}

dicht im Intervall (— g 12‘) und
A=,

Natiirlich ist .4 < 4', und 4’ ist wieder eine Nullmenge. Wenn der Punkt
P(x,, y,) nicht in 4" liegt, haben alle Schnitte der Fliche mit den Ebenen
Y — Yo =(x — ;) tg on in P eine endliche Kriimmung. Da auf konvexen Flichen
jede Tangentialebene zugleich Tangentialebene im scharfen Sinne ist (vgl. § 2,
S. 9), konnen wir den Meusnierschen Satz anwenden und schliessen, dass auch
die zugehorigen Normalschnitte in P eine endliche Kriimmung besitzen. Daher
hat P eine Indikatrix (vgl. § 3, S. 18), und zwar ist diese, weil die rechten und
linken Kriimmungen der Normalschnitte zusammenfallen, eine Kurve mit P als
Mittelpunkt. 4’ besteht umgekehrt nur aus solchen Punkten, in denen nicht
alle Normalschnitte endliche zweiseitige Kriimmungen haben. Es gilt also fol-
gender Satz:

Auf jedem konvexen Flachenstiick @ gibt es eine Nullmenge A’ derart, dass
in jedem A’ nicht angehirendem Flichenpunkte simtliche ebenen Schnitte endliche
Kriimmungen haben. Die Indikatrixz ist in diesen Punkten eine konvexe Kurve mit
dem Flichenpunkt als Mittelpunkt.

Es gilt aber noch mehr. Wir wollen einen Fléichenpunkt P, in dem die
Indikatrix ein Kegelschnitt (Ellipse oder Geradenpaar) mit P als Mittelpunkt ist,

als normalen Flichenpunkt bezeichnen. Hs soll gezeigt werden, dass von einer
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Nullmenge .4* abgesehen, alle Flichenpunkte normal sind, d. h. dass in ihnen
der Kulersche Satz gilt.**

Wir werden zunichst nicht auf der Fliche, sondern in der z,y-Ebene
operieren. Ist u eine Punktmenge auf der Fliche, so bezeichnen wir ihre Pro-
jektion auf die z,y-Ebene mit u; insbesondere ist also @ der Definitionsbereich
von f(z,y). Ist u eine Nullmenge auf @, so ist auch u eine Nullmenge, und
umgekehrt, Das kann man -z. B. daraus entnehmen, dass fiir konvexe Flichen
in der Form z = f(x, y) die bekannte Oberflichenformel gilt.?s

Nach § 1, S. 7 folgt bei konvexen Kurven aus der Existenz der Kriim-
mung die der zweiten Ableitung. In allen Punkten von @, die nicht der Null-
menge 4’ angehdren, haben also die Schnitte der Fliche mit allen Ebenen
y = x tg o + Konst. als Funktion der Linge auf den Spurgeraden dieser Ebenen
in der z,y-Ebene erste und zweite Ableitungen. Wir bezeichnen diese mit f,(z, )
und fio(x,y). Bs ist z. B.

d .
fa(wo:yo)zcosa'%f(xs(x_‘xo)tga+yo) )

=1,

und insbesondere . f, = f;. Unser erstes Ziel ist eine Beziehung zwischen den
2

Ableitungen fu.{x,, ;) als Funktion von ¢ in einem festen Punkt P abzuleiten.
Dazu fithren wir die zu f(x,y) gehorige additive Intervallfunktion F'(I)
ein: Ist I ein durch die Ungleichungen

Zg—h=2w<x+h, yo—k$y<y0+k

definiertes Intervall, das in @ liegt, so ordnen wir ihm als Funktionswert®
die Zahl

(1) I(I) = A (xy, yo; b, k) :f(xo + Ry + k) + flag—h, yo— k) —
— flaco—h, yo + &) — flao + 1, yo— k)

24 'Es sei bemerkt, dass der folgende Beweis die Konvexitit der Fliche nur schwach aus-
nutzt. Der Beweis gilt fiir jede Fliche z = f(x, y), wenn nur 1) f von beschriinkter Schwankung
ist, und 2) in fast allen Punkten (x,,y,) die Funktion f(z,y, + (#— x,) tg«) fiir jedes « eine
zweite Ableitung besitzt. ‘ ’

% vgl. 8. Saks, Théorie de I'Intégrale, Warszawa 1933, S. 121 (Satz von Tonelli).

2% Bei hinreichend regulirem f(x,y) ist natiirlich

Zo+h Yotk

p0= [ [ rutiaean.
ag—h yo—k
4--35150. Acta mathematica. 66, Imprimé le 26 juillet 1935.
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zu. Diese Funktion ist absolut additiv: Wenn I = ZIn eine Zerlegung von [
in endlich oder abzihlbar viele Teilintervalle ist, so gilt, da f(x, y) als konvexe

Funktion von beschrinkter Schwankung ist,

=2 F(L)

Die Funktion F(I) kann daher in fast allen Punkten nach Intervallen diffe-
renziert werden, worunter man folgendes versteht: Es seien h,—o0 und 4,—o0

zwel positive Nullfolgen mit

SN

§l§"

1=
N

wobei N = 1 beliebig vorgegeben ist; dann existiert fiir alle Punkte (x,, %,), die
nicht in einer bestimmten Nullmenge i liegen, der Grenzwert

: d(xO)yO;h"ﬂv kn)
nlint:: 4hnkn ’

und ist unabhiingig von der speziellen Wahl der Folgen {h,} und {k.}.?" Die
Menge Ay wiichst monoton mit N, und ihre Grenzmenge ist wieder eine Null-
menge, die wir mit .4* bezeichnen. Fiir jeden Punkt (9, Yo), der 4" micht an-
gehort, und jedes Paar positiver Nullfolgen {h,} und {£.} mit

O<l h— ln1}~L—<0°
Ty = U

existiert

d(xm?/o; R, ko) o

(2) im = @@ o)-

Bei hinreichend regulirem f(x,y) ist a(xy, ¥o) = fay(%o, ¥o)-
Aus (2) erhilt man die gesuchte Beziehung zwischen den fi.(x,,,). Bs sei
(9, 9,) ein Punkt, der weder .4’ noch 4' angehért. Wir setzen in (2) ko=

= T tg ¢, und erhalten so fiir jedes 0 < a < 7—:

27 Einen Beweis dieses bekannten Satzes der Lebesgueschen Theorie findet man z. B. bei
S. 8AKs, a.a. 0. 8. 49. Dort wird allerdings hn = kn vorausgesetzt, d. h. es wird nur nach Qua-
draten differenziert. Indessen fiibertriigt sich der Beweis wortlich auf unsere Voraussetzungen,
da es nur auf die Gultigkeit des Vitalischen Satzes ankommt.
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. 1
(3) aly, Yo) = }Llf}) itz a o+ h, gt htga) + Aueo—h,yo—htg o) —
— flag+h,yo—htg ) “.f(xo_h5 Yot+htg “)] .

Da (x,, y,) nicht in 4 liegt, existieren fuu(zy,¥,) und fo —u(r,,y,). Nach
§ 1 (7) gilt
S@o+h,yot+ htga) + fleo—h, yo—htg @) — 2 fla,, yo)

Soa=cos?a - lim )

B0 h?
f == cosla - limf(xo_i—h’ Yo—htga) + fleg—h yo+htga) — 2 flz,, yo) .
—, — e
B0

Setzt man das in (3) ein, so erhilt man

(4) A faa(%a Yo) — S—a,—a(Xo, Yo) = 4 sine cosa a (@0, o)

Das ist die gewiinschte Beziehung.
Wir drehen nun das Koordinatensystem z,y um einen Winkel w mit ir-

rationalem Verhiltnis g Das neue System heisse &, 7, und f(r,y) gehe dabei

in @(& 1) iiber. Wie eben gehort zu ¢(§, 7) eine Nullmenge 4* + 4" ausserhalb
deren die Ableitung g@gg fiir jedes 8 existiert und der Beziehung

(s) @ps(&os M0) — 9—p,—p(&0, M0) = 4 sinBcos - b.

geniigt. Hierin ist der Winkel 8 natiirlich von der §-Achse an gerechnet; filhrt
man statt § den Winkel ¢ mit der x-Achse ein und schreibt (5) in den alten

Koordinaten, so erhilt man die Beziehung
(6) Jaa(2o, Yo) — Sro—a, 20—a(%o, Yo) = 4 sin (@ — w) cos (@ — w) - blxy, ¥,)-

Die beiden Beziehungen (4) und (6) gelten gleichzeitig in jedem Punkte (x,, y,),
der nicht der Nullmenge 4*= 4'+ 4*+ 4" angehort. Wir wollen daraus
schliessen, dass fuo(xy, ¥,) eine quadratische Form in cose und sin e ist.

SeaalZo, 9o) ist nach § 3, S. 18 eine stetige Funktion von «. Wir zeigen nun,
dass die beiden Funktioﬁalgleichungen

a) g(e) (—e)=2asinz2a

-9
b) gle) —gl2w—a)=2bsin2(c— w)

(7)
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bei gegebenem @, b und ¢{(0) die Funktion

(8) gle)= Asinz2a + 4 cosza + 4"

mit
PRI XS

sin 2w

) A”:g(O) —v.z’4’

und nur diese Funktion als stetige Losung haben. (8) ist offenbar eine quadratische
Funktion in cos ¢ und sin . Man verifiziert leicht, dass (8) die Gleichungen (7)

16st. Andrerseits sind durch (7) die Funktionswerte g(2n w), n=1, 2, .. ., bestimms.
Aus (7b) folgt ndmlich

g(2w)=g(0) + 2bsin 2w;

wenn nun g(2%#w) bestimmt ist, so bekommt man aus (7a) auch g(—2nw)
und dann aus (7b) fiir e = — 20w

gz +1)o)=g(—2nw) + 2bsin2(2n+ 1.

Die Winkel 2#w liegen wegen der Irrationalitit von j—z iiberall dicht, daher

kann es nur eine stetige Losung von (7) geben.
Von der Nullmenge 4* abgesehen gilt also in allen Punkten (x,y,) eine
Beziehung der Form

(9) Jaol@y, yo) = A, cos?a + Aysin®e + Aysineacos e,

wobei die Koeffizienten nur von (z,,y,) abhingen. ;
Hieraus konunen wir die Giltigkeit des Eulerschen Satzes in allen Flichen-
punkten nachweisen, die nicht iiber einem Punkt der Menge 4" liegen. Hs sei
P = (zy, ¥y, f(x, %)) ein solcher Punkt. Der Einfachheit halber denken wir uns
das Koordinatensystem so gedreht, dass die z-Achse parallel zur Schnittgeraden
der Tangentialebene in P mit der z, y-Ebene wird.”® Das diirfen wir tun, da fiu.
der Definition nach invariant gegeniiber Drehungen des Koordinatensystems x, y
in seiner Ebene ist, und die Beziehung (o) daher erhalten bleibt. Es ist dann

Sz, yo) =0 und fu(,, ¥o) = fylxo, Yo) sin .

Die Argumente z,,#, lassen wir von nun an fort.

*® Falls die beiden Ebenen_ parallel sind, ist die Behauptung trivial.
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Die Kriimmung des Flichenschnitts mit der Ebene y — y,= (x — x,) tg @
in P ist

1 S __’f'm__;f.
(10) e Vit Vidfonte

t, sei die Tangente dieses Schnitts in P, ¢ = ¢{a) der Winkel zwischen ¢, und ¢,
schliesslich » der Neigungswinkel der Tangentialebene in P gegen die «, y-Ebene.
Dann ist

I

CoOS Y = —

Vi+f:
tg o =cosvtge

und danach

sin «

sin ——
¥ Vi+ fisinte

— - Vi+ + 12,
(11)

s cos o
co q) Ry ———
Vi+ fisin®a

Fiir den Winkel & = $(«) zwischen der Kurvenebene und der Flichennormale
findet man

1+ f-sin'a ‘o
12 cos 9 =
(x2) © ]/ e

Unter Benutzung des Meusnierschen Satzes ergibt sich aus (10) und (12) fiir die

Krimmung ; des Normalschnitts mit der Tangente .

1_cosd I ' Jea
7 e Vi +f1; 1+ fysin®a

(13)

Aus (9), (11) und (13) folgt

(14) ;I: a,cos® @ + agsin® @ + agsing cos @,

wo die Koeffizienten nur vom Punkte P abhiingen. (14) ist der Eulersche Satz,
der besagt, dass die Indikatrix ein Kegelschnitt ist. Da sie bei uns konvex sein
muss, kommt nur die Ellipse und das Geradenpaar in Betracht. Wir haben

damit bewiesen:
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Fast alle Punkte eines konvexen Fldchensticks sind normal, d. h. von einer
Nullmenge abgesehen ist die Indikatrix in jedem Flichenpunkt P eine Ellipse oder
ern Geradenpaar mit P als Mittelpunkt.

Zusammenfassend kénnen wir sagen: Awf @ gibt es drei Nullmengen
A< A" < A* derart, dass es in allen Punkten von ® — A Tangentialebenen und
in allen Punkten von @ — A" endliche Normalkriimmungen tn allen Richtungen gibt.
Schliesslich gilt in den Punkien von @ — A™ sogar der Fulersche Satz. Analytisch
sind diese drei Mengen folgendermassen charakterisiert: @ — .4 besteht aus den
Punkten, in denen fo fiir jedes « existiert; ® — A" aus denjenigen, in denen auch
fae existiert. Num fihren wir in der z,y-Ebene auf alle mégliche Weisen recht-
winklige Koordinatensysteme ein. @ — A% besteht dann aus denjenigen Punkten

der x,y-Fbene, in denen die Fldche in allen diesen Systemen nach dhnlichen achsen-
parallelen Rechtecken differenzierbar ist, d. h. wenn (xz,, y,) ein Punkt von @ — 1*

ist, so existiert in jedem dieser Koordinatensysteme?®® fiir jedes e (vgl. (1)):

. A (xy, Yo; b, htg @)
;ILI}.I(I) 4R tga ’

und ist unabhiingig von «.

§s5.
Uber den Nabelpunktsatz.

Beim Beweise des Satzes, dass eine aus lauter Nabelpunkten®® bestehende
Fliche ein Kugelstiick ist, wird gewohnlich mindestens dreimalige Differenzier-
barkeit vorausgesetzt. Die einmalige Differenzierbarkeit ist trivialerweise unent-
behrlich. Dagegen sind die anderen Voraussetzungen unnétig. Es gibt aber
geschlossene differenzierbare konvexe Flichen, auf denen fast alle Punkte Nabel-
punkte sogar derselben Kriimmung sind, und die trotzdem keine Kugeln sind
(vgl. § 6). Es liegt daher nahe zu fragen, unter welchen Regularititsannahmen
es zur Charakterisierung der Kugel geniigt zu wissen, dass fast alle Punkte
Nabelpunkte sind.

2% Unser Beweis zeigt némlich, dass hierfiir in einem festen Koordinatensystem die Beziehung
(4) notwendig und hinreichend ist. Wenn aber (4) in zwei Koordinatensystemen erfiillt ist, so ist,
wie wir sahen, foe eine quadratische Form in cos ¢ und sin ¢, so dass die Beziehung (4) dann in
allen Koordinatensystemen gilt. 7

% Unter einem Nabelpunkt verstehen wir einen Punkt, dessen Indikatrix ein konzentrischer
Kreis ist, oder ganz im Unendlichen liegt. '
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Wir schicken folgenden Hilfsatz voraus: &= f(z,y) stelle ein differenzier-
bares konvexes Flichenstiick @ dar, dessen Stiitzebenen nirgends zur z, y-Ebene
senkrecht stehen. k sei ein ebener Schnitt von @, welcher in einem Punkte P
Normalschnitt ist. Schliesslich seien fy{z,y) und f,(z, y) lings %k (etwa als Funk-
tionen der Linge) totalstetig '*, und fast alle Punkte von % seien Nabelpunkte
der Fliche. Dann ist % in allen seinen Punkten Normalschnitt der Fliche.

Beweis. Nach § 3, (7) fillt die Ableitung der Flichennormale in allen
Punkten von %, die Nabelpunkte sind, in die Tangente von k. Der Winkel w,
den die Flichennormale lings £ mit der Ebene von % bildet, hat also fast iiberall
auf % eine verschwindende Ableitung. Wegen der Totalstetigkeit von f; und f,
ist dieser Winkel selbst totalstetig, und daher ist er konstant.  In P ist w =0,
so dass durchweg w = o ist. ,

Sind insbesondere alle Punkte von % Nabelpunkte der Fliche, so ver-
schwindet die Ableitung von  in allen Punkten von %, woraus w = o folgt,
ohne dass man die Totalstetigkeit von f: und f; besonders voraussetzen muss.
Wenn also @ aus lauter Nabelpunkten besteht, so ist jeder ebene Schnitt, der
in einem seiner Punkte Normalschnitt ist, auch in allen seinen Punkten Normal-
schnitt der Fliche, woraus man miihelos schliesst, dass @ ein Kugelstiick ist
Daher:

Fine aus lauter Nabelpunkten positiver Kriimmung bestehende differenzierbare
Fldche st ein Kugelstiick.®

Aus unsrem Hilfsatz kann man den Nabelpunktsatz noch in verschiedenen
Fassungen ableiten, die aber alle in der folgenden enthalten sind: Durch zwes
Punkte P und P’ von @ gebe es je eine auf @ dichte Menge von Normalschnitten,
auf denen fast alle Punkte Nabelpunkte der Fliche und die Funktionen f, wnd f,
totalstetig sind. Dann st @ ein Kugelstiick. Nach dem Hilfsatz sind nidmlich
die genannten Normalschnitte durch P und P’ in allen ihren Punkten Normal-
schnitte der Flidche. Wegen der Stetigkeit der Flichennormale gilt dasselbe von
allen Normalschnitten durch P und P’. Nun sieht man leicht, dass eine diffe-
renzierbare Fliche, auf der alle Normalschnitte durch einen Punkt P durchweg

81 Die Konvexitiit braucht nicht besonders vorausgesetzt zu werden, da die Tangentialebene
in einem solchen Nabelpunkt zugleich Stiitzebene im Kleinen ist. Eine Fliche, die in jedem Punki
eine Stiitzebene im Kleinen besitzt, ist aber konvex. Einen auf E. SCHMIDT zuritckgehenden Beweis
des entsprechenden Satzes fiir ebene Kurven findet man bei L. BIEBERBACH : Differentialgeometrie,
Berlin 1932, 8. 20f. Der Beweis iibertriigt sich unmittelbar auf # Dimensionen (vgl. B.-F. 8. 6—7).
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Normalschnitte sind, eine Rotationsfliche mit P als Pol ist. Weil vorausgesetzt
wurde, dass die Tangentialebene nirgends zur z, y-Ebene senkrecht steht, konnen
P und P’ nicht Gegenpunkte sein, so dass @ auf zwei verschiedene Weisen
als Rotationsfliche aufgefasst werden kann; daraus folgt die Behauptung un-
mittelbar.

Ein konvexes Flichenstiick z = f(x,y) 1st demnach sicher esn Kugelstiick wenn .
1) fast alle Punkte Nabelpunkte sind, und 2) fo(x, y) und fy(x, y) totalstetig als Funk-
tionen beider Verdnderlichen sind. Diese Bedingungen sind viel natiirlicher als
die ersten, welche wir nur deshalb angegeben haben, weil sie zeigen, dass man
an sich nur von einer Nullmenge von Punkten zu wissen braucht, dass sie
Nabelpunkte sind.

In einem normalen Flichenpunkt ist die Indikatrix eine Ellipse oder ein
Geradenpaar; gehen also von einem normalen Punkt drei Richtungen aus, welche
zu je zweien einen kleineren Winkel als = bilden und in denen die Normalkriim-
mungen gleich sind, so ist die Indikatrix ein Kreis. Andrerseits wissen wir,
dass fast alle Punkte einer konvexen Fliche normal sind. Die Bedingung 1) ist
demnach sicher erfiillt, wenn von fast jedem Fldachenpunkt drei Tangentialrichtungen
ausgehen, von denen keine zwei entgegengesetzt sind, und deren zugehérige untere
oder oberen Normalkriommungen gleich sind.

Der folgende Paragraph wird zeigen, dass die zweite Voranssetzung nicht
fortgelassen werden darf, selbst wenn man verlangt, dass alle Nabelpunkte die-
selbe Kriimmung haben. Wir wollen nun noch beweisen, dass fx{z, ) und fy(x, y)
als Funktionen beider Verdanderlichen totalstetig sind, wenn die oberen Normalkriim-
mungen der Fldche beschrdinkt sind.

Betrachten wir nimlich ein Flichenstiick, auf dem f; und f; beschrinkt
sind, so folgt nach dem Meusnierschen Satze aus der Beschriinktheit der oberen
Normalkrimmungen die Beschrinktheit der oberen Kriimmungen der Schnitte
der Fliche mit allen Vertikalebenen axz + by +c¢=o0. Daher sind auch die
oberen Derivierten f,, gleichmiissig beschriinkt (vgl. § 4, (10)), d. h. es ist

(1) |feale, )| < M.

Fir ¢e=0 und « = /2 ergeben sich hieraus die beiden Lipschitzbedingungen

I.ﬁ‘(xla ?/) _f;v(xo:'ﬁ’/)l < Mlxl - xol

| folew, y1) — fulee, yo) | < ML |y, — w,].

(2)
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Fiir o :7?: schliesst man ferner {vgl. § 4, S. 27)

Z%If(x—l—h, y+h) + flo—h, y—h) — fle—h, y+h) — fle+h,y—h)| < 2 V2 M.

Da man jedes Rechteck in fremde. seitenparallele Quadrate zerlegen kann, ist auch
~M~|f(x+h y+k) + fla—hy—k) — fla—h,y+ k) — fle+h,y—k)| <2V2z2 M.
Daher gilt fiir die oberen Derivierten Juy und fe ebenfalls
|[fw| =2V2M, |frl=2V2M.
Damit haben wir die weiteren Lipschitzbedingungen

| folze, yy) — faloe, yo) | < 2 V2 My, — wol,

[ £y (s, ) — Syl2o, v |< 2 VZMle_%I

(3)

Aus (2) und (3) folgt die behauptete Totalstetigkeit von f; und f,.%®
Wir geben noch eine Anwendung dieser Beziehungen. Aus (2) und (3) folgt,

dass auch die Komponenten der Flichennormalen

f»’E ) fl/ = 1

Vit it o Vits: +fy V}—?ﬁ:‘,

Lipschitzbedingungen in beiden Verinderlichen erfiillen. Diese Grossen liefern
aber eine Darstellung des sphirischen Bildes der Fliche mit den Parametern x
und y. Aus dem Erfiilltsein der Lipschitzbedingungen folgt®® die Richtigkeit
der bekannten Formel fiir die Oberfliche: Ist B ein Bereich der x, y-Ebene und
S(B) der Flicheninhalt des sphiirischen Bildes von B, so gilt

(@ S(B) = [ el daay,

{wobei der Integrand nur auf einer Nullmenge unbestimmt ist). Fiir die Ober-
fliche O(B) des iiber B liegenden Flichenstiicks gilt’

8 ygl. CARATHEODORY, Vorlesungen iiber reelle Funktionen, 1. Aufl.,, Leipzig 1918, § 568.
3 T RADO: Uber das Flichenmass rektifizierbarer Flichen, Math. Ann. 1oo (1928).

5-—~35150. Acta mathematica. 66. Imprimé le 28 juillet 1935,
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(5) 0(B)— f f VIT A+ fidudy.

Da die Integranden in (4) und (5) beschriinkt sind, kann man die Integrale nach
dhnlichen Rechtecken differenzieren. Fiir fast alle Punkte (z,y) des Definitions-
bereichs von f(z,y) gilt also, wenn {I,} eine Folge von ihnlichen konzentrischen
Intervallen ist, die sich auf (x,y) zusammenzieht,

6) lim S{In) __ fartrw—S2

nae O~ L+ 2408

Es sei nun (z,y) insbesondere ein normaler Punkt. Indem man dann ein solches
Koordinatensystem einfithrt, in dem f,, verschwindet, sicht man sofort, dass der
Ausdruck auf der rechten Seite von (6) gerade das Produkt der Hauptkriim-
mungen ist. Somit:

Ist @ eme differenzierbare konvexe Flache mit beschrinkten oberen Normal-
kriommungen, so existiert die Gaussche Kritmmung in fast allen normalen Punkten
und ist gleich dem Produkt der Hauptkriimmungen. Das diber die normalen Punkte
von @ erstreckte Iniegral der Gausschen Kriimmung lefert den Flicheninhalt des
sphdrischen Bildes von .

Unter welchen allgemeineren Voraussetzungen dieser Satz gilt, ist unge-
klirt; insbesondere fragt es sich, ob die Totalstetigkeit der sphirischen Abbildung
hierzu geniigt. Der nichste Paragraph zeigt, dass diese Abbildung auch bei
differenzierbaren konvexen Flichen nicht totalstetis zu sein braucht, und dass
der Integrand in (4) fiir ein geschlossenes, in der Einheitskugel gelegenes @ fast
itberall verschwinden kann.

§ 6.

Beispiel einer Fliiche, die bis auf eine Nullmenge aus lauter Kugelstiicken
desselben Radius besteht.

Es soll jetzt eine Fliche @ mit folgenden Eigenschaften konstruiert werden:
D ist eime differenzierbare, konvexe geschlossene Fldche, die ganz in der Einheits-
kugel liegt. Auf @ gibt es ein Gebiet I', mit™

_ * Wir bezeichnen mit Betragstrichen stets den Flicheninhalt bzw. das Mass der auf der
Fliche gelegenen Mengen.
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(d.h. @ —I" ist eine Nullmenge). I ist Veresnigungsmenge von Gebieten, deren
jedes etnem Gebiet der Kugel met dem Radius r kongruent ist, wobe: r > 1 beliebig
vorgegeben 2st; insbesondere kann auch r = o genommen werden.

Der Flicheninhalt des sphirischen Bildes von I" ist offenbar héchstens

gleich LI:I, also, weil ja @ in der Einheitskugel liegt, hochstens %v . Daher ist

7,2
das Mass des Bildes von @ — I' positiv. Das Beispiel zeigt demnach zweierlei:

1) Die sphéirische Abbildung einer stetrg differenzierbaren konvexen Fldche
braucht mnicht totalstetig zu sein; es kann fast die ganze Fliche auf eine Null-
menge der Kugel abgebildet werden, und eine Nullmenge der Fliche auf den
Rest der Kugel.

2) Es gibt konvexe, differenzierbare und in der Einheitskugel gelegenve Flichen,
deren Punkte bis auf eine Nullmenge simtlich Nabelpunkte derselben Kriimmung
1/r <1 sind. '

Unsere Konstruktion besteht in der Ubertragung der bekannten Konstruk-
tion einer monotonen, stetigen, aber nicht totalstetigen Funktion einer Ver-
dnderlichen® auf die Kugel. Wir bringen die Einheitskugel zum Schnitt mit
einer Kugel X vom Radius », und erhalten so eine geschlossene konvexe Fliche
@', die aus je einem Stiick der beiden Kugeln besteht. @" hat eine Kante, die
wir so abrunden, dass eine differenzierbare Fliche @, entsteht, die noch ein
Stiick I'; der Kugel I enthilt. Nun ersetzen wir ein Stiick von @, — I'y durch
ein Kugelstiick, runden die Kante wieder ab, usf. Indem wir das Verfahren
fortsetzen, erhalten wir eine monoton abnehmende Flichenfolge {®,}, deren
Grenzfliche die gewiinschte Eigenschaft hat. Bei der Durchfilhrung hat man
auf zweierlei zu achten: 1) dass sich der Flicheninhalt der Vereinigungsmenge
der Kugelstiicke mit dem Radius », die in @, enthalten sind, | @,| beliebig
nihert; 2) dass die Normalkriimmungen in @, — I, grosser sind als 1/r, damit
man Stiicke von @,— I', durch Kugelstiicke vom Radius r ersetzen kann. Der
letzte Umstand fillt fort, wenn » = ist, d. h. wenn man die Flichenstiicke
durch Ebenenstiicke ersetzt. Dieser Fall wird daher etwas einfacher.

Wir schicken der Durchfiihrung einige Hilfsbetrachtungen voraus.

Hs sei @ eine geschlossene, differenzierbare konvexe Fliche mit beschriinkten

oberen Normalkriimmungen, ./ ein offenes analytisches Flichenstiick auf ihr, und

3 ygl. etwa CARATHEODORY, a.a. O. §8§ 336/7.
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siimtliche Normalkriimmungen auf ./ seien grosser als 1/r. Wenn P ein Punkt
von A ist, so sei fiir jedes positive ¢ 3= 3(P, ) die Kugel vom Radius r, deren
Mittelpunkt auf der inneren Normalen von P im Abstand » + ¢ von P liegt. Der
Schnitt von o und 3(P,¢) enthilt bei hinreichend kleinem ¢ eine geschlossene,
in einer beliebig kleinen Umgebung von P verlaufende Kurve x = x(P,¢). Den
von ihr auf o begrenzten abgeschlossenen Bereich bezeichnen wir mit 2 =A(P, ¢),
den kleineren auf I mit 4= A4(P ¢). Offenbar gilt, sobald nur ¢ geniigend
klein ist,

(%)

Wir ersetzen nun den Bereich A(P,&) von A durch .4(P,¢). Dadurch
entsteht eine neue geschlossene konvexe Fliche @', die in @ enthalten ist, und

auf der die Kurve » eine Kante ist. Diese Kante wollen wir abrunden.

Hilfsatz 1. Bei hinreichend kleinem ¢ gibt es eine geschlossene differen-
zierbare konvexe Fliche @,, die mit @ ausserhalb einer vorgegebenen Umgebung
von x(P, &) iibereinstimmt. Der Teil von @, der nicht auch auf @ liegt, ist
eine analytische Kanalfiiche, deren Normalkriimmungen sémtlich beschrinkt und
grosser als 1/7 sind.

Beweis. Es sei d so klein gewiihlt, dass simtliche Normalkriimmungen von
@’ kleiner als 1/0 sind. Wir bezeichnen die inneren Parallelflichen im Abstand
d von o und 3 mit A4 und 3Z;. Beide Flichen sind wieder konvex und ana-
Iytisch. Thre Schnittkurve heisse »’. Wir betrachten die Einhiillende der Kugeln
mit dem Radius ¢ und den Mittelpunkten auf »': diese Kanalfliche beriihrt @’
lings zweier geschlossener Kurven; die eine verliuft im Tnneren von (P, é),
die andere auf .7 im Ausseren von A(P,é¢), so dass diese beiden Beriihrungs-
kurven auf @ einen Streifen um x abgrenzen. Wir ersetzen nun diesen Streifen
durch den von denselben Kurven begrenzten Streifen auf der Kanalfliche, und
erhalten so eine geschlossene, differenzierbare, konvexe Fliche @,. (Die Kon-
vexitit folgt z. B. so: Das Innere von »' auf der Parallelfliche 34, und das
Aussere auf 45 bilden zusammen wieder ein konvexes Flichenstiick, und man
erhilt @, indem man zu dieser die dussere Parallelfliche im Abstand d konstru-
iert.) @ und @, stimmen ausserhalb des erwihnten Streifens um x iiberein, und
dieser kann mit ¢ beliebig klein gemacht werden. Wir haben nur noch die Nor-
malkriimmungen der Kanalfliche zu untersuchen.
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Jeder Punkt @ der Kanalfliche liegt auf einem Kreis y vom Radius d mit
dem Mittelpunkt ¢  auf »' (nimlich der Charakteristik der eingehiillten Kugel-
schar). Die Beriihrungspunkte von y mit 4 und = seien D und S. Die Haupt-

kriitmmungsrichtungen in ¢ fallen in die Tangente von y und senkrecht dazu.

Die erste Hauptkriimmung ist daher %> ;, die andere dndert sich auf y mono-

ton lings jedes Viertelkreises, der durch die Haupt- und Binormale von x' in
Q' aus y ausgeschnitten wird. Nun ist der Winkel zwischen den Flichennor-
malen von 4 und = bei kleinem ¢ ebenfalls klein. Daher kann der Winkel der
Flichennormalen von 7. und 3. in @  mit ¢ beliebig klein gemacht werden. Wir
withlen ¢ so klein, dass dieser Winkel der Ungleichung § 2 (9) geniigt. Dann
kann die Hauptnormale von »' den Winkel der #usseren Flichennormalen in ¢’
nicht zerlegen (§ 2 S. 12), und daraus folgt dann, dass die Punkte D und S
auf einem der erwihnten Viertelkreise liegen, so dass die zweite Hauptkriim-
mung zwischen D und S monoforn variiert. In den Beriihrungspunkten D und S
sind aber simtliche Normalkrimmungen der Kanalfliche mindestens gleich den
entsprechenden der beriihrenden Flichen (weil sie ganz im Tnneren derselben
verliuft), also in S mindestens gleich 1/, und in D grésser als 1/r. — Dass
die Normalkrimmungen des eingesetzten Sticks der Kanalfliche beschrinkt sind,
folgt z B. daraus, dass jeder Punkt der Fliche auf einer ganz in dieser ent-
haltenen Kugel von Radius ¢ liegt.

Hilfsatz 2. Fiir die Bereiche A(P,¢) gilt der Vitalische Uberdeckungssatz,
d. h. ist &(P) irgend eine positive Funktion, so gibt es zu jedem vorgegebenem
<1 und d >0 auf o endlich viele paarweise fremde Bereiche A(P,, &) mit
éw < &(P,), deren Durchmesser kleiner sind als ¢, und fiir die

24Py, )| = | ]
ist.

Beweis. Fiir die geodiitischen Kreisscheiben B(P,¢) auf o (d. h. fir die
Menge aller Punkte von 7, die von P hochstens den Abstand & haben), gilt der
Vitalische Satz.®® Ist nun g(P,&*) die kleinste geoditische Kreisscheibe, die
A(P, &) enthilt, so gilt, wie man leicht sieht,

limvm(—P’ il < a(P),

e—= 0 |l(P,8)‘

% Den Beweis fiihrt man ganz wie iiblich, vgl. etwa CARATHEODORY, a. a. O. § 288.
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wo a nur von dem Verbiltnis der beiden Hauptkriimmungsradien in P abhéingt.
Daher sind die Bereiche §(P, &) beziiglich der Kreisscheiben regulir, und es gilt
fiir sie der Vitalische Satz.®
Nach diesen Vorbereitungen konstruieren wir die Fliche. Wir zeigen:
Es gibt eine Folge konvexer Flichen {®@,} mit folgenden Eigenschaften:
1) @, ist ganz in dem von @,_; begrenzten abgeschlossenen Bereich ent-
halten.
2) Auf @, gibt es ein Gebiet I',, das aus Kugelstiicken vom festen Ra-
dius » > 1 besteht, so dass I',— in I3, enthalten ist.

3) | Ln] wichst monoton gegen I.
| @]

4) @, zerfillt durch endlich viele rektifizierbare Kurven in analytische
Flachenstiicke.
5) Die Normalkrimmungen in den inneren Punkten von @, — I', sind

simtlich grésser als 1/r und nach oben beschrinkt.

Beweis. @, sei die Einheitskugel, und @, ..., @, seien bereits definiert.
A sei die Vereinigungsmenge der analytischen Gebiete, die in @, — I', enthalten
sind. Nach Hilfsatz 2. konnen wir zu jedem &(P)> 0 in .7 endlich viele paar-

weise fremde Bereiche i(P.,e,) so wihlen, dass &, < ¢(P.) und
2 2
2P, )] > §|4| = gl(Dn_-FnI

wird, und dass die Durchmesser so klein sind, wie es der im Hilfsatz 1. be-
schriebene Abrundungsprozess erfordert. Wir wiihlen dabei ¢(P) so klein, dass
diese Bereiche der Ungleichung (%) geniigen. Die Bereiche A(P,, &,) sind abgeschlos-
sen und haben daher zu je zweien einen positiven Abstand. Wir konnen daher
den Abrundungsprozess fiir jeden einzelnen dieser Bereiche so durchfihren, dass
die anderen dadurch nicht beriihrt werden. Die Zahl § wihlen wir dabei so
klein, dass der nach der Abrundung vom Kugelstiick .4 (P,, ) tibrig bleibende
Teil A4'(P,,e,) der Ungleichung

|4 (P, = |4y, )]

geniigt. Die so entstehende Fliche nennen wir @,y;. Die Eigenschaft 1) ist

37 Vgl. etwa CARATHEODORY, a. a. O. § 289.
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trivialerweise erfiillt. 2) @,+1 enthiilt I, und ausserdem noch die Vereinigungs-
menge I" der Kugelstiicke 4'(P,,s,). Wir setzen I'ngi=I,+ I". 3) Hs ist

|0= 214 (P )| =5 2Py e,

Nun liegt A4(P,,s) auf der inneren Seite von A(P,,e,); daher ist (vgl. S. 22,
Fussnote 22) | A4(P,, &) <|A(P,,&)|. Setzen wir also

3| APy, &)

S| APy, &)

= QAp,

. I
so ist wegen () L, < an <1, und

Somit ist

2N e 2 I

| Losa] | Dosa] _ | 10] 1] 2Il"nlJr@(I_IFnI)_

| T
|@.]

Higenschaften folgen daraus, dass @,4; nur aus Teilen von @,, Kugelstiicken

wiichst also monoton, und der Grenzwert ist offenbar 1. Die beiden letzten

und aus hinzugekommenen Streifen analytischer Kanalfiichen besteht. Die Nor-
malkriimmungen der letzteren erfiillen die Forderung. /
Die Flichenfolge {®,} konvergiert, etwa gegen @. Setzen wir I'=1lim I,
so ist I' in @ enthalten, und wegen |®, —I'y|—0 und |I'n| <|Insi| ist
|r|==]|®|. Wir haben also nur noch zu zeigen, dass @ differenzierbar ist.
Durch jeden Punkt P von @ gibt es unendlich viele ebene Schnitte, die bis
auf eine (lineare) Nullmenge aus Kreisbogen bestehen. @ hat in P sicher eine
Tangentialebene, wenn zwei solche ebene Schnitte in P differenzierbar sind. Wir
wollen zeigen, dass jeder solche Schnitt = in allen seinen Punkten differenzier-
bar ist. Dazu geniigt es zu sehen, dass die Richtungen der Tangenten an diese
Kreisbogen dicht in der Menge aller Richtungen der Ebene von = liegen. Wir
versehen 7 mit einem Umlaufssinn; A4; und A4, seien zwei Punkte von =, die
auf je einem Xreisbogen y, und y, von = liegen. Wir haben zu zeigen, dass
es zwischen 4, und A4, einen weiteren Punkt gibt, der ebenfalls auf einem Kreis-

bogen von s liegt, und dessen Tangente der Richtung nach zwischen denjenigen
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‘von A; und A; liegt. Wenn y, =y, so ist nichts zu beweisen. Sonst haben
aber y, und y, einen positiven Abstand voneinander, und da die Kreisbégen auf
7 dicht liegen, gibt es einen weiteren Kreisbogen y zwischen ithnen. y,.,y, und
y liegen fiir ein passendes n bereits in I', also auf @,. Da diese Fliche diffe-

renzierbar ist, liegen alle Tangenten an ¢ zwischen denjenigen an y, und an p,.

§ 7.

Kiirzeste Linien.

Die Ausfiihrungen dieses Abschnitts sind wieder lokaler Natur, und im
Ubrigen unabhiingig von den §§ 3—6.

Wir betrachten die Gesamtheit der auf einer konvexen Fliche verlaufenden
rektifizierbaren Linien zwischen zwei Flichenpunkten P und ¢. Dann gibt es
nach LeBrscur’ wenigstens einen von P nach @ fithrenden rektifizierbaren Bogen
g, dessen Linge gleich ist der unteren Grenze der Lingen aller dieser Kurven.
g heisse eine kiirzeste Linie. Dass diese Bezeichnung auf P und ¢ keinen Bezug
nimmt, ist dadurch gerechtfertigt, dass jeder Teilbogen von g wieder eine kiir-
zeste Linie ist. Wir untersuchen die Differenzierbarkeitseigenschaften der kiir-
zesten Linien in solchen Flichenpunkten, in denen die Fliche eine Tangential-

ebene besitzt. Das Hrgebnis formulieren wir vorweg:

Die konvexe Fliche @ besitze im Punkte P eine Tangentialebene II.  Dann
hat jede durch P gehende (von P ausgehende) kiirzeste Linie auf @ in P eine Tangente
(Halbtangente), und ferner eine Schmzegebene, die auf II senkrecht steht.

Nach § 1 (4) folgt aus der Lage der Schmiegebene, dass die Projektion der
kiirzesten Linie auf IT in P die Krimmung Null hat.

- Wir konnen daher den Satz auch so formulieren: Auf einer konvexen Fliche
haben die ‘kiirzesten Linien in jedem Fldchenpunkt mit Tangentialebene die geo-
datische Kriimmung Null. Das gilt auch in solchen Punkten, in denen es keine
Normalkriimmungen gibt, oder diese unendlich sind.

Fir den Beweis® bendtigen wir einige Hilfshetrachtungen.

% Rin einfacher Ansatz scheint zuniichst die Differenzierbarkeit der kiirzesten Linien zu

liefern. Die (nicht notwendig konvexe) Fliche & habe in P eine Tangentialebene im scharfen
Sinne, und ¢ sei eine von P ausgehende kiirzeste Linie. Ferner seien {Qn} und {Rn} zwei gegen
P konvergierende Punktfolgen auf g, wobei etwa Qn zwischen P und Rp liegen moge. Bezeichnet
man dann mit g(4, B) die auf g gemessene Entfernung, wihrend (wie in § 1) (4, B) die Eukli-
dische Entfernung angibt, so ist ‘
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1. @ sei eine geschlossene konvexe Fliache. Als Fusspunkt auf @ eines
Punktes P bezeichnen wir den eindeutig definierten Punkt Fp von @ mit kiir-
zester Entfernung von P. Der Fusspunkt hiingt stetig von P ab.

Hilfsatz 1. Durchlinft P eine rektifizierbare Kurve x im Ausseren von @,
so durchliuft der Fusspunkt I, von P auf @ eine rektifizierbare Kurve auf
@, deren Linge hochstens so gross ist, wie die von x.

Beweis. Es geniigt zu zeigen: Sind A und B irgend zwei Punkte im

Ausseren von @, so gilt fiir die Entfernungen
(1) e(Fu, Fg)<e(d, B).

@ hat in Fy und Fp Stitzebenen II, und I1p, die senkrecht zu den Loten
AF4 und BFg stehen (vgl. Fig. 1). Wenn diese Ebenen parallel sind, so ist
nichts zu beweisen. Sonst sei & ihre Schnittgerade; h4 und hr, bezeichnen die
Parallelen zu h durch A bzw. F4. Die Normalebene zu % durch B schneide A
in D, ferner hp, in A; und hy in A4’. Dann ist

(2) e*(4, B)=¢*(4, A") + €*(4’, B),

(3) ¢ (Fy, Fig) = 2(Fy, A,) + €2(4,, Fp) = e*(4, 4') + ¢*(4,, F).

9P, Q)+ g(Qr, R) _ (P, @) + ¢(@o, R)
(P, Ry) D)

Nun sieht man leicht (z. B. aus dem Kriterium im § 2, 8. 8 £.), dass

. g(P,Ry) _
‘ lim e(P,Rv>_I
und daher auch ( ( R
. BP,QW)‘F@QV, v)
tim e(D, Ry) =1

ist. Wenn nun die beiden Punktfolgen einer Beziehung der Form

1_eBO)

(*) a - e(P, R'v)

geniigen, so folgt hieraus, dass der Winkel zwischen den Sehnen F@n und PRy gegen Null strebt,
so dass, wenn eine der beiden Punktfolgen eine Tangente hat, die andere dieselbe Gerade als
Tangente besitzt.

Indessen folgt daraus nicht die Existenz einer Tangente. Sind 7, ¢ ebene Polarkoordinaten,

so ist die Kurve ¢ = sin V]logr| + g rektifizierbar; sie hat im Ursprung P offenbar keine Tan-

gente. Trotzdem gilt die eben festgestellte Beziehung fiir je zwei Punktfolgen auf ihr, die einer
Bedingung der Form (3¢) geniigen.

6—35150. Acta mathematica. 66. Imprimé le 28 juillet 1935,
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Nun mége die Parallele zu A, Fp durch B die Strecke 4, 4" etwa.in A4, schneiden
(andernfalls betrachten wir die Parallele zu A4,Fz durch 4'). Dann ist

(8) | ¢4y, B)= e(dy, F);

da der Fusspunkt des Lotes von B auf A’4, auf der Verlingerung von 4’4,
itber A, hinaus liegt, ist
e(4d,, B)<e(4, B).

Setzt man dies in (4), so erhilt man wegen (2) und (3) die Behauptung (1).

2. Die konvexe Fliche @ habe in O eine Tangentialebene®®, und s sei ein
schiefer ebener Schnitt von @ durch O; die Ebene II(s) von s bilde mit der

Flichennormalen in O den Winkel $(s), mit o < &(s) < % Den von II(s) be-

grenzten offenen Halbraum, der die innere Normale von ® in O enthilt, nennen
wir die positive Seite von IT(s). Wir legen ein Koordinatensystem so, dass der
Nullpunkt in O, die z-Achse in den Schnitt von n(s) mit der Tangentialebene
in O und die innere Flichennormale in die positive z-Achse fiillt; die positive

y-Achse liege auf der positiven Seite von IT(s).

® Die folgenden Uberlegnungen setzen teilweise voraus, dass diese Tangentialebene @ nur in
O beriihrt; infolge mehrpunktiger Berithrung evtl. notig werdende Anderungen bestehen durchweg
in Vereinfachungen.
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Die Ebene II(s) hat dann die Gleichung
(s): z= —ycotds).

Nun sei y(s) die Gerade mit den Gleichungen (vgl. Fig. 2)
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y(s): =0, Zzytg;,

und {(s) der Zylinder durch den Schnitt s, dessen Erzeugenden parallel zu y(s)
sind. Da die z,y-Ebene Tangentialebene im scharfen Sinne ist, definiert der
Schnitt dieses Zylinders mit @ je eine Halbumgebung auf {(s) und @, erstere
liegt ganz im Inneren von @. Die offene Halbumgebung von O auf @ werde
mit h(s)" bezeichnet. — Der Querschnitt des Zylinders ist eine konvexe, also

rektifizierbare Kurve, so dass {(s) auf die Ebene abwickelbar ist.
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Hilfsatz 2. Auf s gibt es auf beiden Seite von O je einen Punkt Wi(s),

. T
7 =1, 2, derart, dass der Bogen W,(s) W,(s) nach Abyickelung des Zylinders {(s)
eine konvexe Kurve wird, und zwar weisen ihre dusseren Normalen in der Um-

gebung von O in das Innere von h(s).

Beweis. Ist ¢ der Winkel der Tangente bzw. Stiitzgeraden an s mit der

xz-Achse, 8 derjenige mit der Zylindererzeugenden, so ist

()

cos f= — sinasin

Im Punkte O verschwindet ¢. Wenn nun « von __7_2v bis 7—; liuft, so fillt cos g

monoton; nach Abwickelung des Zylinders bleibt aber 8 der Winkel mit den
Zylindererzeugenden. Wihlen wir also fiir W;(s) die beiden Punkte von s, in

denen die Tangente bzw. Stiitzgerade senkrecht zur z-Achse steht, so erfiillt der

———
Bogen W,(s) W,(s) die Behauptung.

Hilfsatz 3. Zu jedem positiven J gibt es eine Umgebung s von O auf
@, so dass die Punkte Wj(s) fiir alle ebenen Schnitte s mit o < &(s) < 7—:—— d

ausserhalb von us liegen.

Beweis. Es sei #(s) die Tangente von s in O, und /;(s) das Lot von Wi(s)
anf #(s). Wie aus dem vorigen Beweis hervorgeht, ist li(s) zugleich Stiitzgerade
an s, also auch an die Fliche @, und bildet mit der z,y-Ebene den Winkel

;—t——- 9(s) > d. Daher kénnen die Berithrungspunkte W;(s) von /;(s) mit der Fliche

dem Punkte O nicht beliebig nahe kommen.

Hilfsatz 4. Zu jedem positiven d gibt es eine Umgebung vs von O auf @
derart, dass fur alle ebenen Schnitte s mit

(s) d<3(s)<z~;-6
der auf der positiven Seite von II(s) liegende Teil von vs in h(s) enthalten ist.

(Das bedeutet eine Gleichmiissigkeit der Ausdehnung der durch die Zylinder {(s)
aus @ ausgeschnittenen Halbumgebungen %(s) von O.) '
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Beweis. Wenn v eine Umgebung von O ist, filr die der auf der positiven
Seite von II(s) liegende Teil v nicht in h(s) enthalten ist, so hat +' Punkte mit
der Begrenzung von h(s) gemeinsam. Nun enthiilt " nach Definition keine Punkte
von s; es muss also auf v Punkte von @ geben, in denen die Zylindererzeugen-
den die Fliche zum zweiten male schneiden. Diese Schnittpunkte konnen aber
dem Punkt O nicht beliebig nahe kommen, d.h. es gibt eine Umgebung vs von O,
die keine solchen Schnittpunkte enthilt.

3. Hs sel ws eine geoditische Kreisscheibe mit dem Mittelpunkt in O, die
in den beiden Umgebungen w#g und vs aus den Hilfsiitzen 3. und 4. enthalten
ist. Jeder von O ausgehende und in einem Punkte von ws endende kiirzeste
Bogen verlduft offenbar ganz in ws. Wir zeigen nun zuniéchst:

Jeder in wg und auf der positiven Seite von IL(s) verlaufende rektifizierbare
Kurvenbogen t© dessen Endpunkte T, Ty auf s liegen, ist mindestens so lang wie
der DBogen f’l-l\’z auf s. (Dabei wird naturlich vorausgesetzt, dass s der Be-
ziehung (5) geniigt.)

_ Zum Beweise betrachten wir den Ort der Fusspunkte von z auf dem Zy-
linder {(s); er liegt ganz auf der positiven Seite von II(s) und ist hochstens so
lang wie z (Hilfsatz 1). Wir wickeln den Zylinder ab, und bezeichnen die
Grossen nach der Abwicklung mit einem Strich. s ist zwischen 77 und T
konvex (Hilfsatz 3), und zwar verliuft < auf der dusseren Seite von s'. Jeder
auf dieser Seite verlaufende Bogen ist aber mindestens so lang, wie der Bogen
T’{‘i’é auf ¢, und da die Lingen bei der Abwickelung erhalten bleiben, ist der
Satz damit bewiesen.

Fiir die kiirzesten Linien bedeutet der Satz folgendes:

I. Es sei s irgend ein ebener Schnitt durch O, und & so gewdhlt, dass (5)
erfilllt 2st. R ser exn Punkt von wg, der nicht auf der positiven Seite der Ebene
II(s) liegt; dann kann kein kiirzester Bogen, der von O nach R fiihrt, Punkte auf
der positiven Seite von IL(s) enthalten.

Nun schneidet jede von O ausgehende Kurve, die dort keine Tangente

hat, mindestens einen schiefen Schnitt s durch O unendlich oft (schief heisst:

o< ds) < 7—;), d. h. die Kurve kommt in beliebiger Umgebung von O unendlich

oft auf die positive Seite von II(s). Demnach folgt aus I. unmittelbar:

II. Jede von. O ausgehende kiirzeste Linie hat in O eine Halbtangente.
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Wir beweisen nun:

III. Der von O ausgehende kiirzeste Bogen g habe n O die Halbiangente ¢,
und s ser ein schiefer Schwitt, der in O die Tangente t hat. Ist dann (5) erfiillt
so werlduft g innerhalb der Umgebung ws ganz auf der positiven Seite von IL(s).

Beweis. 1) ¢ kann keinen Punkt von ws enthalten, der auf der negativen
Seite von IT(s) liegt (mit Ausschluss von II(s) selbst). Sonst betrachten wir den
ebenen Schnitt s* durch O und R, mit derselben Neigung {s*) = (s} in O wie s
(es gibt deren allerdings zwei, doch nehmen wir den, fiir welchen der Winkel
zwischen IT(s) und II(s*) klein wird). Die hinreichend nahe an O gelegenen
Punkte von ¢ liegen dann auf der positiven Seite von IT(s*), wihrend R auf s*
liegt. Das widerspricht aber I.

2) g enthillt keinen Punkt von s. Sonst kénnte nidwlich nach I. g keinen
Punkt auf der positiven Seite von IT(s) enthalten, und nach dem eben gesagten
(I1L, 1) auch nicht auf der negativen. g miisste also zwischen O und R mit s

zusammenfallen. Dann gidbe es aber einen ebenen Schnitt s* durch O und R mit
9(s) > 3(s*) > 4.

Der Bogen zwischen O und R auf s lige dann auf der positiven Seite von IT(s*),
wihrend B auf s* liegt, was wiederum I. widerspricht.

IV. Jede von O ausgehende kiirzeste Linie hat eine Schmiegebene, und diese
geht durch die Flichennormale.

Es sei 0> o beliebig gewiihlt, und s,, s, seien die beiden ebenen Schnitte
durch die Tangente ¢ von g in O, mit

Hs) = 29, 1=1,2,

Innerhalb der Umgebung ws verliuft dann g nach III. ganz auf der positiven -
Seite sowohl von II(s,), als auch von IT(s,). Jede Ebene durch ¢ und einen
Punkt, der auf der positiven Seite von IT(s,) und II(s,) liegt, bildet aber mit
der z-Achse hochstens den Winkel 24. Sdmtliche Grenzlagen der Ebenen durch
¢ und einen Punkt von g, der gegen O konvergiert, bilden daher mit der z-Achse
h6chstens den Winkel 2. Da aber d beliebig klein gemacht werden kann, ist
die Behauptung bewiesen.

Von den im Aunfang dieses Paragraphen ausgesprochenen Sitzen bleibt also
nur noch zu beweisen:

V. Jede durch O gehende kiirzeste Linie g auf ® hat in O eine Tangente.
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Es seien ¢ und ¢ die rechte bzw. linke Halbtangente von g in O, und
{P,} und {P,} zwei Punktfolgen auf g, die von rechts bzw. links gegen O kon-
vergieren. Wenn A und B zwei Flichenpunkte sind, so bezeichne (4, B) die
Entfernung ihrer Projektionen auf die Tangentialebene in O, g(A4, B) ihre geo-

ddtische Hntfernung. Dann ist offenbar

e TF 0

Andrerseits hat man

<(0P> 00, Pr) _ 9(0, Pr) +9(0, Pr) _ g(Pn, Pr).
ST P WP P) LB P

und daher
. W0, P)+1(0, P,:)*
PR 1§ 00 1) R

Hieraus folgt unmittelbar, dass der Winkel zwischen ¢ und ¢ verschwindet, d. h.
dass die beiden Halbtangenten von ¢ in O zusammenfallen.

Zusatz ber der Korrektur. Es sei darauf hingewiesen, dass sich aus den
bewiesenen Sitzen nicht ableiten lisst, dass von einem Flichenpunkte mit Tan-
gentialebene in jeder Richtung mindestens eine kiirzeste Linie ausgeht. Das
stimmt im allgemeinen auch garnicht, selbst dann nicht, wenn die Fldche iiberall
eine Tangentialebene und eine Indikatrix besitzt. Dagegen stimmt die Behaup-
tung fir Flichen mit beschriinkten oberen Normalkriitmmungen. Fiir solche
Flichen lassen sich auch Aussagen dariiber machen, wie gross die Entfernung
zweier Punkte sein muss, damit es zwischen ihnen mehr als eine kiirzeste Ver-

bindung gebe. —

Kopenhagen, den 27. April 1934.



