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A. Definition von rhythmischen Systemen und von absolut rhyth-
mischen Funktionen.

§ 1. Einleitung zur Theorie der rhythmischen Systeme.

Das Ziel dieser der Theorie der Diophantischen Ungleichungen gewidmeten
und aus drei Teilen bestehenden Arbeit ist: unter sehr allgemeinen Vorausset-
zungen bei gegebenen Systemen von Ungleichungen mit mehreren Unbekannten
zu untersuchen, ob diese Systeme unendlich viele ganzzahlige Losungen besitzen
oder nicht. Aus dem ersten Teil, der den Untertitel »Zur Gleichverteilung
modulo 1> trigt, geht hervor welche Bedeutung fiir die Theorie der Diophan-
tischen Ungleichungen der von Herrn H. Weyl eingefiihrte Begriff der Gleich-
verteilung modulo 1 hat. |

Um diesen zweiten Teil meiner Arbeit zu verstehen, braucht der Leser die
Theorie der Diophantischen Ungleichungen nicht zu kemnen; dazu braucht er
nicht einmal Teil T gelesen zu haben.
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Teil II ist in vier Abschnitte A, B, C und D verteilt:
A. Definition von rhythmischen Systemen und von absolut rhythmischen Funk-
tionen.
B. Vergleichbare Systeme und Translationen.
C. >Polyn0me und andere Funktionen.
D. BStetigkeitssiitze.
Jeder dieser vier Abschnitte ist von einer Einleitung versehen; § 1 enthilt die
Einleitung von Abschnitt A.

Der Begriff der Gleichverteilung mod. 1 besitzt den Nachteil, dass er gegen-
iiber den wichtigsten in der Theorie der Diophantischen Ungleichungen auftre-
tenden Operationen nicht invariant ist. Um zu erkliren, was ich hiermit meine,
werde ich erst iiber die in dieser Theorie am hiufigsten vorkommenden Opera-
tionen sprechen. '

Definition 1: In diesem Teil II bezeichnen m und n stets feste natiirliche
Zahlen, und bezeichnet x = (x,, ..., xn) einen Gitterpunkt im m-dimensionalen Raum.
Mit (f,) oder (f.(x)) meine ich ein System von n Funktionen

Sol@) = folay, ..., xn) v=1,2,...,n).

Sage ich, dass (f,) in jedem Gitterpunkt x definiert ist, so meine ich natiirlich,
dass alle Funktionen f,(x) dieses Systems in jedem Gitterpunkt x des m-dimensio-
nalen Raumes festgelegt sind.
Alles en Teil IT st reell.
ae<f<pB (mod. 1)

soll heissen, dass bei geeignét gewdhltem ganzzahligem y

e<f—y<§B
2st.

Obgleich ich in Teil II die Theorie der rhythmischen Systeme fiir m Vari-
able, also fiir eine beliebige Anzahl von Verinderlichen entwickle, will ich mich
bequemlichkeitshalber in dieser Einleitung, sofern nicht ausdriicklich der Gegen-
teil behauptet wird, auf dem Spezialfall mit m=1, also auf Funktionen einer
ganzzahligen Veridnderlichen &« beschrinken. v

Die Untersuchung eines Diophantischen Systems-.wird, wenn moglich, zu-
riickgefiihrt auf der Untersuchung eines Systems der Gestalt
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(1) a, < folx) < B (mod. 1) v=r1,2,...,n).
Das bedeutet ‘

(2) ar < flx) — 9o < B (v=1,2,...,n),

sodass wir dann ein System von » Ungleichungen mit » + 1 Unbekannten
Z, ¥y, - -, Yn haben,

Das einzige, was mich hier von den Funktionen f,(x) (v=1,2,...,%) in-
teressiert, ist ihr Rest modulo 1; denn das Problem #ndert sich nicht, wenn
J+(x) durch eine Funktion f,(x) mit

3) fol@)=file) (mod. 1)

“ersetzt wird. Zwei Funktionen f,(x) und f,(z) mit Bigenschaft (3) heissen kongruent
mod. 1 oder, kiirzer gesagt, kongruent. In der Theorie der Diophantischen Un-
gleichungen sind besonders diejemigen Operationen wichtig, bei denen das Re-
sultat durch ein kongruentes ersetzt wird, wenn die Funktionen, auf die die
Operationen angewendet werden, durch kongruente Funktionen ersetzt werden.

Als erste Operation mit dieser Kigenschaft nenne ich die Addition.

Die zweite Operation, die hier in Betracht kommt, ist die.folgende:

Bei gegebenen Funktionen f,(x) (v=1, 2, ..., %) bilde ich eine Funktion

W(f1(x),f2(x)> . afn(x))

Unserer Verabredung gemiiss soll sich das Resultat in ein kongruentes verwandeln,

wenn die Funktionen f(x), f,(x), ..., fa(x) durch kongruente ersetzt werden. Die
Funktion (v,, vs, . .., vn) erfiillt diese Bedingung, wenn aus

(a) vy=1w, (mod. 1) (1’:1’2"""”)
folgt

(5) Wloy, vy, ., v =Plwy, w,, ..., wy) (mod. 1).

Mit Riicksicht hierauf liegt es nahe die folgende Definition einzufiihren:

Definition 2: Eine Funktion ¥(v,, ..., v.) nenne ich periodisch mod. 1, wenn
aus (4) stets (5) folgt.

Als zweite Operation bekomme ich auf diese Weise:
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Die Bildung einer Funktion

von Funktionen f,(x) (v=1,...,7%), wenn (v, ..., vs) periodisch mod. 1 ist.
Schliesslich betrachte ich noch eine dritte Operation. Ich nenne f(x) eine
Summenfunktion von ¢(x), wenn die Differenz Af(x)=f(x + 1) — f(x) gleich
@(x) ist; bei gegebenem ¢(x) ist die Summenfunktion f(x) bis auf einer addi-
tiven Konstanten eindeutig bestimmt. Sind ¢(z) und @(x) kongruent mod. 1,
ist f(x) eine Summenfunktion von ¢(z), und f(x) eine Summenfunktion von p(z),
dann sind f(z) und f(x) bis auf einer geeignet gewihlten additiven Konstanten

¢ kongruent mod. 1, d. h. dann ist bei geeignet gewiihltem konstantem ¢
flx)=f(x) + ¢ (mod. 1).

Als dritte (und in der Theorie der Diophantischen Ungleichungen vielleicht
wichtigste) Operation nenne ich nun die Bildung der Summenfunktionen einer
gegebenen Funktion.

TIch werde jetzt zeigen, dass der Begriff der Gleichverteilung modulo 1 gegen-
iiber diesen drei Operationen nicht invariant ist.

Addition: Sind die Funktionen f(x) und g(z) gleichverteilt modulo 1, so
braucht ihre Summe es noch nicht zu sein. Denn mit f(x) ist auch — f(x)
gleichverteilt modulo 1, aber ihre Summe f(x) + (— f(z)) = o ist es keinesfalls.

Bildung von Funktionen von Funktionen. Es sei f(x) gleichverteilt
mod. 1, und es sei W(v) eine stetige Funktion, die periodisch mod. r ist. Die
Voraussetzung dass jf(x) gleichverteilt mod. 1 ist, besagt: die »Wahrscheinlich-
keit», dass eine ganze Zahl x der Ungleichung

e=flxy<pg (mod. 1)
geniigt, ist fiir jedes feste Zahlenpaar «, # mit
(6) 0=f—a=1
gleich §—«. Die >>Waﬁrscheinlichkeit>>, dass ein ganzes x der Beziehung

e =y(flz)) <g (mod. 1)
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geniigt, ist dann, wie aus Satz 1 in § 9 von Teil I hervorgeht, fiir jedes Zahlen-
paar «, 8 mit (6) gleich dem Jordanschen Inhalt J(e,8) der Menge der im
Intervall 0 =< » < 1 liegenden Punkte # mit

e =yYu<pg (mod 1),

vorausgesetzt dass diese Menge einen Inhalt im Jordanschen Sinne besitzt. Hier-
aus folgt, dass die Funktion (f(z)) dann und nur dann gleichverteilt mod. 1
ist, wenn fiir jedes Zahlenpaar «, # mit (6)

J(a,)=8—«

ist. Das ist nur bei sehr speziellen Funktionen (v) der Fall, sodass der Begriff
der Gleichverteilung mod. 1 gegeniiber der zweiten der genannten Operationen
nicht invariant ist.

Bildung der Summenfunktion': Setzt man

,[f (x)=o fiir ungerades z

l =zV2 fir gerades x,
so ist

[ Af () = (x + 1) V2  fiir ungerades x

l =—zV2 fiir gerades x,

und wie man sich leicht iiberzeagt, ist .7f(x) gleichverteilt mod. 1, aber f(x)
nicht. ‘

Ich habe mir nun die Aufgabe gestellt, einen neuen Begriff einzufiihren,
der u. a. gegeniiber den drei genannten Operationen invariant ist, und ausserdem
natiivlich noch das Desideratum erfiillt, dass er von praktischer Bedeutung fiir
die Theorie der Diophantischen Ungleichungen ist.

Definition 32: Ist das System (f,) fiir jedes ganze x=o0 definiert, bezeichnet
¢ trgend eine positive Zahl, x eine beliebige ganze Zahl, so nenne ich die ganze
Zahl © eine zu & und x gehirige Verschiebungszahl von (f.), in Zeichen

! Vergl. das Beispiel von Hilfssatz 1 in § 4.
? In Definition 2 von § 2 gebe ich die entsprechende Definition fiir beliebiges m,
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T : T(é‘, x) f"’)a

wenn fiir jedes ganze h mit Absolutwert |h| = L die n Ungleichungen
g ( e

—e<fletr+h)—file+h)<e (mod 1) (=1,2,...,n)
gelten.

Definition 4': Ich nenne ein System (f,) rhythmisch, wenn jede Funktion
flx) v=1,...,n) dieses Systems fiir jedes ganze x=o0 definiert ist, und jedem
posttiven & etne nur von & abhdngige Linge L, in Zeichen

L= Lz, f),

zugeordnet werden kann, derart dass fiir jedes ganze x jedes Intervall der Linge L
wenigstens eine zu & und x gehdrige Verschiebungszahl t=1(g, x, ) von (f,) enthdlt.

Ist n=1, d.h. besteht ein System (f,) mit dieser Eigenschaft aus nur einer
Funktion fi(x), so nenne ich diese Funktion rhythmisch.

Eine Funktion, die gleich einer Konstanten ist, ist ein einfaches Beispiel
einer rhythmischen Funktion.

Der ILeser wird wohl einen Verband beachten zwischen den rhythmischen
Funktionen einerseits, und den von Herrn H. Bohr?® eingefithrten fastperiodischen
Funktionen andererseits. Ist f(z) fiir jedes reelle x definiert, so heisst 7 eine
zur positiven Zahl ¢ gehorige Bohrsche Verschiebungszahl von f, wenn fiir jedes x

—e<flx+7)—flx)<e

ist;s«die Funktion f(x) heisst fastperiodisch, wenn jedem positiven ¢ eine nur von
¢ abhiingige Liinge L zugeordnet werden kann, derart, dass jedes Intervall der
Linge L wenigstens eine zu ¢ gehorige Bohrsche Verschiebungszahl 7 von fenthilt.
Der charakteristische Unterschied zwischen den zwei von Herrn Bohr, bezw. von
mir eingefiihrten Begriffe, ist, dass meine Verschiebungszahlen von x abhingen
diirfen, wihrend die Zahlen, die Herr Bohr Verschiebungszahlen nennt, unab-
hbéingig von x sind. Dieser Unterschied ist wesentlich; denn verallgemeinert man
den Begriff der Fastperiodizitidt sinngemiiss fiir die Theorie der Diophantischen

! Definition 3 in § 2 gibt die Erklirung von rhythmischen Systemen fiir beliebiges m.
2 H. Bohr, Zur Theorie der fastperiodischen Funktionen. I. Acta, Bd. 45, 8. 29—127; 1I.
Acta, Bd. 46, S. ro1—213; IIL. Acta, Bd. 47, S. 237—281.
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Ungleichungen, so bekommt man einen Bégriﬂ", der gegeniiber der dritten im
Obigen genannten Operation nicht invariant ist.!

In wiefern der von mir eingefiihrte Begriff invariant ist gegeniiber den
drei erwihnten Operationen, geht aus den folgenden drei Sitzen hervor:

! Diese Verallgemeinerung wiirde folgendermassen lauten: Ist f(x) fiir jedes ganze z=o0
definiert, so nenne ich die ganze Zahl t eine zur positiven Zahl g gehérige Verschiebungszahl
mod. I von f, wenn jedes ganze x der Ungleichung

—e < flx+1)— fl@) <& (mod.1)

genfigt; ich nenne jf(x) fastperiodisch mod. 1, wenn jedem positiven & eine nur von & und f ab-
hiingige Linge L zugeordnet werden kann, derart, dass jedes Intervall der Liinge L wenigstens
eine zu & gehorige Verschiebungszahl mod. I von f enthiilt. /

Dass dieser Begriff nicht invariant gegeniiber der dritten Operation ist, geht schon aus dem
einfachen Beispiele

fla)=Vza?
hervor. Die Funktion

Af@=V2@x+1)
ist fastperiodisch mod. I, da jede ganze Zahl 7 mit
—e<2V2r<¢ (mod. 1)

eine zu ¢ gehorige Verschiebungszahl mod. I von Af(x) ist, und bei geeignet gewiihlter, nur von ¢
abhiingiger Linge L jedes Intervall der Liinge L wenigstens eine ganze Zahl 7 mit dieser Eigen-
schaft enthilt. Aber die Funktion f(x) ist nicht fastperiodisch mod. 1. Denn wire sie das, dann

wiirde man jedem positiven & < > eine ganze Zahl 7 o0 zuordnen konnen, die fiir jedes ganze x

der Ungleichung

I ., -, I
—5&< Vag+or—Vaa? < JE (mod. 1),
also insbesondere (man- setze x =o0) der Ungleichung
I
< Varr <l (mod. 1)
2 2

geniigt; aus diesen beiden Ungleichungen wiirde fiir jedes ganze x folgen

—e<2V2rz<e (mod. 1)

und das ist wegen der Irrationalitit von 2 Var unmoglich.
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Satz 1 (Additionstheorem): Ist (f,) rhythmisch, so ist auch (f,, f + 1)
rhythmisch.?

Um Satz 2 bequem formulieren zu kénnen, fithre ich die folgende Defini-

tion ein:

Definition 5: Eine in der Umgebung eines Punktes w=(w;, ..., wn) de-
finderte Funktion W(v)=y(vy, . .., va) heisst im Punkte w stetig mod. 1, wenn jedem
v=_(v, ..., vn) ein ganzes y mit

lim (y(v) —y) = ()

zugeordnet werden kann. Dann schretbe ich
Y(v) = ¢(w) (mod. 1),
und nenne ich w einen Stetigkertspunkt mod. 1 der Funktion (v).

Satz 2 (Erster Stetigkeitssatz®): Ist (f,) rhythmisch, ist (v, . . ., va) fiir jedes
v={(vy, ..., vn) definiert, periodisch mod. 1 und stetig mod. 1, dann ist auch

(f"a lp(f‘lv ‘- 'uﬁ'))
rhythmisch.*

Bemerkungen: 1. Setzt man in diesem Stetigkeitssatz
w(vl, ey vn) - Ul+112,

so verwandelt der Stetigkeitssatz sich in Satz 1.

2. (Sehr wichtig fiir die Anwendungen.) In diesem Stetigkeitssatz darf die
Voraussetzung, dass (v, ..., vy) tiberall stetig mod. 1 ist, ersetzt werden durch
die weniger forderende Voraussetzung, dass (v, ..., vs) in den Punkten

v= i), fela), ..., falx)),

wo « alle ganzen Zahlen =0 durchliuft, stetig mod. 1 ist.

! Diesen Satz fiir beliebiges m statt fiir den Spezialfall mit m =1 findet der Leser in Satz 4
von § 2. :
* Mit (fy, f+/:) wird natiirlich das System der n+ I Funktionen f,, ..., fr, f1+f: gemeint.
? Die Verallgemeinerung dieses Satzes fiir beliebiges m kommt in Satz 7 von § 2 vor.
* Mit (fy, 9(fy, .- ., fn) wird natiirlich das System der n + 1 Funktionen
Si@), .., folx), (i), - ., folx)

gemeint.
28—3298. Acta mathematica. 59. Imprimé le 7 mai 1932,
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Satz 3 (Hauptsatz in der Theorie der rhythmischen Systemel): (f.) ist dann
und nur dann rhythmisch, wenn (4f,) rhythmisch ist.

Die Bedeutung der rhythmischen Systeme fiir die Theorie der Diophan-
tischen Ungleichungen ergibt sich aus

Satz 4% Ist (fs) rhythmisch, und hat das System
(7) oy < fi{xr) < g, (mod. 1) (v=1,2,...,n)

wentgstens eine ganzzahlige Losung x, so besitzt es umendlich viele ganzzahlige
Losungen x, und dann enthdlt sogar bei geeignet gewdhlter Linge L jedes Intervall
der Linge L wenigstens ein ganzes x mit (7).

Um durch Beispiele die Bedeutung dieser Sitze zu zeigen, fiige ich noch

einen fiinften Satz hinzu:

Satz 5% FEin Teisystem eines rhythmischen Systems ist rhythmisch, d. h.
kommen alle Funktionen f,(x) (v=1,...,n) in demselben rhythmischen System
vor, dann ist (f,) rhythmisch.

Insbesondere: jede Funktion eines rhythmischen Systems ist rhythmisch.

Beispiel 1: Ist P(z) ein Polynom, und hat die Ungleichung
(8) ¢ < Plx)<fg (mod. 1),

wo ¢ und S Konstanten bezeichnen, mindestens eine ganzzahlige Losung 2, so
besitzt sie unendlich viele ganzzahlige Losungen, und dann enthilt sogar bei
geeignet gewihltem L jedes Intervall der Linge L wenigstens ein ganzes x mit (8).

Beweis: Nach Satz 4, angewendet mit
(9) n=1, filz)=Pk)

brauche ich nur zu zeigen, dass P(x) rhythmisch ist. Diese Behauptung ist evi-
dent, falls P(x) gleich einer Konstanten ist. Sonst ist der Grad % von P(x) min-
destens 1; ist dann die betreffende Behauptung mit ¥ —1 statt % schon bewiesen,
80 ist 4 P(x) rhythmisch, sodass der Hauptsatz (Satz 3), mit (9) angewendet, be-
sagt, dass auch P(x) rhythmisch ist.

! Den Hauptsatz mit beliebigem m findet der Leser in Satz 9 von § 2.
* Die Verallgemeinerung dieses Satzes fiir beliebiges m findet der Leser in Satz 1 von § 2.
* Verallgemeinerung fiir beliebiges m in Satz 2 von § 2.
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Definition 6: Sind a und x ganze Zahlen, so setze ich ein fiir allemal

@

duE)=o Sfir x=a—1
§=a
a—l1
=—2 Jir x<a—1,
S=z+1

sodass fiir jedes ganze x

12 u(e + 1)

§=a
ist.
Beispiel 2: Ist P(z) ein Polynom, und bezeichnet ¢ eine positive Zahl,
dann hat die Ungleichung

(10) e SVEA PR <+ (mod. 1)t

§=1

unendlich viele ganzzahlige Losungen x. Bei gegebenem Polynom P existiert
eine nur von ¢ abhingige Linge L, derart dass jedes Intervall der Liinge L
mindestens ein ganzes x mit (10) enthilt.

Beweis: Nach Beispiel 1 ist P(x+ 1) rhythmisch. Man wende den ersten
Stetigkeitssatz (Satz 2) mit

n=1, fil@)=Pr+1), w)=Vo—Tlj

an und man beachte dabei, dass W(v) fiir jedes v=o0 definiert, periodisch mod. 1
und stetig mod. 1 (auch fiir ganzes ¢) ist. Man bekommt dann, dass die Funk-
tionen P(x+ 1) und y(P(xr+ 1)) ein rhythmisches System bilden, sodass nach
Satz 5 die Funktion

Y(P@+1)=VPaz+i)— [P(x+x]—42VP —[P(®)

rhythmisch ist. Aus ‘dem Hauptssatz (Satz 3) folgt dann, dass

2V PE—(PE)

! [u] bezeichnet die grosste ganze Zahl = u.
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rhythmisch ist. Da (10) die Losung x =0 besitzt, zeigt Satz 4 nun die RicHtig-
keit der Behauptung von Beispiel 2.

Beispiel 3: Hat das Polynom P(x) fiir kein einziges ganzes x einen ganz-
zahligen Wert, und bezeichnet s eine natiirliche Zahl, so gibt es unendlich viele

ganze z mit

(11)

(W/E

[PE]=o0 (mod.s),

1

e
Il

und dann ist es bei gegebenem Polynom P moglich eine nur von s abhingige
Zahl L so zu bestimmen, dass jedes Intervall der Linge L wenigstens ein ganzes
2 mit (11) enthilt.

Beweis: Die Voraussetzungen des ersten Stetigkeitssatzes (Satz 2; man
vergleiche die zweite Bemerkung des ersten Stetigkeitssatzes) sind mit

X 1
n=1, AD)='Pltn), po)="l
erfiilllt. Denn f(x) ist nach Beispiel 1 rhythmisch; y(v) ist fiir jedes v=o0
definiert, periodisch mod. 1, und fiir jedes ganze xZ=0 im Punkte f(z) stetig,
da sfi(z) = P(z + 1) fiir kein einziges ganzes z einen ganzzahligen Wert annimmt.

Nach dem ersten Stetigkeitssatz bilden also die zwei Funktionen w(f;(x))
und fi(z) ein rhythmisches System; nach Satz ;5 ist dann

(Al =< [P+ 1) —42[1)

=1

rhythmisch, und aus dem Hauptsatz folgt jetzt, dass
I X
S 21PE)
ot

eine rhythmische Funktion bezeichnet. Die Ungleichung

(12) — <, 2PEI< (mod 1)
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hat die Losung x=o0, also nach Satz 4 unendlich viele ganzzahlige Losungen,
und bei geeignet gewihltem L enthiilt jedes Intervall der Linge L wenigstens
ein ganzes z mit (12). Hiermit ist alles bewiesen, da (11) aus (12) folgt.

Die folgenden zwei Behauptungen

B,: »sind fi(x) und fy(z) rhythmisch, so ist auch ihre Summe rhythmisch»,
B;: »sind fi(x) und fy(x) rhythmisch, so bilden sie ein rhythmisches System»

sind leider falsch. Denn die Funktionen ;[Vé z) und ;[— V 2 2] sind, wie man sich
leicht iiberzeugt, und wie ich iibrigens im zum vierten Stetigkeitssatz (Abschnitt D) ge-
horigen Beispiel zeigen werde, rhythmisch, aber ihre Summe, die im Punkte x=0 den

Wert o, und sonst den Wert — é hat, ist es natiirlich nicht. Hieraus folgt zugleich,
dass die zwei rhythmischen Funktionen ?IZ[VZ x] und —;[— V2 ] ein. nicht-rhyth-
misches System bilden; denn wiire dieses System rhythmisch, dann wiirden nach
Satz 1 die drei Fuﬁktionen é Vza] + é [—V2z2a, —; [V2z] und é[— V2] ein
rhythmisches System bilden; dann wire also nach Satz 5 die Funktion ;—[VE ]

+ é[— V2 2] rhythmisch, was nicht der Fall ist.

Die Tatsache, dass die Behauptungen B, und B, falsch sind, hat mich
gezwungen einen zweiten neuen Begriff einzufiithren, nimlich den Begriff einer
absolut rhythmischen Funktion.

Definition 7!: Ich. menne eine Funktion f(x) absolut rhythmisch, wenn jedes
rhythmische System (g,) die Eigenschaft besitzt, dass auch (9o, f) rhythmisch dst.*

Nach dem Obigen ist die Funktion ;—[Vz z} zwar rhythmisch, aber nicht

absolut rhythmisch.
Die absolut rhythmischen Funktionen besitzen einfache Eigenschaften.

! Ich gebe die entsprechende Erklérung mit beliebigem m in Definition 1 von § 3.
% Besteht (go) aus den Funktionen

Fo(x) (0=1,2,...,7),

so besteht (gp, f) patiirlich aus den » + 1 Funktionen

1@, .. ., 9,(@), fla).
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Satz 6 (Additionstheorem®): Die Summe von zwei absolut rhythmischen Funk-
tionen st absolut rhythmisch.

Satz T (Zweiter Stetigkeitssatz®): Sind die Funktionen
Slz) (r=1,2,...,m)

absolut rhythmisch wund st W(v,, ..., vs) fiir jedes v=(v,, ..., v.) definiert, peri-
odzsch mod. 1 und stetig mod. 1, dann ist auch die Funktion

absolut rhythmisch.

Bemerkungen: 1. Setzt man in diesem Stetigkeitssatz
n=2 und Y(v,, vy) =0 + v,

go verwandelt dieser Stetigkeitssatz sich in Satz 6.

2. Genau wie beim ersten Stetigkeitssatz (Satz 2).

Satz 8%: Die Funktion f(x) ist dann und nur dann absolut rhythmisch, wenn
Af(x) absolut rhythmisch ist.

Satz 9*: Ein System von absolut rhythmischen Funktionen ist rhythmisch.
Insbesondere: eine absolut rhythmesche Funktion ist rhythmisch.

Natiirlich nicht umgekehrt: é [V 2 %] ist rhythmisch, nicht absolut rhythmisch.

| Beispiel 4: Jedes Polynom ist absolut rhythmisch.

Vorbemerkung: Aus Satz 9 folgt also, dass jedes Polynomsystem rhyth-
misch ist.

Beweis: Ist das Polynom P(x) gleich einer Konstanten, so ist die Behaup-
tung evident. Ist der Grad % von P(x) mindestens 1, und ist die Behauptung
mit k—1 statt % schon bewiesen, so ist #P(x) absolut rhythmisch, also nach
Satz 8 auch P(z) absolut rhythmisch.

Fiir beliebiges m in Satz 3 von § 3.
Wortlaut fiir belicbiges m in Satz 5 von § 3.
Satz 7 in § 3 gibt die Verallgemeinerung dieses Satzes fiir beliebiges m.

1
2
8
* Der entsprechende Satz fiir beliebiges m kommt in Satz 2 von § 3 vor.



Diophantische Ungleichungen. II. Rhythmische Systeme. A und B. 223

Beispiel 5: Bezeichnen P,(x), Py(x), Ps(x) Polynome, und hat Py(x) fir
kein einziges ganzes x einen ganzzahligen Wert, so besitzt das System

— < Z, 18/1)1(5) — |P,() <& (mod. 1)

(13) —e < Alog(1 + Py(8) — [P)) <& (mod. 1)

— & < Py(x) — Pylo) < & (mod. 1)

=0 (mod. s)

fiir jedes positive ¢ und jedes positive ganze s unendlich viele ganzzahlige Lo-
sungen x; bei geeignet gewihlter Linge L enthillt jedes Intervall der Linge L
wenigstens ein ganzes x mit (13).
Beweis: Nach Beispiel 4 sind die Polynome
Pz+1), Pylax+1), Pylx)—Pyo0), g
absolut rhythmisch. Der zweite Stetigkeitssatz (Satz 7), angewendet mit

8

f@)="Pile+1), yo)=Ve—[o)

3 —_— e e . - - ——
liefert das Resultat, dass V P (x+ 1)— [P,(x + 1)] absolut rhythmisch ist. Der-
selbe Satz, angewendet mit

f@)=Pyle+1), y()=log(t+v—[])

(man vergleiche die zum zweiten Stetigkeitssatz gehorige Bemerkung 2), gibt,
dass log (1 + Py(x + 1) — [Pe(x + 1)]) absolut rhythmisch ist. Nach Satz 8 sind
dann die zwei Funktionen

z s T
VP~ (PE) wd Dlog (1 + PyE) — [P(E))
§=1 =1
absolut rhythmisch, bilden also wegen Satz 9 mit den zwei Polynomen Py(z) — Py(0)
und f ein aus vier Funktionen bestehendes rhythmisches System. Folglich kann

Satz 4 mit =4 auf das System
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z 8

—e < QVPE = [P,E <& (mod. 1)
§-1

— &< Qlog (1 + Pylt) — [PE) <& (mod. 1)

§-1
— & < Py(x) — Pylo) <e (mod. 1)

L (mod. 1)
s s s

angewendet werden, da dieses System die Losung x==0 besitzt. Hiermit ist
Beispiel 5 bewiesen; denn (13) folgt aus (14).

Die bis jetzt behandelten Resultate sind Spezialfille der in den §§ 2 und 3
zu beweisenden Sitze. Ich gehe jetzt zu dem folgenden Paragraphen, d. h. § 4 iiber.
Das System

(15) —s<Vazt—y<s, —e<Viy—z<s
Y Y

gehort zu den in diesem Paragraphen 4 untersuchten Problemen. Der Beweis,
dass (15) unendlich viele ganzzahlige Liosungen z, y, £ besitzt, geht so:

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann ich e <§ annehmen. Gilt

(16) —e<Vext—y<e,

. I
8o ist wegen ¢ <5

1 I I
o<»2—s<(V2x2+2)—y<5+e<1,

also
— PR r ,
y = [sz + 2]
somit
(17) —e<V2z'<e (mod. 1) und y=[Véx2+;]-

Umgekehrt folgt (16) aus (17), sodass das System (15) dquivalent mit

—e<Vz2a?<e (mod. 1)

" l" e<V3 [V2x2 * ;_]2 <e (mod. 1)
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ist, d. h. aus (15) folgt (18), und aus (18) folgt (15) bei geeignet gewihlten ganz-
zahligen ¥ und 2. Wir wissen schon, dass das Polynom V22 absolut rhyth-

_ _ 2
misch ist, aber ich werde in § 4 zeigen, dass auch V3 [Vz 2+ ;] absolut

rhythmisch ist. Die zwei in (18) vorkommenden Funktionen bilden somit ein
rhythmischés System. System (18) hat die Lésung z=o0, also nach Satz 4 un-
endlich viele ganzzahlige Losungen x. ,

Hiermit ist nicht nur bewiesen, dass (15) unendlich viele ganzzahlige Lo-
sungen (z, y, z) besitzt, sondern sogar, dass bei geeignet gewihlter, nur von ¢ ab-
hingiger Linge L jedes Intervall der Liinge L wenigstens ein ganzes x enthiilt,
das bei geeignet gewihlten ganzzahligen y und z dem System (15) geniigt.

Dieses Beispiel ist nur ein sehr épezieller Fall eines Satzes, den ich in § 4
beweisen werde, und den ich den Polynomsatz nenne. Dieser Namen befremdet
vielleicht den Leser, weil ich in jedem der drei Teile dieser Arbeit eine grosse
Anzahl von Siitzen beweise, in denen nur Polynome auftreten und also mit dem-
selben Recht Polynomsiitze genannt werden konnen. Nichtsdestoweniger habe
ich den Namen Polynomsatz reserviert fiir den Satz, der den Gegenstand von
§ 4 bildet, da dieser Satz m. E. der wichtigste ist von allen neuen in dieser Ar-
beit behandelten Sétzen, in denen nur Polynome vorkommen.

In Teil 1 habe ich Systeme der Gestalt

ay < fol@y, ., Tm) — Yo < B (r=1,2,...,m)
behandelt, wo m und = feste natiirliche Zahlen, @, und B, Konstanten, f,(z,, .. ., Zm)
Polynome bezeichnen. In diesem System treten m +n Unbekannten x4, ..., Zn,
Y1, .- ., yn auf. Man beachte, dass hierbei die Unbekannten ¥, . .., ¥, in keinem

einzigen der Polynome f, vorkommen diirfen. In § 4 von Teil II dagegen be-
trachte ich das viel allgemeinere System

o < fileey, .., o) — 9 < B
Gy <.f2(x1a c vy Ly %)"?/2 <B
(19) Y2 <Sal@y, ooy @y Y1, Y) — Y3 < B
On <f"(x1a sy Zmy Y1y - - o yﬂ—l) —— Yn < 51"/’

wo wiederum m und # feste natiirliche Zahlen, ¢, und 8, Konstanten, f, Poly-
29-—3208. Acta mathematica. 59. Impriméle 7 mai 1932.
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nome bezeichnen. Erfreulich ist, dass y, in f;, ..., fa, dass vy in f5, ..., fa, ...

dass ¢u—1 in f, vorkommen darf. Der Polynomsa,tz besagt nun:

Satz 10: Besitet System (19) wenigstens eine gamzzahlige Losung, so hat es
unendlich viele ganzzahlige Lisungen, und dann enthdll sogar bei geeignet gewdhlter
Linge L jeder m-dimensionale, den Koordinatenachsen parallel orientierte Kubus mit
Kante L wenigstens einen Gitterpunkt (xy, ..., zw), der bei geeignet gewdhltem
Gitterpunkt (yy, . . ., yn) System (19) enrfiillt.

 System (15) ist nur ein sehr spezieller Fall von (19), sodass System (15),
das die Losung (z, , 2) = (0, 0, 0) besitzt, unendlich viele ganzzahlige Losungen
(x, y, 2) hat.

Der Polynomsatz kann oft mit Erfolg angewendet werden um gegebene
Zahlen durch Briiche mit Nebenbedingungen zu approximieren. Aus dem Poly-
nomsatz folgt u. a.

Satz 11: Ist ¢>o0, n ganz =2, bezeichnen 0,, . .., 0, beliebige reelle Zahlen,
2e(@, 1), w5l vy, g, Ys)s - xnl@, ¥y, 2, Yz, -+ -» Tu—1, Yn—1) ganzzahlige Polynome
ohne konstantes Glied, dann gibt es unendlich viele Systeme von Briichen Z;—l, c %—’ mat

oy n
Ly = y3 (@1, 4y)
(20) xg = 23 (1, Y1, X, Ys)
X = Y (®1s Y15 Xa, Y, - - -y Tn—1, Yn—1)
und
7/11 & ) . .
(21) : 0, —= <m oder X, =4, =0 (v=1,2,...,n).

Dann enthdlt sogar, bei geeignet gewdhlter Linge L, jedes Intervall der Linge L

wenigstens ein gances x,, dem man die ganzen zy, ..., Tm, Yi, - - -, Yn SO 2uordnen

kann, dass (20) und (21) gelten.

Beweis von Satz 11: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man

¢ =1 annehmen. Definiert man «,, ..., 2, durch (20), dann findet man

l02x2:f2(x1, Y1),

(22) Oy s = fa (1, 91, 93),

Onn = fruly, 91s . . ., Y1),
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WO f5, - - -, /o Polynome ohne konstantes Glied bezeichnen. Setze ich

(23) ‘ 0,z = fi(x),
s0 besitzt das System

—e<file)—y, <e

(24) —e < folwy, y) —ya<e

—¢ <fn(x1, Y1, Ys2r - - - %—1) — Yn < &
die ganzzahlige Losung

Ly=Y 1= Y= "= Yn=—0,

somit nach dem Polynomsatz (angewendet mit m= 1) unendlich viele ganzzahlige
Losungen. Der Polynomsatz besagt, dass sogar, bei geeignet gewiihlter Linge L,
jedes Intervall der Linge L wenigstens eine ganze Zahl x, enthilt, die bei ge-
eignet gewihlten ganzen y,, ..., ¥, eine Losung von (24) ist. Wegen (23) und
(22) verwandelt (24) sich in :

—e<Oymy—yy<e (v=1,2,..., ),
sodass (21) gilt, also Satz 11 bewiesen ist.

Bemerkung: Sind die in Satz 11 auftretenden Zahlen 0, 6;, .. ., 0, positiv,
sind in jedem der Polynome g, alle Koeffizienten =o, und ist keines der Poly-
nome %, identisch gleich Null, dann gibt es unendlich viele Systeme von Briichen

%‘, ce %-’ mit positiven Nennern, derart dass die Beziehungen (20) gelten, und
1 )
Yy ¢
y— < =1,2...,
(25) | boul By (v=r1,2 )

ist. Bei geeignet gewihlter Linge L enthilt sogar jedes Intervalla=x<a+ L
der Linge L mit positivem g wenigstens ein ganzes z,, das bei geeignet gewihl-
ten positiven ganzen x,, ..., Zn, ¥4, - .., yn den Bezichungen (20) und (25) geniigt.

Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann ich ¢=<1 annehmen.
Nach Satz 11 ist es moglich die Linge L so zu wihlen, dass jedes Intervall der
Linge L wenigstens ein ganzes x, enthilt, derart dass bei geeignet gewihlten
ganzzahligen x,, ..., Zn, Y, - .., Ya die Beziehungen (20) und (21) gelten. Ich
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betrachte jetzt ein beliebiges Intervall a <z, <a + L mit positivem . Dann ist
auch z, positiv, sodass aus (21), mit v—=1 angewendet, folgt

&
< -

i
6 —
(2 ) I 1 z,

Zy

Wiire #, =<0, 80 wiire, da 0, und x, positiv sind,

Yy
Ty

>

%

Z

;l

I &
Ty I

und das ist mit (26) in Widerspruch. Folglich ist y, positiv.
Ich nehme nun an, dass ich schon bewiesen habe, dass
i, Y1; Tay Ysgi - - - Te—1, Yo1
positiv sind (2=»=%). Da
2oATs Y1y Tyy Yar s Tt Y1)

ein nicht identisch verschwindendes Polynom mit Koeffizienten = o bezeichnet,
folgt aus (20), dass z, positiv ist. Wegen (21) ist dann

< .
Ty

(27) |0"_y‘v

y

Wiire y, =0, so wire, da ¢, und «x, positiv sind,

Yr
T

= =

kv

Yy
, — —
Ty

1.2

Ty T

und das ist mit (27) in Widerspruch. Folglich ist y, positiv. Dieses Resultat
gilt fiir jedes v = 2 und =, sodass die Zahlen z,, ¥, %5, ¥2, - - -, Zn, Yn positiv sind,
und (25) aus (21) folgt.

Beispiel 6: Ist » ganz =2, ¢> 0, bezeichnen §,, 0,, . . ., 6, positive Zahlen,
dann gibt es unendlich viele Systeme von Briichen %, N Z—" mit positiven
1 n

Nennern, derart dass
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71 O w=1,2,...,n),
x|
Lo =1 Y15 X3= L Y1XaYe; -3 Ta=L1Y1%3Ys ... Tn1Yn—1
ist.
Beispiel 7: Ist ¢ >0, #n ganz = 2 und bezeichnen 0, . . ., 0, beliebige Zahlen,
dann gibt es unendlich viele Systeme von Briichen 'y—‘, ce Z—“ mit
1 n
Yo €
28 , ——| < =1,2,...,
& |~ 2| <12, b=12,,7)
und
(20) Ty = 2%p—1 — Yot (v=2,3,...,7m).
Beweis: Ich wende Satz 11 an, und zwar mit
x"’(xl’ Y1, X3, Yo, - - -, Lo—1, :‘/v—l) == 297:—1 —_ ?/:—1 (1/:2, 3. .,’ﬂ)‘

Ich wihle dabei z,70. Dann gilt (29), und aus (29) folgt =, #0 (v=2,...,7),
sodass (28) aus (21) folgt.

§ 2. Rhythmische Systeme.

Definition 1: Bezeichnen w= (u,, vy, ..., 4n) und v=>(v,, vy, ..., vm) 2wer
Punkte tm wm-dimensionalen -Raum, so werde ich mit w+v den Punkt mit den
Koordinaten u, +v, (=1, 2, ..., m) bezeichnen; hingt die Funktion f von m Ver-
dnderlichen ab, so wird mit fu+v) die Zahl f(u,+v,, Us+vs, . . ., tim+ vn) gemeint.

Definition 2': Ist das System (f.) on jedem Gitterpunkt des m-dimensionalen

Raumes definiert, bezeichnet ¢ irgend eine positive Zahl, und x = (x,, %s, . . ., Tm)
etnen beliebigen Gutterpunkt im m-dimensionalen Raum, so nenne ich den Gitter-
punkt ©=(t,, Ts, ..., Tm) einen zu & und x gehirigen Verschiebungspunkt von (f.),
tn Zeichen

T=1e, 7, 1),

wenn fiir jeden Gitterpunkt b= (hy, hy, . .., hm) mat

! In Definition 3 von § I habe ich die entsprechende Erklirung fiir den Spezialfall mit m=1
gegeben,
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(1) | bl = (=1,2,...,m)
die n Ungleichungen
(2) ' —e<fillztr+h)—filr+h)<e (mod. 1) (p=1,2,...,n)

gelten. (Im Spezialfall mit m=1 nenne ich v eine zu & und x gehdrige Verschiebungs-
zahl von (f,)).

Definition 3': Ich nenne ein System (f,) rhythmasch, wenn jede Funktion
filx) w=1,2,...,n) in jedem im m-dimensionalen Roum liegenden Gitterpunkt x
definiert ist, und jedem positiven & eine nur von & abhingige Linge L, tn Zeichen

L=L(8,fw),

zugeordnet werden kann, derart dass jeder m-dimensionale, den Koordinatenachsen
parallel orientierte Kubus mit Kante L fiir jeden Gitterpunkt x = (x,, 25, .. ., m)
wenigstens einen zu & und x gehorigen Verschiebungspunkt v von (f,) enthdlt. —Ist
n=1, d.h. besteht das rhythmische System nur aus einer Funktion fi(x), so nenne

vch diese Funktion rhythmasch.
Satz 1%: Ist (f.) rhythmisch, und hat das System
(3) a”<.ﬁ(‘x)<ﬁ" (lIlOd I) (1/=I,2,...,n)

wenigstens eine gamzzahlige Losung &= (&, . .., &m), 50 besttzt (3) unendlich viele
ganzzahlige Lisungen x, und dann gibt es sogar eine, nur von ¢, B, und f, abhingige
Léinge L, derart, dass jeder m-dimensionale, den Koordinatenachsen parallel orientierte
Kubus mit Kante L wenigstens eine ganzzahlige Losung x von (3) enthdlt.

Beweis: Nach der Voraussetzung ist
o < fol®) < B (mod. 1) v=r1,2,...,n),

sodass bei geeignet gewihltem positivem &
(4) a + &< fol@) <p — e (mod. 1) v=1,2,...,n)

ist.

! Den Spezialfall dieser Definition mit m =1 findet der Leser in Definition 4 von § 1.
* Batz 4 in § 1 ist der Spezialfall dieses Satzes mit m=1.
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Da die Funktionen f,(x}) (v=1,2,...,7n) ein rhythmisches System bilden,
existiert nach Definition 3 eine nur von ¢ abhingige Lidnge L, derart, dass jeder
m-dimensionale, den Koordinatenachsen parallel orientierte Kubus mit Kante L
wenigstens einen Gitterpunkt a mit

— e < fol@) — folz) <& (mod. 1) wv=1,2,...,n)

enthiilt. Dieser Gitterpunkt x erfiillt (3), womit der zu beweisende Satz be-
wiesen ist.

Satz 2': Ein Tetlsystem etnes rhythmischen Systems ist rhythmasch, d. h.
kommen alle Funktionen f,(x) w==1,2,...,n) in demselben rhythmischen System
vor, dann ist (f,) rhythmisch.

Insbesondere: jede Funktion eines rhythmischen Systems ist rhythmesch.

Beweis: Folgt unmittelbar aus der Definition der rhythmischen Systeme.

Satz 3: FEin in jedem Gitterpunkt x definiertes System (f.) ist rhythmisch,
wenn jedeni positiven & ein positives 0 und ein rhythmisches System (p,) mit fol-
gender Eigenschaft zugeordnet werden kinnen: fir jeden Gitterpunkt x ist jeder zu
d und x gehirige Verschiebungspunkt von (p,) ein zu ¢ und z gehoriger Verschie-
bungspunkt von (f,).

Beweis: Es sei ¢ eine beliebige positive Zahl und es werde diesem ¢ ein
positives d mit der genannten Eigenschaft zugeordnet. Da (¢p,) rhythmisch ist,
existiert eine (nur von 4, also nur von ¢ abhiingige) Linge L=L (6, ¢,). Jeder
m-dimensionale, den Koordinatenachsen parallel orientierte Kubus mit Lé’mge L
enthilt dann, wie auch der Gitterpunkt x gewiihlt wird, wenigstens einen zu d
und z gehorigen Verschiebungspunkt von (p,), also wenigstens einen zu & und =

gehorigen Verschiebungspunkt von (f,). Folglich ist (f,) rhythmisch.

Satz 4 (Additionstheorem): Ist (f,) rhythmisch, so ist auch (f,,f; + f2)
rhythmasch.® .

Beweis: Ist ¢>0, x ein Gitterpunkt, so ist jeder zu ie und x gehorige

Verschiebungspunkt z von (f,) jedenfalls ein zu ¢ und = gehoriger Verschiebungs-
punkt von (f,, f; +/;). Denn ist

! Der Spezialfall mit m =1 kommt in Satz 5 von § 1 vor. .

® Der Leser findet den Spezialfall dieses Satzes mit m=1 in Satz 1 von § 1. Nach der
Definition ist z. B. (f,, f., f.) -ein Teilsystem von (f,, f,) nnd aunch von (f3). .

¥ Mit (fy, fi+f,) wird nasiirlich das System der n+ 1 Funktionen f, ..., fr, f; +f; gemeint.
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—;e<ﬁ@+z+m —fle+ k)< Ze(mMJ) v=1,2,...,7)

fiir jeden Gitterpunkt h=(h,, ks, .. ., hn) mit

go gelten die Ungleichungen

{—a< {fl(x+'£+h)+‘f;(x+f+h)}—{ﬂ(¢+h)+fg(x+h)}<s (mod. 1)
—e<filx+s+h) —filx+h)<e (mod. 1) v=1,2,...,n)

a fortiori fiir jeden  Gitterpunkt h mit (1).
Nach dem vorigen Satz, angewendet mit d = ;e, (fo, fit+fs) statt (f,) und
(f2) statt (g,), ist (f,, f;-+/;) rhythmisch.

Satz 6: Ist (f)) rhythmisch, und bezeichnet ¢ eine ganzzahlige Konstante, so
st (f, ef,) rhythmisch.

Beweis': Ist ¢>o0, x ein Gitterpunkt, so ist jeder zu —— | Iund x gehouge

Verschiebungspunkt ¢ von (f,) jedenfalls ein zu ¢ und x gehorlger Verschiebungs-
punkt von (f;, cfl). Denn ist

1+| |<f,,(x+r+h) f(x+h)<1—8_c| (mod. 1) (v=1, 2,...,7)

fir jeden Gitterpunkt h=(h,, hs, ..., hy) mit

e
so gelten, da ¢ ganzzahlig ist, die Ungleichungen

[—e<cfiw+r+h)—cfilx+h)<e (mod. 1)
l—s<filwte+h)—file+h) <e (mod. 1) =1,2...,7)

tir jeden Gitterpunkt h mit (1). :
Nach Satz 3, angewendet mit (f,, ¢f)) statt (f,), mit (f}) statt (p,) und mit

ist (f», ¢fy) rhythmisch.

! Anderer Beweis: Satz 5 ist fiir ¢ =o0 evident, ergibt sich fiir ¢>0 durch (c—I)malige An-
wendung von Satz 4, und ist nun fir c¢<o klar, da dann (f», — ¢ f,) rhytmisch ist.
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Ich werde jetzt einen Satz ableiten, der fiir die Theorie der rhythmischen
Systeme sehr niitzlich sein wird. '

Satz 6: Ist (f,) in jedem Gitterpunkt x definiert und kann man jedem posi-
tiven & und jedem Gitterpunkt x = (x;, x5, ..., Tu) €ine von & und x abhingige
Ldinge A zuordnen, derart, dass jeder m-dimensionale, den Koordinatenachsen parallel
orientierte Kubus mit Kante A wenigstens einen zu & und x gehirigen Verschiebungs-
punkt © von (fy) enthdlt, dann <st (f,) rhythmisch.

Beweis: HEs sei ¢ eine positive Zahl < 1; N die kleinste ganze Zahl >§;

k die Anzahl der Gitterpunkte h=(h,, hy, ..., hn) mit (1). Ich verteile den nk-
dimensionalen Kubus

0= ug.h)

<1,
wo » die Reihe 1,2,...,% und h die Menge der Gitterpunkte mit (1) durchliuft,
in N gleiche Teilkuben, die ich K nennen werde. Jedem dieser Teilkuben K
ordne ich, wenn moglich, einen Gitterpunkt =’ zu, derart, dass der Punkt mit
den nk Koordinaten

Al 40 = (A + )

in K liegt. Die Anzahl der zugeordneten Punkte z’ ist somit hochstens N™%,
Nach der Voraussetzung kann man jedem dieser Gitterpunkte 2’ eine Linge .4’
zuordnen, derart, dass jeder m-dimensionale, den Koordinatenachsen parallel orien-

tierte Kubus mit Kante .4 wenigstens einen zu é ¢ und «' gehorigen Verschie-

bungspunkt von (f,) enthiilt. Bezeichnet L die grosste dieser Lingen 4', so
behaupte ich, dass jeder m-dimensionale, den Koordinatenachsen parallel orien-
tierte Kubus mit Kante L fiir jeden Gitterpunkt x wenigstens einen zu ¢ und x
gehorigen Verschiebungspunkt von (f,) enthilt (und ist das bewiesen, so ist auch
Satz 6 bewiesen).

Denn es sei z==(z, x,, ..., Zm) irgend ein Gitterpunkt. Der Punkt mit
den »k Koordinaten '

Sl +h) — [fil@ + k)

liegt in einem der genannten Teilkuben K. Diesem Teilkubus K ist also ein
Punkt &’ zugeordnet, und der Punkt mit den »nk Koordinaten
30—3298. Acta mathematica. 59. Imprimé le 7 mai 1932.
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Sol@' + h) — [fo(2" + b))

liegt auch in diesem Teilkubus. Die Kante von K ist iN< ie, sodass fiir jeden

Gitterpunkt & mit (1) die » Ungleichungen
(5) —§e<fv(x+h)—fv(x'+h)<;—a (mod. 1) (p=1,2,...,7)

gelten. Jeder m-dimensionale, den Koordinatenachsen parallel orientierte Kubus
mit Kante .4', also a fortiori jeder m-dimensionale, den Koordinatenachsen parallel
orientierte Kubus mit Kante L enthiilt wenigstens einen Gitterpunkt 7', der fiir
jeden Gitterpunkt h mit (1) den » Ungleichungen

——és <fold + 7 +h) —fila' +B)< ée (mod. 1) (v=1,2,...,%)

geniigt. Wird

=g —z+7
gesetzt, so gilt daher wegen (3)
—e<filx+r+h) —filx+h) <e (mod. 1) v=r1,2,...,n)

fiir jeden Gitterpunkt A mit (1), und jeder m-dimensionale, den Koordinatenachsen
parallel orientierte Kubus mit Kante L enthilt wenigstens einen Gitterpunkt
mit dieser Kigenschaft, womit der Beweis geliefert ist.

Satz 7 (Erster Stetigkeitssatz®): Ist (f,) rhythmisch, ist Wlv,, ..., vx) fiir jedes
v=="_v,...,vn) definiert, periodisch mod. 1 und stetig mod. 1, dann <st auch

(f% W(flv . )fn))
rhythmisch.

Vorbemerkung: In diesem Stetigkeitssatz darf die Voraussetzung, dass
Wvy, vy, ..., vs) iiberall stetig mod. 1 ist, ersetzt werden durch die weniger for-
derende Bedingung, dass (v, ¥y, ..., va) in den Punkten (f,(2), fi(2), ..., fulx)),
wo «x alle Gitterpunkte im m-dimensionalen Raum durchliuft, stetig mod. 1 ist.

Beweis: Es bezeichne ¢ eine positive Zahl, x = (x,, ,, . . ., Zn) einen Gitter-
punkt. Da (v, %, ..., va) periodisch mod. 1 und in den Punkten

! Der Spezialfall mit m =1 kommt in Satz 2 von § 1 vor.
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ile+h), fele+ 1), ..., fulz +h)}

fir jeden Gitterpunkt A mit (1) stetig mod. 1 ist, gibt es eine nur von ¢ und
abhiingige positive Zahl d <&, derart, dass fiir jeden Gitterpunkt A mit (1) aus

—d<wv—filx+h)<d (mod. 1) (v=1,2,...,n)
folgt ’

—e <Yy, Vg, ..., ) —W(file+h), fille+h),.. .,ﬁl(x{h)) <& (mod. 1)

Hieraus ergibt sich, dass jeder zu § und x gehorige Verschiebungspunkt = von
(/) ein zu ¢ und z gehobriger Verschiebungspunkt von (f,, w(f,, ..., f») ist.
Denn wird der Gitterpunkt 7z so gewihlt,. dass fiir jeden Gitterpunkt h mit

1
lh‘uléb_ (u:I,z,...,m)
die Ungleichungen

—d<filz+testh)—filzr+h) <d (mod. 1) (v=1,2,...,n)

gelten, so gelten diese Ungleichungen wegen J <& a fortiori fiir jeden Gitter-
punkt 2 mit (1), und nach dem Obigen geniigt dann jeder Gitterpunkt % mit (1)
den Beziehungen

— e <Pt Tt R), o fale b o B)— (Al R), . falw B < e (mod. 1),

sodass jeder zu d und x gehorige Verschiebungspunkt z von (f,) in der Tat ein
zu ¢ und z gehdriger Verschiebungspunkt ¢ von (f,, ¥(f;, ..., fa) ist. '

Da (f,) rhythmisch ist, existiert eine nur von d, also eine nur von ¢ und
x abhingige Linge .4, derart, dass jeder m-dimensionale, den Koordinatenachsen
parallel orientierte Kubus mit Kante .2 wenigstens einen zu ¢ und x gehorigen
Verschiebungspunkt von (f,) enthiilt. Jeder derartize Kubus enthilt somit min-
destens einen zu ¢ und x gehdrigen Verschiebungspunkt von (f,, ¥(fi, - - ., fu))s
sodass dieses System nach dem vorigen Satz rhythmisch ist.

Satz 8 (Konvergenzsatz): Es sei l ganz Z o, es sei eine Folge Splo=1,2,...)
von rhythmischen Systemen

S, = (f2, SDP)

gegeben, und es mogen die Funklionen @o(x) (=1, 2,...) eine gleichmdssig konver-
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gente Funktionenfolge mit Grenzfunktion @(x) bilden. Dann ist (fi, @) rhyth-
misch.!

Beweis: Wegen der gleichmissigen Konvergenz kann man jedem positiven
¢ eine natiirliche Zahl » zuordnen, derart, dass fiir alle Gitterpunkte 7

_ i} I
© |pr(a) — pla)] < ;o
ist.
Jeder zu és und einem Gitterpunkt x gehdrige Verschiebungspunkt = von

(fi, @r) ist ein zu ¢ und x gehériger Verschiebungspunkt von (f, ¢). Denn ist-
—ée <ﬁ(x+z+h)—ﬂ(x+h)<;s (mod. 1) (A=1,2,...,10)
' —éa < @r(@ + T+ h)— @ (x + h) <é8 (mod. 1)

fir jeden Gitterpunkt h=(h,, ..., hy) mit

'hﬂlég (ﬂ21723'~'7m)1

so gelten wegen (6), angewendet mit #=x + k und mit Z=x + ¢+ h die Unglei-

chungen ,
[—e<filetoth)—filx+h)<e (mod. 1) (A=1,2,...,10)

l——e<<p(x+z+h)—q: x+h)<e (mod. 1)

——

fiir jeden Gitterpunkt & mit

[kl =

B[N

also a fortiori fiir jeden Gitterpunkt mit (1).
Da (fi, ¢.) rhythmisch ist, ist nach Satz 3 auch (f, ) rhythmisch.

Definition 4: Ist (f)) ¢n jedem Gitterpunkt des m-dimensionalen Rawmes
definiert, wnd bezeichnet x irgend einen Gitterpunkt in diesem Raume, so werde
tch mit M,(f,) die Menge der Punkte w= (uy, ..., us) mit folgender Eigenschaft

! 8p ist somit das System (f;,...,fI, ¢p). Ist {=o0, so hesteht Sp nur aus der einen
Funktion ¢o(x).
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bezerchnen: jedem positiven ¢ entspricht mindestens ein Gitterpunkt v = (z,, ..., wn),
derart, dass fir jeden Gitterpunkt h= (hy, ..., hy) mit

(7) IE (w=1,2,...,m)

!
e
dee n Ungleichungen

(8) » —e<flxtr+h) —file+h) —u,<e (mod. 1) (p=1,2,...,n)

gelten.

Ich schicke dem Hauptsatz sieben Hilfssiitze voran. In diesen Hilfssitzen
betrachte ich ein in jedem Gitterpunkt x definiertes System (f,) und das System
(4ufy), das aus den mn Funktionen

dufolx)=folay, ..., Ty, Bu+ 1, Busr, .-, Tw) — ol . ., Tm)

v=1,...,0;0=1,...,m)

besteht, und ich setze voraus, dass (4,f,) rhythmisch ist (der zu beweisende
Hauptsatz besagt, dass (f,) dann und nur dann rhythmisch ist, wenn (4,f,)
es ist).

Hilfssatz 1: M.(f,) ist abgeschlossen.

Beweis: Es sei v=(v,,v,, ..., vs) Hiufungspunkt von M,(f,), sodass jedem
positiven ¢ ein Punkt w=(u,, %,, ..., %s) von M,(f,) zugeordnet werden kann mit

. ‘
(9) |m——m|<;s v=1,2,...,m).

Da w in M,(f,) liegt, existiert ein Gitterpunkt =, der fiir jeden Gitterpunkt h
mit (7) den n Ungleichungen

——ie <fw(x+fv+h)—f.,(ac+h)——u.,<éa (mod. 1) (v==1,2,...,n),
also wegen (9) den » Ungleichungen

—e<filg+r+h)—filz+h)—v,<e (mod. 1) (v=1,2,...,n)

geniigt, sodass v in M(f,) liegt, also M,(f,) abgeschlossen ist.



238 J. G. van der Corput.

Definition b6: Ich sage, dass eine n-dimensiomale Menge M periodisch ist,

wenn jeder zu M gehorige Punkt w = (u;, %, . .., us) die FEigenschaft besitet, dass
M alle Punkte v=(v,, vy, ..., vn) mit

vy =1u, (mod. 1) | v=1,2,...,n)
enthalt.

Nach dieser Definition ist also jeder im 7-dimensionalen Raum liegende
Gitterpunkt eine Periode jeder n-dimensionalen periodischen Menge.

Hilfssatz 2: M.(f,) ist periodisch.
Beweis: Folgt unmittelbar aus der Definition von M,(/,).

Definition 6: Ich nenne eine nicht-leere n-dimensionale Menge M einen
Modul, wenn jedes Paar von in M liegenden Punkten w= (u;, ug, ..., %n) und
v="(vy, vy, ..., vn) die Eigenschaft besilzt, dass auch u+ v und w—v in M liegen.

Enthilt ein Modul M den Punkt u = (u,, s, ..., u,), 80 enthilt er also
auch den Punkt «—w, d. h. den Koordinatenursprung, und gleichfalls den Punkt

(_ula Uz, .., —“n)-

Hilfssatz 3: DBesitet jedes in einer abgeschlossenen periodischen Menge M
liegende Punktepaar w und v die Eigenschaft, dass w+ v in M liegt, dann ist M
etn Modul.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass jedes in M liegende Punktepaar
w=(t, Ug, ..., %) und v==(v,, vy, ..., vs) die Eigenschaft besitzt, dass u— v in
M liegt. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann ich annehmen, dass v kein
Gitterpunkt ist, da sonst die Behauptung unmittelbar aus der Periodizitit von
M folgt. Ich kann also die natiirliche Zahl N so gross wiihlen, dass das System

(10) —JLV vy =

IA

% (mod. 1) r=1,2,...,n)
nicht erfullt ist.
Ich betrachte nun N"+ 1 Punkte ¢*, wo % die Reihe 1,2,..., N*+1

durchliduft, deren Koordinaten eindeutig durch
W=rkv, (mod. 1), o=¥ < v=1,2,...,n)

festgelegt werden. Verteilen wir den Kubus

0=w, < 1 v=1,2,...,n)
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in N® gleiche Teilkuben (mit Kante %), so enthilt wenigstens einer dieser

Teilkuben mindestens zwei dieser Punkte v¥. Es gibt also wenigstens zwei ganze
Zahlen £k und K mit

(11) ISk<K=N+1; —~=<(K—Ho, =

= (mod. 1) (v=1, 2,...,%).

X
N
Da (10) nicht gilt, so ist K—%541, also =2.

Die Menge M, die den Punkt v=(v,, v,, ..., vs) enthilt, enthilt nach der

Voraussetzung auch die Punkte (hv,, huy, ..., hv,), wo h positiv ganz ist. Wegen
der Periodizitit von M liegt dann in M auch der Punkt w == (w,, w,, ..., ), -
definiert durch

wy,=(K—k—1)v, (mod. 1), o=Zw, <1 (v=1,2,...,n).
Aus (11) folgt B
(12) —%éww—‘(—w)é% (v=1,2,...;m),

sodass jedem hinreichend grossen ganzén N ein Punkt w von M mit (12) ent-
spricht. Folglich ist der Punkt —v=(—wv,, —v,, ..., —v,) Hiufungspunkt der
abgeschlossenen Menge M, liegt also in M. Die Menge M enthilt dann die

Punkte # und —wv, somit auch deren Summe »—v, womit alles bewiesen ist.

Hilfssatz 4: M,(f,) ist esn Modul.
Beweis: Hs sei ¢>o0. Liegt w=(u,, u,, ..., us) in My(f,), dann existiert

ein Gitterpunkt v=(z,, 7,, ..., Tn), der fiir jeden Gitterpunkt h=/(h,, hs, .. ., hy) mit

I
(13) lhls =1,2,....m)

den » Ungleichungen

(14) e flet et = Al t D) —w <l (mod. 1) b=1,2,...,1)

geniigt. Liegt o' = ('), o'y, ..., %) in M.(f,), dann existiert nach Definition

4 (mit o', statt u,, und mit der kleinsten der Zahlen I—I—~ (w=r1,2,...,m)
R + |l

und és statt ¢ angewendet) ein Gitterpunkt 7" = (¢}, 7’5, .. ., T'm), der fiir jeden

Gitterpunkt ' = (b',, by, ..., h'w) mit
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, I
(15) |h#|§;+|’[ﬂ'| (Au':I727~",m)
den Ungleichungen
(16) - ;—s < flx+7d +h)—filz+h)—u', < ;—e (mod. 1) (v==1,2,...,7)

geniigt. Setzt man z-+h=1F, so gelten fiir jeden Gitterpunkt kb mit (13) die
Beziehungen (15), also auch die Relationen (16), die dann, wenn i'=1+7 ge-
setzt wird, die Gestalt

(17) — :I;s <fle+t" +B) — flaetoth) —u, < és (mod. 1) (=1,2,...,7)
annehmen. Aus (14) und (17) folgt
(18) © —e<foletT R — Sl ) — (uy+ul) <& (mod. 1) (v=1,2,...,7).

Hiermit ist bewiesen, dass jedem positiven ¢ ein Punkt "’ zugeordnet werden
kann, derart dass (18) fiir jeden Gitterpunkt k mit (13) gilt. Folglich liegt u + o’
in der Menge M,(f,), sodass diese Menge nach den vorigen Hilfssiitzen ein Modul ist.

Definition 7: Ich nenne u= (u,, 4, . . ., Un) Héufungspunkt mod. 1 evner Menge
M, wenn jedem positiven s unendlich viele Punkte v=/(v;, v, ..., vs) von M mat
—e<Uy— Uy <& (mod. 1) v=1,2,...,m)

eugeordnet werden kinnen.

Es ist klar, dass jede unendliche Menge wenigstens einen Haufungspunkt
mod. 1 besitzt. '

Hilfssatz 5: Jedem positiven 6 und jedem Gitterpunkt x kann man eine nur
von & und x abhdingige positive Zahl e=a(0, z) zuordnen, derart, dass jeder zu o
und x gehirige Verschiebungspunkt © von (4, f,) die Eigenschaft besitet, dass der Punkt

(19) (file+2) — £i(@), folw+9) — fola), . . ., falz+2) — fula))

weniger als & vom Modul M.(f,) entfernt ist.

Beweis: Ich nehme an, dass es moglich sei ein positives J und einen Gitter-
punkt 2 so zu wihlen, dass die Behauptung nicht richtig ist. Dann entspricht
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jedem positiven o einer zu ¢ und z gehoriger Verschiebungspunkt 7 von (A4,.f.)
mit der Eigenschaft, dass der in (19) genannte Punkt eine Entfernung =4 zu
M, (f,) besitat. '

" Bs strebe ¢ nach Null. Die in (19) genannten Punkte, wo z fest, © von «
abhiingig ist, bilden eine unendliche Menge. Es sei u = (u,, %, .. ., #n) ein Hiufungs-

punkt mod. 1 dieser Menge, und es bezeichne ¢ eine positive Zahl < ¢ und <1.
2
Dann existiert ein zu ¢ = 26712 und x gehoriger Verschiebungspunkt 7 von (4, f,) mit

(20) ~§g<ﬁ@+@—ﬂ@y-m<ge@m¢n w=1,2,...,n).

=

2
Da 7 ein zu ;—m und z gehoriger Verschiebungspunkt von (o, f,) ist, gelten
fiir jeden Gitterpunkt h* = (h,*, hy*, .. ., hy*) mit

2m
|hﬂ*|§? (,u=l,2,...,m),

also a fortiori fiir jeden Gitterpunkt A* mit

(21) [ é% (w=1,2,...,m)
die mn Ungleichungen
e A,f, h*® h* &
(22) — o < W@t T+ ) — A, f(x+ h*) < Py (mod. 1)
(u=1,2,...,m;v=1,2,...,n).

Nun kann

WS to+h) —file+ b} — {flz + ) — £}
geschrieben werden als Summe von
(23) [l + g+ + [ Fm]

Gliedern der Gestalt

Aufol + v+ h¥) — A, f,(x + h*) (w=1,2,...,m)
mit

31—3298. Adcta mathematica. 59. Imprimé le 7 mai 1932.
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(24) || < | Bl (a=1,2,...,m)
in Formel
(25) Al o) —filath) — (flatd) —fil)) —
=3I, folz+ T+ h*) — A, folx+h¥)} v=1,2,...,0).

Wihlen wir fir h einen Gitterpunkt mit

I
(26) [hel =~
so ist die in (23) genannte Gliederanzahl der Summe 3 hichstens % Ausserdem

gelten dann wegen (24) die Ungleichungen (21), also auch die Beziehungen (22)
fiir jedes Glied der Summe 3, sodass

2 ezl (mod. 1) v=1,2,...,n)
7 2 T2

ist.
Aus (25), (20) und (27) folgt

—e<filete+h)—filg+h) —u, <& (mod. 1) (v=1,2,...,7),

giiltig fiir jeden Gitterpunkt % mit (26). Folglich liegt « in M.(f,), und das
kann nicht, da « Hiufungspunkt mod. 1 einer Menge ist, deren Entfernung zu
der periodischen Menge M.(f,) grosser als oder gleich & ist. Hiermit ist der
Widerspruch gefunden.

Hilfssatz 6: Jedem positiven & und jedem Gitterpunkt x hann man eine, nur
von & und x abhingige positive Zahl 8==8(8, z) zuordnen mit folgender Eigenschaft:

wird der Punkt w= (uy, uy, ..., ws) in M,(f,) beliebig gewdhlt, so existiert ein
Gitterpunkt © = (t,, t,, . . ., Ty) mit
(28) AR (=1,2,...,m),

der fiir jeden Gitterpunkt h=/hy, hy, ..., hn) mat

(20) |hM|§% (w=1,2,...,m)

den n Ungleichungen
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(30) —d<file+e+h)—filx+h) —u <0 (mod. 1) (r=1,2,...,n)
geniigt.
Beweis: Es sei N die kleinste ganze Zahl >% und > 1. Ich verteile den
n-dimensionalen Kubus
0= u <1 (v=1,2,...,m)

in N* gleiche Teilkuben K (mit Kante —JIVT)’ und in jedem dieser Teilkuben K

wihle ich, wenn méglich, einen Punkt v von M,(f,). Die Anzahl der ausge-
wihlten Punkte v ist somit hochstens N?. Da jeder dieser Punkte v in M,(f.)
liegt, kann man jedem dieser v einen Gitterpunkt z=(z,, 7,, ..., Tw) zuordnen,
der fiir jeden Gitterpunkt & mit (29) den » Ungleichungen

(31) — %6 <folz+e+h)— filz+h) —uv, < %6 (mod. 1) (v=1,2,...,%)

geniigt. Die Anzahl der in Betracht kommenden Gitterpunkte = ist somit hoch-
stens N™. Wird 8 so gewihlt, dass fiir alle in Betracht kommenden Gitter-
punkte =

(32) lzl=¢ (w=1,2,...,m)

ist, dann behaupte ich, dass dieses ¢ die verlangte Eigenschaft besitzt.

Denn es sei #=(u;, %y, ..., %) irgend ein Punkt der Menge M,(f,). Wegen
der Periodizitit dieser Menge gehort dann der Punkt w = (wy, ws, . . ., wy), de-
finiert durch

wy=1u, (mod. 1), o0=w,<1 v=1,2,...,n),

auch dieser Menge an. Dieser Punkt w von M,(f,) liegt in einem der Teil-
kuben K, und dieser Teilkubus K enthilt verabredetermassen einen ausgewihlten
Punkt v von M,(f,). Dann ist

I

(33) ) |w’V—UW|<N

<?Iz6 (v=1,2,...,n).

Bezeichnet 7 den dem Punkte v zugeordneten Gitterpunkt, so folgt (28) aus (32);
(30) aus (31), (33) und w, =u, (mod. 1).
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Hilfssatz 7: Jedem positiven ¢ und jedem Gitterpunkt « kann man eine, nur
von ¢ und x abhdngige Linge A zuordnen, derart, dass jeder m-dimensionale, den
Koordinatenachsen parallel orientierte Kubus mit Kante A, fiir jeden Punkt w von
M(f,) einen Gitterpunkt v= (v, 15, ..., Tm) enthdlt, der fiir jeden Gitterpunkt
h=(hy, hg, ..., hu) mit ‘

(34) |hM|§_;I (w=1,2,...,m)
den n -Unglezchungen
(35) —e<filetv+h) —fileth)—u, <e (mod. 1) (p=1,2,...,%)

gentigt.
Beweis von Hilfssatz 7.

Ich darf ¢ <1 annehmen, da sonst (35) klar ist. ‘
Erster Schritt: Es bezeichne a=a(§ ¢, x) die in Hilfssatz g, ﬂ=ﬂ(§ , x)

die in Hilfssatz 6 genannte Zahl, und es sei y die kleinste der zwei Zahlen «

und ———6——*, sodass
n(e+3)
3 E
(36) : y=a, ym(ﬁ+ :)éée
ist. |

Nach der Voraussetzung, die Hilfssatz 1 vorangeht, ist (4, ,) rhythmisch,
sodass eine nur von y, also nur von ¢ und x abhiingige Liinge 4" existiert, derart,
dass jeder m-dimensionale, den Koordinatenachsen parallel orientierte Kubus mit
Kante .2’ wenigstens einen zu y und z gehorigen Verschiebungspunkt 7’ von (. /)
enthilt. Ich werde zeigen, dass die Linge 4= + 2 die verlangte Eigenschaft
besitzt.

Zweiter Schritt: Jedem zu y und z gehorigen Verschiebungspunkt 7’ von

(4.f,) kann mindestens ein Punkt « = (w'y, u'y, ..., u's) von Ma(f,) zugeordnet
werden, derart, dass jeder Gitterpunkt h’ = (h';, /5, ..., h'n) mit

, 1
(37) |hﬂ|§ﬂ+; (w=1,2,...,m)

den Ungleichungen

(38) —‘28 <ﬁ(a-3+'5'+h')—~fv(x+h')——u'v<§a (mod. 1) (v=1,2,...,7)

genligt.
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Beweis: Der Verschiebungspunkt 7 gehort zu y und z, also wegen (36)

(5+2)
=al-¢ x
3

ist nach Hilfssatz 5 der Punkt mit den % Koordinaten

Jolx + ) — filx) (r=1,2,...,m)

weniger als és von M,(f,) entfernt, sodass in M.(f,) wenigstens ein Punkt

zu ¢ und . Wegen

w =y, uy, ..., us) mit

‘ ’ . ) I
(39) |ﬁ(x+rr)—f;(x)—uv|<ge v=1,2,...,m)
liegt. Bezeichnet b = (W';, Iy, ..., h'n) irgend einen Gitterpunkt mit (37), so

kann die Zahl

Sl +a' + ) — file+ )} — {file+7) — fola)}
geschrieben werden als Summe von
(40) (W] + [ Wel + -+ W]

Gliedern der Gestalt

Aufolx+7 +h) — Aufolxc+h) (u=1,2,...,m)
mit
(41) |h.‘4|§|h’.“l (y==1,2,...,m),
in Formel

(42) (St +E) = flet B)) — {flz+7) — fil@) =
= 34, folx+ T +h) — Ay folx+h)}
(v=1,2,...,n).

Die in (40) angegebene Gliederanzahl der Summe =* ist wegen (37) hoch-
stens m(ﬂ + %) Da ¢ ein zu y und z gehériger Verschiebungspunkt von

(4. 1) ist und wegen (41), (37), (36) und e<1

|he]l = (w=1,2,...,m)

!
Y
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ist, liegt jedes Glied der Summe I, mod. 1 genommen, zwischen —y und y,
sodass wegen (36)

-(43) ——;:e<2(”’)<§e (mod. 1) = (»v=r1,2,...,m)

ist. Aus (42), (43) und (39) folgt (38).

Dritter Schritt: Jedem Punkt « von M,(f,) und jedem zu ¢ und = ge-

horigen Verschiebungspunkt z° von (4.f,) kann man einen Gitterpunkt ¢’ =

— ('L_II1 , z_ll

gy« ooy T m) Mib

(44) A EY:; . (h=1,2,...,m)
zuordnen, derart, dass jeder Gitterpunkt A mit (34) den » Ungleichungen

(45)4 —e<fole+d +7"+h) —folz+h) —u, <& (mod. 1) (v=1,2,...,n)
geniigt. |

Beweis: Ich wihle den Punkt « von M,(f,), wie im zweiten Schritt an-
gegeben. Der Modul M,(f,) enthalt dann die Punkte » und #', also auch u —u’.

Wegen = ﬁ(é g, x) existiert nach Hilfssatz 6 ein Gitterpunkt ¢ mit (44), der
fiir alle Gitterpunkte h mit

Ihﬂlég (w=1,2,...,m),
also a fortiori fiir jeden Gitterpunkt h mit (34) den Ungleichungen

(46) — ;-g <fle+d" +h) — fo(z+h) — (e—u's) < ;g (mod. 1) (p=1, 2, ...,7)

geniigt.
Wird 7’ + h="h gesetzt, so gelten fiir jeden Gitterpunkt k mit (34) wegen (44)
die Ungleichungen (37), also die Beziehungen (38), die dann die Gestalt

— §e <fole+d +7"+h)— filx+ 7 +h) —u', <§e (mod. 1) (v=1,2,...,%)

annehmen. Mit Riicksicht auf (46) folgt hieraus (45).

Vierter und letzter Schritt: Beweis, dass 4=.4"+ 8 die verlangte
Eigenschaft besitzt.
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Beweis: Es sei K ein beliebiger m-dimensionaler, den Koordinatenachsen
parallel orientierter Kubus mit Kante .4, und es bezeichne K’ den m-dimensio-
nalen, den Koordinatenachsen parallel orientierten Kubus mit Kante 4" und mit
demselben Mittelpunkt wie K. Nach dem ersten Schritt enthilt K wenigstens
einen zu y und x gehdrigen Verschiebungspunkt «° von (4.f,). Wegen (44) liegt
dann der im dritten Schritt definierte Punkt =+ + 7"’ in K, und aus (45) folgt,
dass dann (35) fiir jeden Gitterpunkt A mit {34) gilt.

Hiermit ist Hilfssatz 7 vollstindig bewiesen.

Wir sind jetzt mit unseren sieben Hilfsséitzen fertig und konnen nun zum
Beweis des Hauptsaties iibergehen.

Satz 9 (Hauptsatz'): (f,) ist dann wnd nwr dann rhythmisch, wenn (4, 1)
rhythmesch ist.

Vorbemerkung: Ich werde zugleich beweisen: ist (f,) rhythmisch, so ist
auch (f,, 4, f,) rthythmisch.?

Beweis: 1. Es sei (f,) rhythmisch. Dann ist f,(x), also auch A, f,(x) in
jedem Gitterpunkt z definiert. Ist ¢>o0 und bezeichnet x irgend einen Gitter-

punkt, so ist jeder zu és und z gehorige Verschiebungspunkt z von (f,) ein zu

¢ und z gehoriger Verschiebungspunkt von (f,, #./f,). Denn ist
— ;—a < folxte+h)—filz+h) < ie (mod. 1) (v=1,2,...,7)
fiir jeden Gitterpunkt & = (hy, ks, . . ., hy) mit

(ALL: ,2,..., m):
dann gelten die Ungleichungen

(47) — e < duflwti+h) — A folw+h) <& (mod. 1)

(u=1,2,...,m;v=1,2,...,7)
fiir jeden Gitterpunkt h = (hy, hy, . . ., hn) mit o

(48) Ihﬂlél—z——l , (u———l,z,..‘.,m).

! Den Spezialtall dieses Satzes mit # =1 habe ich in Satz 3 von § 1 formuliert.
® Das System (f», duf») besteht natiirlich ans den n+mn Funktionen f» und duf>.
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Ist ¢ > ;, so gilt (47) fiir jeden Gitterpunkt h; ist ¢ < ;—, so gilt (47) fiir jeden

Gitterpunkt 2 mit (48), also a fortiori fiir jeden Gitterpunkt A mit

I
(49) Ih,uléé (.LL:I)Zv~~'ym)'
Hiermit ist bewiesen, dass jedenfalls (47) fiir jeden Gitterpunkt h mit (49) gilt,
sodass 7 ein zu ¢ und x gehoriger Verschiebungspunkt von (f,, 4. /) ist.
Da (f,) rhythmisch ist, ist nach Satz 3, angewendet mit dzée, auch
(fv, 4. f,) rhythmisch. Folglich ist auch das Teilsystem (A4,f,) von (f,, 4./
nach Satz 2 rhythmisch. '

2. Es sei (4,f,) rhythmisch. Nach Hilfssatz 7, angewendet fiir den Spezial-
fall, dass » mit dem Koordinatenursprung zusammenfillt, kann man jedem posi-
tiven ¢ und jedem Gitterpunkt x eine, nur von ¢ und x abhingige. Linge 4
zuordnen, derart, dass jeder m-dimensionale, den Koordinatenachsen parallel orien-
tierte Kubus mit Kante .4/ wenigstens einen Gitterpunkt = enthilt, der fiir jeden
Gitterpunkt h mit

lhulé—; (u=1,2,...,m)
den Ungleichungen
—e<filxt+z+h) —filx+h) <e (mod. 1) (v=1,2,...,7)

geniigt. Dann ist 7 ein zu ¢ und x gehériger Verschiebungspunkt von (f.),
sodass (f,) nach Satz 6 rhythmisch ist.

§ 3. Absolut rhythmische Funktionen.
Definition 1': Ich nenne eine Funktion
fl@)=flz, ..., xn)
absolut rhythmisch, wenn jedes rhythmische System (g,), bestehend aus r Funktionen

) yg(x‘)=go(x1,...,xm) (Q:I, 2,...,7‘)

die Ez'genséhaft besitzt, dass auch das System (g,, f) rhythmisch ist.

! Den Spezialfall dieser Erklirung mit m =1 findet der Leser in Definition 7 von § I.
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Satz 1: Ist (g,) rhythmasch, wnd sind die n Funktionen f,(x) w=1,...,n)
absolut rhythmisch, so ist (g, fv) rhythmisch.*

Beweis: Der Spezialfall mit n=1 folgt unmittelbar aus der Definition der
absolut rhythmischen Funktionen. Ist #=2, und ist der Satz mit » — 1 statt »
schon bewiesen, dann ist das System der Funktionen

gl(x)v 92(x)a ] gr(x), fl(x),fz(x% . -,fn—l(x)

rhythmisch. Wegen des absoluten Rhythmus von f,(x) ist dann auch das System
(ggyfv) rhythmisch.

Satz 2% Ein System, das aus einer endlichen Anzahl von absolut rhythmischen
Funktionen besteht, ist rhythmisch.

Vorbemerkung: Im Spezialfall, dass das System aus nur einer Funktion
besteht, bekommt man den Satz:

Eine absolut rhythmasche Funktion ist rhythmasch.

Beweis: Is sei

Q(x)zg(xh Zgy -y xm)

irgend eine rhythmische Funktion. Sind die Funktionen

Solxy = folxy, 24, . . ., Tm) v=1,2,...,m)

absolut rhythmisch, dann bilden nach dem vorigen Satze, angewendet mit r=1,
die Fuanktionen

g(x)afl(x)vf2(x)a . ,f"(x)

ein rhythmisches System, und Satz 2 von § 2 besagt, dass dann auch das Teilsystem

fil@), i), ., falx)
rhythmisch ist.

Hiermit ist Satz 2 vollstindig bewiesen.

Satz 3 (Addstionstheorem®): Die Swmme von zwei absolut rhythmischen Funk-
tionen st absolut rhythmaesch.

! (go, fv) besteht natiirlich aus den r -+ n Funktionen gp und f» (p=1,...,7; ¥=1,...,n)
? Batz 9 von § 1 enthiilt den Spezialfall mit m=1.
? Den Spezialfall mit m=1 findet man in Satz 6 von § I.

32—3298. Acta mathematica. 59. Imprimé le 9 mai 1932,
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Beweis: Ich wihle ein beliebiges rhythmisches System (g,) und zwei absolut
rhythmische Funktionen f; und f;.

Nach Satz 1, angewendet mit »=2, ist (g,, f}, /o) rhythmisch. Das Addi-
tionstheorem des vorigen Paragraphen (Satz 4 von § 2) besagt, dass dann auch
(90, f1s J2» f1 + /) rhythmisch ist. Nach Satz 2 von § 2 ist dann auch das Teil-
system (go, i +/;) rhythmisch, woraus sich ergibt, dass f;+f, absolut rhyth-
misch ist.

Satz 4: Ist f(x) absolut rhythmisch, und bezeichnet ¢ eine ganzzahlige Kon-
stante, so ist auch cf(x) absolut rhythmisch.

Beweis: Ich wihle ein beliebiges rhythmisches System (g,).

Nach Definition 1 ist (g, f) rhythmisch. Satz 5 von § 2 besagt, dass
dann auch das System (g, f, ¢f) rhythmisch ist. Nach Satz 2 von § 2 ist dann
auch das Teilsystem (g,, ¢f) rhythmisch, woraus sich ergibt, dass ¢f absolut
rhythmisech ist. ' ‘

Satz 5 (Zweiter Stetigkeitssatz'): Sind die Funktionen

Jolx) = foly, 29, . . ., Tm) (v=1,2,...,%)

absolut rhythmisch wnd st (v, vy, ..., va) fiir jedes (vy, vs, ..., ) definiert,
periodisch mod. 1 und stetig mod. 1, so ist auch @ (fi(®), fol@), . .., falx)) absolut
rhythmisch.

Vorbemerkung: In diesem Stetigkeitssatz darf die Voraussetzﬁng, dass -
W(v,, vg, ..., va) iiberall stetig mod. 1 ist, ersetzt werden durch die weniger for-
derende Bedingung, dass 1 (v, v,, . . ., vs) in den Punkten (f(2), fi(x), . .., fa(2)),
wo x alle Gitterpunkte des m-dimensionalen Raumes durchliuft, stetig mod. 1 ist.

Beweis: Ich wihle irgend ein rhythmisches System (go). ° _

Nach Satz 1 ist (g,,f,) rhythmisch. Der erste Stetigkeitssatz (Satz 7 von
§ 2) besagt, dass dann auch (g,, /5, W (/i - -, fn)) Thythmisch ist.®> TFolglich ist
nach Satz 2 von § 2 das Teilsystem (g,, ¥(fi, ..., /n) gleichfalls rhythmisch,
sodass W (fi(x), ..., falz)) absolut rhythmisch ist.

Satz 6 (Konvergenzsatz): Bilden die absolut rhythmischen Funktionen
ﬁ(x):ﬁ(xl,er) (2‘:1,2,...)

! Den Spezialfall mit m =1 findet der Leser in Satz 7 von g 1.
2 Jch wende hier den Spezialfall des ersten Stetigkeitssatzes an, wobei ¥ nicht von allen
r +n Funktionen g, und f», sondern nur von den Funktionen f» abhiingt
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ewne  gleichmdissig konvergente Funktionenfolge, so ist auch die Grenzfunktion f(x)
dieser Folge absolut rhythmisch.

Beweis: Ist (g,) ein rhythmisches System, dann ist, da fi(x) absolut rhyth-
misch ist, das System der » + 1 Funktionen (g,, f}) fiir jedes ganze A=1 rhyth-
misch. Der Konvergenzsatz aus der Theorie der rhythmischen Systeme (Satz 8
des vorigen Paragraphen) besagt, dass das System (g,, /) dann rhythmisch ist.
Folglich ist f(x) absolut rhythmisch.

Satz 7': Die Funktion
f(x) :f(xla Las ey xm)
18t dann und nur denn absolut rhythmisch, wenn die m Funkitionen

Ay f () w=1,2,...,m)
absolut rhythmisch sind.

Beweis: Ich wiihle irgend ein rhythmisches System (g,).

1. Es sei f(x) absolut rhythmisch. Dann ist (g,, f) rhythmisch. Nach der
Vorbemerkung beim Hauptsatz (Satz 9 des vorigen Paragraphen) ist das aus
(m+1)(r+1) Funktionen bestehende System (.9, go, f, #uf) rhythmisch. Folg-
lich ist auch das aus r+ 1 Funktionen bestehende Teilsystem (g,, 4, f) (wo g
jetzt fest gedacht wird) rhythmisch. Hieraus folgt, dass ,f(x) absolut rhyth-
misch ist.

2. Es sei 4,f(x) (n=1,2,...,m) absolut rhythmisch. Nach dem Haupt-
satz (Satz 9 von § 2) bilden die ms Funktionen

Ay go(x) (w=1,2,....m;0=1,2,...,7)
ein rhythmisches System. Aus Satz 1 folgt dann, dass das System
(d.’v‘fg?(x)’dﬂf(x)) (!"‘:1727"',”7/;é:I121"':V)

rhythmisch ist, sodass wir nur den Hauptsatz anzuwenden brauchen, um zu
finden, dass die Funktionen g¢,(x), ..., g-(x), f(x) ein rhythmisches System bilden,
also f(z) absolut rhythmisch ist. ’

! Der Spezialfall mit m =1 kommt in Satz $ von § 1 vor.
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Satz 8: Jedes Polynom

. f(x):.f(xlax27"')xm)
st absolut rhythmaesch.

Beweis: Dass ein konstantes Polynom absolut rhythmisch ist, folgt un-
mittelbar aus der Definition der absolut rhythmischen Funktionen. Ist f(x) ein
Polynom Z*" Grades (£=1), und ist Satz 8 mit £ — 1 statt £ schon bewiesen,
dann sind die Polynome .7,f(x), die einen Grad <k besitzen, absolut rhyth-
misch, sodass nach dem vorigen Satz auch f(x) absolut rhythmisch ist.

Satz 9: Bilden die Funktionen

Slx) =Ll 2y, . .., Zn) v=1,2,...,7)
ein rhythmisches System, bezeichnen s, 0,, 0,, ..., 6n ganze Zahlen mit s>0, und
besttzt das System _
[, < filz) < B, (mod. 1) v=1,2,...,n)
(r) ' 1 -
T = 0, (mod. s) (u=1,2,...,m)
wenigstens eine ganzzahlige Lisung x = (x;, %y, ..., Tn), so hat es unendlich viele

ganzzahlige Losungen x, und dann enthdlt sogar bei geeignet gewdhlter, nur von
@y, B, s und der Wahl der Funktionen fi,fs, ..., fn abhdngiger Linge L jeder
m-dimensionale, den Koordinatenachsen parallel orientierte Kubus mit Kante L we-
nigstens einen Gitterpunkt x mit (1).

Beweis: Nach dem vorigen Satz sind die Funktionen

Zy— 0 Xy~ Gy Im— Om
jad SRRELL et B D O

8§ 8 s

absolut rhythmisch, sodass nach Satz 1 die #» + m Funktionen

Xy — 0y ’ Iy — Oy Im— Om

y ey —

8 $ 8

(2) fl(x)7 f2(w)a --')fﬂ(x)7

ein rhythmisches System bilden. Ich habe vorausgesetzt, dass das System

. [ ay < filx) < B (mod. 1) v=1,2,...,n)
3

‘ I Z,— 0 1
l—;<%‘<; (mod. 1) (u=r1,2,...,m)
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wenigstens eine ganzzahlige Losung besitzt. Nach Satz 1 des vorigen Para-
graphen, angewendet mit den = +m in (2) genannten Funktionen statt f,(z),
fi(@), ..., falx), besitzt (3) unendlich viele ganzzahlige Liosungen, und enthilt bei
geeignet gewilhlter Liinge L jeder m-dimensionale, den Koordinatenachsen parallel
orientierte Kubus mit Kante L wenigstens eine ganzzahlige Losung z == (x, 2,
..., %m) von (3). Diese Losungen geniigen auch dem System (1), womit Satz 9
bewiesen ist.

& 4. Der Polynomsatz.

In Teil I habe ich nur sehr spezielle Polynomsysteme untersucht. Denn fast
jedes im ersten Teil betrachtete System von Ungleichungen, das nur Polynome
enthiilt, hat die Gestalt

a1'<fv(x17---,xm)_?/v<ﬁv (v=I,2,...,n),
WO Zy, .-+, Tm, Yy, - - -, Yo die Unbekannten bezeichnen. Dabei wird somit voraus-
gesetzt, dass diec Unbckannten y,, ..., y» nicht in den Polynomen f, auftreten.

Die Theorie der rhythmischen Systeme hat den Vorteil, dass sie uns in den
Stand setzt viel allgemeinere Systeme zu behandeln, nimlich alle Systeme der
Gestalt

ay <f1(x1, ceey xM) -y <pB
(22 <f2(x1> e Ty Yy) — Yg < By
(1) “s<fs(w11---y Tm, Yss Ya) — Ys < By
an <f"(x17 e Tmy Y1y -k yn—l)—?/n < ﬂ")

wo f, Polynome, o, und B, Konstanten bezeichnen. Man beachte, dass in diesem
System das Polynom f, (v=2,3,...,#) nicht nur die Unbekannten x,, ..., Zm,
~sondern auch die Unbekannten y,, ..., y,— enthalten darf.

Der wichtigste Satz, den ich in diesem Paragraphen beweisen werde, besagt
folgendes:

Satz 1 (Polynomsatz): Hat das System (1) wenigstens eine ganzzeahlige Losung,
so besitzt es unmendlich viele ganzzahlige Lisungen, und dann enthdlt sogar bei ge-
eignet gewdhlter Linge L jeder m-dimensionale, den Koordinatenachsen parallel orien-
tierte Kubus mit Kante L wenigstens einen Gitterpunkt x =z, ..., ), der bei
geeignet gewdhltem Gitterpunkt y = (yy, ..., y») dem System (1) genigt.
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Ich wirde dieses Resultat in einigen Zeilen beweisen konnen, wenn das
Produkt von zwei beliebigen absolut rhythmischen Funktionen wiederum absolut
rhythmisch wire, aber das ist nicht stets der Fall. Denn hat f(x) fiir jedes

I .
ganze x=0 den Wert > und ist

{90(0)= 1,

@(x) =0 fiir jedes ganze x=o0,
so sind f(z) und ¢(x) absolut rhythmisch, aber ihr Produkt
Sf(@)p(x) =0 fiir jedes ganze x=o0,

| G-
=- fiir x =o0,
2

ist nicht rhythmisch, also a fortiori nicht absolut rhythmisch.

Betrachtet man eine Menge E von absolut rhythmischen Funktionen, so
braucht also der kleinste Ring N*, der alle Funktionen von E enthilt, noch
nicht die Eigenschaft zu besitzen, dass jede ihrer Funktionen absolut rhythmisch
ist.' Hin fir die Theorie der rhythmischen Systeme sehr wichtiges Problem ist
meines KErachtens, moglichst ausgedehnte Ringe von absolut rhythmischen Funk-
tionen zu konstruieren. Die Menge aller Polynome ist ein einfaches Beispiel
eines Ringes mit der Eigenschaft, dass jede ihrer Funktionen absolut rhythmisch
ist. Ein viel ausgedehnterer Ring mit dieser Eigenschaft ist die kleinste Funk-
tionenmenge N, die durch die folgenden 5 Bedingungen definiert wird:

1. N enthilt nur Funktionen der Gestalt

f(x) :f(xu s xm),

die fir jeden Gitterpunkt z=(x,, ..., &) definiert sind; hierin bezeichnet m
eine beliebige, aber fest vorgeschriebene natiirliche Zahl.

2. N enthilt die Funktion, die fiir jeden Gitterpunkt x = (x,, ..., Zm) den
Wert o besitzt.

3. Enthilt die Menge R zwei Funktionen f(x) und ¢@(x), so enthilt sie
auch ihre Summe f(x)+ ¢(x).
‘ 4. Hat

9@) =g, ..., zm)

1 g helsst ein Ring, wenn jedes zu R* gehiorige Funktionenpaar f und ¢ dle Elgenscha,ft
besitzt, dass R* auch die Funktionen f+ ¢, f—¢ und fp enthilt,
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fir jeden Gitterpunkt = einen ganzzahligen beschrinkten Wert, mit der Eigen-
schaft, dass das Produkt cg(x) fiir jedes konstante ¢ absolut rhythmisch ist,
und enthiilt die Menge RN eine Funktion f(x), so enthilt sie auch das Produkt
flx)glx).

5. Hat die Funktion

Sfla) = flay, ..., 2n)
die Eigenschaft, dass die m Differenzen
A, f(z) (u=1,2,...,m)

in R vorkommen, dann kommt auch die Funktion f(z) in R vor.
Ich habe diese Menge 3R eingefiihrt, weil sie, wie ich beweisen werde, die
folgenden 4 merkwiirdigen Eigenschaften besitzt:

I. M ist ein Ring.
II. Jede in R auftretende Funktion ist absolut rhythmisch.
IIT. Jedes Polynom in m Verinderlichen kommt in R vor.
IV. Ist f(x)=f(z, ..., xn) eine Funktion von R, die fiir keinen Gitterpunkt
x=(x,, ..., Tm) einen ganzen Wert besitzt, so kommt auch die Funktion

[flx)] in R vor.

Wie man sehen wird, brauche ich gerade diese vier Eigenschaften fiir den

Beweis von Satz 1.

Hilfssatz 1: Bezeichnet g(x) = g(x,, x5, ..., ) eine fiir jeden Gitterpunkt
x=(x,, 2y, ..., Tm) definterte beschrinkte ganze Zahl, mit der FEigenschaft, dass
das Produkt cg(x) fiir jedes konstante ¢ absolut rhythmisch ist, dann ist das Pro-
dukt f(x)g(x) fiir jede absolut rhythmische Funktion f(x)=f(x;, %5, . .., %m) absolut
rhythmasch.

Beweis: Es geniigt zu. zeigen, dass jedes rhythmische System (g,) die Eigen-
schaft besitzt, dass (g, f9) rhythmisch ist.

Da g(x) beschrinkt ist, konnen wir die feste Zahl G =1 so bestimmen,
dass fiir jeden Gitterpunkt « ‘

(2) lg(x)]

IA
[SER]

G

ist. Ich wiihle jetzt eine positive Zahl ¢ <1, und eine positive Zahl
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1
I— ’26‘
(3) y < -——— (also < 1).
63

Bei gegebenem Gitterpunkt x konnen wir dann die von ¢ und x abhiingige Zahl

X=1 und = Gy so wihlen, dass fiir jeden Gitterpunkt h=/(h,, hy, ..., k) mit
2

(4) ol = (n=1,2,...,m)

die Ungleichung

(s) [fle+h)]=X

gilt. TIch setze
= &Y I >
d e (also < S ¢ wegen (3) und X=1).

Nach der Voraussetzung des zu beweisenden Hilfssatzes sind die Funk-
tionen f(x) und yg(x) absolut rhythmisch. Da die Funktionen g,(x), g,(x), .. .,
g-(x) ein rhythmisches System bilden, ist also nach Satz 1 des vorigen Para-
graphen das System (g, f, yg) rhythmisch.

Ich werde zuniichst zeigen, dass jeder zu ¢ und x gehorige Verschiebungs-
punkt z von (g,, f, 79) ein zu ¢ und x gehoriger Verschiebungspunkt von (g, f9)
ist. Ist 7 ein zu d und z gehoriger Verschiebungspunkt von (g, f,79), dann ist

(6) | —d<golx+T+h)—golx+h)<d (mod. 1) (¢6=1,2,...,7)
(7) —d< flx+r+h)— fle+h)<d (mod. 1-) _

und |

(8) —d<yglxtr+h)—yglz+h)<d (mod. 1)

fiir jeden Gitterpunkt h={(h, hs, ..., hn) mit

1 .
Ihﬂvlé(—i‘ (H=I,2,...,’m).

Man hat dann
|7g(x+'t+h)—7g(x+h)|éy-;—(_}+7-;G wegen (2)
’—‘-7G<I—-—;—€ wegen (3)

I
<1—9d wegen 6<-2£,
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sodass aus (8) folgt

lyglz+o+h) —yglz+h)]| <d=-"7,

2 X
also
(o) lyeto+h) —glarhl< % -
Nach (7) existiert eine ganze Zahl p mit
_ _ _ &y £
(10) |fle+z+h)—flx+h) —p|<d 2X<£7<G

wegen X = 1 und (3). Wird

pglx+zth)=q

gesetzt, daﬁn ist ¢ ganz, da nach der Voraussetzung des zu beweisenden Hilfs-
satzes g(x+7+h) ganz ist. Man hat nun

|flx+z+h)glx+z+h) —flx+h)glx+h)—q|=
[{flwt+r+h)— fle+h)—plglx+z+h) + {glx+z+h) —glx+h)} flx+h)]

e 3 ,
<G oG+ S X=e,

wegen (10), (2), () und (5). Hieraus folgt

(r1) —e<flz4+z+h)gle+v+h)— flxeth)glx+h) <e (mod. 1)

Wegen d <e folgt aus (6)

(12) — & < golz+T+h)— golx+h) < ¢ (mod. 1) (e=1,2,...,7).

Die Ungleichungen (11) bezw. (12) gelten fiir jeden Gitterpunkt h mit (4), bezw.
lh"léé (u=1,2,...,m),

also wegen d <& a fortiori fiir jeden Gitterpunkt h mit (4), sodass 7 in der Tat
ein zu ¢ und z gehoriger Verschiebungspunkt von (g,, f9g) ist.

Da (g,,f, 7yg) rhythmisch ist, existiert eine, nur von ¢ und x, also nur
von ¢ und x abhingige Linge .4 derart, dass jeder m-dimensionale, den Koordi-

natenachsen parallel orientierte Kubus mit Kante .Z wenigstens einen zu ¢ und
33 — 3208. Aecia mathematica. 59. Imprimé le 9 mai 1932.
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x gehorigen Verschiebungspunkt von (g, /), yg) enthilt. Jeder derartize Kubus
enthiilt somit mindestens einen zu ¢ und x gehorigen Verschiebungspunkt von
(90, f9), sodass (g,, fg) nach Satz 6 von § 2 rhythmisch ist. Folglich ist f(x) g(x)
absolut rhythmisch. '

Beispiel: Die in der Einleitung genannte Funktion

flx)=o0 fiir ungerades «,

=2zV 2 fiir gerades z,

ist absolut rhythmisch.
Beweis: Die Voraussetzungen von Hilfssatz 1 sind mit m=1,

g(x)=o0 fiir ungerades z,

=1 fir gerades =z,

erfiilllt, Da xV 2 ein Polynom, also absolut rhythmiseh ist, ist nach Hilfssatz 1
auch f(z) absolut rhythmisch.

Satz 2: Jede Funktion von R st absolut rhythmisch.

Vorbemerkung: Jeder Funktion f(z) von %R, die nicht in jedem Gitter-
punkt x=(x,, ..., zn) den Wert Null besitzt, kann man eine endliche Anzahl
von zu R gehorigen Funktionen

(13) Fl(x)sz(x)v"" E(x)

zuordnen, derart, dass I(x) in jedem Gitterpunkt x verschwindet, und, wenn
Frii(x) = f(x) gesetzt wird, fiir jedes A (A=1, 2, ..., ) wenigstens eine der fol-
genden drei Eigenschaften gilt:

1. In der Reihe F\, F;, ..., Fj kommen zwei Funktionen f(x) und f,(x) mit

Firi (@) = fi(2) + fo(@)
vor.
2. Es ist mdoglich eine, fiir jeden Gitterpunkt x definierte, beschrinkte
ganzzahlige Funktion g(z) zu finden, derart, dass cg(x) fiir jedes konstante ¢
absolut rhythmisch ist, und in der Reihe F,, F,, ..., F; eine Funktion f;(x) mit

Fai(x) = fi(2) g ()

vorkommt.
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3. Die m Differenzen
dy,Fl+1($) . (M:I,Z,...,m)

treten in der Reihe F,, F,,..., F; auf.

Ist f(x) gegeben, dann wihle ich das System (13) derart, dass die Anzahl [
der in (13) vorkommenden Funktionen méglichst klein sei. Diese durch f(x) ein-
deutig bestimmte Zahl [ nenne ich den Index von f(x). Gebe ich der Funktion,
die in jedem Gitterpunkt x verschwindet, den Index Null, so besitzt jede Funk-
tion f(z) von N einen Index = o. Der Index von Fi(x) (A =1, 2, ..., I) ist hoch-
stens 1—1, also kleiner als [. '

Um eine Eigenschaft, die fir die Funktion, die in jedem Gitterpunkt
x = (%, ..., ¥m) verschwindet, giiltig ist, fiir alle iibrigen Funktionen f{(z) von
R zu beweisen, darf man annehmen, dass diese Eigenschaft fiir alle Funktionen
von N mit kleinerem Index, somit insbesondere fiir die ! in der Reihe (13) auf-
tretenden Funktionen Fj(x) schon bewiesen ist.

Beweis von Satz 2: Ich brauche nur eine Funktion f(z) von R zu unter-
suchen, die nicht in jedem Gitterpunkt x = (x,, ..., zn) verschwindet, da sonst
die Behauptung evident ist. Nach der Vorbemerkung darf ich annehmen, dass
die ! in (13) genannten Funktionen F(x) absolut rhythmisch sind, und brauche
ich nur drei Fille zu unterscheiden.

I. Es sei

Sla) = fi&@) + fo(@),

wo fi(x) und fy(x) im System (13) vorkommen, also absolut rhythmisch sind.
Dann ist nach dem Additionstheorem (Satz 3) des vorigen Paragraphen auch
die Summe f)(x) + f3(x) absolut rhythmisch.
2. Man hat
Fl) = 1) g();

hierin ist fi(x) eine der Funktionen Fj(x), also absolut rhythmisch, und g(x) ist
fir jeden Gitterpunkt x definiert, ganzzahlig und beschriinkt, mit der Eigenschaft,
dass fiir jedes konstante ¢ das Produkt cg(x) absolut rhythmisch ist. Nach Hilfs-
satz 1 ist dann auch das Produkt f;(z)g(x) absolut rhythmisch.

3. Die Differenzen
4,.f () (w=1,2,...,m)

kommen im System (13) vor, sind somit absolut rhythmisch. Nach Satz 7 des
vorigen Paragraphen ist dann f(x) absolut rhythmisch.
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Hilfssatz 2: Ist
S@)=rflxy, ..., zn)

etne Funktion von R, und bezeichnet a = (ay, ..., an) einen Gitterpunkt, so gehirt
auch

fleta)=flx,+a, ..., %0+ an)
zu N.

Beweis: Ich darf annehmen, dass f(x) nicht in jedem Gitterpunkt z =
(#{, ..., zm) verschwindet, da sonst die Behauptung evident ist. Nach der Vor-
bemerkung von Satz 2 darf ich annehmen, dass die Behauptung schon bewiesen
ist, wenn f(x) durch Fi(x) (A=1,2,...,1) ersetzt wird. Ich unterscheide wie-
derum drei Fille:

1. Hs sel

f @)= filx) + fo(=),

wo fi(x) und fy(x) im System (13) vorkommen. Nach unserer Annahme gehéren
dann fi(x + a) und fy(x + a) der Menge R an, sodass nach der Definition von R
(vergl. Punkt 3) auch

Sfleta)=filx+a) + folx+a)

in N vorkommdt.
2. Man hat _
Sflx) = fi(x) g(x);

hierin ist fi(z) eine der Funktionen Fi(x), und g(x) ist fiir jeden Gitterpunkt x
definiert, ganzzahlig und beschrinkt, mit der Eigenschaft, dass fiir jedes kon-
stante ¢ das Produkt c¢g(z) absolut rhythmisch ist. Nach unserer Annahme ge-
hért fi{x+a) der Menge R an. Die Funktion g(x+a) ist fiir jeden Gitterpunkt
x definiert, ganzzahlig und beschrinkt, mit der Eigenschaft, dass fir jedes kon-
stante ¢ das Produkt ¢g(z + a) absolut rhythmisch ist. Nach der Definition der
Menge R (vergl. Punkt 4) gehort dann

flx+ a)=filx+a)glx+ a)

dieser Menge an.

3. Die Differenzen
dl"f(x) (A’”’:Iaza'”:m‘)
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kommen im System (13) vor, sodass die Menge R nach unserer Annahme die

Differenzen
Jﬂf(x+a) (M’:1727""7m)7

also nach ihrer Definition (vergl. Punkt 5) die Funktion f(x + a) enthilt.

Satz 8: [Enthdlt die Menge R zwei Funktionen f(x) und @(x), so enthdlt sie
auch thr Produkt f(x)p(x).

Beweis: Ich werde zeigen: bezeichnen ¢ und « zwei Gitterpunkte, und ent-
hilt die Menge R zwei Funktionen f(x) und ¢(x), so enthilt sie auch das Pro-
dukt f(x+a) gz +e). Ich darf dabei annehmen, dass die Funktion f(x) nicht
in jedem Gitterpunkt verschwindet, da sonst die Behauptung evident ist. Nach
der Vorbemerkung von Satz 2 darf ich ausserdem annehmen, dass die Behauptung
schon bewiesen ist, wenn f(x) durch eine der in (13) genannten Funktionen F(x)
ersetzt wird. Wenigstens einer der folgenden drei Félle tritt auf:

1. Es ist

' Sle) = filx) + fila),

wo fi(x) und fy(x) im System (13) vorkommen. Nach unserer Annahme gehéren
dann fi(z+a) p(x+e) und fy(x+a)p(z+e) der Menge R an, sodass diese Menge
nach ihrer Definition (vergl. Punkt 3) die Summe

Silzt+a)plx+a) + filzta)plz+e)=flz+a)pz+a)
enthilt.
2. Man hat
S (@) = fi(=) g(=);

hierin ist fi(x) eine der Funktionen Fj(x), und g(z) ist fiir jeden Gitterpunkt
definiert, ganzzahlig und beschrinkt, mit der Eigenschaft, dass fiir jedes kon-
stante ¢ das Produkt cg(x) absolut rhythmisch ist. Nach unserer Annahme liegt
filz+a)p(x+a) in R. Da g(x+a) fir jeden Gitterpunkt = definiert, ganzzahlig
und beschrinkt ist, und cg(x+a) fiir jedes konstante ¢ absolut rhythmisch ist,
enthilt die Menge R nach ihrer Definition (vergl. Punkt 4) das Produkt

Silx+a)plx+a)gle+a)=flx+a)plx+a).

3. Die m Differenzen

JMJC(‘/’C) (#21’27'“)7’2)
kommen im System (13) vor.
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Ich darf annehmen, dass ¢(x) nicht in jedem Gitterpunkt x verschwindet,
da sonst die Behauptung evident ist. Wie aus der Vorbemerkung von Satz 2,
mit @ (x) statt f{x) angewendet, hervorgeht, existiert ein System von endlich vielen
in R liegenden Funktionen

(14) ‘-Dl(x)a (D2(x)a ] (DL(.’,U),

wo @,(x) in jedem Gitterpunkt z verschwindet, wo L den Index von ¢ (x) be-
zeichnet, und wo wenigstens einer der folgenden drei Fille auftritt:

I. In der in (14) genannten Reihe kommen zwei Funktionen g, (z) und
@y (%) mit .

pla) = g,(z) + @s(2)

vor.

II. Es ist méglich eine Funktion ¢,(z) im System (14) und eine Funktion
%(z) zu finden, die fiir jeden Gitterpunkt x definiert, ganzzahlig und beschrinkt
ist, derart, dass fiir jedes konstante y das Produkt yy(x) absolut rhythmisch ist,
und ausserdem _ '

pla) = @i(x) x(x)

ist.

I11. Die Differenzen
Aup(x) : (w=1,2,...,m)

kommen im System (14) vor.
Ich darf annehmen, dass die Behauptung schon bewiesen ist, wenn ¢(z)
durch eine der in (14) genannten Funktionen ersetzt wird.
Gilt I, so enthiilt R nach unserer Annahme die Funktionen f(z+ a) @, (z+ @)

und f(x+a)@y(x+a), also auch die Summe

fleta)p(xz+a)+ flz+a)plc+a)=flr+a)plz+a)

Gilt II, so liegt nach unserer Annahme f(x+a)¢p,(z+¢) in R. Da y{z+«)
ganz und beschrinkt, yy(x+a) fiir jedes konstante y absolut rhythmisch ist,
enthilt R auch das Produkt ‘

fle+a)p(x+a)ylz+e)=flr+a) plx+ta)
Gilt schliesslich 111, so ist

Auflz+a)pzta)=

(15) pleta)duflzta)+ fletb) duple+a),
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wo ich

bo=1(ay, ..., QGu—1, QGu+ 1, 8us1, ..., am)

gesetzt habe. In diesem Falle ist 4, f(x) eine der Funktionen F,(z), ..., Fi(z),
sodass nach der ersten Annahme @(x+ea) 4, f(x+a) in R liegt. Ausserdem ist
4, @(x) eine der Funktionen @,(x), ..., @(x), sodass nach der zweiten Annahme
(angewendet mit b, statt a) auch flr+b,) 4, @p(x+e) in R liegt. Wegen (15) ge-
hort dann

duflx+a) g+ a)

gleichfalls der Menge % an. Das gilt fir u=1,2,...,m, sodass f(x+a) p(x+a)
in R liegt.

Hilfssatz 3: R enthdlt jede Funktion, die gleich einer Konstanten ist.
Beweis: Ist y konstant, so enthilt i die m Funktionen

: dﬂ?’:O (Au'zlaza"wm)y
also auch die Funktion y.

Satz 4: Sind fi(x), £o(@), . .., fo®) Funktionen von R, so enthilt R jede ganze
rationale Funktion von fi(x), folx), .. ., folx).

Beweis: Nach dem vorigen Hilfssatz enthilt i jede Konstante. Enthilt
die Menge R zwei Funktionen f(x) und @(x), so enthiilt sie auch ihre Summe
und (nach dem vorigen Satz) ihr Produkt.

Hiermit ist Satz 4 bewiesen.

Satz 5: R ist esn Ring.

Beweis: Folgt unmittelbar aus dem vorigen Satz.

Satz 6: R enthdlt jedes Polynom in xz,, x,, . . ., Tn.
Beweis: Es ist

A%y =1 fir p= v}

=0 fir u#v»

sodass R nach Hilfssatz 3 die m Funktionen A,z,, also auch die Funktion z,

enthilt. Das gilt fir »=1,2,...,m, sodass nach Satz 4 jedes Polynom in
Zy, ..., Zm dem Ringe R angehort.
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Hilfssatz 4: Enthalt N eine Funktion

u(z) =ulxy, ..., ),
die fiir kesnen Gitlerpunkt x = (x,, ..., xm) ganzzahlig ist, so <st clu(z)] fiir jedes
konstante ¢ absolut rhythmisch. '
Beweis: Wird
V() =v—[v]
gesetzt, so ist
(16) clu(z)] = cu(x) — cy(ulx)).

Da u{x) der Menge R angehort, also absolut rhythmisch ist, ausserdem fiir keinen
einzigen Gitterpunkt x mit einem Unstetigkeitspunkt mod. 1 von ¢y(v) zusammen-
fillt und cy(v) periodisch ist, ist nach dem zweiten Stetigkeitssatz mit »=1
(Satz 5 von § 3; vergl. die zum zweiten Stetigkeitssatz gehorige Vorbemerkung)
cy(u(x)) absolut rhythmisch. R enthilt u(z), also auch cu(x), sodass cu(x) absolut
rhythmisch ist. Aus (16) folgt, dass damn c[u(x) gleich der Summe von zwei
absolut rhythmischen Funktionen, also auch absolut rhythmisch ist.

Hilfssatz 5: R enthdlt jede Funktion
g(x) =gy, . .., Zn),

die fiir jeden Gitterpunkt x= (x,, ..., zw) ganz und beschrinkt ist, und die Eigen-
schaft besitet, dass cg(x) fiir jedes konstante ¢ absolut rhythmisch ist.

Beweis: R enthilt nach Hilfssatz 3 die Funktion 1, also auch die Funktion
1.9(x) = g(x).

Satz 7: Gehirt f(x) dem Ringe R an, und ist f(x) fiir keinen Gitterpunkt
x={(x,, ..., zm) ganz, so liegt auch [f(z)] in R.

Beweis: Ich werde beweisen: gehort f(x) dem Ringe R an, und wird die
Konstante y so gewihlt, dass f(x)+y fiir keinen Gitterpunkt == (z,, ..., Zm)
ganz ist, so liegt auch [f(x)+y] in R. Ich darf dabei voraussetzen, dass f(z)
nicht identisch verschwindet, da sonst die Behauptung evident ist. Nach der
Vorbemerkung von Satz 2 darf ich ausserdem annehmen, dass die Behauptung
schon bewiesen ist, wenn f(x) durch eine der in (13) genannten Funktionen
Fy(z), ..., Fi(x) ersetzt wird. Wie schon ofters bemerkt wurde, tritt dann wenig-
stens einer der folgenden drei Fille auf:
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1. Man hat
(17) Sflw) = file) + fyl),

wo fi(x) und fy(z) in der Reihe F,(x), ..., Fi(x) vorkommen. Die Zahlen y, mit
der Eigenschaft, dass fi(x)+y, fiir wenigstens einen Gitterpunkt x ganzzahlig
ist, bilden eine abzihibare Menge, sodass y; so géwéthlt werden kann, dass
fil®) +y, fur keinen Gitterpunkt x ganz ist. Auf dieselbe Art findet man, dass
‘bei geeignet gewihltem konstantem y, auch fy(x)+ y, fiir keinen einzigen Gitter-
punkt einen ganzzahligen Wert besitzt. Nach unserer Annahme gehéren dann
Ufil) + 9] und [fy(x)+y;] dem Ringe R an. Nach Hilfssatz 4 sind die drei

Funktionen

o[fla)+7), elfi(@) + 7] und elfola) + 7))

fiir jedes konstante ¢ absolut rhythmisch. Wird
9:1(e) = [fle) + 9] — [file) + 7] — [falw) + 7]

gesetzt, dann ist g,(x) ganz und wegen (17) beschriinkt. Ausserdem ist dann cg, (x)
gleich  der Summe von drei absolut rhythmischen Funktionen, somit gleichfalls
absolut rhythmisch. Nach dem vorigen Hilfssatz gehort g,(x) dann dem Ringe
R an, sodass

@)+ =A@ +r] + [fale) + 7] + 9, ()

die Summe von drei in R liegenden Funktionen ist, also in N liegt.
2. Man hat

(18) o S (@) = fi(@) g (),

wo f,(x) eine der Funktionen F,(),..., Fi(x) ist, g(x) eine ganze und beschrinkte
Funktion bezeichnet und cg(x) fiir jedes konstante ¢ absolut rhythmisch ist. Ich
wiihle y, wiederum so, dass fi(x)+y, fiir keinen einzigen Gitterpunkt x ganz ist,
sodass nach unserer Annahme [f,(x)+ 7,], somit auch [f,(x)+ 7,]g(x) dem Ringe
R angehort. Nach Hilfssatz 4 sind die zwei Funktionen

clf(@) +y] wd e[fi(x)+7y]
- fiir jedes konstante ¢ absolut rhythmisch. Hilfssatz 1 besagt, dass dann auch

e[/i(@) + 7] g(=)
absolut rhythmisch ist. Wird

gs(@) = [f (@) + 7] — (A=) + 1) (=)

34 — 3298. Acta mathematica. 59. Imprimé le 9 mai 1932, -
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gesetzt, dann ist also cg,(x) fiir jedes konstante ¢ gleich der Differenz von zwei
absolut rhythmischen Funktionen, somit absolut rhythmisch. Natiirlich ist g,(x)
ganzwertig, weil g(x) nur ganze Werte besitzt; da g(x) beschrinkt ist, folgt aus
(18), dass auch g,(x) beschrinkt ist. Aus Hilfssatz 5 geht hervor, dass g,(x) in
R liegt. Dann ist

@) + 7= s @) + 1] 0le) + sla)

die Summe von zwei in R liegenden Funktionen und liegt somit in .

3. Die m Funktionen 4,f(x) kommen im System (13) vor. Bei geeignet
gewihltem konstantem y, ist 4,f(x)+ y. fir keinen einzigen Gitterpunkt x ganz,
sodass die m Funktionen

[dﬂf(x)_"?’.u] (.L":I72a°"7m)

unserer Annahme nach dem Ringe R angehoren. Nach Hilfssatz 4 sind die
m + 1 Funktionen

dlf(@)+7) wnd el uf(x) + ) w=1,2,...,m)

fir jedes konstante ¢ absolut rhythmisch. Awus Satz 7 des vorigen Paragraphen
geht dann hervor, dass auch die m Funktionen

cd [ f(x)+ 7] ; (w=1,2,...,m)

absolut rhythmisch sind. Wird
9u* (@) = A, f (@) + y] — (Ao fl) + 4] (= 1,2,..., m)

gesetzt, so besitzt g,*(z) nur ganzzahlige und beschrinkte Werte, und dann ist
cg.*(x) fiir jedes konstante ¢ gleich der Differenz von zwei absolut rhythmischen
Funktionen, ist also absolut rhythmisch. Nach Hilfssatz 5 gehort g.*(z) dem
Ringe R an, sodass

A1) + 7] = [ f () + y] + gu* () (w=1,2,..., m

die Summe von zwei in R liegenden Funktionen ist und somit in R liegt. Das
gilt fiir p=1,2,...,m, sodass N auch die Funktion [f(x)+ y] enthilt.

Beweis von Satz 1.

Nach der Voraussetzung besitzt (1) wenigstens eine ganzzahlige Losung.
Wir konnen die 2% Zahlen ¢, und g', mit

’ ’ I
(19) av§a,v<ﬁ,w§[3v, {gv_arp<5 (’V-':I,Z,...,n)
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so wihlen, dass auch das System
(20) &y <SfolTiy ooy Ty Yiy ooy Yomt) — Yo < v (v=1,2,...,%)"

diese Losung besitzt.
Bei gegebenem » bilden die Zahlen ¢, mit der Eigenschaft, dass fiir wenig-
stens einen Gitterpunkt (zy, ..., Zm, ¥, - . ., Yo—1)

(21) Soltey, oy Zmy iy ooy Yoa) F €
ganz ist, eine abziihlbare Menge. Bei geeignet gewihitem ¢, mit

(22) I—‘Z—Lﬂ”<m<3—0!—"’4_5—”
4 2 4 2

besitzt also das in (21) genannte Polynom fiir keinen einzigen Gitterpunkt
(®y, -+, Tm, Y1, - - ., Y»—1) einen ganzzahligen Wert.
Aus (22) und (19) folgt

3, 8.,—d,

gote<2+50 2 < (v=1,2,...,n)
(23) £
a'v+cw>—1——m>o v=1,2,...,n).
4 2
Ich definiere »—1 Funktionen
Qo) = oy, .. ., Zm) v=1,2,...,0—1)
durch '
(24) {¢1(x) = [‘fl(xh ceey xm) + c]]y
Po(®) = [folay, . T, 9, (@), -, @oa (@) + 0] (v=2,3,...,n—1).
Ich behaupte, daés (20) genau dieselben ga,nzzahligen Loésungen wie
(25) &y < Fl@ oy 9@, g @) — g < e =1,2,..,7)

besitzt. Um das zu beweisen, unterscheide ich zwei verschiedene Fille:
1. Es sei (#,...,%m, ¥, ..., Ys) eine ganzzahlige Losung von (20). Aus
(20) und (23) folgt

! Fiir =1 wird natirlich die Ungleichung

o <filay, ... wm)—% <f,
gemeint. .
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o< i@y, o s Ty Uiy Y1) F O — <1  (=1,2,...,0),
also
o= [folt, .. o> Tm, Y1y « - - Y1)+ C) v=r1,2,...,n).
Wegen (24) ist dann
' | P1(x) = y1;
aus (24) geht dann ausserdem noch mit dem Prinzip der vollstindigen Induk-.
tion hervor, dass

Pu{) = s (r=1,2,...,2—1)
ist. Aus (20) folgt nun (25).
2. Es sei (x,..., %Zm, ¥, ..., Ys) eine ganzzahlige Losung von (25). Aus
(25) und (23) ergibt sich
o< fil@y, .oy Zmy (), ., Poa(@) + 6 — <1 (p=1,2,...,7),

also .
Yo — [f‘v(xh sy Tmy wl(x)) BERE) 971’—‘1(93)) + Cv]

= ¢, (z) r=1,2,...,n—1)

wegen (24). Aus (25) folgt nun (20).

Hiermit ist bewiesen, dass (20) und (25) dieselben ganzzahligen Losungen
besitzen. Wir wissen schon, dass (20) wenigstens eine ganzzahlige Losung hat.
Folglich hat auch (25) mindestens eine ganzzahlige Losung.

Die Funktionen ¢,(x), ..., pn—(x) gehéren dem Ringe R an. Denn N ent-
hilt nach Satz 6 das Polynom fi(z,, ..., Zm) +¢;, also nach Satz 7 auch die
durch (24) definierte Funktion @, (z); liegen @,(x), ..., g»—1(x) in R, dann enthiilt
N nach Satz 4 auch die Funktion :

Sy, ooy m, (@), .., Poa(®@)) + o,

sodass dann wiederum nach Satz 7 auch die durch (24) festgelegte Funktion g.(x)
dem Ringe R angehort. Hiermit ist bewiesen, dass ¢, (%), . . ., @n—1(x) in R liegen.
Satz 4 liefert nun das Resultat, dass die » Funktionen

Sy, ooy xmy @), - -y @) (v=1,2,...,n)

in N liegen, also mit Riicksicht auf Satz 2 absolut rhythmisch sind. Die im
System (23) auftretenden Funktionen f, sind also absolut rhythmisch, und dieses
System besitzt nach dem Obigen wenigstens eine ganzzahlige Losung. Folglich
hat dieses System nach Satz 2 auf S. 249 und Satz 1 auf S. 230 unendlich viele
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ganzzahlige Losungen & = (z,, ..., Zn), und enthiilt bei geeignet gewiihlter Linge

L jeder m-dimensionale, den Koordinatenachsen parallel orientierte Kubus mit

Kante L wenigstens eine ganzzahlige Losung x =(z,, ..., xn) von (25). Diese

Losung geniigt auch dem System (20), somit. gleichfalls dem System (1).
Hiermit ist der »Polynomsatz»> vollstindig bewiesen.

B. Vergleichbare Systeme und Translationen.

§ 5. Kinleitung zur Theorie der vergleichbaren Systeme und der
Translationen.

Die in § 1 gegebenen Beispiele zeigen nicht nur die starken, sondern ver-
raten auch die schwachen Punkte der bis jetzt entwickelten Theorie. Diese
Theorie besitzt drei in die Augen fallende Nachteile:

Erster Nachteil: Die unangenehme Voraussetzung im ersten Stetigkeits-
satz (Satz 2 von § 1 oder Satz 7 von § 2), dass Y (v, ..., v,) in jedem Punkte
v={(f®), ..., fulz)), wo z alle ganzen Zahlen, bezw. alle Gitterpunkte im m-
dimensionalen Raum durchliuft, stetig mod. 1 ist. Nebmen wir z. B. Beispiel 3
von § 1, das besagt, dass die Kongruenz

(1) [PE]=o0 (mod.s)

1

m
i =

fir jedes ganze s>o0 unendlich viele ganzzahlige Losungen x besitzt, wenn nur
das Polynom P(z) fir kein einziges ganzes x einen ganzzahligen Wert hat.
Wie wir spiter in Abschnitt D sehen werden, ist diese Bedingung iiberfliissig,
aber lassen wir diese Voraussetzung weg, so konnen wir den ersten Stetigkeits-
satz nicht anwenden, sind also vorliufig machtlos.

Zweiter Nachteil: Satz 4 von § 1 besagt nur, dass das in diesem Satz
auftretende System null oder unendlich viele ganzzahlige Losungen besitzt, aber
wenn wir nicht auf irgend eine Weise eine ganzzahlige Lésung angeben konnen,
dann konnen wir nicht entscheiden, welcher von den zwei Fillen auftritt. Be-
trachten wir wiederum Beispiel 3 von § 1. In diesem Beispiel liegt die Frage

nahe, wie es mit der Kongruenz
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steht, aber diese Frage konnen wir noch nicht beantworten; wir wissen bis jetzt
nur, dass diese Kongruenz entweder null oder unendlich viele ganzzahlige Ld-
sungen hat.
Eine andere Frage: gibt es unendlich viele Briichepaare ;/71 und % mit
1 2
positiven Nennern, derart, dass
11

< — " Xy=2XY1—3

(2) In,__?/_r <
100 %,

Zy

R .
100 z,’ Ty

ist? Wollen wir diese Frage jetzt schon beantworten, dann sind wir verpflichtet
versuchsweise eine Losung von (2) zu bestimmen. Bekanntlich gilt die Ungleichung

mit

Versuchen wir
Ty =2x4y—3=2.7.22— 3 = 305,
dann ist

5x§=5.3052é465 125 = 682° + 1,

sodass es auf der Hand liegt

Xy = 305, y3= 0682

zu versuchen. Dann ist

-

Ly | _Vsw—y 1 _ 1
STl T T (Ve 100
2 X zy(V 525 + 9,) 2

sodass (2) in der Tat die Losung
(3) . =7, Y =22, .21‘2=305, 312:682

besitzt. System (2) ist Hquivalent mit

1 I I -
(4) T oo ~ TS oo —E<V5(2x1y1—3)-—y2<ﬁ)-

Dieses System besitzt die in (3) angegebene Losung, hat also nach dem Polynomsatz
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(angewendet mit m =1 und %= 2) unendlich viele ganzzahlige Losungen mit 2, >o0;
aus (4) folgt dann, dass auch y, und x,=2x,y, —3 positiv sind, sodass wirklich
1

unendlich viele Briichepaare Z— und Zg mit positiven Nennern existieren, die dem
1 2
System (2) geniigen. .
Mit Absicht habe ich hier ein Beispiel gewihlt, bei dem eine ganzzahlige
Losung fast unmittelbar in die Augen springt, aber die Methode hat doch etwas
sehr unbefriedigends. Denn ersetze ich in (2) die Zahl 100 durch 10° sodassich

das System

(5) lfv—'-”—‘ <

€y

11 Vi 11
—_ — Ll L =2y, —
10% ' l 5 2, 0%z, 77 19173

untersuche, dann brauche ich eine neue, und wahrscheinlich sehr lange und lang-
weilige Rechnerei.

Zwar kann man durch eine endliche Anzahl von Operationen entscheiden,
ob (5) eine Losung besitzt oder nicht, aber praktisch ist das nicht ausfiihrbar.
Nach § 1 existiert nimlich, wenn (5) iiberhaupt eine ganzzahlige Losung besitzt,
eine Linge L, derart, dass jedes Intervall a=< 2, <a+ L der Linge L mit posi-
tivem a wenigstens ein ganzes x, enthilt, das bei geeignet gewiihlten positiven
gangzen x,, ¥,, ¥, dem System (5) geniigt. Es ist moglich den Wert einer Zahl L .
mit dieser Eigenschaft numerisch zu bestimmen, und dann braucht man nur die
natiirlichen Zahlen z, <L+ 1 zu untersuchen. Aber wie gesagt, praktisch ist
dag nicht ausfithrbar. Denn zunichst fordert die Bestimmung der Zahl L schon
eine sehr. umstindliche Berechnung. Aber das ist noch nicht das Schlimmste.
Die Hauptschwierigkeit ist die, dass L jedenfalls einen ungeheuer grossen Wert be-
sitzt, sodass die Methode, alle natiirlichen Zahlen x, < L1 zu probieren, praktisch
unmoglich ist. Ubrigens ist diese Methode iiberhaupt nicht anwendbar, falls ich

in (2) den Koeffizienten I—(I;('—) durch eine beliebige positive Zahl ¢ ersetze, da dann

L von ¢ abhingt und bei nach Null strebendem ¢ unbeschrinkt wichst. Zur
Behandlung des Systems

&
< XLy=2XY,—3

Y1
6 —
() Iﬂ L2

Ly

< £. IVE——@

Ly Ly

brauche ich also neue Hilfsmittel. In Abschnitt C werde ich zeigen, dass, wie
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klein auch die feste positive Zahl ¢ gewihlt wird, unendlich viele Briichepaare

Y1 una 22

mit (6) existieren.
x T

Dritter Nachteil: Zwar ist die Menge der rhythmischen Systeme ziem-
lich ausgedehnt, aber der Begriff der rhythmischen Systeme ist nichtsdesto-
weniger sehr subtil. Andert man z. B. eine der Funktionen eines rhythmischen
Systems in nur einem Punkt ein wenig, dann ist das neue System nur in sehr
speziellen Fillen wiederum rhythmisch. Natiirlich existieren sehr einfache, fiir
jedes ganze xZ=0 definierte, nicht-rhythmische Funktionen, z. B. die Funktion

s .
xVz, sodass das bis jetzt in Teil II behandelte uns noch nicht in den Stand

setzt zu beweisen, dass die einfache Ungleichung
I -1
—-<zVz <> (mod. 1)
4 4

unendlich viele ganzzahlige Losungen z besitzt.

Da diese drei Beschwerden mich hindern, Probleme, auf deren Losung ich
Wert lege, zu behandeln, fithre ich in diesem Abschnitt B zwei neue Begriffe
ein, nimlich den Begriff der vergleichbaren Systeme und den Begriff der Trans-
lationen.

Definition 1: Ich betrachte zwei Systeme (a,) und (r,). Ist e >o0, und

x=(x, ..., xn) ein Gitterpunkt, so nenne ich die Menge der Zahlen
a,{x + h),
wo v eine ganze Zahl, h=:(h,, ..., hn) cinen Gitterpunkt mzt
(7) 1<y< n, |k = ; (u=1,2,...,m); a,(x+ h) definiert,

bezeichnen, eine Welle vom System (a.), und zwar eine Welle mit Mittelpunkt x
und Breite j— Ich sage, dass diese Welle bis auf hochstens ¢ mod. 1 tm System

() vorkommt, wenn ein Gitterpunkt v = (z,, ..., wm) mit folgender Eigenschaft be-
steht: fiir jedes Paar v und h mit (7) ist r{x + = + k) definiert, und gilt die Un-
gleichung '

(8) —e<mfrtrt+h)—alz+h)<e (mod. 1)
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Gilt (7) fiir kein einziges Paar v und h, so sage ich, dass die genannte Eigen-
.schaft fiir jeden Gitterpunkt v gelt. '

Ich betrachte nun den Fall, dass jede Welle von (a.) mit Breite —z bis auf

hochstens &, wie klein auch die positive Zahl & gewdhlt wird, mod. 1 in (r,) vor-
kommt. Ich sage dtmn; dass (a)) und (r)) vergleichbar sind, dass (a,) drmer als
oder ebenso reich wie (r,) ust, dass (r,) reicher als oder ebenso reich wie (a,) ¢st, und
ich schresbe dann

(@) 3(r);  (r)& (an).

Der Fall, dass a,(x) (v=1,2,...,n) fiir keinen einzigen Gitterpunkt x de-
Jiniert ust, ist im dieser Definition zugelassen; nach der Definition st dann fiir

Jjedes System (r,)
(av) < (7"11) .

Hat man zugleicherzest
(@) 3 () wnd (@)% (),
s0 nenne ich (a.,) und (r.) gleich reich, und schreibe zch

.(aw) & % (V'v) .
Ist (a,) 2 (ry), und sind (a.,) und (r,) nicht gleich reich, so nenne ich (a,) drmer
als (r,), und (r,) reicher als (a.).
Ist n=1, und hat man

(a;) 3 (ry),

so memme ich die Funktion a,(x) drmer als oder ebenso reich wie r,(x), und dann
schretbe ich ' ’

a,(x) 2 r,(x).
Satz 1: Aus
(9) (@) 2 (bs) und (b,) 2 (c,)
Solgt
(10) (@) 2(es).

Beweis: Ist ¢>o0, so folgt aus (9), dass jede Welle von' (a,), bis auf hich-

stens ;—e, mod. 1 in (b)) vorkommt, und dass die entsprechende Welle von (b,),

35—3298. Acta mathematica. 59, Imprimé le 9 mai 1932.
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bis auf hoéchstens és, mod. 1 in (¢,) auftritt, sodass in der Tat die urspriingliche
Welle von (a.), bis auf hochstens ¢, mod. 1 in (¢,) vorkommt.

Satz 2: Aus
(@) & (b)) und (b)) 2(cy)

Jolgt
(@) & 2(es).

Beweis:: Nach dem vorigen Satz gilt (10). Da (a,) und (¢,) in Satz 2 ver-
tauscht werden koénnen, gilt ausserdem

(e) 3 (@),

sodass (a,) und (¢,) wirklich gleich reich sind.
Welche Bedeutung der Begriff von vergleichbaren Systemen fiir die Theorie
der Diophantischen Ungleichungen hat, geht aus dem folgenden Satz hervor.

Satz 3: Ist

(11) (as) 3 (),
so hat das System

(12) ar < 1(x) < By (mod. 1) (v=1,2,...,n),

wo «,, B, Konstanten bezeichnen, wenigstens eben so wviele ganzzahlige Losungen wie
(13) a, < ay(x) < By (mod. 1) (v=1,2,...,m).

Beweis: Sind 2/, 2", ..., 2® verschiedene ganzzahlige Losungen von (13),
so ist bei geeignet gewihltem positivem d

(14) o + 0 < a,(2¥) < B, — 6 (mod. 1) (v==1,2,...,n; A=1,2,...,10).

Wegen (11) folgt aus Definition 1 (mit =20, und mit einem ¢ = J, das den Un-
gleichungen

1 )
£Z|x§f)| (A=1,2,...,1; u=1,2,...,m)

geniigt, angewendet), dass ein Gitterpunkt z mit
(15) —d<r,(eW+e) —a,(xW) < § (mod. 1) (v=-1,2,...,7; A=1,2,...,1)
existiert. Aus (14) und (135) folgt

a <r(x®+1)< B, (mod. 1) w=1,2,...,7;4=1,2,...,10),
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sodass (12) die ! verschiedenen Losungen 2®W +¢ (A=1,2,...,1) besitzt. Hiermit
ist bewiesen, dass (12) wenigstens eben so viele ganzzahlige Losungen wie (13) hat.

Im Anhang von Teil II werde ich fiir ein beliebiges Paar von natiirlichen
Zahlen m und # ein System konstruieren, das reicher als oder ebenso reich wie
jedes System ist. Im Spezialfall mit m=n=1 bekommt man eine Funktion
einer Variabeln, die reicher als oder ebenso reich wie jede Funktion einer Ver-
inderlichen ist. Ubrigens werde ich in Teil IIT mittels Abschitzungen beweisen,
dass u. a. die Funktion ‘
3 2
- B
diese Higenschaft besitzt.

In § 7 (und zwar in den Sitzen 1 und 2 von § 7) werde ich den folgenden
Satz beweisen:

Satz 4: Armere Systeme als rhythmische gibt es wnicht. Genauer gesagt: ist
(@) in jedem Gitterpunkt des m-dimensionalen Rauwmes definiert, und ist (r,) rhyth-
misch, so ist (a,) ebenso reich wie (r.), oder reicher als (r.), oder mit (r,) unver-
gleichbar, aber es ist ausgeschlossen dass (a.) drmer als (r,) ist.

Ist (a.) ebenso reich wie (r,), so ist auch (a,) rhythmisch.

M. a. W.: st (a) fiir jeden Gitterpunkt des m-dimensionalen Rawumes definiert,
ist (ry) rhythmisch, und hat man

(@) 3 (1),

so ist auch (a,) rhythmisch, und gilt

(as) & 2 (ry).
Mit Satz 3 ist die Frage beantwortet, wie man die Theorie der rhythmischen

Systeme auch auf nicht-rhythmische Systeme anwenden kann. Es werde z. B.
die Ungleichung

(16) —e<xl?’/ﬁb<s (mod. 1)

3 —
betrachtet. Zwar ist die Funktion zV 'z nicht rhythmisch, aber es ist moglich
B 3 _
eine rhythmische Funktion zu bestimmen, die firmer als xzVx ist. Wie ich nim-

lich in § 12 beweisen werde, ist jede lineare Funktion px + ¢ irmer als zVx.!
Statt (16) brauche ich also nur das System

8_
! Hieraus folgt mit Riicksicht auf Satz 4, dass ¥z nicht rhytmisch ist.
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(17) —e<pr+qg<e (mod. 1)

zu untersuchen, wobei ich die Konstanten p und ¢ beliebig wihlen kann. Ich
wihle p=¢=o0. Dann besitzt (17) unendlich viele ganzzahlige Lésungen, sodass
nach Satz 3 auch (16) unendlich viele ganzzahlige Losungen x besitzt.

Um mittels Satz 3 System (12) behandeln zu kénnen, braucht man ein
System (a,), das #drmer als oder ebenso reich wie (r,) ist. Hieraus geht hervor,
dass es fiir die Theorie der Diophantischen Ungleichungen wichtig ist, Sitze
abzuleiten, mittels deren man einem gegebenen System (r,) ein oder mehrere
Systeme (a,) mit v

(d'v) < (7'7)
zuordnen kann. Dazu habe ich den Begriff einer Translation eingefiihrt.

Definition 2: Ist (¢) ¢n jedem Gitterpunkt x des m-dimensionalen Raumes
definiert, dann sage ich, dass ein System (f,) durch die Translation (i) in das
System (f, + &) idibergeht. Ich nenne (t,) kurzweg eine Translation von (f.), wenn
das System (f,) durch die Translation (t,) in ein System iibergeht, das drmer als
oder ebenso reich wie (f,) ist. M. a. W. eine Translation von (f,) ist ein in jedem
Gitterpunkt x definiertes System (1} mit der Eigenschaft

(18) (fv+tv)<(fv)
Im Spezialfall mit n="1 nenne ich t,(x) eine Translation von f,(x).

Die Translationen besitzen verschiedene einfache Eigenschaften, von denen
ich hier nur eine, fiir die Theorie der Diophantischen Ungleichungen iibrigens
sehr wichtige, hervorhebe.

Satz 6': Es sec m ganz =1, z ganz =0; es bezeichne (f, f;) ein rhyth-
misches System®, und es sei moglich jedem positiven & ein System (T, T:) mit den
Jolgenden zwer Eigenschaften zuzuordnen: '

1. (4T, T¢) ist eine Translation von (4.1, )2

2. Jedem y entspricht mindestens ein Gitteﬁounlct X=(X;, ..., Xn) mit

{——d <T(X+H)—y<d (mod. 1)
—0<Ti(X+H)< 9 (mod. 1) t=1,2,...,2),

! Den Beweis dieses Satzes findet der Leser in der Schlussbemerkung von § 9.

2 (f, fC) besteht natiirlich aus den z+ 1 Funktionen f(x), f,(x), ..., fz(x); ist z=0, so be-
steht (f, /) nur aus der Funktion f(x).

34 P 5 f;) besteht aus den m+2z Funktionen 4, S und f.
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qiiltig fiir jeden Gitterpunkt H = (H,, ..., Hy) mit
1
|HM|§5 _ (u=1,2,...,m).

Jedes System (t, t;) mit der FEigenschaft, dass (4.1, t:) eine Translation von
(duf, f2) ist, ist dann eine Translation von (f, f7).

Abschnitt B, der aus den Paragraphen 5, 6, 7, 8 und 9 besteht, liefert nur
die Hilfsmittel, Abschnitt C dagegen behandelt die Anwendungen dieser Hilfsmittel
auf Polynome und auf andere Funktionen. Nichtsdestoweniger will ich hier
doch den obigen Satz auf ein sehr spezielles Problem anwenden, um jetzt schon
seine Bedeutung fiir die Theorie der Diophantischen Ungleichungen ans Licht

kommen zu lagsen.

Satz 6: Ist f(x) ein Polynom in einer Variabeln x, das ein Glied von einem
Grade q=1 mit srrationalem Koeffizienten enthdlt, und bezeichnet P(x) trgend ein
Polynom in = hichstens (g— 1)t Grades, dann sind die Polynome f(x) und f(x)+ P(x)
gleich reich.

Beweis: Bs geniigt zu zeigen, dass P(x) eine Translation von f(z) ist.
Denn dann ist

(19) S (@) + Pla) 3 f(x).

Beide Seiten bezeichnen Polynome, also rhythmische Funktionen. Nach Satz 4
folgt dann aus (19), dass die zwei in (19) auftretenden Funktionen gleich reich sind.
» Ich kann ¢ so wihlen, dass jedes Glied in f(x) von einem Grade > ¢ einen
rationalen Koeffizienten besitzt. Ist ¢=2, so darf ich annehmen, dass der zu
beweisende Satz mit ¢ —1 statt ¢ schon bewiesen ist.

Ich unterscheide zwei verschiedene Fille, je nachdem g=1 oder >1 ist.

1. Es sei g=1. Bezeichnet ¢ den Koeffizienten von z in flx), dann ist
¢ irrational, und dann ist f(r)—ecx rationalzahlig (d.k.G.a.B.g.?), sodass bei

geeignet gewihltem positivem ganzem s aus

r 4

' =2 (mod. s)
folgt

(20) {fle") —ex"} — {fl@') —cx'} =0 (mod. 1).

! (d. k. G. a. B.g.) soll heissen: das konstante Glied, oder die konstanten Glieder ansser
Betracht gelassen.
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Da g=1 ist, ist P(x) gleich einer Konstanten, die ich P nennen werde. Wegen
der Irrationalitit von sc entspricht jedem positiven ¢ mindestens ein ganzes 5 mit

(21) —e<sep— P<e (mod. 1).
Setzt man sn=7, und wihlt man die ganzen Zahlen x und h beliebig, dann ist

x+t+h=xz+h (mods),

also wegen (20), angewendet mit 2’ =x+ h und 2" =z + 7 +h,

Slz+z+h) —(flx+h)+ecr)=0 (mod. 1),

sodass aus (21) und sp=r1 folgt

—e<fle+es+h)—(flx+h) + P)<e (mod. 1),

giiltig fiir jedes Paar von ganzen Zahlen x und h. Hieraus folgt
Sfla) + PR f(=),

sodass P in der Tat eine Translation von f(z) ist.

2. Es sei ¢g=2. Das Polynom 4f(x) enthilt ein Glied vom Grade ¢— 1
mit irrationalem Koeffizienten, und #P(x) ist ein Polynom héchstens (g — 2)tn
Grades. Nach dem zu beweisenden Satz, angewendet mit ¢— 1 statt ¢, ist somit
A4 P(x) eine Translation von f(x). Insbesondere besitzt f(z) alle Transla-
tionen @, wo @ eine -beliebige Konstante bezeichnet.

Die Voraussetzungen von Satz 5 sind hier mit m=1, z==0 erfiillt. Denn
J(@) ist ein Polynom, ist also rhythmisch: jedem positiven ¢ kann man ein positives

O <4 und < é 0? zuordnen; wird dann
T(x)= 06z

gesetzt, so ist 4T (x)= @ eine Translation von /f(r); wegen @< entspricht
jedem y mindestens ein ganzes X mit

~16<@X—-y<16,
2 2

und wegen @ < ;62 ist fiir jedes ganze H mit Absolutwert | H| <

Qo1
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—ls<em<iy,
2 2

somit

—0<T(X+H)—y=0(X+H)—y<d.

Ich habe also bewiesen, dass die Voraussetzungen von Satz 5 hier mit m=1,
z=0 erfiillt sind. v

Da A P(x) eine Translation von 4f(x) ist, behauptet Satz 5, dass P(x)
eine Translation von f(z) ist, womit der zu beweisende Satz vollstindig be-
wiesen ist. ’

Man beachte, dass aus Satz 6 unmittelbar folgt:

Satz 7: Enthdlt das Polynom f(x) en einer Variabeln x mindestens ein nicht-
konstantes Glied mit drrationalem Koeffizienten, so hat die Ungleschung

—e<flr)<e (mod. 1)
Jiir jedes positive & unendlich viele positive ganzzahlige Lisungen .
Beweis: Die Ungleichung \
F(0) — s < fle) <fO) +¢ (mod. 1)
besitzt die Losung z=o. Nach Satz 6, angewendet mit P (x) = f(0), ist

fla) 31 (@) + flo),

sodass nach Satz. 3 auch das System
So)—e < flx) + flo) < flo) + ¢ (mod. 1)

wenigstens eine ganzzahlige Losung hat. Da f(x) ein Polynom, also rhythmisch
ist, besitzt die letzte Ungleichung unendlich viele positive ganzzahlige Lisungen,
womit Satz 7 bewiesen ist.

Der Leser, der Teil I kennt, weiss, dass Satz 7 nur ein Korollar ist des
bekannten Weylschen Theorems, dessen Wortlaut man auch in Teil II, und zwar
in § 10 finden kann. Mit Riicksicht auf Satz 7 wird der Leser sich wohl nicht
wundern, wenn ich sage, dass Satz 5 mich in den Stand setzt nebenbei einen
neuen Beweis fiir das Weylsche Theorem zu geben, und damit fiir alle in § 6
von Teil T vorkommenden Sitze. Diesen Beweis gébe ich erst in § 11, also in
Abschnitt C.
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§ 6. Eigenschaften von vergleichbaren Systemen.
Satz 1: FEs seien ¢, ¢y, ..., ¢n konstant.
Aus (a,) 3(r,)  folgt (a, + ) {1y +cs).
Aus (a,) & () folgt (a, + e} & (e tcs).
Aus (a,) & (1) folgt (an+ )& 3(r,+6).

Beweis: Dieser Satz folgt unmittelbar aus der Definition von vergleich-
baren Systemen.

Satz 2: Ist
(1) (@s) 2 (ry),
so dst jedes Teilsystem von (a,) drmer als oder ebenso reich wie das entsprechende
Terlsystem wvon (r,); d.h. bezeichnen »,, ..., » natirliche Zahlen < n, so _folgt aus (1)
(2) N 0 3 (S %

Beweis: Folgt unmittelbar aus der Definition von vergleichbaren Systemen.

Satz 3: Ist
(3) (@) & 2 (),

so st jedes Teilsystem von (a,) ebenso reich wie das entsprechende Teilsystem von (r.);
d. h. bezeichnen v, ..., v natirliche Zahlen =n, so folgt aus (3)

(@, ..., @) & (e, - ooy 1)

Beweis: Nach Satz 2 gilt (2); da in Satz 3 (a,) und (r,) vertauscht werden
konnen, folgt aus Satz 2 ausserdem noch

(@i ey @) & (10, ooy ),
womit der zu beweisende Satz bewiesen ist.

Satz 4 (Additionstheorem): Ist
(1) (@) 2 (rs),
s0 st

(4) (a"1 al + a2) < (r"’y 7'1 + 7.2)'
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Vorbemerkung: Sind (@,) und (r,) gleich reich, dann konnen diese zwei
Systeme unter einander vertauscht werden, sodass dann

(@v, a, + a) & (s, 7 +7)
ist.

Beweis: Wegen (1) kann man jedem positiven ¢ und jedem Gitterpunkt «
einen Gitterpunkt ¢ mit folgender Eigenschaft zuordnen: fiir jeden Gitterpunkt
h:(hl,...,hm) mitv

(w=1,2,...,m

™ =

(5) . lhﬂl =

und fiir jedes » (1 =»=wn) mit der Eigenschaft, dass a,(x + h) definiert ist, ist
auch 7,(x + 7+ h) festgelegt, und gilt die Ungleichung

(6) —e<nleteth)—al+h) < e (mod. 1.

Fiir jeden dieser Gitterpunkte A und fiir jedes dieser v gilt somit
(7) —e<nrzrtrt+h) —alr+h)<e (mod. 1).

Falls a,(x + k) + a,(x + h) definiert ist, ist jede der beiden Zahlen a,(x + k) und
as(x + 1), also nach dem Obigen auch r,(x+ 7+ h) und ry(x+ =+ h), folglich
auch die Summe 7,(x+ v+ h) + ry(x + = + h) festgelegt; dann gilt also fiir jeden
Gitterpunkt % mit (5) Ungleichung (6) mit »==1 und mit y=2, sodass dann

8) —e<i{rlx+z+h)+ rlxt+c+h)}—{a,@+h) + alz+h)} <e (mod. 1)

ist. Aus (7) und (8) folgt (4).

Satz 5: Voraussetzungen. 1. Es ist

(9) () 3 ().
2. Die Funktion
g(x) =g(x17 R xm)
hat in jedem Gitterpunkt x einen eindeutiqg definierten beschrinkten ganzzahligen Wert.
3. Jedem positiven & und jedem Gitterpunkt x kann man etn positives d zu-

~ ordnen mit folgender Eigenschaft: wird der Gitterpunkt v= (v,, ..., tn) so gewdhlt,
36—3298. Acta mathematica. - 59. Imprimé le 10 mai 1932.
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(10) 1=v<n; (A= ! (u=1,2,...,m); a(x+h) defintert,
&
(11)  r(x+z+h) definiert; —d<r,(x+ov+h)—alx+h)<d (mod. 1),

(12) glx+Tz+h)=glx+h)
Siir jeden Gutterpunkt b mat

(13) Nl = (w=1,2,...,m).
Unter diesen Voraussetzungen ist

(14) (a”a alg) <(7‘v, le)-

Vorbemerkung: Die Voraussetzungen 2 und 3 sind erfiillt, wenn g(x) gleich
einer ganzzahligen Konstante ¢ ist, sodass fiir jedes ganze konstante ¢ aus (9) folgt

(av, cay) 3 (s, 014).

Beweis: Nach der zweiten Voraussetzung ist bei geeignet gewihltem posi-
tivem ( fir jeden Gitterpunkt

(13) _ lo(@)] = @G.

Iech wiihle irgend eine positive Zahl ¢ und einen beliebigen Gitterpunkt x.
Es werde die Zahl J bestimmt, wie in der dritten Voraussetzung angegeben, und

‘es bezeichne 7 die kleinste der drei Zahlen &, % und J. Wegen (9) existiert ein
Gitterpunkt 7, derart, dass aus (10) folgt

(16) —p<rfx+r+h) —alr+h) <y (mod 1).

Wegen =4 gilt dann (11), somit (12). Da g stets ganzzahlig ist, folgt aus (16)
(angewendet mit »=1), (12), (15) und 4 = Z,
(17) —e<rfr+r+hglx+c+h)—ac+hglz+h) <e (mod 1)
Aus (16), n=¢ und (17) folgt (14).
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Satz 6 (Drutter Stetighestssatz): Ist

(18) (@) ] (),
und sind die Funktionen

Wilvy, Vg, ..., Un) A=-1,2,...,0)

i jedem Punkt v= (v, ..., v.) des n-dimensionalen Rawmes definiert, periodisch

mod. 1 und stetig mod. 1, so ist
(19) (‘/Jl(dl, Ayy - - oy a‘ﬂ)) <(1/);,(T1, Fay i vy ,.")).1

- Vorbemerkungen: 1. In diesem Stetigkeitssatz darf die Voraussetzung, dass
die ! Funktionen ;(v,, v, ..., ) iberall stetig mod. 1 sind, ersetzt werden durch
die weniger forderende Voraussetzung, dass die Funktionen (v, v, ..., vs) ste-
tig mod. 1 sind in den Punkten (a,(x), ay(x), ..., an(x)), falls = alle Gitterpunkte
im m-dimensionalen Raum durchliuft, wo die » Funktionen a,(x), ay(x), ..., a.(z)
definiert sind.

2. Sind (a,) und (r,) gleich reich, dann konnen diese zwei Systeme in diesem

Satz untereinander vertauscht werden, sodass dann

('llh.(al, Ay, -y an)) & <(wz('r1, LTI 7'1!))

ist.

Beweis: Es sei ¢ >0, und es bezeichne x einen Gitterpunkt. Wegen der
Stetigkeitsbedingung kann mah eine, nur von ¢ und z abhiingige positive Zahl d
wihlen, derart, dass aus

bl = - (u=1,2,...,m); a.z+h) definiert (v=1,...,n),

r
(20) )

und —d0<v,—asx+h)<d (mod. 1) (v=1,2,...,n)
folgt

—e<Yalvy, ..., v) — Wila,(x+h), ..., an(x.+ h)) < & (mod. 1) (lzl,z,...,IZ).

! Das System (y,(a,, a,, ..., a,)) besteht natiirlich aus den ! Funktionen

(e (@), ay(2), . . ., a,(x) A=1,2,...,0.
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Wegen (18) folgt aus (20), dass bei geeignet gewihltem Gitterpunkt = die
Zahlen r,(x+%+h) (v=1,...., %) definiert sind und den Ungleichungen

—8< me+tr+h)—alr+h)<d (mod.1) (v=1,2,...,7),
also den Ungleichungen

—e<Plrxe+e+h),...,mlx+c+h)—wilalc+h), ..., alx+h)<e (mod. 1)
geniigen. Hiermit ist (19) bewiesen.

Definition 1: Ich sage, dass die Folge S,, S, ... von Systemen
Sg = (fleaf20, .- -)f;le))
wo n unabhangig von ¢ vorausgesetzt wird, mod. 1 konvergiert mit Grenzsystem

S:'(fhfs’ "'rfﬂ)>

wenn fir jeden Gitterpunkt x und fiir jedes v (1 =v=mn), mit der Eigenschaft, dass
folx) defintert ist, die Zahl f,r(x) bei hinreichend grossem r festgelegt ist, und bei
unbeschrinkt wachsendem ¢

(21) Srol@) — fola)  (mod. 1)

st.

Satz 7 (Erster Konvergenzsatz in der Theorie der vergleichbaren Systeme):
Fiir jede mod. 1 konvergente Folge S, S,, ... von Systemen S, mit Grenzsystem S
und mat der Kigenschaft
' Se+1 28, (o= 1),
st .
5§38, (e=1).

Vorbemerkung: Man beachte, dass in diesem Satz nicht gleichmiissige
Konvergenz mod. 1 gefordert wird.

Beweis: Es sei ¢ eine positive Zahl, x ein Gitterpunkt, y eine natiirliche
Zahl. Ist

8o == (fres - s Sre)y  S=f1, - Su)s
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so gibt es nach Definition 1 eine ganze Zahl r=y, derart, dass fiir jedes Paar
h und » mit

(22) 1=5v=n; |h

A
o [

(=1,2,...,m); fulz+ h) definiert,
Jforlx + 1) festgelegt ist und der Ungleichung

(23) — ;—e < forlz+h)—filw+h) < —;.s (mod. 1)

geniigt.
Wegen r=y und S,4+1 38, ist
S <28,

sodass bei geeignet gewihltem Gitterpunkt z fiir jedes Paar & und » mit

(24) 1=v=un; |h|=- (w=1,2,...,m); forlx+h) definiert,

I
&
JSoylx + v+ h) festgelegt ist, und der Ungleichung

(25) | ——;e<fw(x+z+h)—fw(x+h)<%s (mod. 1)

geniigt. Jedes Paar h und » mit (22) besitzt somit die Eigenschaften (23), (24)
und (25), besitzt also insbesondere die Eigenschaft, dass f,,(x + 7+ h) definiert
ist und der Ungleichung

(26) —e<folx+z+h)—filxr+h) <e (mod. 1)
geniigt. Hieraus folgt fiir jede natiirliche Zahl y

538,

Satz 8 (Zweiter Konvergenzsatz in der Theorie der vergleichbaren Systeme):
Bezeichnet E eine Menge von Gitterpuhkten x, bilden die in jedem Punkte x von
E definierten Systeme S, (e=1,2,...) eine gleichmdssig mod. 1 konvergente Folge
mit dem in jedem Punkte von E definierten Grenzsystem S, und ist

(27) 8o 2 Sp+1 (e=1),

dann st

8,38 (e=1).
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Vorbemerkungen: 1. Wird in diesem Satz nicht nur

Sp 2 Spi1 (e=1),
sondern sogar
Sp & < Sp+1 le=1)
vorausgesetzt, dann ist
S, <38 e=1).

Denn nach dem vorigen Satz ist in diesem Fall

S, & 8 (o= 1).

2. Die Voraussetzung der Gleichmiissigkeit darf in Satz 8 nicht wegge-
lassen werden. Denn z. B. im Spezialfall, wo m==n==1 ist, £ die Menge der
ganzen Zahlen bezeichnet, und S, aus der Funktion f,(x) mit

Solx)=o0 fir 2=o¢

= - fir x>op¢

besteht, sind die Systeme S, wegen
Jerla) = fole—1)

gleich reich, aber das Grenzsystem S besteht hier aus der Funktion, die identisch

verschwindet, ist also drmer als jedes System S,.

Beweis: Es sei ¢ eine positive Zahl, z ein Gitterpunkt, y eine natiirliche
Zahl. Tst

Se==figs - r Suehy  8=(f1s .., o),

dann existiert wegen der gleichmiissigen Konvergenz eine, nur von ¢ und y ab-

hiingige ganze Zahl =y, derart, dass fiir alle Punkte £ von E

(28) — ;e < fld@) — for(#) < ée (mod. 1) (r=1,2,...,m)

ist. Wegen r=y und (27) ist
8,28,
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sodass bei geeignet gewihltem Gitterpunkt 7=z, 7,, ..., 7.) jeder Punkt = + h
von E mit
(20) Ih,tléfI' (u=1,2,...,m)

die Eigenschaft besitzt, dass z+7+hin E liegt, und
(30) — ;a <forlx+z+h) —filx+h < ; ¢ (mod. 1) (¥=1,2,...,n)

ist. Aus (28) mit £=x+ =+ h und (30) folgt
—e<filzt+r+h)—filz+h)<e (mod. 1) (v=1,2,...,n),

giiltig fiir jeden Gitterpunkt z-+h von E mit (29). Fiir jede natiirliche Zahl y
ist somit

8,3 8.

Satz 9 (Dritter Konvergenzsatz in der Theorie der vergleichbaren Systeme):
Bilden die Systeme S, (0=1, 2, ...) ezne mod. 1 konvergente Folge mit Grenzsystem
S, und existiert ein System (@,) mdt

, Se 3 () e=1),
dann st

S 2 (gs).

Beweis: Es sei ¢ eine positive Zahl, z ein Gitterpunkt. Ist

Se:(ﬁoa---,fne)> S=(.fl""’.ﬁl)1

8o gibt es nach Definition 1 eine natiirliche Zahl r, derart, dass fiir jedes Paar
h und v mit

(31) 1=v=n; |h]= é (u=1,2,...,m); folx+ h) definiert,
Sor(x + h) festgelegt ist und der Ungleichung
(32) —28 <fw(x+h)—-fw(x+h)<ée (mod. 1)-

geniigt. Wegen
S; 2 (¢v)
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ist bei geeignet gewiihltem Gitterpunkt z=/(z,, ..., 7n) fiir jedeé Paar k und » mit
(33) 1=v=m; |h]= IE (u=1,2,...,m); furlz+h) definiert,

auch @,(x + 7+ h)‘ festgelegt, und gilt

(34) —és<g)w(x+'z+h)—fw(x+h)<ée (mod. 1).

Jedes Paar h und v mit (31) besitzt somit die Eigenschaften (32), (33) und (34),
besitzt also insbesondere die Eigenschaft, dass ¢,(x + v+ k) definiert ist und der
Ungleichung

—e<g@xte+h) —filx+h) <e (mod. 1)
geniigt. Hiermit ist Satz 9 bewiesen.

Definition 2: Ich setze

(35) d."rf(x) :f(xla e x(t—lv x!t+ I, Lp+1y -« oy .’L'm) _f(xh NS xm))

Sfalls die zwei Glieder rechts definiert sind (sage ich, dass A.f(x) definiert ist, so
meine ich also, dass die zwei in der rechien Seite von (35) aufiretenden Glieder
Sestgelegt sind, wnd dass (35) gilt). Ist k=(k,, ks, ..., km) ein System von ganzen
Zahlen k, = o0, so setze ich

: b
PR N T Y —hm(kl)(’“)(’“’") Pty Tt ),
B0 b0 Tyt hif\hy hm
wenn jedes Glied der rechien Serte defintert ist. Dann ist
AL [ o) = 4 f (=),
wenn berde Seiten. defintert sind.
Satz 10: Es sec m ganz =1, z ganz 0.

Beha.uptungen': 1. Ist
(36) (a, a) 3(r, 1),
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dann st

37) ; (@, dua, a) 3(r, dur, 1)}
2. Ist

(38) . | (@, a)& 30, 1),

dann st

(s9) (@, dua, @) 30, dur, 7).

3. Es dst moglich, dass (4.a, a;) und (4,7, r,) gleich reich sind, und doch
(@, a) und (r, r.) nicht vergleschbar sind. '

Beweis: 1. Es gelte (36). Es bezeichne & eine beliebige positive Zahl, x
irgend einen Gitterpunkt. Dann existiert ein Gitterpunkt T =(z,, ..., Tn) mit
den folgenden zwei Eigenschaften:

Fiir jeden Gitterpunkt g =1(g,, ..., gn) mit

(40) lgul = 58 +1 (u=1,2,...,m); alx+g) definiert,

ist auch r(x + v + g) festgelegt, und gilt die Ungleichung

—és'< 7'(x+fr+g)—a(x+g)<éa (mod. 1).
Fiir jedes -Paar ¢ und { mit

(41) 1=(=¢; |gﬂléi+1 (w=r1,2,...,m); a/lr+g) definiert,

ist auch r(xr + 7+ g) festgelegt, und gilt die Ungleichung
—e<rfr+o+g)—alr+g)<e (mod 1)

(in dieser zweiten Eigenschaft ist 1 <{ =2z, sodass diese Rigenschaft, falls z=o0
ist, nicht auftritt).

! (a, a;) bezeichnet natiirlich das System (¢, @,,...,az), und (@, dua, ac) das System
(@, dia, ..., 4 a,4a,,...,a,). Ist 2=0, so werden einfach die Systeme (@) und (a, 4,4, ..., 4,a)
gemeint,

37—3298. Acta mathematica. 59. Imprimé le 10 mai 1932.
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Ich betrachte jetzt irgend einen Gitterpunkt h=(h,, ks, ..., hy) mit

IRl =

I
&
und ich setze

h(m=(hls LRI ] h.ll—l) h,‘l-+ I’h,u'*'la Teey hﬂl) ([‘21727 . ')m)'

Fir jedes { ({=1,2,...,2) mit der REigenschaft, dass a.(r+ k) festgelegt
ist, gilt (41) mit g=~h, sodass dann auch 7@+ v+ h) definiert ist, und die Un-
gleichung '

(42) —e<rlztrth)—afe+h)<e (mod. 1)

gilt. , )

Fiir jedes 4 (u=1,2,...,m) mit der Eigenschaft, dass 4.a(x + k) definiert
ist, sind nach Definition 2 auch a(xz + k) und alx + h®) festgelegt, sodass dann
(40) mit g=h und auch mit g=h® gilt. Fiir jedes dieser u ist somit

(43) —§€<9‘(w+r+h)—a(w+h)<ée (mod. 1)
und

— ;e <r(@z+7+hY) —a(r+r¥) < ;e (mod. 1),

(44) —e<durl@+v+h)— Aalx+h) <& (mod. 1)

Aus (43), (44) und (42) folgt (37).

2. In der zweiten Behauptung diirfen die Systeme (a, a.) und (r, 7)) unter-
einander vertauscht werden, sodass die zweite Behauptung unmittelbar aus der
ersten folgt.

3. Ich betrachte den Spezialfall mit

m=1, z =0, a(l‘)=0, 7‘((3):;'
Die Systeme (#a) und (4r) bestehen beide aus einer identisch verschwindenden

Funktion, sind also gleich reich, aber die Systeme (a) und (+) sind nicht ver-
gleichbar. '
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Satz 11: FEs bezeichne E eine endliche Menge von Zahlensystemen x=(x,, . . ., %)
mit x, ganz =ZoO. :

Behauptungen: 1. Ist
(a”) < (7"'))

s0 besitzen die zwei Systeme (A*a,) und (A*r,), wo v die Reihe 1,2, ..., n und wo
x die Menge E durchlduft, die Eigenschaft

(a4a,) 3 (g*1).

(Ist N die Anzahl der Elemente von E, so besteht (4*a,) aus n N Funktionen.)
2. Ist
(@) & 3(r),

s0 st

(d*a.) & 3 (L*1s).

Beweis: Man beweist diesen Satz durch wiederholte Anwendung des vo-
rigen Satzes.

Satz 12: FEs seien I, m und z ganze Zahlen mit z=0, m=1=1, und es
ser die Funktion

alx)=alx,, ..., ),
Jalls sie in irgend einem Gutterpunkt x = (xz,, ..., xm) festgelegt ist, in allen Gitter-
punkten &= (%, ..., Im) mit
(43) fBizx (A=1,...,10); Fu=xp (p=l+1,...,m)
definzert. Ist dann
(46) (4,8, &) 2,7, 7)),
so st ber geeignet gewdhltem (von x,, ..., 21 unabhdngigem) g(xi+1, . .., Tm)
(47) (a9, a) 20, 7

(¢st I=m, so ist g eine geeignet gewdhlte Konstante).

' (4;a, ag) bezeichnet natiirlich das System (4,a, ..., 4;a,a,,...,0,). Ist z=o0, s0 wird
das System (4,a, ..., 4,a) gemeint.
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Beweis von Satz 12.

Erster Schritt: Es bezeichne E die Menge der Gitterpunkte z, wo a(x)
definiert ist. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass
F nicht leer ist. '

Beweis: Falls E leer ist, so gilt, wie ich zeigen werde, die Behauptung
von Satz 12 mit g(xit1, ..., zm) = 0.

Ist 2=0, so bezeichnet die linke Seite von (47) mit g—o das System (a),
das aus der Funktion a(x) besteht, die in keinem einzigen Gitterpunkt x defi-
niert ist. Nach der Definition von zwei vergleichbaren Systemen gilt dann (47),
wie auch die Funktion r(x) gewihlt wird.

Ist z=1, so folgt aus (46) fiir die zwei Teilsysteme (a;) und (r) die Be-

ziechung

(@) 207),
sodass man jedeﬁ positiven ¢ und jedem Gitterpunkt x = (z,, «, ..., m) einen
Gitterpunkt v = (z,, 75, ..., Tm) mit den folgenden zwei Eigenschaften zuordnen

kann: Fir jeden Gitterpunkt h = (hy, by, . . ., hm) mit

(48) [ A = (w=1,2,...,m)

[ ]

und fiir jedes { ((=1,2,...,2) mit der Eigenschaft, dass a (x + h) definiert ist,
Jist auch r.(x + 7+ h) festgelegt und gilt die Ungleichung

(49) —e<rfct+rth)—alz+h) <e (mod. 1).

Fiir jeden Gitterpunkt k mit (48), der die Eigenschaft besitst, dass a(z +h) de-
finiert ist, ist auch 7(x + ¢ + h) festgelegt und gilt die Ungleichung

(50) —e<rlr+t+h)—alx+h) <e (mod. 1);

denn da F leer ist, kommen solche Gitterpunkte A nicht vor.

Aus (49) und (50) folgt (47) mit g=o.

Zweiter Schritt: Gehort ein Punkt z zu E, so gehort nach der Voraus-
setzung jeder Gitterpunkt & mit (45) zu E, sodass in jedem Punkt z von E
auch die ! Zahlen A,a(x) (A=1,2,...,1) definiert sind. _

Dritter Schritt: Es ist moglich in jedem Punkt x von E eine Funktion
G(x)= G(x,, x5, . . ., Tm) 80 zu bestimmen, dass jedem positiven ¢ ein Gitterpunkt
v=/(z,, T, . . ., Tm) mit den folgenden zwei Eigenschaften zugeordnet werden kann:
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1. Fir jeden Gitterpunkt x mit

(51) |z, | = (u=1,2,...,m)

!
&
und fiir jedes { ({=1,2,...,2) mit der Eigenschaft, dass a.(r) definiert ist, ist
7.z + x) festgelegt und gilt die Ungleichung

(52) —e<rfr+a) —afr)<e (mod 1)

(Diese Eigenschaft tritt nicht auf, wenn z=o0 ist.)
2. Fiir jeden Punkt £ von E mit (51) sind

r(t+2) und A,r(r+ x) A=1,2,...,0)
festgelegt, und gelten die Ungleichungen
(53) —e<r(v+z)—al@®)— Glx)<e (mod. 1)
(54) —e<dp(r+x)— Aalx)<e (mod 1) (A==1,2,...,1.

Beweis: Nach der Definition von zwei vergleichbaren Systemen, ange-
wendet mit (4,4, a) und (4,7, r) statt (a,) und (r,), mit dem Koordinatenursprung
statt x, mit x statt & und mit J statt ¢, kann man wegen (46) jeder positiven
Zabl J einen Gitterpunkt v=(z, 7,, ..., Tn) zuordnen mit folgenden Eigenschaften:

1*. Fiir jeden Gitterpunkt x mit

(55) |xM|§-; (e==1,2,...,m)

und fiir jedes { ({=1,2,...,2) mit der Bigenschaft, dass a.(x) definiert ist, ist
7 (v + x) festgelegt, und gilt die Ungleichung

(56) —d<r(t+z)—alr)<d (mod. 1)

2*. Fiir jeden Punkt x von E mit (535) ist #,r(z+2) (A=1,2,...,]) fest-
gelegt, und gelten die Ungleichungen

(57) ' =< Arlr+a)—Salx)<d (mod.1) (A=1,2,...,1).

Nach Definition 2 ist dann auch fiir jeden Punkt xz von F mit (55) die
Zahl r(7 + ) festgelegt. Ich setze

(58) r(t + x) — alx) = F(x, 0),
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sodass F(x, d) fiir jedes positive d und fiir jeden Punkt x von E mit (55) de
finiert ist.

Es mogen o, x”, 2", ... die Gitterpunkte von E, in irgend einer Folge
aufgeschrieben, bezeichnen. Strebt d nach Null, so bilden die Zahlen F(x’, d)
eine Menge mit wenigstens einem Hiufungspunkt mod. 1. Ich wihle einen
dieser Hiufungspunkte mod. 1 aus, und nenne denselben G(x'). Strebt d nach
Null, so bilden die Punkte (F(x’, d), F(z”, d)) eine zweidimensionale Menge mit
wenigstens einem Hiufungspunkt mod. 1, dessen erste Koordinate G(z') ist. Ich
wiihle einen dieser Hiufungspunkte mod. 1 aus, und nenne denselben (G (z'), G(z")),
u.s. w. Auf diese Art definiere ich fiir jeden Punkt x von E die Zahl G(z),
derart, dass fiir jede natiirliche Zahl s der Punkt (G(z'), G(x), ..., G(z¥))
Hiufungspunkt mod. 1 der Menge der Punkte (F(x',d), F(z”,9), .. (x(s) d)
ist, wo 0 nach Null strebt. Ich werde zeigen, dass diese Funktion G( ) die ver-
langte Higenschaft besitzt.

Zunidchst -wihle ich die von ¢ abhingige natiirliche Zahl s so gross, dass
alle Punkte z von E mit (51) im System 2, 2, ..., %) vorkommen. Dann wiihle
ich (und nach dem Obigen ist das moglich) die positive Zahl d <& so, dass

(59) | —e< G — F(x, d) <e (mod. 1) (o=1,2,...,9)

ist und ich ordne diesem ¢ den Punkt z mit den Eigenschaften 1*. und 2*. zu.
Wegen d=<¢ folgt 1. aus 1*; 2. aus 2%, (58) und (59).

Vierter Schritt: Bezeichnen z=(x;, s, ..., xn) und X=(X,, X,, ..., Xn)
zwei Punkte von F mit

(60) Xivri =241, Xiva =142, ..., X =2,
dann besitzt die im dritten Schritt definierte Funktion G die Eigenschaft
G(X)= G(x) (mod. 1).

Beweis: Ist §=(&,&,, ..., &) ein Punkt von E, so liegen mach der
Voraussetzung die [ Punkte ‘ ‘

g(l)=(§1, ) §l—1, §l+ I, §l+17 e gm) (}': L2 7l)

auch in £. Wihlen wir ¢ positiv und <1, und ist § ein Punkt von F mit
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i 1
(61) ' Igﬂlé_é‘——l ([L—:I,Z,...,m),

so gelten bei geeignetem z die Ungleichungen (53) und (54) mit =& und mit
z=£E% also

(62) —e<r(t+& —alf)— GE) <e (mod. 1)
(63) —e<r(t+EW) —a(fW) — GEM) < ¢ (mod.1) (A=1,2,...,0)
(64) —e< drit+§ —Jaf) <e (mod.r) A=1,2,...,0.

Aus (62) und (63) folgt
—2e < Ayr(t+8--J,af) —4,GE <26 (mod. 1) (A=1,2,...,10,

somit wegen (64)

—3e<4,G() <3¢ (mod. 1) Ah=1,2,...,1.

Diese Ungleichung gilt fiir jedes positive e<<1, und fiir jeden Punkt § von £
mit (61), sodass die ! Zahlen .7, G(£) fiir jeden Punkt £ von E ganz sind. Wegen
(60) ist G(X)— G(z) die algebraische Summe von Gliedern der Gestalt 4, G(£),
wo & in E liegt. Jedes dieser Glieder ist ganz, sodass auch G(X)— G(x) gleich
einer ganzen Zahl ist.

Finfter Schritt: Ich definiere die Funktion g(xit1, ..., xn) folgender-
massen: ist es moglich in F einen Punkt X =(X,, X,, ..., X») mit (60) zu
finden, so setze ich

9 @1, ..., 2m) = G(X),

und sonst
9@, ..., xm) = 0.
Diese Funktion g(xii1, ..., Zm) besitzt die in Satz 12 verlangte Eigenschaft.
Beweis: Es sei y>o0, 2’ =(2y, ..., 2'n) ein Gitterpunkt. Ich wiihle eine
positive Zahl ¢ mit
:glxl.ul-*_;j (.";'21527--'17”')7

sodass ¢ <y ist. Wende ich das Resultat des dritten Schrittes mit z=2"+ h an,
so finde ich, dass es mdglich ist einen Gitterpunkt ¢ zu bestimmen mit den fol-
genden zwei Bigenschaften:
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1. Fiir jeden Gitterpunkt b mit

(65) Ih'(’-lé (#2172177"’)

!
. /4
und fiir jedes { ({=1,2,...,2) mit der Eigenschaft, dass ac(x' + 1) definiert ist,
ist r (2’ + v+ h) festgelegt, und gilt die Ungleichung
—y<rfd’+z+h)—ald+h) <y (mod 1)
2. Fir jeden Gitterpunkt h mit (65), der die Eigenschaft besitzt, dass
a(x’ + h) definiert ist, ist auch r(z’ + v+ h) festgelegt, und gilt die Ungleichung
—y<rl@+z+h) —alx'+h)— G +h <y (mod. 1),
also nach dem vierten Schritt

—y<r@+rt+h—al@ +h)—g@isi+ s, ..., 2w+ k) <y (mod 1)

Hiermit ist (47) bewiesen.

§ 7. Vergleichbure rhythmische Systeme.

Satz 1': Armere Systeme als rhythmische gibt es nicht. Genauer gesagt:
ist (a,) fiir jeden Gitterpunkt x definiert, ist (r,) rhythmisch, und ist

(1) () 2 (r),

so ist

(ay) & 2 ().

Beweis: Ich wihle irgend eine positive Zahl ¢ und einen beliebigen Gitter-
punkt 2. Da (r,) rhythmisch ist, existiert eine Linge L = L(és, x, r-,), derart,
dass jeder m-dimensionale, den Koordinatenachsen paraliel orientierte Kubus mit

Kante L wenigstens einen zu ; ¢ und x gehorigen Verschiebungspunkt von (1)
enthilt,

Da (a,) in jedem Gitterpunkt = definiert ist, existiert wegen (1) ein Gitter-
punkt ¢’ = (<, ..., ¢'), der fiir jeden Gitterpunkt = (I, ..., ln) mit

! Ich habe die Siétze I und 2 von § 7 schon in Satz 4 von § 5 zusammengefasst.



Diophantische Ungleichungen. II. Rhythmische Systeme. A und B. 297

(2) =+ L w=1,2,...,m)
e 2
den Ungleichungen
(3) —é€<n(x+z'+l)—a.,(:c+l)<—;e (mod.1) (v=1,2,...,7)

geniigt. Nach dem Obigen enthilt der m-dimensionale, den Koordinatenachsen
parallel orientierte Kubus mit Kante L und mit Mittelpunkt z° wenigstens einen

zu ;s und x gehorigen Verschiebungspunkt ¢* von (). Dann ist
(4) |T*4L~T',4|§;L (u=1,2,...,m
und es gelten die Ungleichungen
(s) —ée <+t +h)—rlc+h)< %e (mod.1) (v=r1,2,...,7)
fiir jeden Gitterpunkt 2 mit
|hy|§j w=1,2,...,m),
algo a fortiori fiir jeden Gitterpunkt i mit
(6) Ih,‘|§; (u=1,2,...,m).

Setzt man

£ ’
t=1"— 17, =+ h,

so gelten fiir jeden Gitterpunkt k mit (6) wegen (4) die Ungleichungen (2), also
auch die Ungleichungen (3), die hier die Gestalt

(7) —;e<7~,(x+1*+h)—a,(x+'z+h)<;e (mod. 1) (w==1,2,...,7)

annehmen. Aus (5) und (7) folgt
—e<afr+r+h—rfct+h)<e (mod.1) (r=1,2,...,n),

giiltig fiir jeden Gitterpunkt h mit (6). Hiermit ist bewiesen
© 38—3298. Acta mathematica. 869. Imprimé le 10 mai 1932,
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() 2 (a),
sodass nun die Behauptung unmittelbar aus (1) folgt.

Satz 2': Ist (a,) in jedem Gitterpunkt x definiert, bezeichnet (r,) ein rhyth-
misches System, und ist
(@) 3 (1),

dann sind (a,) und (r,) gleich reich, und dann ist auch (a,) rhythmisch.

Vorbemerkung: Ich werde sogar beweisen: gelten die Voraussetzungen des
obigen Satzes, so kann man jedem positiven ¢ eine nur von & und (), also nicht
von (a,), abhiingige Liinge L zuordnen, derart, dass jeder m-dimensionale, den Ko-
ordinatenachsen parallel orientierte Kubus mit Kante L fiir jeden Gitterpunkt x
wenigstens einen zu ¢ und z gehdrigen Verschiebungspunkt 7 von (a,) enthiilt.

Beweis: Dass () und () gleich reich sind, folgt unmittelbar aus dem
vorigen Satz.

Da (r,) rhythmisch ist, kann man jedem positiven ¢ eine, nur von ¢ und
vom System (r,) abhingige Linge L zuordnen mit folgender Bigenschaft: jeder
m-dimensionale, den Koordinatenachsen parallel orientierte Kubus mit Kante

L — 1 enthiilt fir jeden Gitterpunkt z* wenigstens einen zu ée und z* gehorigen

Verschiebungspunkt 7* von (r,). Ich werde zeigen, dass diese Linge L die in
der Vorbemerkung verlangte Bigenschaft besitzt.

Um das zu beweisen, wiihle ich zwei beliebige Gitterpunkte z=/(z,, ..., Zn)
und b=(b;,...,bn). Da die Systeme (a,) und (r,) gleich reich sind, und in jedem
Gitterpunkt des m-dimensionalen Raumes festgelegt sind, existieren zwei Gitter-
punkte 7 = (y,...,7n) und ¢’ =", ..., 7'w), derart, dass fiir alle Gitter-
punkte h=(h,, ..., hy) mit

I
(8) Ihylé;: (u:1,2,...,7’n)
die Ungleichungen

(9) —;e<r.,(x+r'+h)—a.,(x+h)<;s (mod. 1) (v=1,2,...,n),

und fiir alle Gitterpunkte I=(l,, ..., ln) mit

! Vergl. die Fussnote bei Satz I.
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(10) IZ,L|§2+;(L—1) w=1,2,...,m)
die Ungleichungen
(11) —ée<r,(x+b+¢"+l)——a,(x+b+l)< ;e (mod. 1) w—=1,2,...,7)

gelten.
Nach dem Obigen enthiilt der m-dimensionale, den Koordinatenachsen pa-
rallel orientierte Kubus mit Kante L—1 und mit Mittelpunkt b+ z”"—7 wenig-

stens einen zu ée und z + ¢’ gehorigen Verschiebungspunkt z* = (z%, ..., 7¥p)
von (r,), sodass
(12) |T*H—b,¢—z"',¢+1"u|_—<_-;(L—l) (e=:1,2,...,m)

und fiir jeden Gitterpunkt kA mit (8)
(13) — ; e<rfct+i +et+h)—r e+ +h)< ;e (mod. 1) (v==1,2,...,7)

ist. Setzt man fiir r=1,2,...,n

To=rx+7 +7*+h) —afc++7*— " +h),
Us=rx+7 ++*+h) - rfx+7 +h),
Vi=r(x+7 +h)— alz+h),

so hat man
(14) a(z+e +t2*—o"+h) —afe+h)=—T,+U,+V, (v=1,2,...,n).
Setzt man ausserdem noch |

l=o*—b—1"+7 +h,

so gelten fiir jeden Gitterpunkt & mit (8) wegen (12) die Ungleichungen (10),
somit auch die Ungleichungen (11), die jetzt auf die Gestalt

(15) _;8<T‘v<§£ (mod. 1) v=1,2,...,n)
gebracht werden konnen. Wegen (13) und (9) ist

(16) —-§£< U,<—;s (mod. 1) und —§e< V, < ;e (med. 1) (p=1,2,...,n)
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Aus (14), (15) und (16) folgt fiir jeden Gitterpunkt h mit (8)
—e<afx+d+v*—7"+h) —afx+h)<e(mod. 1) p=1,2,...,n).

Der Gitterpunkt z=1"+ z* —1" ist also ein zu ¢ und x gehoriger Verschiebungs-

punkt von (a,), der wegen (12) den Ungleichungen
|¢#—b#|§§(L—-I) (u=1,2,...,m)

geniigt. Da b einen beliebigen Gitterpunkt im m-dimensionalen Raume bezeich-
net, enthélt jeder m-dimensionale, den XKoordinatenachsen parallel orientierte
Kubus mit Kante L wenigstens einen zu ¢ und x gehoérigen Verschiebungspunks

von (a,), womit der Satz bewiesen ist.

§ 8. Translationen.
Satz 1: Ist (t,) eine Translation von (f.), so hat das System
ay < filxr) < B, (mod. 1) r=1,2,...,n),

wo a, und B, Konstanten bezeichnen, wenigstens eben so viele ganzzahlige Losungen

wie
ay < folx) + t(x) < B, (mod. 1) v=1,2,...,7).
Beweis: Nach Definition 2 von § 5 ist
(1) (i +1) 21,

sodass unserer Satz unmittelbar aus Satz 3 von § 5 folgt.

Satz 2. Sind v,, ..., v, natirliche Zahlen =n, und ist (t,) eine Translation

von (fy), so ist (t,, ..., &) eme Translation von (f.,, ..., fo).
Beweis: Aus (1) folgt nach Satz 2 von § 6
(j;'x + t"n . "f’[+ t‘V[) <(f“’n . ')j;’[)'

Satz 3: Sind ¢, ..., ca Konstanten, so besitzen die Systeme (f,) und (f + ¢)
dieselben Translationen.
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Beweis: Nach Satz 1 von § 6 folgt von den zwei Beziehungen |
o+ 6)3(f) wd (fi+e+b)3(fi+e)

die eine aus der andern.

- Satz 4 (Additionstheorem): Ist (t,) eine Translation von (f.), so ist (t, t; + t5)
eine Translation von (f,, fi +/3)-

Beweis: Nach Satz 4 von § 6 folgt aus (1)
(fv + tv!.fl +.f:°. +t1 + t2) <(ﬂ7.f1 +.f2)

Satz 5: Ist ¢ eime ganzzahlige Konstante, und ist (t,) eine Translation von
(), so ist (tu, ct,) esne Tramslation von (f,, cf)).

Beweis: Die Vorbemerkung von Satz 5 in § 6 liefert das Resultat, dass
aus (1) folgt
(.f“’ + t% G.fl + ctl) < (ﬂ, c.fl)

Satz 6: Voraussetzungen. 1. Es ist (t,) eine Translation von (f,).
2. Die Funktion

g(x):g(xl’ cr xm)
hat in jedem Gittefpunkt z etnen ewndeulig definierten beschrinkten ganzeahligen
Wert. ,
3. dJedem positevenn ¢ und jedem Gutterpunkt x kann man ein posttives 4 zu-

ordnen mat der folgenden Eigenschaft: wird der Gitterpunkt v =z, ..., Tm) so ge-
wdhlt, dass aus

(2) [he| = é (w=1,2,...,m); filx+ h) definiert,

JSolgt

(3)  Solw+o+h) defivdert; —o<filxt+e+h)—file+h)—t(x+h)<d (mod. 1),
so st

gx+r+h)=glx+h)
JSiir jeden Gitterpunki h mit

| = (w=1,2,...,m).

O | =

Unter diesen Voraussetzungen ist (t,, t,g) eine Tramslation von (f,, f19).
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Vorbemerkung: Die Voraussetzungen 2 und 3 sind erfiillt, wenn g(x) gleich
einer ganzzahligen Konstanten ist, sodass Satz 5 ein Spezialfall des obigen Satzes ist.

Beweis: Ich zeige zunichst, dass die drei Voraussetzungen von Satz 5 in
§ 6 mit »,=f,, a,=f, + t, erfiillt sind.
1. Da () eine Translation von (f,) ist, ist

(s + ) 2(f).

2. Die zweite Voraussetzung von Satz 5 in § 6 ist identisch mit der zweiten
Voraussetzung des zu beweisenden Satzes. _
3. Ist filx+h)+ t,(x+h) definiert, so ist auch f,(x+ h) festgelegt, da
t(x + k) in jedem Gitterpunkt definiert ist. Die dritte Voraussetzung von Satz 5
in § 6 folgt also aus der dritten Voraussetzung des zu beweisenden Satzes.
' Satz 5 von § 6, angewendet mit »,=f,, a,=f, + ¢, besagt, dass

(.f;’ + t'h.flg + tlg) <(f"”.flg))

d. h. dass (¢, ¢,g) eine Translation von (f,, fig) ist.

Satz 7: Bezeichnet F eine endliche Menge von Zahlensystemen x = (x,, . . ., %xm)
mit %, ganz =0, und ist (t,) eine Translation eines Systems (f,), so ist (4*t,), wo v die
Reihe 1,2,...,n und wo x die Menge E durchliuft, eine Translation von (4 f,).

Beweis: Da () in jedem Gitterpunkt x definiert ist, ist auch («#*f,) in
jedem z festgelegt. Mit Riicksicht auf Satz 11 in § 6 folgt aus (f, + &) 2 (/)

(d*f, + 2*8,) ] (4*F,).

Satz 8: Ist (t) eine Translation von (f,), bezeichnen Fi(x) (A=1,2,...,1)
lineare Komposita von fi(x), ..., falx) met ganzzahligen Koeffizienten, und bezeich-
nen Tilx) A=1,2,...,]) die entsprechenden Komposita von t,(x), ..., ta(x), dann
ast (Ts) eine Translation von (I7).

Beweis: Man braucht nur die Sitze 4 und 5 wiederholt anzuwenden, und
Satz 2 in Betracht zu nehmen.

Satz 9: Bezeichnet E eine endliche Menge von Zahlensystemen x = (x,, . . ., Xm)
mit %, ganz = o, st (t,) eine Translation eines Systems (f,), sind Fi(x) (A=1, 2,...,1)
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lineare Komposita, mit ganzzahligen Koeffizienten, von A*f,(x), wo v die Rethe
1,2,...,n, und wo x die Menge E durchliuft, und sind schliesslich Ti(x) (A=
1,2,...,1) die entsprechenden Komposita von A*t,(x), dann ist (T3) eine Transla-
tion von (F}).

Beweis: Nach Satz 7 ist (#*f,) eine Translation von (.7:f,). Der vorige
Satz, mit #*f,(x) und #*t,(x) statt f,(x) und #,(x) angewendet, besagt dann, dass
(T3) eine Translation von (F}) ist.

Satz 10: Die Menge der Translationen eines Systems (f.) ist abgeschlossen
mod. 1; d. h. betrachtet man eine mod. 1 konvergente Folge von Translationen von
(f,) mit dem in jedem Gitterpunkt x definierten Grenzsystem (1), so ist auch dieses
Grenzsystem eine Translation von (f,).

Beweis: Man betrachte eine mod. 1 konvergente Folge von Translationen

(tigs Bags - - -y tng) (e=1,2,..)
des Systems (f,). Dann ist

(o + o) 3 () (e=1,2,...),

sodass nach dem dritten Konvergenzsatz in der Theorie der vergleichbaren Sy-
steme (Satz g in § 6)

(A+t)20H)

ist. Folglich ist (¢,) eine Translation von (f.).

Satz 11: Fiir jede Translation (t,) eines rhythmischen Systems (f,) ist

(4) (o +t)& 2(A).

Beweis: Nach der Definition der Translationen ist

(fo+ 1) 2 ().

Das System in der linken Seite ist in jedem Gitterpunkt z definiert, das System
in der rechten Seite ist rhythmisch. Nach Satz 1 von § 7 sind diese zwei Sy-
steme dann gleich reich.

Bemerkung: Bei einem beliebigen System (f,) braucht (4) nicht fiir jede
Translation (£,) von (f,) zu gelten. Denn es werde der Spezialfall mit m=—n=1,



304 - J. G. van der Corput.

filx)=o0 fiir z+#o0
(5)

[l

! fir z=o0
3

betrachtet. Die Translationen (f,) von (f,) besitzen dann entweder die Gestalt

t(xr)=0 (mod. 1},

oder
Jt,(a:)Eo (mod. 1) fiir 250
(6) l

=—=§ (mod. 1) fiir x=o0.

Fiir die letzte Translation ist
filz) + t,(x)=0 (mod. 1),

also (f; +¢,) drmer als (f,).

Aus diesem Beispiel geht ausserdem noch hervor, dass die Menge der
Translationen eines Systems kein Modul zu sein braucht. Denn das durch (5)
definierte System (f;) besitzt zwar die in (6) genannten Translationen, aber nicht

die Translation

Satz 12: Ist 2z ganz =o, und besitzt das aus den m + z Funktionen
dlf(m)7 AR} d"‘f(x))f‘l(w)a . 7.ﬂ(x)

bestehende System (4,.f, f;) eine Translation (T., t), dann existiert eine fiir jeden
Gutterpunkt x des m-dimensionalen Rawmes definierte Funktion T(x) mit

4, T(x)= T.(x) (mod.. 1) (e=1,2,...,m).

Beweis: Erster Schritt. Ist m=2, und bezeichnen u und ¢ zwei ver-
schiedene natiirliche Zahlen =<m, dann ist fir jeden Gitterpunkt z

(7) Ay To(x) = 4,Tu(x) (mod. 1).

Beweis. Die zwei Funktionen T,.(x) und 7.(x) bilden eine Translation
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(Tw, To) von (duf, 45f). Aus Satz 9 folgt dann, dass A, Tu(x) — 4, Ts(x) eine

Translation von
do(duf (@) — 445 f(x)) =0

ist, sodass (7) gilt.

Zweiter Schritt. Schluss des Beweises. Ich setze

2—1 29—1
T (%) == Z T8, %y ..., ;) + Z, To(1,8, 24, ..., Zm)
=1 =1
25—1 Tg—1

—1—21’3(1,x,§,x4,...,xm)+---+2,Tm(1,...,1,§).
&=1 §=1

Dann ist
sodass Satz 12 fiir den Spezialfall mit m==1 schon bewiesen ist. Ist m=2,
dann ist

r—1

42T(x)= 242T1(§) x27 . .,xm) + T2(Ii le . '7xm)
=1 :

a,—1

= 241T2(§’ Ly - - ';xm) + TZ(I’xE’ v 'axm) (mod I) (Wegen (7))

= T ();
9.'1_—1 z—1
A4, T(x) = 243T1(§, Zoy ..o, Zm) + 243T2(1, E g, ... xm) + Tolt, 1,25, ..., Tm)
E=1 =1
2—1 X—1 .
=24, T, x,,...,m) + 2421'3(1, E Xy, ..., xm) + To(1, 1, 2, .. ., Tm)
=1 E=1

(mod. 1) (wegen (7))

= {Ty(x) — To(1, q, . .., 2m)} + {To(1, 22, ..., 2m) — To(1, 1,25, ..., Zu)}
+ To(r, 1,25, ..., Tn)

= Ty(x);

u. 8. w.; schliesslich
39—3298. Acta mathematica. 59. Imprimé le 18 juin 1932,
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z—1 Ly 11
AnT(@) = D A Ty (E 2y, . &m) + o+ Dy Ta(1, .., 1, &, %)
§=1 : =1
+ Twlt, ..oy 1, Zm)
2,—1 Tp—1—1

Ezlem(g,xQ,...,xm) +'+ de—le(I, ey I’, g,xm)
£=1

=1
+ Tu(r, ..., 1, zm) (mod. 1) (wegen (7))
= {Tm(x)'—Tm(Iy%: 1xm)} + o+ (1, .., 1, xm—1:$7n)

— T, .., 1, 2w} + Twl(i, ..., 1, Zn)
=Tm($),

womit Satz 12 bewiesen ist.

Kine fiur die Theorie der Diophantischen Ungleichungen wichtige Aufgabe
ist, fiir ein gegebenes Funktionensystem (F)) alle Translationen, oder alle Transla-
tionen mit gegebenen Nebenbedingungen zu bestimmen, z. B. alle Translationen
(T;) mit der Eigenschaft

wo 1 eine gegebene natiirliche Zahl =1[ bezeichnet. Dazu braucht man nicht
das System (F) selbst zu untersuchen, aber geniigt es (und das ist oft bequemer)
ein beliebiges System (f,) zu betrachten, wenn nur (F;) ein Teilsystem von (f,)
ist, und jede nicht im System (F;) vorkommende Funktion f,(x) in allen Gitter-
punkten x des m-dimensionalen Raumes definiert ist. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit kann man die natiirlichen Zahlen vi=A(A=1,2,...,1) wihlen, so dass

(8) Fi(x) = fi(x) ' A=1,2,...,0)

ist. Nach Satz 2 besitzt jede Translation (£) von (f,) die Eigenschaft, dass (T3)

eine Translation von (F}) ist, wenn nur
(9) Ti(2) = ta(@) A=1,2,...,7)

gesetzt wird. Aber umgekehrt kann man, wie ich in Satz 13 zeigen werde,
jeder Translation (73) von (F};) mindestens eine Translation (£) von (f,) mit (o)

zuordnen. Sind also alle Translationen von (f,) (eventuell mit Nebenbedingungen)
bekannt, so kennt man auch alle Translationen von (F}) (bezw. mit den ent-
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sprechenden Nebenbedingungen). Sind dagegen alle Translationen von (F;) ge-
geben, so brauchen natiirlich noch nicht alle Translationen von (f,) bekannt
zu sein.

Satz 13: Gt (8), und ist jede nicht ¢m System (F.) vorkommende Funktion
fo(x) in allen Gitterpunkten xz des m-dimensionalen Raumes definiert, so kann man
geder Translation (T3) von (F)) eine Translation (t,) von (f,) mit (9) cuordnen.

Beweis: Ist n=1, dann bezeichnen (F;) und (f,) dieselben Systeme, und ist
somit die Behauptung klar. Ich darf also

(10) n—Il=1

voraussetzen.

Ist n—Il=2, so darf ich annehmen, dass der zu beweisende Satz bereits
bewiesen ist, wenn #—1 durch eine kleinere natiirliche Zahl ersetzt wird. Der
zu beweisende Satz, mit » —I— 1 statt » — [ angewendet, liefert dann eine Transla-
tion (¢, ..., tam1) von (fi, ..., fu—) mit

(11) Ti(x) = ta(x) (A=1,2,...,0)

und mit Riicksicht hierauf liefert derselbe Satz, mit 1 statt »—1 angewendet,
eine Translation (£) von (f,); diese Translation besitzt Eigenschaft (11), sodass
Satz 13 dann bewiesen ist. Folglich kénnen wir ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit # —[{=1 annehmen.

Kommt fu(x) im System (Fi(x)) vor, dann ist (f;) ein Teilsystem von (F),
sodass dann die Behauptung unmittelbar aus Satz 2 folgt. Wir diirfen also
annehmen, dass fn(z) nicht im System (F}) vorkommt; nach der Voraussetzung
ist dann f,(x) in jedem Gitterpunkt = des m-dimensionalen Raumes definiert.

Ich definiere (), ty(x), ..., fi(x) durch (11), sodass nach der Vorausset-
zung (f1) eine Translation von (fi) ist. Folglich kann man jedem positiven ¢
einen Gitterpunkt z= (7, ..., v») zuordnen, derart, dass fiir jedes Paar A und
H=(H,, ..., Hy) mit

(12) 1A=, |H =5 (w=1,2,...,m), fi(H) definiert,

Qo =

auch fi(v + H) festgelegt ist, und die Ungleichung

(13) — 3 < file+ H)— fi(H) — t(H) < § (mod. 1)
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gilt. Ich setze
(14) | Sale+ H) — folH) = u(H, 9);

‘da fu(x) in jedem Gitterpunkt z des m-dimensionalen Raumes definiert ist, ist
u(H, 9) fiir jedes positive ¢ und jeden im m-dimensionalen Raum liegenden Gitter-

punkt H mit | H,| éé festgelegt.

Ich betrachte jetzt eine Folge .7 von positiven, nach Null strebenden Zahlen d,
und ausserdem die Folge H', H” ) H"', ... aller im m-dimensionalen Raum lie-
genden Gitterpunkte. Die Folge wu(H', d), wo d die Folge 4 durchliuft, und
H' einen festen Gitterpunkt bezeichnet, besitzt wenigstens einen Hiufungs-
punkt »" mod. 1; diesen Hiufungspunkt mod. 1 nenne ich #,(H’). Die Folge
(w(H', d), u(H", d)) (6 durchliuft wiederum .7), besitzt wenigstens einen Haufungs-
punkt (p’, p’) mod. 1; diesen Hiufungspunkt mod. 1 nenne ich (t,(H'), t(H")),
u.s. w. Fir jede beliebig, aber fest gewiihlte natiirliche Zahl 2 besitzt dann
die Folge

(15) (w(H', 9), w(H", d), ..., w(HE, 9))

(0 durchliuft .#) wenigstens einen Hiufungspunkt (p’,p”, ..., p%) mod. 1, und
die Koordinaten dieses Hiaufungspunktes mod. 1 werden mit

(16) t,(HW) C=1,2,...,2)

bezeichnet. Auf diese Art und Weise ist ¢,(H) fiir jeden Gitterpunkt H des
m-dimensionalen Raumes definiert. Ich werde zeigen, dass das System (f,) die
verlangte BEigenschaft besitzt. Um das zu beweisen, fithre ich eine beliebige
positive Zahl ¢ und einen beliebigen, im m-dimensionalen Raum liegenden Gitter-
punkt « =(x;, ..., xm) ein. Ich wihle die natiirliche Zahl z so gross, dass alle
Gitterpunkte H = (H,, H,, . .., Hy,) mit

I
(17) |Hﬂ_—xﬂf|§g (”21)27"'am')

im System (H', H” ..., H¥) vorkommen. Die in (15) erwiihnte Folge besitzt
einen Hiufungspunkt mod. 1 mit den in (16) genannten Koordinaten. Folglich
liegt in 4 ein ¢ mit

(18)

I I
Sglxﬂl-l_; ([’L:I’Za-“vm))
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und

(19) ~e<u(H® ) — to,(HY) < & (mod. 1) (=1,2,...,2).
Ich betrachte jetzt einen beliebigen Gitterpunkt h= (h;, hy, ..., hy) mit

(20) |h[u|§'i (w=1,2,...,m),

und ich setze

(21) H=ux+ h.

Aus (21) und (20) folgt (17); da alle Gitterpunkte H mit (17) im System
(H', H”, ..., H%) vorkommen, liefert (19) insbesondere

(22) —e<ulx+hd) —tlr+h <e (mod. 1)

Im Obigen ist der Zahl ¢ ein Gitterpunkt ¢ mit den Eigenschaften (13)
und (14) zugeordnet. Wegen (14) verwandelt (22) sich in

(23) —e<fulxtz+h) —file+h) —tlr+h) <e (mod. 1)

Fiir jedes Paar A und h=(h, h,, . .., hn) mit

1A=, | = (u=1,2,...,m),  filze+h) definiert,

I
[

gilt (12) wegen (21), (20) und (18); folglich ist dann fi(x + =+ h) festgelegt, und

zwar mib
(24) —e<filxet+r+h)—filz+h) —tilz+h) <e (mod. 1)

Aus (24), (23) und =1+ 1 folgt, dass (f,) eine Translation von (f) ist,
womit Satz 13 vollstindig bewiesen ist.

§ 9. Konstante Translationen,

Definition 1: Ich nenne eine Translation (w.) konstant, wenn jede der Zahlen
Uiy Ug, - . ., U konstant, d. h. unabhdngig von x ust.

Satz 1: Ist (1) eine beliebige, (w.) eine konstante Translation eines Systems
(f3), so st auch (t, + u,) eine Translation von (f,).
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Beweis: Da () und (u,) Translationen von (f.) sind, ist nach der Defini-
tion einer Translation (Definition 2 von § 5 auf S. 276)

(1) (v +8)3(f)
und
(2) (fv + u'v) < (f’*)

Mit Riicksicht auf Satz 1 von § 6 (S. 280) folgt aus (1)

(fo + to 4 w) 3(fs + w),

sodass wegen. (2)
(3) ' (fe + b+ w) 3(f3)

ist. Die Systeme () und (), also auch (¢ + u,) sind in jedem Gitterpunkt x
definiert, sodass (f, + u.) wegen (3) eine Translation von (f,) ist.

Satz 2: Die konstanten Translationen eines Systems bilden einen abgeschlos-
senen periodischen Modul.

Beweis: Ist (u,) ein Hiufungspunkt der Menge M der konstanten Transla-
tionen eines Systems (f,), dann ist (u,) nach Satz 10 des vorigen Paragraphen
eine Translation, also eine konstante Translation von (f,). Folglich ist M ab-
geschlossen.

Dass M die Periode 1 besitzt, folgt unmittelbar aus der Definition einer
Translation (Definition 2 von § 5 auf S. 276).

Enthiilt die Meﬁge M zwei Systeme (£,) und (), so enthilt sie nach dem
vorigen Satz auch das System (f, + u,). Nach Hilfssatz 3 von § 2 (8. 238) ist
M dann ein Modul, womit der zu beweisende Satz bewiesen ist.

Satz 3: Fir jede konstante Translation (u,) eines Systems (f) est

(4) (o + w) & 3(f).

Beweis: Aus der Definition einer Translation (Definition 2 von § 5 auf
8. 276) folgt

(5) - | o + w) 2(f).
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Da nach dem vorigen Satz auch (—u,) eine Translation von (f,) ist, ist auch

(fs —w) 3(£),

also nach Satz 1 von § 6 (8. 280)

(6) (/) 3 (o + ws).
Aus (6) und (5) folgt (4).
Satz 4: Bezeichnet s eine natiirliche Zahl, und ist (u,) eine konstante Transla-

tion von (f.(x)), dann ist (su., 0.) eine Translation von (ﬁ(x), x_:)

Vorbemerkung: Man darf nicht behaupten, dass unter den Voraussetzungen
dieses Satzes (uy, 0,) eine Translation von (fv(oc), x?”) ist. Denn man betrachte

den Spezialfall mit

I
m=n=i, §=2, f‘l(x)zgxh

N . 1 I ) I I
zwar ist , eine Translation von S % aber (5, o) nicht von (;xl, R xl).

Beweis: Erster Schritt. Da (u,) eine Translation von (f,) ist, ist

(fo + w) 2 (1),
sodass man jedem positiven ¢ und jedem Gitterpunkt x einen Gitterpunkt ¢ zu-
ordnen kann, derart dass fiir jedes Paar v und h=(hy, hs, .. ., hy) mit

(7) 1=v=n, |k|=- (u=1,2,...,m); filx+h) definiert,

auch f,(x + v + &) definiert ist, und die Ungleichung

—e<filzgt+tz+h) —filr+h)—u <& (mod. 1)
gilt.
Ich wihle nun einen festen Gitterpunkt z. Es sei G, (qr— 1,2,...) die
Menge der Gitterpunkte o= (g,, 6, .. ., 6») mit der Eigenschaft, dass jedem posi-

tiven ¢ mindestens ein Gitterpunkt ¢ mit

(8) . T, =0, (mod. s) (w=1,2,...,m)
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entspricht, derart dass fiir jedes Paar v und h=/(h, hy, ..., hy) mit (7) auch
Sol@+ 7+ h) definiert ist, und die Ungleichung '

—e<filetz+h)—file+h) —qu <& (mod. 1)

gilt. Nach dem Obigen ist G, nicht leer.

Zweiter Schritt. Enthilt G, einen Punkt ¢, und enthilt G, einen Punkt
o', dann enthiilt G¢iy den Punkt o + 0. .

Beweis. Da ¢ in G, liegt, existiert ein Gitterpunkt 7z mit (8) derart, dass
fir jedes Paar » und h=(h, hy, ..., hy) mit (7) auch f,(x + =+ h) definiert ist,
und die Ungleichung

() —le<fletrh)—filz+h)—qu<le (mod. 1)

gilt. Da ¢ in Gy liegt, existiert ein Gitterpunkt 7’ mit

(10) Tu=7, (mod.s) (w=r1,2,...,m),
derart dass fiir jedes Paar v und h'=(h';, b'y, ..., h'n) mit
(1) 1=v=m, Ih'y|§|'r,4|+:—(y-——l,z?...,m) und f,(z + 4') definiert,

auch f,(x + 7 + k') definiert ist, und die Ungleichung

(12) —ée <fﬂ,(x+r'+h')—f7(x+h')—q'uw<ée (mod. 1)

gilt.
Wiihlt man h'=7+ h, dann gilt (11) fiir jedes Paar v und h=(h;, hy, . . ., hm)
mit (7), und dann verwandelt (12) sich in k

(13) —55 <film+to+7 +h)—file+o+ h)—-—q'uw<—;s (mod. 1).

Setzt man = + 7' =", dann folgt aus (8) und (10)

1

tv=0,+ d, (mod.s) (w=1,2,...,m),
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und aus (9) und (13) geht dann hervor
—e<filet+d +h)—file+h)—(g+¢)u, <& (mod. 1),

giiltig fiir jedes Paar » und b= (hy, kg, .. ., hn) mit (7). Hiermit ist bewiesen,
dass 0 + ¢ in Ggiq liegt.

Dritter und letzter Schritt. Beweis des Satzes.

Ist (0,,0;, ..., 0n) ein Punkt von @,, so liegt nach dem zweiten Schritt
(20,, 26,, ..., 20) in G, ..., (s6,, s06,, ..., s0,) in G5, sodass jedem positiven ¢
mindestens ein Gitterpunkt 7z = (7, 7,, . .., T») mit
7, =s0, (mod. s) (w=1,2,...,m),
also mit
(14) 7, =0 (mod. s) _ (w==1,2,...,m)

entspricht, derart dass fiir jedes Paar » und h=(h,, h,, . . ., hn) mit (7) auch f,(x+z+ k)
definiert ist, und die Ungleichung

(15) —e<flztoth)—filx+h) —su,<e (mod. 1)

gilt. Wegen (14) gelten fiir jeden Gitterpunkt h = (hy, ks, ..., hn) die Un-
gleichungen

Zut Tt hy  xuth

(16) —& < A * <& (mod. 1) (w=1,2,...,m).

Aus (15) und (16) folgt

sodass (s#,, 0,) in der Tat eine Translation von (f.,(x), Z%) ist.

Satz 5: Sind die n Funktionen

Solx) = filzy, 24, - - ., Zm) v=1,2,...,m)

in wenigstens eimem Gitterpunkt ¢ = (o,, 6,, . . ., 6n) defintert, und ist jeder Punkt
des n-dimensionalen Raumes eine konstante Translation von (f.), dann besitzt das
System

40 —3208. Acta mathematica. 59. Imprimé le 18 juin 1932.
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—e<filx)—y,<e& (mod. 1) v=1,2,...,m)

Siir jedes positive ¢ und jeden Punkt y = (y, ¥s, - - -, vn) unendlich viele ganzzahlige
Lésungen x= (%, 2, ..., xm). Sogar das System

f—e<file) —y» <& (mod. 1) w=r1,2,...,n),

(17) |

Ty =0, (mod. s)

besitzt damn fiir jedes positive e, jeden Punkt y und jedes positive ganze s unend-
lich wele ganzzahlige Lisungen x.

Beweis: Erster Schritt. (17) besitzt wenigstens eine ganzzahlige Lo-

sung «.

Beweis. Jedes konstante System (u,) ist eine Translation von (f,), sodass

nach dem vorigen Satz (su,, 0,) eine Translation von (ﬂ(m), x?”) ist. Wihlt

man (u,) so, dass
su, = — f,(0) + y» v=1,2,...,%)
ist, dann erhidlt maun

also nach Satz 1 von § 6 (S. 280)

(x8) (e =500, ) 5 (1) — 7, 22) -

Das System
’ —e<filr)—filo)<e (mod. 1) (w=1,2,...,7)

1 x 0,
l——<—“——"<

I
. - . . (mod. 1) (u=1,2,...,m)

besitzt die ganzzahlige Losung x = ¢, sodass wegen (18) nach Satz 3 von § 3
(S. 274) auch das System

—e<folx)— y» <& (mod. 1) v=1,2,...,m)
I Xy 0 1

—_e< = = =< . =1,2,...,
. < . < (mod. 1) (=1 m)

wenigstens eine ganzzahlige Losung besitzt, und diese Losung geniigt dem System (17).
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Zweiter Schritt. Schluss des Beweises. Bezeichnet % eine natiirliche Zahl,
dann besitzt nach dem ersten Schritt das System

$ — -

2 &
PRy (mod. 1) (v—I,_z,...,n)

2w =0, (mod.s) (u=1,2,...,m)

(19) —zik<ﬂ(x)—7v—e+

fiir jedes positive ganze x = k wenigstens eine ganzzahlige Losung «. Diese
Losungen o', ", ..., 2™ sind wegen (19) untereinander verschieden, und geniigen
alle dem Systend (17), sodass (17) wenigstens %, also unendlich viele verschiedene
ganzzahlige Losungen z besitzt.

Satz 6. Voraussetzungen. 1. FEs se/ s positiv ganz; die n Funktionen

¢V(x):q)w(xl7x2v ---;xm) ('V:I,Z,...,n)
seien in wenigstens einem Gitterpunkt o = (o0,, 0y, . . ., 6n) definiert, und jeder Punkt
%= (g, Uy, ..., un) des n-dimensionalen Rawmes sei eine konstante Translation von (¢py).
2. FEs werde
n
(20) fv(f'«"):Z!he%(x) ' (V: I’Za-"rn)
o=1 .
geéetzt, wo die Koeffizienten g., rational sind mit Determinante
Jir - - - Jin
(21) e e e . =‘= 0O.
Int . .. Gun
3. Jeder Punkt (uy, uy, ..., Unim) des (n + m)-dimensionalen Raumes, dem ein
Gitterpunkt (v, vg, . . ., Untm) met
n . .
Uy = Z,gvgvg v=1,2,...,10); Unip=Vntu (u=1,2,...,m)

=1
zugeordnet werden kann, ser eine konstante Translation des Systems (fv(x), 2Lﬁ)
Behauptung. Dann besitzt das System

(22) {—e<fv($)—0v<e (mod. 1) v=1,2,...,m)
Ty = O (mod. s) (=12, ..., m
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Siir jedes positive ¢ und jeden Punkt ¢ = (c,, ¢y, . . ., cn) unendlich viele ganzzahlige
Lisungen x = (x,, x5, . . ., Zm).

Vorbemerkung. Im Spezialfall, dass in der in (21) genannten Determi-
nante die Elemente der Hauptdiagonale gleich Eins, die iibrigen Elemente gleich
Null sind, ist f,(z) = @.(x), und verwandelt Satz 6 sich in den vorigen.

 Damit (22) fiir jedes positive ¢ und jeden Punkt ¢ = (e, ¢, - . ., ¢a) unend-
lich viele ganzzahlige Losungen besitzt, ist die Voraussetzung, dass jeder Punkt
im n-dimensionalen Raum eine Translation von (f}) sei, nach Satz 5 hinreichend,
aber nach Satz 6 nicht notwendig.

Beweis: Es sei ¢ > 0, und es werde die positive Zahl d so gewihlt, dass

I
(23) 62||g'vg|.<58 (7’:1,2,...,%)
=1
ist. Wegen (21) ist es moglich dem Punkte ¢=(c,, ¢y, ..., ¢») einen Punkt

7=y, 72, - - -» o) mit

n
(24) . GWZZgWQ;/(, v=r1,2,...,7)
e=1

zuzuordnen. Da jeder Punkt des n-dimensionalen Raumes eine Translation von
(@») ist, hat das System

(25) {—6<(pv(x)—yw<6 (mod. 1) v=1,2,...,n)
Xy = Oy (mod. s) (u=r1,2,...,m)

nach dem vorigen Satz unendlich viele ganzzahlige Losungen z. Aus (25) folgt

bei geeignet gewihltem von x abbingigem Gitterpunkt A= (4, 43, ..., An)
(26) J—6<q)v(x)—-yy—lv<6' (v=1,2,...,7)
i %, =0, (mod. s) (w=1,2,...,m)

und hieraus ergibt sich, wenn

(27) Dgvore =1, w=1,2,...,n)
o=1

gesetzt wird, wegen (20), (24) und (23)
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1 1
—£8<ﬂ($)—0w'—'lv<58 v=1,2,...,n)
%y =0, (mod. s) (w=1,2,...,m),

sodass dieses System unendlich viele ganzzahlige Losungen x besitzt. Diese
Losungen geniigen auch dem System

(28) [—ée<ﬁ(x)—cv—7m<;s (mod. 1) (»=1,2,...,%)

Ty = 0y (mod. s) (u=1,2,...,m),
wo k, durch

(29) k=1 (mod.1), o=k <1 (rv=1,2,...,m)

definiert wird, also von x abhingen kann. Wegen der Rationalitit der Koef-
fizienten g¢,, sind die. Zahlen Gg,, (v=1,2,...,%n;0=1,2,..., n) bei geeignet
gewidhltem positivem ganzem G ganz; die Zahlen 4, sind ganz, sodass aus
(27) folgt, dass dann die Zahlen Gl,, also wegen (29) auch die Zahlen Gk,
(v=1,2,...,n) ganz sind. Wegen 0=k, <1 kommt somit nur eine endliche
Anzahl von Punkten k= (k,, k,, . . ., ks) in Betracht. Da (28) nach dem Obigen un-
endlich viele ganzzahlige Losungen hat, ist es somit moglich einen festen (d. b.
von x unabhiingigen) Punkt % so zu bestimmen, dass (28) unendlich viele ganz-
zahlige Losungen besitzt, und die Beziehungen (29) und (27) gelten, wo A =(1,, 4,,
..., A;) einen (von z abhingigen) Gitterpunkt bezeichnet. Wihlt man r ver-
schiedene derartige Losungen

2o = (20, 20, ..., «lo) e=1,2,...,7)
von (28), dann ist fir o=1,2,...,7
. .
—»ée<fv(9c(<’))—-cy—kw<§e (mod. 1) v=1,2,...,n)
(30)
. x~—~$)_'0’“‘<1 (mod. 1) (u=1,2 m)
— = e mod. = ye ey .
s 8 8 # ’

Mit Riicksicht auf Voraussetzung 3 des zu beweisenden Satzes (mit v,= 4,

und vy, =0 angewendet) geht aus (27) hervor, dass (fw(x), %) die Translation

(v, 0u) besitzt. Wegen (29) hat dann (fv(w), 9%) die Translation (%,, 0,), also
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auch die Translation (—£%,, 0,), sodass

ist, also jede Welle des Systems ( Ax) — ko, x\:) mit beliebiger Approximation

(mod. 1) im System (ﬁ(x), i ﬁ) vorkommt. Wihlt man eine Welle, die die Gitter-

punkte z', z”, ..., z enthilt, so findet man, dass bei geeignet gewihltem Gitter-
punkt 7= (7, 7,, ..., 7n) die Zahlen

Sl 4 7) p=1,2,...,m0=1,2,...,%)
definiert sind, und fiir p=1, 2, ..., r die Beziehungen

l—;e < fol@® + 7) — fo(x9) + &, < ;s (mod. 1) (v=1,2,...,n)

(3I) (0) (0)
l—£<m"i+ﬁ—-wi<~I (mod. 1) (p=1,2,...,m)
8 8 s s

gelten (man beachte, dass hierbei = unabhiingiz von ¢ gewihlt worden ist,
sodass 2® +'z (=1,2,...,7) auch r verschiedene Gitterpunkte bezeichnen).

Aus (30) und (31) geht hervor, dass (22) mindestens r verschiedene ganz-
zahlige Losungen z@ + 7, also unendlich viele ganzzahlige Losungen besitzt.

Satz '7: Zwei gleich reiche Systeme besitzen dieselben konstanten Translationen.
Beweis: Bs sei
(32) ())& 3 (g,
und es sei (u,) eine konstante Translation von (f,), sodass
(o +u) 3(f)
ist. Aus Satz 1 von § 6 (S. 280) folgt wegen (32)
(@y + u) 2(fy +u) () 2 py),

sodass jede konstante Translation von (f,) eine Translation von (¢,) ist. Durch
Vertauschung von (f;) und (p,) findet man, dass jede konstante Translation von
(p,) auch eine Translation von (f,) ist.
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Satz 8: Ist (a.) rhythmasch, (r,) beliebig, und kann man jedem positiven &
zwei Gitterpunkte « = (x, ;, . . ., Tn) und ©= (v, 7,, . . ., Tn) cuvrdnen, derart dass
e+ T+ h) fiir v=1,2,...,n und fiir jeden Gitlerpunkt h=(hy, hy, ..., hm) mat

Ih!‘f'é (‘IL—-’_—I,Z,...,m)

ml»—(

definiert <st, und der Ungleichung
—e<rfr+r+h)—alr+h)<e (mod. 1)
gendigt, dann st (a,) 3 (r).

Vorbemerkung. Gelten die Voraussetzungen dieses Satzes mit

7y (%) = a.(x) — u, =1,z ...,n),
WO Uy, %, ..., un Konstanten bezeichnen, dann ist also (,) eine konstante Trans-
lation von (a,).
Beweis: Es sei d eine beliebige positive Zahl, 2’ = (z;, 2y, . . ., 2'm) irgend

ein Gitterpunkt. Da (a,) rhythmisch ist, enthilt bei geeignet gewiihlter (von ¢
abhingiger) Linge L jeder m-dimensionale, den Koordinatenachsen parallel ori-

entierte Kubus mit Kante L wenigstens einen zu ;6 und 2’ gehérigen Ver-
schiebungspunkt von (a,).
Nach den Voraussetzungen des zu beweisenden Satzes, wobei ¢ =< ;6 so klein

gewiihlt werde, dass

Sz L
ist, existieren zwei Gitterpunkte x und 7, derart dass r,(x + 7 + h) fiirv=1,2,...,%
und fir jeden Gitterpunkt h mit
(33) ‘ Ihﬂléa—I—FéL (w=1,2,...,m)
definiert ist und der Ungleichung
(34) —§6<7'v(x+1+h)——av(x+h)<—;6-(mod. 1)

geniigt.
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Im m-dimensionalen, den Koordinatenachsen parallel orientierten Kubus
mit Mittelpunkt z —2" und mit Kante L liegt wenigstens ein zu ;6 und z’ ge-

hériger Verschiebungspunkt 7’ von (a,). Man hat dann

I
",u——x,,+ac',,|§£L (w=1,2,...,m),

(35) |+

und fiir jeden Gitterpunkt b’ = (b';, by, ..., h'y) mit

, I '
(36) Ihy,lég (w=1,2,...,m)
ist
(37) —28<afr + 7 + )= ol +B) <4 (mod 1) =1,2,...,%).

Setzt man h=7"—z+a + k', dann gelten wegen (35) fiir jeden Gitter-
punkt A" mit (36) die Ungleichungen (33), somit auch die Ungleichungen (34), die
hier, wenn 7 + 7" =1 gesetzt wird, die Gestalt

— ;6 <@+ +h)—ald +7"+R)< ;6 (mod. 1) (v=1,2,...,n)

annehmen, sodass aus (37) folgt

—d<n@+d+h)—a@ +h)<d (mod. 1) (r=1,2,...,n),

giiltig fiir jeden Gitterpunkt ' mit (36). Da d>o0 und der Gitterpunkt z' be-
liebig gewihlt worden sind, ist in der Tat (a.) ().

Satz 9: Sind (a.) und (1) rhythmisch, mit
(38) (dpay) S (durs),
dann ist jede konstante Tramslation von (a.) auch eine Translation von (r,).

Beweis: Es sei ¢ eine positive Zahl, ' = (z’,, 2’5, . . ., 'n) ein Gitterpunkt,
(u,) eine konstante Translation von (a,). Nach der Definition einer Translation
(Definition 2 von § 5 auf S. 276) ist dann bei geeignet gewihltem Gitterpunkt

T:(’[l,’[:,, ey Tm)
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(39) —le<al +rHh—a +h)—u < e mod 1) p=1,2,..,m),
giiltig fiir jeden Gitterpunkt h = (h,, hs, .. ., hp) mit

I
{40) lh,tléz (u=r1,2,...,m);

denn da das System (a,) rhythmisch ist, ist es in jedem Gitterpunkt des m-di-
mensionalen Raumes definiert.
Es werde
w=|z|+ |5+ - +lwm|+1

gesetzt. Wegen (38) existiert ein Gitterpunkt x, der fiir jeden Gitterpunkt
q:(QI’ qu---qu) mit .

1
(41) |qy|§|¢,‘|+; (w=1,2,...,m)

den Ungleichurigen

(42) — 2iw < dury(x+q) — dua(z' + q) < »22; (mod. 1) (’:i 11: 22: ” :;’
geniigt. Die Zahl
(43) {rlx+z+h) —r(x+h)} —{a. (e’ + 7+ k) — a.(z +h)}
kann geschrieben werden als Summe von'
|'51| + |12| + -+ ITm|=w—I
Gliedern der Gestalt
Aol + h+ 1) — duay(z’ + b+ 1),
wo l=(l, 1, ..., ln) ein Gitterpunkt mit
1] = |l w=1,2,...,m)

bezeichnet. Wird g=1+ k gesetzt, 50 gelten fiir jedes dieser Glieder und fiir

jeden Gitterpunkt h mit (40) die Ungleichungen (41), also auch die Ungleichungen

(42). TFolglich ist die in (43) genannte Zahl gleich der Summe von w — 1 Gliedern,
413208, Acta mathematica. 59. Tmprimé le 23 juin 1932.
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die alle mod. 1 zwischen — 2—81—0 und ;—w liegen, sodass fiir jeden Gitterpunkt A

mit (40)

— ie <{rz+r+h) —r@+h)} — (@@ +r+h) —al +h) < ie (mod. 1)

v=1,2,...,7)
ist. Wegen (39) folgt hieraus
(44)  —e<ntr+h)—rxt+h) —u <e(mod. 1) (v=1,2,...,0).
Jedem positiven ¢ konnen also zwei Gitterpunkte == (z;, x5, ..., Zm) und
T= (7, T3, . . ., Tm) zugeordnet werden, die fiir jeden- Gitterpunkt % mit (40) den

Ungleichungen (44) geniigen. Nach der Vorbemerkung des vorigen Satzes ist
dann (u,), also jede konstante Translation von (a,), eine Translation von (r,).

Satz 10: Es seren m, n und z ganze Zahlen mit m=1,n =1, 2 =0, und
es ser jede der Funktionen

a,(x) = ay(xy, 24, - . ., Tm) - v=r1,2,...,n),
falls sie in irgend einem Gitterpunkt x = (x, y, . .., n) festgelegt ist, in allen
Gitterpunkten & = (%, Zy, . .., Tm) mit

Ty =2y (.‘1':1.)27"'17”)

Jestgelegt. Ist dann
(duas, af) R(durs, 73),

dann ist bei geeignet gewdhlten konstanten gy, gs, ..., gn
(45) (@ + gv, af) 3(ry, 18).

Beweis: Der Spezialfall mit n=1 folgt unmittelbar aus Satz 12 von § 6
auf 8. 291, mit /=m angewendet. Ich darf also n=2 voraussetzen, und an-
nehmen, dass der zu beweisende Satz mit » — I statt » schon bewiesen ist. Nach
dem zu beweisenden Satz, mit »—1 statt », und mit dem System (Auan, af) statt
(a?) angewendet, ist bei geeignet gewihlten konstanten ¢, go, ..., gn—

(46) (a0+gl7) dyaﬂa as) <(rlh d(tr’na TE))

wo ¢ die Reihe 1,2,...,2—1 durchliuaft. Aus (46) geht hervor, dass der zu

beweisende Satz wiederum angewendet werden kann, aber jetzt mit n=1, mit
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an(z) statt a,(r) und mit dem System (a, + gs, af) statt (af). Das Resultat ist (45)
bei geeignet gewihltem konstantem gn.

Satz 11: Sind m und n ganz =1, ist z ganz =0, ist (a,, at) rhythmisch,

(47) ] (J.ua‘”) as) % (d.”'r"! TE),

und kann man jedem positiven 3 ein in jedem Gitterpunkt x = (z,, Zs, ..., Tm)
definiertes System (T,, T?) mit '

(48) (Auay + 4, Ty, af + T) 3 (dury, 1)

zuordnen, derart dass jedem y=/y,, ys, ..., yn) mindestens ein Gitterpunkt X =

=(X,, Xs, ..., Xn) entspricht, der fiir jeden Gitterpunkt H= (H,, Hy, ..., Hy) mst
I

(49) : lH‘ulég . (e=1,2,...,m)

den Ungleichungen

- {—6<T,.(X+'H)—y,<a (mod.1) (w=1,2,...,1)

(50) j< T
—0< THX+ H) <6 (mod.1) ({=1,2,...,2)

geniigt, dann ist
(SI) (a", d:) < (r'ﬂ 78)

Vorbemerkung: Die Voraussetzungen dieses Satzes bleiben gelten, wenn
a, durch a, + ¢, ersetzt wird, wo ¢, eine beliebige Konstante bezeichnet. - Unter
den Voraussetzungen unseres Satzes ist somit fiir alle konstanten ¢,

(av + ¢, af) 2 (ry, 7).

Beweis: Es bezeichne ¢ eine beliebige positive Zahl, x irgend einen Gitter-
punkt. Das System (a., af) ist rhythmisch. Folglich enthilt bei geeignet ge-
wihlter Linge L jeder m-dimensionale, den Koordinatenachsen parallel orien-

tierte Kubus mit Kante L wenigstens einen zu éa und z gehorigen Verschie-

bungspunkt z von (a,, af). Ich definiere d durch
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und ich wihle ein Syétem (T,, T?) mit den im Wortlaut des Satzes genannten

Eigenschaften. .

Nach dem vorigen Satz, mit a,(x) + T.(x) und af(x) + TZ(x) statt a.(x) und
at(x) angewendet, folgt aus (48) bei geeignet gewiihlten konstanten g;, g,, ..., gn
(52) (av+ T, + gv, at + Tt) 30y, rf).

Unseren Voraussetzungen gemiss existiert ein Gitterpunkt X, der fiir jeden
Gitterpunkt H mit

1
(53) |Hg|§%+5L (w=1,2,...,m)

den Ungleichungen

l—:—;e<T,(X+H)+g.,<§e (mod.1) (—1,2,...,7)

(54) _ :
l—§e<TE(X+H) <§s (mod.1) (C=1,2,...,2)

geniigt. Nach dem Obigen enthilt der m-dimensionale, den Koordinatenachsen
parallel orientierte Kubus mit Kante L und mit dem Mittelpunkt X —z min-

destens einen zu ée und x gehorigen Verschiebungspunkt

(53) z=r(;e, z, av,af)
von (a,, af). Dann ist

|r,‘-—X,,+x,,|§éL (w=1,2,...,m).
Wird H=7— X+ x+h gesetzt, dann gilt also (53), somit auch (54) fiir jeden
Gitterpunkt A mit

I

(56) |7l = w=r1,2,...,m).
Formel (54) verwandelt sich hier in
[_§£< Ty(x+z+h)+ g,<ée (mod. 1) (v=1,2,...,7)

(57)
—ée<TE(x+z+h) <;e (mod. 1) (C=1,2,...,2).
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Wegen (53) gelten fiir jeden Gitterpunkt h mit (56) die Ungleichungen

e catrt ) —ath) <le (mod 1) (=1,2,...,n)
3 3
(58) 1
-—Se <a§(x+1+h)—-a£(x+h)<§e (mod. 1) (£=1,2,...,2)

(denn (a,, af) ist rhythmisch, also in jedem Gitterpunkt des m-dimensionalen
Raumes definiert). Aus (52) folgt, dass bei geeignet gewiihltem Gitterpunkt ¢’
die Zahlen r,(r+v+7 +h) p=1,2,...,2) und rfz+z+7 +h) {=1,2,...,2)
fiir jedén Gitterpunkt b mit (56) definiert sind, und den Ungleichungen

— és <nr(zt+r+7d+h)—axtc+h)— T, (e+z+h)—g, < éa (mod. 1)
v=1,2,...,7)
(59) 1 .
~ 3¢ <rflx+r+v +h)—atlx+tv+h) — TiHx+r+h) <§£ (mod. 1)
C=12,...,2)

geniigen. Fiir jeden Gitterpunkt h mit (56) folgt aus (59), (58) und (57)
{—a <nm@+r+7c+h)—a@+th)<e(mod. 1) (v=1,2,...,%)
l—e<rtleto+d+h)—atle+h) <e (mod. 1) C=1,2,...,2),

sodass (51) in der Tat gilt.

Satz 12: FEs seien m, n und z ganze Zahlen mit m=1,n=1,7=0, und
es set jede der Funktionen

Solx)=filzy, x4, ..., Tm) (v=1,2,...,n),

Salls sie in trgend einem Gitterpunkt x = (x,, s, ...., xm) festgelegt ist, in allen
Gitterpunkten & = (&, &y, .. ., Tm) mat
(60) =T, (u=1,2,...,m)

definiert. Ist dann (d,t,, t1) eine Translation von (4, f,, f1), dann ist bei geeignet
gewdhlten konstanten g, gs, ..., gn das System (&, + g.,t
(f5, £3).

1) erme Translation von

5
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Beweis: Nach der Definition einer Translation (Definition 2 von § 6 auf
S. 276) ist
(dﬂ-ﬂ’ + dﬂvtvaﬁ -+ tE) <(4#ﬁ7fg),

da (4,0, tt) eine Translation von (4.f,, f!) ist. Das System (¢, ¢!) ist in
jedem Gitterpunkt des m-dimensionalen Raumes definiert. Ist also die Funktion
Sol@)+t,(x) in irgend einem Gitterpunkt x festgelegt, dann ist sie auch in jedem
Gitterpunkt # mit (60) definiert, sodass die Voraussetzungen von Satz 10 mit

ax(x)=fo(a) + t(@), allz)=fi(x) + £(x), rlz)=Ll2), rtz)=[ft()
erfiillt sind, also bei geeignet gewihlten konstanten g,, ¢, ..., gn

(fott+g., S22, Y

ist, woraus die Behauptung folgt.

Satz 13: Sind die Voraussetzungen des vorigen Satzes erfillt, und besitzt
(fo, /) alle konstanten Translationen der Gestalt (cy, 0y, dann st (L, tf) eine
Translation von (f,, f%).

Bemerkung: Die Voraussetzungen dieses Satzes bleiben gelten, wenn ¢,
durch %, + ¢, ersetzt wird, wo ¢, eine beliebige Konstante bezeichnet. Unter
den Voraussetzungen unseres Satzes ist also (f, + c,, tf) fiir alle konstanten ¢,
eine Translation von (f,, /7).

Beweis: Das System (f,, f?) besitzt nach dem vorigen Satz bei geeignet
gewihlten konstanten g, g, .. s, g die Translation (¢, + ¢., tf), und iiberdies die
konstante Translation (—g., o), also nach Satz 1 dieses Paragraphen auch die
Translation (t,, ). -

Satz 14: Ist (f,), wo o die Reihe 1,2,...,s durchliuft, rhythmisch, bezeich-
nen u, (6=1,2,...,s) Konstanten, und kann man jedem positiven J ein System
(Ts) und zwei Gitterpunkte X = (X, X,, ..., Xm) und X'=(X';, X5, ..., X'n)
zuordnen, derart dass (4,Ts) eine Translation von (4, f5) ist, und fiir jeden Gitter-
punkt H=(H,, H,, ..., Hy,) mit

1
IH‘uIég (y,:I,Z,...,f')’l)



Diophantische Ungleichungen. II. Rhythmische Systeme. A und B. 327
und fir 6 =1,2,...,s die Ungleichungen
61) ~ < T{X+H)—u,<6 (mod. 1), —d < T,(X'+ H) <4 (mod. 1)

gelten, dann ist (us) eine konstante Translation von (f,).

Beweis: Es bezeichne ¢ eine positive Zahl, es moge d == ¢ gewihlt wer-

den, und es mogen das System (7,) und die Gitterpunkte X und X' die in den
Voraussetzungen des Satzes genannten Eigenschaften besitzen. Dann ist (4, 7,)
eine Translation von (4.f;), sodass nach Satz 12, mit » = s und z=o0 ange-
wendet, (7T,+ ¢gs) bei geeignet gewihlten konstanten g,, gs, ..., gs -eine Transla-

tion von (f;) ist. Ausserdem gelten dann die Ungleichungen (61) mit d =—; e.
Da (Ts+ g} eine Translation von (f;) ist, existieren zwei Gitterpunkte 7 und 7,

die fiir jeden Gitterpunkt h mit

I
(62) Ihﬂléz (.u':I)Z.‘-'-ym)
und fiir 6=1,2,...,s 'die Beziehungen

—§e<fa(x+ TR —foX+h) — T X+ k) — gy < Is (mod. 1)

(63) _
- ée <fA X+ TR = (X +h)— T X + 1) — gs < ée (mod. 1)

erfilllen. Aus (61) (mit 6=;~s und H=h), und (63) folgt fiir 6=1,2,...,s

—e<fo(X+2+h)—foX +h) — us — gs < & (mod. 1)
(64) {

—e<foX'+7+h)—folX'+h) —g, <eé& (mod.1).

Folglich konnen jedem positiven & vier Gitterpunkte X, X', X 4+ 7, X'+ 7" zuge-
ordnet werden, die fiir jeden Gitterpunkt h mit (62) dem System (64) geniigen. Nach
der Vorbemerkung von Satz 8 (mit » =s¢, und mit u, + g, und g, statt », ange-
wendet) sind (4, + g,) und (g,) dann konstante Translationen des rhythmischen
Systems (f;). Da die konstanten Translationen eines Systems nach Satz 2 einen
Modul bilden, ist auch (u,) eine Translation von (f;), womit Satz 14 bewiesen ist.
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Schiussbemerkung. Satz 5 von § 5 auf S. 276 folgt unmittelbar aus den
Sdtzen 13 und 14 dieses Paragraphen. Denn sind die Voraussetzungen von
Satz § in § 5 erfiillt, dann ist nach Satz 14 (mit s=2z + 1 angewendet) jedes
System der Gestalt (¢, 0y eine konstante Translation von (f, f;), sodass nach
Satz 13, mit % = 1 angewendet, (¢, &) eine Translation von (f, f;) ist.




