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A. Definition von rhythmischen Systemen und von absolut rhyth- 
mischen Funktionen. 

w i. Einleitung zur Theorie der rhythmischen Systeme. 

Das Ziel dieser der Theor ie  der Diophan~ischen Ungle ichungen  gewidmeten  

und  aus drei Teilen bes tehenden Arbei t  ist: un te r  sehr a l lgemeinen Vorausset-  

zungen bei gegebenen  Sys temen  yon Ungle ichungen  mi~ mehre ren  U n b e k a n n t e n  

zu untersuchen,  ob diese Sys~eme unendl ich viele ganzzahl ige  LSsungen besi tzen 

oder  nicht.  Aus dem ersten Teil, der den Unterti~el ))Zur Gle ichver te i lung 

modulo  I)) t r~gt ,  geh t  hervor  welche Bedeu tung  fiir die Theor ie  der  Diophan-  

t ischen Ungle ichungen  der  yon H e r r n  H.  Weyl  eingeff ihrte  Begriff  der  Gleich- 

ver~eilung modulo  I hat .  

U m  diesen zweiten Teil  meiner  Arbe i t  zu verstehen,  b rauch t  der  Leser  die 

Theorie  der  Diophan t i schen  Ungle ichungen  n icht  zu kennen;  dazu b rauch t  er 

n icht  e inmal  Teil  I gelesen zu haben.  
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Teil I I  ist in vier AbschnRte A, B, C und D verteilt: 

A. Definition yon rhythmischen Systemen und yon absolut rhythmischen Funk- 

tionen. 

B. Vergleichbare Systeme und Translationen. 

C. Polynome und andere Funktionen. 

D. Stetigkeitssiitze. 

Jeder dieser vier Abschnitte ist yon einer Einleitung versehen; w i enthiilt die 

EinleRung yon Abschnitt A. 

Der Begriff der Gleiehverteilung mod. I besitzt den Naehteil, dass er gegen- 

fiber den wichtigsten in der Theorie der Diophantischen Ungleichungen auftre- 

tenden Operationen nieht invariant ist. Um zu erkliiren, was ich hiermit meine, 

werde ich erst fiber die in dieser Theorie am hi~ufigsten vorkommenden Opera- 

tionen sprechen. 

Definition 1:  Iv  diesem Tell H bezeiehnen m und n stets feste natiirliehe 

Zahlen, und bezeichnet x z (xl, - . . ,  xm) eine'n Gitte~Tunkt im m-dimensionalen Raum, 

Mit  (f,) oder (ft.(x)) meiue ich ein System yon n Funktionen 

f,(x) = f , (x , , . . . ,  x,,) ( ~ ' =  I~ 2~ . . . :  n ) .  

Sage ich, dass (f~) in jedem Gitterpunkt x definiert ist, so meine ieh natiirlich, 

dass alle Funktionen fi(x) dieses Systems in jedem Gitterpunkt x des m-dimensio- 

nalen Raumes festgelegt sin& 

Alles in Tell H ist reell. 

< f <  ~ (mod. I) 

soll heissen, dass bei geeignet gewffhltem ganzzahligem y 

a < f - - y < f l  
ist. 

Obgleich ich in Teil I I  die Theorie der rhythmischen Systeme ffir m Vari- 

able, also ffir eine beliebige Anzahl yon Veriinderlichen entwickle, will ich reich 

bequemlichkeitshalber in dieser Einleitung, sofern nich~ ausdriicklich der Gegen- 

tell behauptet wird, auf dem Spezialfall mitm---- I, also auf Funktionen einer 

ganzzahligen Veri~nderlichen ~ beschriinken. 

Die Un~ersuchung eines Diophantischen Systems.wird, wenn mSglich, zu- 

riickgeffihr~ auf der Untersuchung eines Systems der Gestalt 
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(I) C~v < f ,  (X) < fl,, (mod. I) 

Das bedeutet 

(V-- I~ 2~ . . .~  ~). 

( 2 )  ~ ,  < f , ( x )  - .u,  < # , .  (,, = ~, 2 ,  . . . ,  , ) ,  

sodass wir dann ein System yon ~ Ungleiehungen mit n + I Unbekannten 

x, Yl, �9 �9 Y~ haben. 

Das einzige, was reich hier yon den Funktionen .f~(x) (v= I, 2 , . . . ,  n) in- 

teressier~, ist ihr Rest modulo I; denn das Problem ~nder~ sich nicht, wenn 

f,(x) durch eine Funktion f,(x) mit 

(3) f,(x)~f,(~) (mod. ~) 

~ersetzt wird. Zwei Funktionen f~(x) und.~.(x) mit Eigensehaft (3) heissen kongruent 

rood. I oder, kiirzer gesagt, kongruent. In  der Theorie der Diophantischen Un- 

gleichungen sind besonders diejeaigen Operationen wichtig, bei denen das Re- 

sultat durch ein kongruentes ersetzt wird, wenn die Funktionen, auf die die 

Operati0nen angewendet werden, durch kongruente Funktionen ersetzt werden. 

Als erste Operation mit dieser Eigenschaft nenne ich die Addition. 

Die zweite Operation, die hier in Betracht kommt, ist die folgende:  

Bei gegebenen Funktionen f~(x) (v~  I, 2 , . . . ,  n) bilde ieh eine Funktion 

~o ( A  (x) , f ~ (x) . . . .  , f , (~) ) . 

Unserer Verabredung gemitss soll sieh das Resultat in ein kongruentes verwandeln, 

wenn die Funktionen f l ( x ) , f ~ ( x ) , . . . , f n ( x )  durch kongruente ersetzt werden. Die 

Funktion ~p(vl, v2 . . . .  , v,,.) erfiillt diese Bedingung, wenn aus 

(4) 

folgt 

(5) 

v~ ~ w~ (mod.  I) (v : I, 2 , . . . ,  9') 

W ( v , ,  v._, . . . .  , v , )  ~ ~ p ( w , ,  w s ,  . . . ,  w,~) (mod. I). 

~r Riicksicht hierauf liegt es nahe die folgende Definition einzufiihren: 

Definition 2: Eine  Funk t ion  ap (v~, . . . ,  v,~) nenne ich periodiseh rood. I, wen~ 

aus (4) stets (5)folgt. 

Als zweite Operation bekomme ich auf diese Weise: 
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( f  . . . ,  

yon Funktionen f~(x)(~= I, . . . ,  n), wenn W(v,, . . . ,  v,) periodisch mod. I ist. 

Schliesslich betra~hte ich noch eine dritte Operation. Ich nenne f(x) eine 

Summenfunktion yon ~0(x), wenn die Differenz J f ( x ) = f ( x +  I)--f(x)gleich 
~(x) ist; bei gegebenem ~0(x) ist die Summenfunktion f(x) bis auf einer addi- 

riven Konstanten eindeutig bestimmt. Sind ~(x) und ~(x) kongruent mod. I, 

ist f(x) eine Summenfunktion yon q~(x), und f(x)  eine Summenfunktion yon ~(x), 

dann sind f(x) und 2~(x) bis auf einer geeignet gew~hlten additiven Konstanten 

c kongruent rood. I, d. h. dann ist bei geeignet gew~hltem konstantem c 

f(x) ~ f(x) + c (rood. I). 

Als dritte (und in der Theorie der Diophantisehen Ungleichungen vielleicht 

wichtigste) Operation nenne ich nun die Bildung der Summenfunktionen einer 

gegebenen Funktion. 

Ich werde jetzt zeigen, dass der Begriff der Gleichverteihmg modulo I gegen- 

fiber diesen drei Operationen nicht invariant ist. 

A d d i t i o n :  Sind die Funktionen f(x) und g(x) gleichver~eilt modulo I, so 

braucht ihre Summe es noch nicht zu sein. Denn mit f (x) is t  a u c h - - f ( x )  

gleichverteiR modulo I, aber ihre Summe f(x) + ( - - f (x ) ) :  o ist es keinesfalls. 

B i l d u n g  yon  P u n k t i o n e n  yon  F u n k t i o n e n .  Es sei f(x) gleichverteilt 

rood. I, und es sei W(v) eine stetige Punkfion, die periodisch rood. r ist. Die 

Voraussetzung dass f(x) gleichverfeilt rood. I i s t ,  besagt: die >>Wahrscheinlich- 

keit>>, dass eine ganze Zahl x der Ungleichung 

a ~ f ( x ) < ~  (rood. I) 

geniigt, is~ ffir jedes feste Zahlenpaar a, ~ mit 

(6) 0 ~ - - ~  I 

gleich ~ - - a .  Die >>Wahrscheinlichkeit>>, dass ein ganzes x der Beziehung 

<= < (rood. 
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geniig~, ist dann, wie aus Satz I in w 9 yon Teil  I hervorgeht ,  fiir jedes Zahlen- 

paar  a, fl mit  (6) gleich dem Jordanschen Inha[ t  JIa,  fl) der hlenge der im 

Interval l  o ~ u < I l iegenden Punk te  u mit  

a _--< ~(u) < fl (mod. I), 

vorausgesetz~ dass diese Menge einen Inha l t  im Jordanschen  Sinne besitz~, t t ier-  

aus folg~, dass die Funk t ion  ~p(f(x)) dann und nur  dann gleichverteil~ rood. I 

ist, wenn ffir jedes Zahlenpaar  a, fl mit  (6) 

J(a,  fl) =- # --  a 

ist. Das is~ nur  bei sehr speziellen Funkt ionen  ~p(v) der Fall, sodass der Begriff 

der Gleichvertei lung rood. I gegeniiber der zwei~en der genannten  Opera~ionen 

nicht  invar iant  ist. 

B i l d u n g  d e r  S u m m e n f u n k t i o n l :  Setzt  man 

so is~ 

I f ( x )  : o fiir ungerades x 

[ = x ~2- fiir gerades x,  

I J f ( x )  -= (x + I) V 2  fiir ungerades x 

~---- x V2- fiir gerades x,  

und wie man sich leicht iiberzeagt, ist ~4f(x) gleichver~eilt rood. I ,  aber f ( x )  

nicht.  

Ich habe mir  nun  die Aufgabe gestell~, einen neuen Begriff einzufiihren, 

der u. a. gegeniiber den drei genannten  Operat ionen invarian~ ist, und ausserdem 

nati ir l ich noch das Desidera tum erfiill~, dass er yon prakt ischer  Bedeutung  fiir 

die Theorie  der Diophant ischen Ungle ichungen is~. 

Definit ion 3~: Is t  das System (f,) f l i t  jedes ganze x ~ o  defiuiert, bezeichuet 

e irgend eiue positive Zahl, x eine beliebige ganze Zahl, so nenne ich die gauze 

Zahl ~ eine zu ~ und x gehS~ge Versehiebuugszahl yon (f,), in Zeichen 

1 Vergl. das Beispiel yon Hilfssatz I in w 4. 
In Definition 2 yon w 2 gebe ich die entsprechende Definition fiir beliebiges m. 
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wenn fi'ir jedes ganze h mit Absolutwert I h I <= i die n Ungleiehungen 

- -  e < f i ( x  + z + h) - - f , ( x  + h) < e (mod. I) ( y =  I, 2, . . . ,  ~) 

gelten. 

Def in i t i on  41: Ich nenne ein System (f,) rhythmiseh, wenn jede Funktion 

f,(x) (v= i , . . . ,  n) dieses Systems fiir jedes ganze x ~ o  definiert ist, und jedem 

positiven ~ eine nur yon ~ abhffngige Lh'nge L,  in Zeichen 

L = L (2, f . ) ,  

zugeordnet werden kann, derart dass fiir jedes ganze x jedes Inlervall der Liinge L 

wenigstens eine zu ~ und x gehSrige VerseMebungszahl 4 =  ~(~, x, f ,)  von (f~) enthfflt: 

Ist  n = I, d.h. besteht ein System (f,) mit dieser J~igensehaft aus nut einer 

Fu,nktion fl(x), so nenne ieh diese Funktion rhythmisch. 

Eine Funktion, die gleieh einer Konstanten is t, ist ein einfaches Beispiel 

einer rhythmischen Funktion. 

Der Leser wird wohl einen Verband beachten zwischen den rhythmischen 

Funktionen einerseits, und den yon Herrn H. Bohr ~ eingefiihrten fastperiodischen 

Funktionen andererseits. Is~ f (x )  fiir jedes reelle x definiert, so heisst �9 eine 

zur positiven Zahl ~ geh5rige Bohrsche Verschiebungszahl von f ,  wenn fiir j edesx  

- -  e < f ( x  + 4) - -  f ( x )  < e 

ist; ,die Funktion f (x)  heisst fas~periodisch, wenn jedem positiven ~ eine nur yon 

abhgngige Lgnge L zugeordne~ werden kann, derart, dass jedes Intervall der 

Lgnge L wenigstens eine zu ~ gehSrige Bohrsche Verschiebungszahl ~ yon fenthgl~. 

Der charakteristische Unterschied zwischen den zwei yon Herrn Bohr, bezw. yon 

mir eingefiihrten Begriffe, is~, dass meine gerschiebungszahlen yon x abhgngen 

diirfen, wiihrend die Zahlen, die Herr  Bohr Verschiebungszahlen nennt, unab- 

hi~ngig yon x sin& Dieser Unterschied ist wesentlich; denn verallgemeinertman 

den Begriff der Fastperiodizitiit sinngemiiss fiir die Theorie der Diophantischen 

1 Definition j in w 2 gibt die Erklgrung yon rhythmisehen Systemen ftir beliebiges m. 
2 H. Bohr, Zur Theorie der fastperiodisehen Funktionen. I. Acta, Bd. 45, S. 29--I27;  II. 

Acta, Bd. 46, S. toI - -213;  III .  Aeta, Bd. 47, S. 237--28I. 
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Ungleichungen,  so bekommt man einen Begriff, der  gegeniiber der dr i t ten  im 

Obigen genannten  Operat ion nicht  invar iant  ist. 1 

In  wiefern der yon mir  eingefi ihrte Begriff invarian~ ist gegeniiber den 

drei erw~hnten Operat ionen,  geht  aus den folgenden drei Si~tzen hervor:  

> 
Diese V e r a l l g e m e i n e r u n g  wiirde fo l gende rmassen  l a u t e n :  I s t  f ( x )  fiir jedes  ganze  x ~ o 

definier t ,  so n e n n e  ich die ganze  Zah l  v e ine zu r  pos i t i ven  Zahl  8 gehSrige Ve r sch i ebungszah l  

nlod. I yon f ,  w e n n  jedes  ganze  x der  U n g l e i e h u n g  

-- v, < f ( x  + v ) - -  f ( x )  < e (mod. I) 

geni ig t ;  ich n e n n e  f ( x )  fas tper iod isch  mod.  I, wenn  j edem pos i t iven  e e ine n u r  yon e u n d  f ab- 

hi ingige L/inge L zugeo rdne t  werden  kann ,  derar t ,  dass  jedes  In te rva l l  der  Liinge L wen igs t ens  

e ine  zu E gehSrige V e r s c h i e b u n g s z a h l  rood. I yon f enth~ilt. 

Dass  dieser  Begriff n i ch t  i n v a r i a n t  gegen i iber  der  d r i t t en  Opera t ion  i s~  g e h t  s chon  aus  d e m  

ein fachen Beispiele  

f(x) = V~ x ~" 

hervor .  Die F u n k t i o n  

,d f (x)  -~- V 2  (2 x + I) 

is$ fas tper iod iseh  mod.  l ,  da  jede  ganze  Zahl  v m i t  

- -  ~ < 2 ] / 2  v < ~ ( r o o d .  I )  

eine zu  8 gehSrige  V e r s c h i e b u n g s z a h l  mod.  I yon ~ f ( x )  ist ,  u n d  bei  gee igne t  gewi~hlter, n u t  yon 

abh i ing iger  Liinge L jedes  In te rva l l  der  L~nge  ~L wen igs t ens  e ine  ganze  Zah l  v mi~ dieser  Eigen-  

s cha f t  enthii l t .  Aber  die F u n k t i o n  f ( x )  i s t  n i ch t  fas tper iod isch  rood. I. D e n n  w~ire sie das,  d a n n  

I 
wiirde m a n  j e d e m  pos i t iven  E < eine ganze  Zah l  v # o zuo rdnen  k5nnen ,  die fiir jedes  ganze  x 

2 

der  U n g l e i c h u n g  

< | J 2 ( x  + v) ~ - -  V2  x" < (rood. I), 
2 2 

also insbesondere  ( m a n  setze x = o )  der  U n g l e i c h u n g  

I I 
- -~  e < I / 2 v  * < - E  (mod. I )  

2 2 

geni ig t ;  a u s  d iesen  beiden U n g l e i c h u n g e n  wiirde fiir jedes  ganze  x folgen 

- - e  < 2 u  < ~ ( m o d .  I )  

u n d  das  i s t  wegen  der  I r ra t ional i t / i t  yon 2 1/2 v unmSgl ieh .  
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Satz 1 (Additionstheoreml): [st  (f,) rhythmisch, so ist auch (f~, f l  +f~) 

rhythmisch. ~ 

Um Satz 2 bequem formulieren zu kSnnen, fiihre ich die folgende Defini- 

tion ein: 

Definition 5: Eine in der Umgebung eines Punktes w ~  ( w ~ , . . . ,  w,) de- 

finierte Funktion ~ p ( v ) : ~ ( v i , . . . ,  v,) heisst im P,u,kte w stetig rood. x, wennjedem 

v ~ ( v i , . . .  , vn) ein ga~zes y mit 

lira (~ (v) - -  Y) = ~(w)  

zugeordnet werden kann. Dann schreibe ich 

W(w) (mod. x), 

und nenne ich w einen Stetigkeitspunkt rood. I der Funktion ~p(v). 

S a t z  2 (Erster StetigkeitssatzS): Is t  (f,) rhythmisch, ist ~p(vl, . . ., v~) fi~r jedes 

v : ( v l ,  . . . ,  v~) definiert~ pe~odisch rood. I und stetig mod. I, dann ist auch 

(fi, ~( f l  . . . .  , fi,)) 
rhythmisch. 4 

Bemerkungen: i. Setz~ man in diesem Stetigkeitssatz 

. . . ,  = vl + 

so verwandelt der Stetigkeitssatz sich in Satz I. 

2. (Sehr wichtig ftir die Anwendungen.) In diesem Stetigkeitssatz dar-f die 

Voraussetzung, dass ~0(v~,..., vn) iiberall stetig mod. I i s t ,  ersetzt werden durch 

die weniger forderende Voraussetzung, dass ~(vl, . . . ,  v,) in den Punkten 

v = (fl(x), f ~ ( x ) , . . . ,  fn(x)), 

wo x alle ganzen Zahlen -~o durchli~uft, stetig rood. I ist. 

i Diesen  Satz  fiir be l iebiges  m s t a r t  fiir den  Spezial fa l l  m i t  m = I f inder der  Leser  in  Sa tz  4 
yon  w 2. 

2 Mi t  (f~,  f l  + f~)  wird  na t i i r l ich  das  S y s t e m  der  n + I F u n k t i o n e n  f l  . . . .  , f n ,  f l  +f2 geme in t .  

Die V e r a l l g e m e i n e r u n g  dieses Satzes  fiir be l ieb iges  m k o m m t  in  Satz  7 yon  w 2 vor. 

4 Mi t  (f~, ~ ( f l ,  . . . , f n ) )  wird  na t i i r l i ch  das  S y s t e m  der  n + I  F u n k t i o n e n  

f ~(x) . . . . .  fn(x) ,  YJ(f l(x) . . . . .  f , ( x )  
gemein t .  

28--3298.  Ac2,a mathcmatiea. 59. Imprim~ le 7 mai 1932. 
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Sat~ 3 (Hauptsatz in der Theorie der rhythmischen Systernet): (f~) ist dann 

und nur dann rhythmisch, wenn (d f,) rhyth~nisch ist. 

Die Bedeutung der rhythmischen Systeme fiir die Theorie der Diophan- 

tischen Ungleichungen ergibt sich aus 

Satz 4~: Ist (f,) rhythmisch, und hat das System 

(7) a, < f,(x) < fl~ (rood. I) ( Y =  I ,  2: . . . : ~ )  

wenigstens eine ganzzahlige Lb'sung x, so besitzt es unendlich viele ganzzahlige 

LSsungen x, und dann enthiilt sogar bei geeignet gewh'hlter Ldnge L jedes Intervall 

der Lh'nge L wenigstens ein ganzes x mit (7). 

Um durch Beispiele die Bedeutung dieser S~ttze zu zeigen, fiige ich noch 

einen fiinfgen Satz hinzu: 

Satz 53: Ein Teilsystem eines rhythmischen Systems ist rhythmisch, d.h. 

kommen alle I,'unktionen f,(x) (v=1, . . . ,n)  in demselben rhythmischen System 

vor, dann ist (f,) rhythmisch. 

Insbesondere: jede Funktion eines rhythmischen Systems ist rhythmisch. 

B e i s p i e l  I: Ist  P(x) ein Polynom, und hal die Ungleichung 

(8) a < P ( x ) < ~  (mod. I), 

wo a und fl Konstant~n bezeichnen, mindestens eine ganzzahlige LSsung x, so 

besitzt sie unendlich viele gauzzahlige LSsungen, und dann enthglt  sogar bei 

geeignet gewiihRem L jedes Intervall  der Li~nge L wenigstens ein ganzes x mR (8). 

Bewe i s :  Nach Satz 4, angewendet mit  

(9) n-~ x, f ~ ( x ) :  P(x) 

brauche ich nur  zu zeigen, dass P(x) rhythmisch ist. Diese Behauptung ist evi- 

dent, falls P(x) gleich einer Kofistanten ist. Sonst ist der Grad k yon/)(x)  min- 

destens i; ist dana die betreffende Behauptung mit k - - I  start k schon bewiesen, 

so ist alP(x) rhythmisch, sodass der Hauptsatz (Satz 3), mit  (9) angewendet, be- 

sagt, dass auch P(x) rhythmisch ist. 

Den H a u p t s a t z  m i t  be l i eb igem m findet  der  Leser  in Satz  9 yon w 2. 

2 Die V e r a l l g e m e i n e r u n g  dieses Satzes  fiir be l iebiges  m findet  der  Leser  in Satz  t yon w 2. 

3 V e r a l l g e m e i n e r u n g  fiir be l ieb iges  m in  Satz  2 yon  w 2. 
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Definition 6: Sind a und x ganze Zahlen, so setze ich ein f i ir  allemal 

9J 

u(~) = O fi ir  x =  a - -  I 

sodass f i ir  jedes ganze x 

ist. 

a--I 

= - -  ~ f i ir  x < a - -  I, 
~=z+l 

X 

= .  (x + , )  
~=a 

Bei sp i e l  2: Ist P(x) ein Polynom, und bezeiehnet ~ eine positive Zahl, 

dann hat  die Ungleichung 

(IO) -- e < ~, V P ( x ) - -  [/9(x)] < e (mod. I) 1 

unendlich viele ganzzahlige LSsungen x. Bei gegebenem Polynom /9 existier~ 

eine nur yon ~ abhiingige Lgnge L, demrt  dass jedes Intervall der Lgnge L 

mindes~ens ein ganzes x mit (IO) enthiilt. 

Beweis :  Nach Beispiel i is~ P ( x +  i) rhy~hmisch. Man wende den ersten 

StetigkeRssatz (Satz 2) mR 

= I ,  fI(X) - - - P ( x  + l), lp(v) = V } - - [ v ]  

an und man beachte dabei, dass ap(v) fiir jedes v~--o definier~, periodisch mod. I 

und ste~ig mod. I (alleh ffir ganzes v) is~. Man bekommt dann, dass die Funk- 

tionen P ( x + I )  und ap(P(x+I) )  ein rhythmisches System bilden, sodass nach 

Satz 5 die Funktion 

X 

lp (P(x  + I)) = V/9(x  + i) - -  [P(x  + i)] = J Z  v-/-J(-~-) - -  [ /~ ) ]  
~=1 

rhythmisch ist. Aus dem Hauptssa~z (Satz 3) folgt dann, dass 

X 

Z v-v( j- 
,~1 

[u] bezeichnet die grSsste ganze Zahl ~ u. 
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rhythmisch ist. Da (Io) die LSsung x ~ o  besitzk zeigt Satz 4 nun die Riclatig- 

keit der Behauptung yon Beispiel 2. 

B e i s p i e l  3: Hat  das Polynom P(x) ffir kein einziges ganzes x einen ganz- 

zahligen Wert,  und bezeichnet s eine natiirliche Zahl, so gibt es unendlich viele 

ganze x mit 
T, 

(x l) ~ [P(~)] == o (mod. s), 

und dann ist es bei gegebenem Polynom P mSglich eine nur yon s abh~ingige 

Zahl L so zu bestimmen, dass jedes Intervall der L~nge L wenigstens ein ganzes 

x mi~ (I I) enth~ilk 

Bewei s :  Die Voruussetzungen des ersten Stetigkeitssatzes (Satz 2; man 

vergleiche die zweite Bemerkung des ers~en Stetigkeitssa~zes) sind mi~ 

. = x ,  

erfiiU~. Denn .f~(x) ist naeh Beispiel I rhythmisch; ~p(v) ist fiir jedes v ~ o  

definier~, periodisch rood. I, und fiir jedes ganze x ~ o  im Punkte f~(x) stetig, 

da sf~(x) ~ P(x  + x) fiir kein einziges ganzes x einen ganzzahligen Wer~ annimmt. 

Naeh dem ersten Stetigkeitssatz bilden also die zwei Funk~ionen ~(f~(x)) 
und f l(x) ein rhythmisches System; nach Sa~z 5 is~ dann 

X 

~p (f,(x)) = s == 

rhythmisch, und aus dem Itauptsatz folgt jetzt, dass 

_t [p 
8 .~=1 

eine rhythmische Funktion bezeichnet. Die Ungleichung 

(12) --  ~- < I ~ [p (~) ]  < I (rood. I) 
8 8 ~_.~ 8 
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hat die LSsung x----o, also nach Satz 4 unendlich viele ganzzahlige LSsungen, 

und bei geeignet gewithltem L enth~lt jedes Intervall der Liinge L wenigstens 

ein ganzes x mit (I2). Hiermit is~ alles bewiesen, da (i I) aus (I2) folgt. 

Die folgenden zwei Behauptungen 

BI: >)sind f~(x) und f~(x) rhythmisch, so ist auch ihre Summe rhythmisch>>, 

B2: ))sind f~(x) und f~(x) rhythmisch, so bilden sie ein rhythmisehes System,> 

sind leider falsch. Denn die Funktionen ~ []f2 x] und 2I [ _  ]/2 x] sind, wie man sich 

leich~ iiberzeugt, und wie ich iibrigens im zum vierten Stetigkeitssatz (Abschnitt D) ge- 

hSrigen Belspiel zeigen werde, rhythmisch, aber ihre Summe, die im Punkte x---- o den 

Wert  o, und sonst den Wel~ -- I hat, ist es na~iirlich niche. Hieraus folg~ zugleich, 
2 

dass die zwei rhythmischen Funktionen 2I []/2x] und 2[ _ I  ~2  x] ein nicht-rhyth- 

misehes System bilden; denn w~re dieses System rhy~hmisch, dann wiirden nach 

Satz I die drei Funktionen I [V2x] + I I []/2x] und I 2 2 [ -  V2 x], 2 2 [ -  V2 x] ein 

dann w~re also nach Satz 5 die Funktion ~ []Z2 x] rhythmisehes System bilden ; 

I + -  [ - - ] f2  x] rhythmisch, was nicht der Fall is~. 
2 

Die Tatsache, dass die Behauptungen B~ und B~ falsch sind, hat mich 

gezwungen einen zweiten neuen Begriff einzufiihren; n~mlieh den Begriff einer 

absolut rhythmisehen Funktion. 

Definition 7 ~: Ich. nenne eine Funktion f(x) absolut rhythmisch, wenn jedes 
rhythmische System (ge) die Eigenschaft besitzt, dass auch (gQ, f )  rhythmisch ist. ~ 

Naeh dem Obigen ist die Funktion I_ []/-2 x] zwar rhythmisch, aber nicht 
2 

absolut rhythmisch. 
Die absolut rhythmischen Funktionen besitzen einfache Eigensehaften. 

t I ch  gebe  die e n t s p r e c h e n d e  E r k l ~ r u n g  m i t  be l i eb igem m in Defini t ion I yon  w 3. 

2 Bes t eh t  (.qQ) a u s  den  F u n k t i o n e n  

ge(x) (0 = i, 2, . . . ,  r), 

so besteh~ (gQ, f )  na t i i r l ich  aus  den  r + I F u n k t i o n e n  

g,(x) . . . . .  g,(x),f(x). 
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Sat~ 6 (Additionstheoreml): Die Summe yon zwei absolut rhythmisehen lCunk - 

tionen ist absolut rhythmisch. 

Satz  7 (Zweiter Stetigkeitssatz 3): Sind die ~'unktionen 

f , ( x )  = 2, . . . ,  , )  

absolut rhythmiseh und ist ~ ( v l , . . . ,  vn) fiir jedes v = ( v l , . . . ,  v,,) definiert, peri- 

odisch rood. I und stetig rood. i, dann ist auch die Eunktion 

, ( A ( x ) , L ( x ) ,  . . 

absolut rhythmiseh. 

B e m e r k u n g e n :  i. Setz~ man in diesem Stet igkeitssatz 

n = 2  und lp(vl, v ~ ) = v  l + v 2 ,  

so verwandel~ dieser Stet igkeitssatz sich in Satz 5. 

2. Genau  wie beim ersten Stet igkeitssatz (Sa~z 2). 

Saim 8a: D/e ~'unktion f (x)  ist dann und nur dann absolut rhythmisch, wenn 

zi f (x)  absolut rhythmisch ist. 

S a ~  9~: Ein System yon absolut rhythmischen Funktionen ist rhythmisch. 

Insbesondere: eine absolut rhythmisehe Funktion ist rhythmisch. 

Nati ir l ich nicht  umgekehr t :  I [~2 x] ist rhythmisch,  n icht  absolut rhythmisch.  
2 

B e i s p i e l  4: Jedes  Po lynom ist absolu~ rhyOlmisch. 

V o r b e m e r k u n g :  Aus Sa~z 9 folgt  also, dass jedes Polynomsys tem rhy~h- 

misch ist. 

B e w e i s :  Is~ das Po lynom P(x) gleich einer Kons tan ten ,  so ist die Behaup- 

tung  evident. Isr der  Grad ]c yon P(x) mindes~ens I, und ist  die Behaup~ung 

mi~ k - - I  st;a~t; k schon bewiesen, so ist ziP(x) absolut  rhythmisch,  also nach 

Satz 8 auch P(x) absolut rhythmisch.  

i Fiir beliebiges m in Satz 3 yon w 3. 
Wortlaut fiir beliebiges m in Satz 5 yon w 3. 
Satz 7 in w 3 gibt die Verallgemeinerung dieses Satzes fiir beliebiges m. 

4 Der entsprechende Satz fiir beliebiges m kommt in Satz 2 yon w 3 vor. 
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B e i s p i e l  5: Bezeichnen PI(X), /)~(x), Ps(x) Polynome, und hat  P~(x) fiir 

kein einziges ganzes x einen ganzzabligen Wert,  so besitzt das System 

- -  ~. < V-I)I(~) ' [ P ~ ) ]  < e (mod.  I) 
8=1 

X 

- -  e < Z l o g ( I  q- P~(~) - -  [P~(~)]) < e (mod.  I) 

- -  ~ < 1 � 8 9  P s ( o )  < e (mod.  I) 

x ------- o (rood. s) 

fiir jedes positive ~ und jedes positive ganze s unendlich viele ganzzahlige LS- 

sungen x; bei geeignet gewiihlter L~nge L enth~lt jedes Intervall der L~inge L 

wenigstens ein ganzes x mit  (13). 

Bewe i s :  Nach Beispiel 4 sind die Polynome 

t)1(X -~ I), AP8 (X "~- | ) ,  ~D 8 (X) - -  P8 (O), X 
8 

absolut rhythmisch. Der zweite Stetigkeitssatz (Satz 7), angewendet mit  

8 

f ( x )  =- Pl (x  + I), g,(v) = V v -  [v] 

liefert das Resulf~t, dass ] /P , (x  + I )  [Pl(x-q- I~i absolut rhythmisch ist. Der- 

selbe Satz, angewendet mit  

f(x) = P~ (x + ~), ~ (v) = log (I + v -- Iv]) 

(man vergleiche die zum zweRen Stetigkeitssatz geh5rige Bemerkung 2), gibt, 

dass log( ,  A-P~(x+ I ) -  [P~(x + I)]) absolut rhythmisch ist. Nach Satz 8 sind 

dann die zwei Funkt ionen 

V ~ I ( ~ ) -  [/)1(~)] und ~ l o g ( I  + P~(~) -  [P2(~)]) 
~=1 .z=l 

absolut rhythmisch, bilden also wegen Satz 9 mit  den zwei Polynomen P3(x) -- Ps(o) 

und x ein aus vier Funkt ionen bestehendes rhythmisches System. Folglich kann 
8 

Satz 4 mit  n----4 auf das System 
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( I 4 )  

8 

- - 8  < ~ ] / ' ] )~j-"----- i -)J l  (~)i < ~ '  ( I n o d .  I )  

X 

--E < Z l o g ( I  + ] ~ ( ~ ) -  [1~(~)])< ~. (rood. I) 
~ 1  

- ~ < p~ (x )  - p~ (o )  < ~ ( m o d .  ~) 

I X I 
< - < (mod. I) 

8 8 8 

angewendet werden, da dieses System die LSsung x ~ o  besitzt. Hiermit ist 

Beispiel 5 bewiesen; denn (I3) folgt aus (I4). 

Die bis je~zt behandelten Resultate sind Spezialf~tlle der in den ~ 2 und 3 

zu beweisenden Si~tze. Ich gehe jetzt zu dem folgenden Paragraphen, d. h. w 4 fiber. 

Das System 

(I5) - 2 < V 2 x ~ - y  < ~, - ~ < V - 3 y ~ -  z < ~ 

gehSrt zu den in diesem Paragraphen 4 untersuchten Problemen. Der Beweis, 

dass (~5) unendlich viele ganzzahlige LSsungen x, y, z besitzL geht so: 

I 
Ohne Beschr~nkung der Allgemeinheit kann ich e < -  annehmen. Gilt 

2 

O < - - -  

(I6) 
I 

so ist wegen ~ < -  
2 

- -  ~ < V 2 x ~ - y  < ~, 

also 

i :) 
~ < 2 X ~  --} - 

2 

I 

2 

somit 

(17) -- ~ < V - 2 x ~ < t  (mod. I )und  y--[l/2x~+ :] 
Umgekehrt folgt (I6) aus (I7), sodass das System (I5) ~quivalent mit 

( i s )  
/ - - ~ < V 2 x  ~ < ~  (mod. I) 

[ (rood. i) 
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ist, d .h .  aus (I5) folgt (IS), und a u s  ( i8)  folgt ( IS)  bei geeignet gew~hlten ganz- 

zahligen y und z. Wir  wissen sehon, class das Polynom ]/2 x e absolut rhyth- 

[ :l misch ist, aber ieh werde in w 4 zeigen, dass auch ]/3 ]/~ x~ + absolut 

rhythmisch ist. Die zwei in (I8) vorkommenden Funktionen bilden somit ein 

rhythmisches System.  System (I8) hat die LSsung x = o ,  also nach Satz 4 un- 

endlich viele ganzzahlige LSsungen x. 

Hiermit ist nicht nut  bewiesen, dass (I5) unendlich viele ganzzahlige LS- 

sungen (x, y, z) besitzt, sondern sogar, dass bei geeignet gewghlter, nut  yon e ab- 

hgngiger Lgnge L jedes Intervall der L{inge L wenigstens ein ganzes x enthglt, 

das bei geeignet gewghlten ganzzahligen y und z dem System (I5) geniigt. 

Dieses Beispiel ist nut  ein sehr spezieller Fall eines Satzes, den ich in w 4 

beweisen werde, und den ich den Polypomsatz nenne. Dieser Namen befremdet 

vielleicht den Leser, weft ich in jedem der drei Teile dieser Arbeit eine grosse 

knzahl yon Sgtzen beweise, in denen nur Polynome auftreten und also mit dem- 

selben Recht  Polynoms~tze genannt werden kSnnen. Nichtsdestoweniger habe 

ich den Namen Polynomsatz reserviert fiir den Satz, der den Gegenstand yon 

w 4 bildet, da dieser Satz m. E. der wichtigste ist yon allen neuen in dieser Ar- 

belt behandelten Sgtzen, in denen nur Polynome vorkommen. 

In Tell I habe ich Systeme der Gestalt 

< f , ( x , ,  . . ,  - u ,  < 

behandelt, w o m  and n feste natiiriiehe Zahlen, a, und fir Konstanten, f i ( X l , . . .  , Xm) 

Polynome bezeichnen. In diesem System treten m +  n Unbekannten x l , . . . ,  xm, 

Yl . . . .  , yn auf. Man beachte, dass hierbei die Unbekannten Ya, - . . ,  Y,~ in keinem 

einzigen der Polynome f ,  vorkommen diirfen. In w 4 yon Tell I I  dagegen be- 

trachte ich das viel allgemeinere System 

( I9)  

< f l ( X l ,  . . . ,  xm)  - y l  < 

~2 < f2  (Xl, " ' ' ,  Xra, Yl) - -  Y2 < ~2 

. . . . . . .  ~ . . . . . . . .  

!an <fn(x l ,  . . . ,  x~, Y l , . - ' ,  y , - 1 ) - -yn  < fin, 

wo wiedexum m und n feste natiirliche Zahlen, av und fl,, Konstanten, f~ Poly- 
29--3298. Acta mathematica. 59. "Imprim6 le 7 mai 1932. 
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nome bezeichnen. Erfreulich ist, dass Yl in f~, . . . , f n ,  dass y~ in f 3 , - . . , f ~ ,  . . . ,  

dass yn-t  in fn vorkommen darf. Der  Polynomsatz  besagt  nun:  

Satz 10: Besitzt System (19) wenigstens eine ganzzahlige LSsung, so hat es 

unendlieh viele ganzzahlige Lb'sungen, und dann enthSlt sogar bei geeignet gewShlter 

Lh'nge L jeder m-dimensionale, den Koordinatenachsen parallel orientierte Kubus mit 

Kante L wenigstens einen Gitterpunkt ( x l , . . . ,  xm), der bei geeignet gewh'hltem 

Gitterpunkt (y~ , . . . ,  yn) System (I9) erfiillt. 

System (I5) is~ nu t  ein sehr spezieller Fall  von (I9) , sodass System (I5) , 

das die LSsung (x, y, z ) ~  (o, o, o) besitzt, unendlich viele ganzzahlige LSsungen 

(x, y, z) hat. 

Der  Polynomsatz  kann oft  mit  Erfolg angewendet  werden um gegebene 

Zahlen durch Briiche mit Nebenbedingungen zu approximieren. Aus dem Poly- 

nomsatz folgt  u. a. 

Satz 11: Ist ~ > o ,  n ganz ~ 2, bezeiehnen O~ . . . .  , On beliebige reelle Zahlen, 

Z~(xl, Yl), Z~(xl, Yl, x~, y~), . . . ,  Zn(Xl, Yl, X~, y~, . . . ,  X~--I, y~+--i) ganzzahlige PoZynome 

ohne ]~onstantes Glied, dann gibt es unendlich viele Systeme yon Briichen Yl . Y'--~ mit 
X 1 ~ " " ~ X n  

(20) 

und 

(2~) 

I X2 : Z2 ( X l '  Yl) 

ill-+ ' , ; i ' ,  �9 , Xn--1,  yn--1) 

O, - y "  < ~ , ~  oder x , = y ~ - ~ o  (v= i ,2 ,+  . . ,n) .  

Dann enthSlt sogar, bei geeignet gewh'hlter Liinge L, jedes Intervall der LSnge L 

wenigstens dn  ganzes xl, dent man die ganzen x ~ , . . . ,  xm, Y l , . . . ,  yn so zuordnen 

] g a n n ,  d a s 8  ( 2 0 )  u n d  ( 2 I )  gelten. 

Beweis  yon Satz  11: 0 h n e  Beschr~nkung der Allgemeinheit  kann man 

8 ~: I annehmen.  Definiert man x2, . . . ,  xn durch (2o), dann finder man 

[ o+, x+ = / ~  (z,, yl), 
I 

(:2) I o+ ++ = f +  (+,, y,, y+), 
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wo f ~ , . . . , f ,  Polynome ohne konstantes Glied bezeichnen. Setze ich 

so besRzt das System 

- < - w < 

(24) --  * < f~ (xl, Yi) --  Y2 < 

- -  ~ < f ~ ( x l ,  Yl ,  Y~, . . - ,  y , - 1 )  - -  Y,, < 

die ganzzahlige LSsung 

x l = y l - ~ y  ~ . . . . .  y ~ - O ,  

somR nach dem Polynomsatz (angewendet mit m :  I) unendlich viele ganzzahlige 

L5sungen. Der Polynomsatz besagt, dass sogar, bei geeignet gewi~hlter Li~nge L, 

jedes Intervall der Li~nge L wenigstens eine ganze Zahl x~ enthi~lt, die bei ge- 

eignet gewEhlten ganzen Y l , . . . ,  Y,~ eine L5sung yon (24) ist. Wegen (23) und 

(22) verwandelt (24) sich in 

- -  < < 

sodass (2i) gilt, also Satz II bewiesen ist. 

B e m e r k u n g :  Sind die in Satz I I auftretenden Zahlen 01, 0~, . . . ,  0,, positiv, 

sind in jedem der Polynome Z~ alle Koeffizienten >_--0, und ist keines der Poly- 

nome %~ identisch gleich Null, dann gibt es unendlich viele Systeme yon Briichen 

yA . Yn mit positiven Nennern, deral4 dass die Beziehungen (20) gelten, und 
X 1 ' " " ~ Xn 

(25) JOy ~ Y--~] < ~ ( 9 ' :  I ,  2 , . . . ,  n) 
I X,, ] X,, 

ist. Bei geeignet gewi~hlter Li~nge L en~hiilt sogar jedes Intervall a _--< x < a + L 

der Liinge L mit positivem a wenigs~ens ein ganzes xl, das bei geeignet gewi~hl- 

ten positiven ganzen x2, . . . ,  x~, Yi, . . . ,  Y- den Beziehungen (20) und (2S)geniigt. 

B e w e i s :  Ohne Beschri~nkung der Allgemeinheit kann ich e =< I annehmen. 

Nach Satz I I ist es mSglich die Li~nge L so zu wiihlen, dass jedes Intervall der 

Liinge L wenigstens ein .ganzes x 1 enthiflt, derart dass bei geeignet gewiihlten 

ganzzahligen x~ ,  . . . ,  x ~ , y ~ ,  . . . ,  y,~ die Beziehungen (20) und (21)gelten. Ich 
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betrachte jetzt ein beliebiges Intervall a_--<x, < a + L mit posRivem a. 

auch x, positiv, sodass aus (21), mit v - - I  angewendet, folgt 

y,] < f . 
(26) ~91 - -  Xl Xl 

Dann ist 

W~ire y~ g o ,  so w~re, da 0~ und x~ positiv sind, 

101 
X 1 ] X X 1 X l 

und das ist mit (26) in Widerspruch. Folglich ist yl posit~iv. 

Ich nehme nun an, dass ich schon bewiesen habe, dass 

X l ,  Y l ;  X$,  Y2; " * "; X v - - l ,  ?J,--1 

positiv sind (2 -<- r ~  n). Da 

Z , ( x l ,  Y l ,  x~ ,  y~,  . . ., x , - 1 ,  y , - ~ )  

ein nicht identisch verschwindendes Polynom mit Koeffizienten ~ 0  bezeichnet, 

folgt aus (20), dass x, posit ivist .  Wegen (21) ist dann 

(27) I o" - -Y ' I  < x , ,  x, ~-" 

W~re y, ~ o, so w~re, da 0, und x, positiv sind, 

x ,  = X~ 

und das ist mit ( z7)  in Widerspruch. Folglich ist y, positiv. Dieses Resultat 

gilt fiir jedes ~ ~ 2 und =< n, sodass die Zahlen xi, yl, x~, Y2, �9 �9 x, ,  y~, positiv sind, 

und (25) ,.us (2I) folgt. 

Be i sp i e l  6: Ist n gauz >= 2, e > o, bezeichnen 0,, 0.~, . . . ,  0~ positive Zahlen, 

dann gibt es unendlich viele Systeme yon Briichen Y-~-, . . . ,  Y'--~ mit positiven 
X 1 X n  

Nennern, derart dass 
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0 _y,[  X~[ < X~-- ( Y = I ,  2 , . . . , n ) ,  

x ~ , ~ x  l y l ;  x a = x l Y l X u Y ~ ;  . . . ;  x n ~ x  l y l x ~ y ~ . . . x n - l y n - 1  

isg. 

B e i s p i e l  7 : I s t  e > o, n ganz > 2 und bezeichnen 0~ . . . .  ,0,, beliebige Zahlen, 

dann gibt es unendlich viele Systeme yon Briichen Y t , . . . ,  Y" mit  
X 1 X n  

(28) 10. ~ Y ~ [ <  ~ ( V :  1 , 2 , . . . . )  
X, [ [ X , [  I 

und 

(29)  x~ = 2 x : - i  - -  y : - - i  (F = 2, 3, " ' ", n ) .  

B e w e i s :  Ich wende Satz II  an, und zwar mit  

Z*,(xl ,  Yl,  x 2 , Y 2 , .  � 9  X , - l ,  yv -1 )  = 2 x : - 1  - -  y : - i  ( v = 2 ,  3 , - . . ,  n ) .  

Ich  wahle dabei x I ~ o. Dann  gil~ (29), und aus (29) folg~ x,  # o ( v =  2 , . . . ,  n), 

sodass (28) aus (2I) folg41 

w 2. Rhythmische Systeme. 

Definition 1: Bezeichnen u = (ul, m. . . . .  , •m)  und v ~ (Vl, V 2 . . . .  , v,~) zwei 

Punkte im m-dimensionalen .Raum, so werde ich mi t  u + v den Punk t  mi t  den 

Koordinaten u~ + v~ (~t= I, 2 , . . . ,  m) bezeichnen; hdngt die Funkt ion f von m Ver- 

dnderlichen ab, so wird mi t  f ( u  + v) die Zahl  f ( u l  + vl, us + v~ . . . .  , u,~ + v~) gemeint. 

Definition 21: Is t  das System (f,) in jedem G i t t e~u n k t  des m-dimensionalen 

Baumes definiert, bezeichnet ~ irgend eine positive Zahl, und x = (xl, x~, . . . ,  x~) 

einen beliebigen Gitterpunkt im m-dimensioualen Raum, so nenne ieh den Gitter- 

punk t  3 ~ (31, 32, . . . ,  *m) einen zu , und x gehb)'igen Verschiebungspunkt yon ( f , ) ,  

in Zeichen 
3 =  v(e, x , f , ) ,  

wens f i i r  jeden Gitterpunkt h ~- (hi, h~, . . . ,  hm) mit  

1 In Definition 3 yon w I habe ieh die entspreehende ErkHirung fiir den Spezialfall mit m~ I 
gegeben, 



230 

(i) 
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Ih, I < ! ( p , :  I ,  2~ . . .: m) 

(2) - - e < f , ( x + , + h ) - - f , ( x + h ) < e  (rood. I) ( v = I , 2 , . . . , n )  

gelten. (Ira Spezialfall m i t m  = I nenne ich ~ eine zu e und x geh6rige Versehiebungs, 

zahl yon (f,)). 

Definition 3t: Ich nenne ein System (f,) rhythmisch, wenn jede ~'unktion 

f , (x )  (v = I, 2 . . . .  , n) in jedem im m-dimensionalen Baum liegenden Gitterpunkt x 

definiert ist, und jedem positiven e eine nur yon e abhYngige Ldnge L ,  in Zeiehen 

L = n (~, f , ) ,  

zugeordnet werden kann, derart dass jeder m-dimensionale, den Koordinatenachse u 

parallel orientierte Kubus mit  Kante  L f i i r  jeden Gitterpunkt x : (x~, x~, . . . ,  x~) 

wenigstens einen zu e und x gehb)"igen Verschiebungspunkt ~ yon (f,) enthh'lt. I s t  

n :  I, d. h. besteht das rhythmisehe System nur aus einer Funkt ion f l (x ) ,  so nenne 

ich diese Funktion rhythmiseh. 

Satz 1~: Is t  ~f,) rhythmisch, und hat das System 

(3) a~ < f , ( x )  < fl~ (mod. !) (v = I ,  2 , . . . ,  , )  

wenigstens eine ganzzahlige LSsung 2 = (xi, . . . ,  x~), so besitzt (3) unendlieh viele 

ganzzahlige LSsungen x ,  und dann gibt es sogar eine, nut  yon a~, fl, und f ,  abhdngige 

Ldnge L ,  derart, dass jeder m-dimensionale, den Koordinatenachsen parallel orientierte 

Kubus mit  Kante L wenigstens eine ganzzahlige LSsung x von (3) enthdlt. 

Beweis: 5Tach der  Vorausse t zung  ist 

a,, < f , ( ~ )  < ~. (moO. I) ( 'b ' - - - I ,  2,  . . . ,  Tt), 

sodass bei geeigne~ gewi~hltem posi t ivem 

(4) a,  + e < f , (~)  < fl~ -- e (mod. I) (v = I, 2, . . . ,  n) 

ist. 

t Den  Spezial fa l l  d ieser  Def in i t ion  m i t m  = I f inder der  Leser  in Defini t ion 4 yon w I. 

Sa tz  4 in  w I i s t  der  Spezial fa l l  d i e s e s  Satzes  m i t m  : I .  
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Da die Funkt ionen  f,(x) (v-~ I, 2 , . . . ,  n) ein rhythmisches  System bilden, 

exist iert  nach Definit ion 3 eine nur  yon ~ abhiingige Liinge L,  derart ,  dass j e d e r  

m-dimensionale, den Koord ina tenachsen  parallel  o r i en t i e r t e  Kubus  mi t  Kan te  L 

wenigstens einen Gi t t e rpunk t  x mi t  

- -  ~ < f , ( x )  - - f , ( ~ )  < e (rood.  I) (~---- I, 2 . . . .  , n) 

Git te rpunkt  x erfiillt  (3), womit  der zu beweisende Satz be- enth~lt.  Dieser  

wiesen is~. 

S a ~  21: .~i~ Teilsystem eines rhythmisehen Systems ist rhythmisch, d. h. 

kommen alle Funktionen f,(x) (Y:I, 2,...,n) in demselben rhythmischen System 

vor, dann ist (f,) rhythmisch. 
I~sbesondere: jede Funktion eines rhythmischen Systems ist rhythmiseh. 

B e w e i s :  Folgt  unmit te lbar  aus der Definition der rhy thmischen  Systeme. 

Sa tz  3: Ein in jedem Gitterpunkt x definiertes System (f,) ist rhythmisch, 

wenn jedem Tositiven e ein positives ~ und ein rhythmisches System (qve) mit fol- 

gender Eige~schaft zugeordnet werden kSnnen: fiir jeden GitterpunI~t x ist jeder zu 

O" und x gehb'rige Verschiebu~gspunkt von (q~e) ein zu ~ and x gehb'riger Verschie- 

bungspunkt von (f~). 

B e w e i s :  Es sei s e i n e  beliebige positive Zahl  und  es werde diesem s ein 

positives ~ mi t  der genannten  Eigenschaf t  zugeordnet .  Da  (~r rhy thmisch  ist, 

exist ier t  eine (nur yon ~, also nu t  yon e abh~ngige) L~inge L-~-L (~, qge). Jeder  

m-dimensionale, den Koord ina tenachsen  paral lel  orient ier te  Kubus  mi t  L~nge L 

enth~lt  dann, wie auch der Gi t t e rpunk t  x gewi~hlt wird, wenigstens einen zu d 

und x gehSrigen Versehiebungspunkt  yon (~e), also wenigstens einen zu e an d  x 

gehSrigen Verschiebungspunkt  yon (fi).  Folglich ist (f,) rhythmisch.  

(Additionstheorem): Ist (f~) rhythmisch, so ist auch ( f ~ , f i  + f~)  S a t z  4 ~ 

rhythmisch. ~ 

B e w e i s :  
I 

I s t  e > o ,  x ein Gi t terpunkt ,  so ist jeder  zu - s  and  x gehSrige 
2 

Verschiebungspunkt  v yon (f,) jedenfal ls  ein zu e und x geh5riger  Verschiebungs- 

punkt  yon ( f , ,  f~ +f2) .  Denn  ist 

1 Der Spezialfall mit m ~ I  kommt in Satz 5 yon w I vor. 
Der Leser finder den Spezialfall dieses Satzes mit m ~  I in Satz I yon w ~. Nach der 

Definition ist z. B. ( f l , f l , f l ) .e in  Teilsystem yon (fl, f2) und aueh yon 0e2). 
8 Mit (fro f l  +f2) wird natiirlich das System der n + I Funktionen f l ,  �9 �9 fn, f l  +f2 gemeint. 
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8 < f i ( x  + ~ + h) - -  f , ( x  + h) < 
2 2 

fiir jeden Gitterpunk~ h=(h~ ,  h~ , . . . ,  hm) mit 

[h,l <-2 
8 

so gelgen die Ungle ichungen 

(mod. I) (v ~.. I ,  2 , . . . ,  n)  

( / Z =  I, 2 , . . . , m ) ,  

-- 8 < {f~(x + ~ + h) + f~(x + ~ + h)} - -  {fl(x + h) + f~(x + h)} < ~ (rood. I) 

8 < f , ( x  + �9 + h) - - f , ( x  + h) < 8 (mod. I) (v = I, 2, . . . ,  , )  

a for~iori fiir .ieden Gi~terpunkt  h mi~ (1). 

Nach dem vorigen Satz, angewendet  mit  d = I~8, (f~, f~+f~) start (f~) und 
2 

0~ stat~ (~0r is~ (fi ,  f~ +f~) rhythmisch.  

Satz 5: Is t  (fi) rhythmisch, und bezeichnet c eine ganzzahlige Konstante, so 

ist  ( f i ,  cf~) rhythmisch. 

8 
Beweis ' :  I s t  8 > 0 ,  x ein Gitterpunk~, so ist jeder  zu ~ ] c l  und  x gehSrige 

Verschiebungspunkt  ~ yon (f,) jedenfalls ein zu 8 und x gehSriger Verschiebungs- 

punkt  yon (f~, c f l  ). Denn ist 

8 < f i ( x +  , + h ) - - f i ( x  + h) < ~ (rood. I) ( v =  I, 2 , . .  n) 
' + I t !  i + l ~ l  ' 

fiir jeden Gi t te rpunkt  h = ( h l ,  h 2 , . . . ,  hm) mit  

I h. I --<' + I cl ( .  = 1, z, . . . ,  m), 
8 

so gelten, da e ganzzahlig ist, die Ungle ichungen 

[~e<cfi(x+*+h)--cfl(X+h)<~ (rood. I) 

[ - -  8 < f , ( x  + ~ +  h ) - - f , ( x  + h) < 8  (moa. ~) ( ~  I,  2 , . . . , ~ )  

fiir jeden Gitterpunk~ h mit  (I). 

Nach Satz 3, angewendet  mit (f , ,  cf~) start  (f~), mit  (f~) stat~ (~pr und mi~ 

~+1~1' 
is~ ( f i ,  c f l )  rhythmisch.  

1 Anderer Beweis: Satz 5 is t  fiir c = o  evident, ergibt  sich fiir c > o  durch (C--I)-malige An- 
wendung yon Satz 4, und ist  mm fiir c < o  Mar, da dann 0~ --cfl) rhytmisch ist. 
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Ich werde jetzt einen Satz ableiten, der ffir die Theorie der rhythmischen 

Systeme sehr niitzlich sein wird. 

S a ~  6: Is t  (f,) in jedem Gitte~Tunkt x definiert und kann man jedem posi- 

tiven ~ und jedem Gitterpunkt x - ~  (xi, xe, . . ., xm) eine von ~ und x abMingige 

Lh'nge _d zuord~2en, derart, dass jeder m-dimensionale, den Koordinatenachsen parallel 

orientierte Kubus mit  Kante _/1 wenigstens einen zu e und x gehSrigen VerseMebungs- 

punkt  �9 von (f,) enthlilt, dann ist (f,) rhythrnisch. 

2 
Beweis: Es sei e eine positive Zahl < i; N die kleinste ganze Zahl > - ;  

8 
k die Anzahl der Gitterpunlcte h----(ht, h e , . . . ,  hm) mit (I). Ich verteile den nk- 

dimensionalen Kubus 

0 ~ U~ ) < I ,  

wo v die Reihe I, 2, . . . ,  n und h die Menge der Gitterpunkte mi~ (I) durchli~uft, 

in 2V "k gleiche Teilkuben, die ich K nennen werde. Jedem dieser Teilkuben K 

ordne ich, wenn m5glich, einen Git~erpunkt x' zu, derart, dass der Punk~ mi~ 

den nk Koordinaten 

f~(x' + h) -- If, (x '+  h)] 

in K liegk Die Anzahl der zugeordneten Punkte  x' ist somit hSchstens N ~k. 

Nach der Voraussetzung kann man jedem dieser Gitterpunkte x' eine Li~nge .4' 

zuordnen, derar~, dass jeder m-dimensionale, den Koordinatenachsen parallel orien- 

I Xp 
tierte Kubus mit Kante .4' wenigstens einen zu - e  und gehSrigen Verschie- 

2 

bungspunkt yon (f,) enthi~lt. Bezeichnet L die grSsste dieser Li~ngen `4', so 

behaupte ich, dass jeder m-dimensionale, den Koordinatenachsen parallel orien- 

tiel4e Kubus mR Kante L fiir jeden Gitterpunkt x wenigstens einen zu s und x 

gehSrigen Verschiebungspunkt yon (f~) enthi~lt (und ist das bewiesen, so ist auch 

Satz 6 bewiesen). 

Denn es sei x --  (xl, x 2, . . . ,  x~) irgend ein GRterpunl~. Der Punkt  mit 

den nk Koordinaten 

f~(x + h) --  [f i(x + h)] 

liegt ia einem der genannten Teilkuben K. Diesem Teilkubus K is~ also ein 

Punk~ x' zugeordne~, und der Punkt  mi~ den nk Koordinaten 
30--3298. Acta mathematica. 59. Imprim6 le 7 mai 1932. 
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f ,  (x' + h) - -  [f, (x' + h)] 

I I 
l iegt auch in diesem Teilkubus. Die Kante  yon K ist ~ < 2 ~, sodass fiir ]eden 

Gi t te rpunkt  h mi~ (I) die n Ungleichungen 

I , I_~ 
< f , ( x  + h ) - - f , ( x  + h) < (mod. I) (v-~ I, 2 , . . . , n )  (5) 2 2 

gelten. Jeder  m-dimensionale, den Koordina tenachsea  parallel orientierte Kubus  

mit Kan te  A' ,  also a fortiori  jeder  m-dimensionale, den Koordinatenachsen purallel 

orientierte Kubus  mit  Kan te  L enthiflt wenigstens einen Gi t te rpunkt  ~', der fiir 

]eden Gi t te rpunkt  h mit  (I) den n Ungle ichungen 

I I 
s < f , ( x ' + ~ ' + h ) - - f , ( x  + h ) <  I-e (mod. I) ( ~ = 1 , 2 , . .  n) 

2 2 '~ 

geniigt. Wi rd  
t I ~ X  - - X  "~ 

gesetzt, so gilt daher  wegen (5) 

- - e < f , ( x + v + h ) - - f , ( x + h ) < r  (mod. I) ( ~ = i , 2 , . . . , n )  

fiir ]eden Gi t terpunl~ h mit  (I), und jeder  m-dimensionale, den Koordinatenachsen 

paraUel orientierte Kubus  mit Kan te  L enthi~lt wenigstens einen Gi t te rpunkt  

mit dieser Eigenschaft ,  womit  der Beweis geliefer~ ist. 

S a t z  7 (Erster Stetigkeitssatz ~): Ist (f,) rhythmisch, ist ~P(vl, . . ., v,,) f i ir jedes 

v ~ ( v t , . . . ,  v,) definiert, periodisch rood. i und stetig mod. I, da~n ist auch 

( f , ,  . . . ,  f , ) )  
rhythmisch. 

V o r b e m e r k u n g :  In  diesem Stetigkeitssatz darf  die Voraussetzung,  dass 

~0(vl, v~, . . . ,  vn) iiberall s tet ig rood. I ist, erse~zt werden durch die weniger for- 

derende Bedingung,  dass qJ(Vl, v ~ , . . . ,  v , ) i n  den Punk ten  (f l(x), f2(x) . . . .  ,f,~(x)), 

wo x alle GRterpunkte  im m-dimensionalen Raum durchliiuft, s tet ig rood. I ist. 

B e w e i s :  Es bezeichne e eine positive Zahl, x ~ (x 1, x 2 . . . .  , xm) einen Gitter- 

punkt.  Da  ~(v l ,  v ~ , . . . ,  v,) periodisch rood. I und in den Punk ten  

i Der Spezialfall mit m ~ I  kommt in Satz 2 yon w I vor. 
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{f~(x + h), f~(x  + h) . . . .  , f , ( x  + h)} ~ 

ffir ]eden GiCterpunk~ h mit (~) stetig rood. x ist, gibt  es eine nur yon e und x 

abhEngige positive Zahl ~ < e, derart,  dass fiir ]eden Gitterpunk~ h mit  (~) aus 

- -  ~ < v, - - f ~ ( x  + h) < 6 (rood. ~) (v = I ,  2 ,  . . . ,  ~ )  

folg t 

- -  e < ~p (v,, v~, . . . ,  v,) - -  ~p(f~(x + h ) , f~ (x  + h), . . . ,  f ,  J x  + h)) < (mod. I). 

Hieraus  ergibt  sich, dass jeder zu d und x gehSrige Verschiebungspunk~ z von 

(f~) ein zu ~ und x geh5riger Verschiebungspunkt  yon (f~, ~p(f~ . . . .  ,fi,)) ist. 

Denn wird der Gi t te rpunkt  r so gewiihl t ,  dass fiir ]eden Gi t te rpunkt  h mit  

I 

die Ungleichungen 

- -  d < f , ( x  + ~ +. h) - -  f , ( x  + h) < 

(,U= I, 2 . . . .  , m) 

(mod. I) ( Y :  I, 2 , . . . ,  ")  

gelten, so gelten diese Ungleichungen wegen d < E a for~iori fiir ]eden Gitter- 

punkt  h mit (x), und nach dem 0b igen  geniigt dann jeder Gitterpunk~ h mi~ (I) 

den Beziehungen 

--  ~ < ~p (f~(x + �9 + h), . . ., f n ( x  + �9 + h)) --  ~p ( f l ( x  + h) . . . .  , f , ( x  + h)) < ~ (mod. I), 

sodass jeder  zu 6 und x gehSrige Verschiebungspunk~ ~ yon (f~) in der Tat  ein 

zu e und x gehSriger Verschiebungspunkt  ~ von (f , ,  ~p(f~, . . . , fn ) )  ist. 

Da (f,) rhythmisch is~, existier~ eine nu t  yon ~, also eine nu t  yon e und 

x abh~ngige L~uge _//, derar~, dass jeder m-dimensionale, den Koordinatenachsen 

paraUel orientierte Kubus  mit Kan te  _// wenigstens einen zu 6 und x gehSrigen 

u162 yon (f~) enth~lt. Jeder  derart ige Kubus  enth~lt  somit  min- 

destens einen zu e und x gehSrigen u  yon (f , ,  ~P(fl, . . . ,  f,)), 

sodass dieses System nach dem vorigen Satz rhythmisch ist. 

Satz  8 (Konvergenzsatz): Es  s e i l  ganz > o ,  es sei eine Folge Se(Q-~ I, 2 , . . . )  

von rhythmischen Systemen 

= 

gegeben, und es m6gen die Funkl ionen q~(x) ( # =  If 2 , . . . )  vine gleichmgssig konver- 
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genre Funktionenfolge mit Grenzfunktion 9(x) bilden. Dann ist (f~, 9) rhyth- 
misch. ~ 

Beweis- Wegen der gleichm~ssigen Konvergenz kann man jedem positiven 

e eine na~iirliche ZahI r zuordnen, derar~, dass fiir alle Git~erpunk~e 2 

(6) I ~ , ( ~ )  ~ (~)1  < 
3 

is~. 

I 
Jeder  zu - e  und einem Gi t terpunkt  x geh5rige Verschiebungspunk~ ~ von 

3 
(f~, ~r) ist ein zu e und x gehSriger Verschiebungspunkt von (fx, 9~). Denn i s t  

i ! 
- -  - ~ < f ~ ( x  + ~ + h) - - f ~ ( x  + h) < (mocl. ,) 

3 3 

J I (mod.  I) - -~3 < ~r(x + ,  + h ) -  ~r(x + h) < -3~ 

( ~ -  i, 2~ . . . ,1)  

fiir jeden Gitterpunk~ h=(h l , . . . ,  hm) mit 

I h ~ l < -  3 
8 

(~t= I: 2~ . . . ,m)~ 

so gelten wegen (6), angewende* mit  ~ ~ x + h und mit  �9 = X + ,  + h die Unglei- 

chungen 
t - - * < f z ( x + , + h ) - - f d x + h ) < ~  (rood. ,) (Z=  I, 2, . . . ,  I) 

[ - - e < q ) ( x + , + h ) - 9 ( x + h ) < ,  (mod. I) 

ffir .]eden Gi~erpunk t  h mi~ 

[h . ]  _--< 3_ (~,= i, 2 , . . . ,  ~n), 

also a fortiori fiir jeden Gi~terpunkt mi~ (I). 

Da (f~, ~0r) rhy~hmisch ist, is~ nach Satz 3 auch (f~, 9) rhythmisch.  

Definition 4: Ist (fi) in jedem Gitterpunkt des m-dimensionalen Raumes 
definiert, und bezeichnet x irgend einen Gitterpunkt in diesem Raume, so werde 

ich mit M~(f,) die Menge der Punkte u = ( u ~ , . . . ,  un) mit folgender Eigenschaft 

1 SQ ist somit das System (fz,. . . , fl ,  ~oQ). Ist /=o ,  so besteht SQ nut aus der einen 
Funktion r 
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bezeichnen: jedem positiven ~ entspricht mindestens ein Gitte~Tunkt ~ = ( % , . . . ,  vm), 

derart, dass f i ir  jeden Gitte~Tunkt h = (hi, . . . ,  h~,) mi t  

(7) I h~ l <= ~- ( , =  ~, ~, . . . , m)  
8 

die n Ungleichungen 

(S) - - e < f , ( x + z + h ) - - f , ( x + h ) - - u , < e  (rood. !) (~= I, 2, . . ., n) 

gelten. 

Ieh sehieke dem ]ffauptsatz sieben Hilfssg~ze voran. In diesen Hilfssgtzen 

betraehte ieh ein in jedem Gitterpunkt x definiertes System (f,) und das System 

(J~f,) ,  das aus den m n  Funktionen 

z l ,  f , ( x ) - ~ f , ( x l  . . . . .  x,-1, Xt~ H- I, Xt~+l . . . .  , X m )  - - f , ( X l , . . . ,  Xm) 

b'= I, . . . ,  n;  l ~ =  I, . . . ,  m)  

setze voraus, dass ' (d~f , )  rhythmiseh is~ (der zu beweisende 

dass (fi) dann und nur dann rhythmisch is~, wenn (d~f,) 

besteht, und ieh 

Hauptsatz besagt, 

es is~). 

Hilfssatz 1: M~(fi) ist abgeschlossen. 

Beweis: Es sei v = ( v l , v ~  . . . .  , vn) Hgufungspunkt yon M~(f,),  sodass jedem 

positiven e ein Punkt  u = ( u , ,  % , . . . ,  un) yon M~(f,) zugeordnet werden kann mit 

(9) 1'4-- v,I <~ - ~: ( ~ ' =  I ,  2 , . . . ,  '~). 
2 

Da u in M~(f~) liegt, existiert ein Gitterpunkt ~, der fiir jedea Git~erpunkt h 

mit (7) den n Ungleichungen 

I < f , ( x + ~  -~  (rood. I) (v=I,2,...,n), e + h) - - f , ( x  + h ) -  u, < I 
2 2 

also wegen (9) den n Ungleichungen 

- ~ < f , ( x  + ~ + h) - - f , ( x  + h) - -  v, < ~ (moa. i) N =  ~, 2 , . . . ,  n) 

geniigt, sodass v in M~(f,) liegt, also M~(f~) abgesehlossen ist. 
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Definition 5: Ich sage, dass eine n-dimensionale Menge M periodisch ist, 

wenn jeder zu M geh6rige Punkt  u ~ (ul, u~, . . . ,  u~,) die Eigenschaft besitzt, dass 

M alle Punkte v -  (vi, vz, . . . ,  v,) mit  

v . = - u .  (rood. l)  . . . .  , . )  
enthdlt. 

Nach dieser Definition is~ also jeder im n-dimensionalen Raum liegende 

Gitterpunkt eine Periode jeder n-dimensionalen pm~odischen Menge. 

Hflfssatz 2: M~(f,) ist periodisch. 

Beweis:  Folgt unmittelbar aus der Definition yon Mz(fi). 

Definition 6: Ich nenne eine nicht-leere n-dimensionale Menge M einen 

)~Iodul, wenn jedes Paar von in M liegenden Punkten u = (ul, u z , . . . ,  u,) und 

v = (v~, v~, . . . ,  v,,) die Eigenschaft besitzt, dass auch u + v und u -- v in M liegen. 

Enthiilt ein Modul M den Punkt  u = (u~, u ~ , . . . ,  u,,), so enth~lt er also 

auch den Punkt u - - u ,  d. h. den Koordinatenursprung, und gleichfalls den Punkt  

( - . , ,  . . . .  , 

Hilfssatz  3: Besitzt  jedes in einer abgeschlossenen periodischen Menge M 

liegende Punktepaar u und v die Eigenschaft, dass u + v in M liegt, dann ist M 

ein Modul. 

Beweis :  Es geniigt zu zeigen, dass ]edes in M liegende Punktepaar 

u = (ul, u 2 , . . . ,  u,) und v - ( v x ,  v~ , . . . ,  vn) die Eigensehaft besitzt, class u - - v  in 

M liegt. Ohne Beschritnkung der Allgemeinheit kann ich annehmen, dass v kein 

Gitterpunkt ist, da sonst die Behauptung unmittelbar aus der Periodizitiit yon 

M folgt. Ich kann also die natiirliche Zahl N so gross wi~hlen, dass das System 

I = < v , <  I (mod. I) (IO) 2~ r = ~  

nicht erfiillt ist. 

Ich betrm~hte nun Nn+  I Punkte v (kl, w o k  

durehliiuft, deren Koordinaten eindeutig durch 

festgelegt werden. 

( ~ = I :  2) . . . ~n )  

die Reihe 1 , 2 , . . . , ~ T ~ + I  

V(~ k)--= ~V, (moO. I),  O ~ V~ k) < I 

Verteilen wir den Kubus 

( V =  I~ 2 7 . ..~ n) 

o I 
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( �9 in N"  gleiche Tei lkuben mi t  Kan te  , so enth~l t  wenigstens einer dieser 

Tei lkuben mindestens zwei dieser Punk te  v (k). Es gibt also wenigstens zwei ganze 

Zahlen k und  K mit  

(if) i ~ k < K < : N n + i ;  - - - -  
< i  

I < ( K - - k ) v ,  (rood. I) (v -~-- I, 2, n) .  
h r =  = N  " ' "  

Da (IO) nicht  gilt,  so ist K - - k ~  I,  also ~ 2 .  

Die Menge M,  die den P u n k t  v=(vl,  v~,. . . ,v,)  enth~lt ,  enth~lt  nach der 

Voraussetzung auch die Punk te  (hv~, hv~, . . . ,  hv,), wo h positiv ganz ist. Wegen  

der Per iodizi tgt  

definiert  durch 

von M l i e g t  dann  in M auch der P u n k t  w = ( w  1 , w 2 , . . . , w . ) ,  

w, ---- ( K - -  k - -  I) y ,  ( m o d .  I ) ,  o _--~ w ,  < I (v - -  I ,  2 , . . ,  q?). 

h llS (I I) f o l g ~  
I ~ I 

( i 2 )  <--_ w ,  - ( - v , )  <= - i f =  i, 2, . .  . ;  n ) ,  

sodass jedem hinre ichend grossen ganzen N ein P u n k t  w von M mit  (I2) ent- 

spricht.  Folglich ist der P u n k t  - -  v = (--  v~, - -  v~, . . . ,  - -  vn) H~ufungspunkr  der 

abgeschlossenen Menge M,  l iegt  also in M.  Die Menge M enth~lt  dann die 

Punk te  u und - - v ,  somit  auch deren Summe u--v ,  womit  alles bewiesen ist. 

t t i l f ssa tz  4: M~(fi) ist ein Modul. 

B e w e i s :  Es sei ~ > o .  Liegt  u = ( u l ,  u ~ , . . . ,  u~) in M~(f,), dann exist iert  

ein Gi t t e rpunkt  ~---- (~a, ~ . . . .  , ~ ) ,  der  fiir jeden Gi t t e rpunkt  h :  (hi, h .o, . . . ,  hm) mit  

(I3) Ih,[ L 
8 

den n Ungle ichungen 

( , t t =  I ,  2, . . . ,  m) 

(I 4) I < f , ( x  -~ * + h) - -  f ,  (x + h) u, < I 8 - -  - 8  (mod. I) ( v - - I , 2 , . . . , o )  
2 2 

geniigt. L iegt  u ' =  (u'l, u ' -o , . . . ,  U'n) in M~(f,),  dann exist iert  nach Definition 

4 (mit u'~ s tar t  u~, und mit  der kleinsten der Zahlen I (~ = I, 2, . . . ,  ~Z) 

8 

und I , , , - 8  s tar t  8 angewendet)  ein Gi t te rpunkt  ~ ' =  (~1, �9 . . . . .  , �9 ~,), der ffir .~eden 
2 

Git te rpunkt  h' = (h'x, h'-o . . . .  , h'm) mi t  
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(~5) Ih'~l :< L + I~,,I 
8 

(~t--~ I~ 2~ . . . , m )  

den Ungleichungen 

(I6) I , I (mod. I) (v-~ I, 2 , . . . ,  n) --  -e  < f~ ( x+z '  +h') -- f~(x+h' )  u ,  < -~. 
2 2 

geniig~. Setzt man ~ + h = h ' ,  so gelten fiir jeden Git terpunkt  h mit  (I3) die 

Beziehungen (I5) , also auch die Relationen (I6), die dann, wenn z " ~ + ~ '  ge- 

setzt wird, die Gestalt 

(~7) 
I I 

< f , ( x + , " + h ) - - f i ( x + ~ + h ) - - u ' , < - e  (mod. i) ( v : I , 2 , . . . , n )  
2 2 

annehmen. Aus (i4) und (I7) folgt 

(18) - - ~ < f , ( x + ~ " + h ) - - f , ( x + h ) - - ( u , + u ' , ) < ~  (mod. I) ( v=  I, 2, . . ., n). 

Hiermit  isg bewiesen, d a s s  jedem positiven r e i n  Punkt  ~" zugeordne$ werden 

kann, derar~ dass (I8) fiir jeden Gigterpunkt h mit  (13)grit. Folglich liegt u + u' 

in der Menge M~(f,), sodass diese Menge nach den vorigen Hiffss~tzen ein Modul ist. 

Definition 7: Ieh nenne u-~ (ul, u~, . . . ,  u,) Hh'ufungspunkt rood. I einer Menge 

M,  wenn jedem positiven e unendlieh viele Punkte v - -  (v~, v ~ , . . . ,  v~,) von M mit  

- - ~ < u , - - v , < e  (mod. I) ( v :  I ,  2, . . . ,  n )  

zugeordnet werden kb'nnen. 

Es ist klar, dass jede unendliche Menge wenigstens einen H~ufungspunkt  

rood. I besitzt. 

Hilfssatz 5: Jedem positiven 6 und jedem Gitte~Tunkt x kann man eine nur 

yon 6 und x abhiingige positive Zahl ~ = a (6, x) zuordnen, derart, dass jeder zu a 

und x gehSrige Verschiebungspunkt ~ von (J~f , )  die Eigenschaft besitzt, dass der Punkt  

(i9) ( f  l (x + 7) - A (x), f ~ (x + ~) - L (x), . . . ,  f ,  (x + ~) - f , (~) )  

weniger als 6 vom Modul M~(f~) entfernt ist. 

Beweis: Ich nehme an, class es mSglich sei ein positives 6 und einen Gitter- 

punkt  x so zu w~hlen, dass die Behauptung nicht richtig ist. Dann entspricht 
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jedem positiven a einer  zu a und x gehSriger  Verschiebungspunkt  , v o n  (A~fi) 

mi~ der Eigenschaf~,  dass der in (I9) genannte  P u n k t  eine En t f e rnung  > ~ zu 

Ms(f ,)  besitzt. 

E s  strebe a nach l~ull. Die in (I9) genannten  Punkte ,  wo x fes~, �9 yon a 

abh~ngig ist, bilden eine unendl iche Menge. Es sei u = (ul, u s ,  �9 � 9  un)  ein H~iufungs- 

punkt  rood. I dieser Menge, und es bezeichne 8 eine positive Zahl < (l und < I. 
8 2 

Dann  exist ier t  ein zu a ~-- - -  und x gehSriger Verschiebungspunkt  z yon (J~f~) mi t  
2 m 

20) I I <f~(x + ~) - f ~ ( ~ )  - . ~  < ~ (rood: ~) (v =- ~, 2 , . . . ,  ~) .  
2 2 

8 2 
Da ~ ein zu - -  und x gehSr iger  Verschiebungspunkt  von (d~f , )  ist, gelten 

2m 

fiir jeden Gi t t e rpunk t  h* = (hi*, h ~ * , . . . ,  hm*) mit  

[ h , * [  < 2 m  ( ~ t :  I, 2, . . . , m ) ,  

also a f o r t i o r i  fiir jeden Gi t t e rpunk t  h* mit  

(2I) [h~* I ~ I (/it= I, 2 , . . . ,  m) 
8 

die m n  Ungle ichungen 

Nun  kann  

82 82 
- -  - -  < J t ,  f , ( x + v + h * ) - - J l ,  f , ( x + h * )  < - -  (rood. I) 

2 m  21r~ 

( ~ =  1,2,  . . . , m ;  V =  I, 2, . . . ,q$).  

t f . ( x  + �9 + h) - -  f . (~  + h)} - -  { f . ( x  + ~) - -  f . ( x ) }  

geschrieben werden als Summe von 

(23) I h 1 1 + 1 4 1 +  + l h m l  

Gliedern der Gestal t  

mi t  

31 --3298. 

~ , f . ( x  + ~ + h*) - ~ , f . ( ~  + h*) 

Acta  mathematica.  59. Imprim6 Iv 7 mai 1932. 

(~-~ I, 2 , . . . , m )  



242 J . G .  van der Corput. 

(24) [h,* [ < [h,  [ 

in Formel  

(It----= I ,  2 ,  . . . ,  ~'?~), 

Gitterpunkt ~ = (v,, .~, . . . ,  vm) mit  

(28) I'~,, I =< ~' 

der f i ir  jeden Gitterpunkt h = (h~, h~ , . . . ,  h,~) mit  

I (29) [h~ [ < 

den n Ungleichungen 

( I t - -  I, 2, . . . ,  m),  

( ~  I~ 2, . . . ) m )  

(25) { f i ( x ~ + h ) - - f i ( x + h ) }  --  { f , ( z+  ~)--f i(x)} = 

= z ~ ) { ~ J , ( x + ~ + h * ) - -  d,.f~(x+h*)) (~= i, 2, . . , , ) .  

W~hlen wir fiir h einen Git terpunkt  mi~ 

(26) [h~ [ < I (it = I, 2 , . . . ,  m), 

so is~ die in (23) genannte  Gliederanzahl der Summe ~(~) hSehstens --.m Ausserdem 
8 

gelten dann wegen (24) die Ungleichungen (2I), also auch die Beziehungen (22) 
fiir jedes Glied der Summe 2~(~), sodass 

( 2 7 )  i i_ - - ~ < z ( , I  < ( r o o d .  I) (,, = 1, 2 , . . . ,  , )  
2 2 

ist. 

Aus (25), (20) und (27) folgt 

--  e < f , ( x + z + h ) - - f , ( x + h ) - - m  < e (rood. I) ( v=  I, 2 , . . . , n ) ,  

giil~ig fiir jeden Git terpunkt  h mit  (26). Folglich lieg~ u in M~(f,), und das 

kann niche, da u H~iufungspunkt rood. I einer Menge is~, deren En~fernung zu 

der periodischen Menge M~(f~) grSsser als oder gleich c? ist. Hiermi~ is~ der 
Widerspruch gefunden.  

Hilfssatz 6: Jedern positiven 8 und jedem Gitterpunkt x l~ann man eine, nur 

yon ~ und x abhKngige positive Zahl  fl=fl(c?, x)zuordnen  mit  folgender Eigenschaft." 

wird  der Punk t  u =  (ua, u ~ , . . . ,  u,) in M~(fi)  beliebig gewdhlt, so existiert ein 



(3 ~ ) 

geniigt. 

Beweis: 

n-dimensionalen Kubus 
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- - r ~ < f ~ ( x + z + h ) - - f ~ ( x + k ) - - u , <  ~ (mod. ~) ( ~ ' ~ - - I , 2 , . . . , . )  

2 
Es sei N die kleinste ganze Zahl > ~ und > I. Ich verteile den 

( in N ~ gleiche Teilkuben K mit 

0 ~ _ _ _  I ( ~ ' =  I~ 2~ . . .~ ~)  

Kante ~V)' und in jedem dieser Teilkuben K 

ws ich, wenn mSglich, einen Punk~ v von M~(f~). Die Anzahl der ausge- 

w~hlten Punkte v ist somit hSchs~ens 5/% Da jeder dieser Punkte v in Mz(f,) 
liegt, kann man jedem dieser v einen Gitterpunkt ~--(~1, ~ ,  . . . ,  ~ )  zuordnen, 

der fiir jeden Gitterpunkt h mit (29) den n Ungleichungen 

(3I) __ I _ ~ < f , ( x + z + h ) _ _ f ~ ( x + h ) _ _ v , <  Ic~ (mod. I) ( ~ = I , 2 , . . . , n )  
2 2 

geniig~. Die Anzahl der in Betrachb kommenden Gitterpunkte ~ ist somi~ h6ch- 

stens N ~. Wird fl so gew~hlt, dass fiir alle in Betracht kommenden Gitter- 

punkte 

(32) [~[ _-< ~ (~= ~, ~,. . . ,  ~) 

is~, dann behaupr ich, dass dieses fl die verlangge Eigenschaf~ besi~zt. 

Denn es sei u=(ul ,  u~,. . . ,  un) irgend ein Punkt  der Menge Mz(fi). Wegen 

der Periodizit~t dieser l~Ienge gehSrt dann der Punk~ w = (wl, w ~ , . . . ,  wn), de- 

finiert durch 

w,~--u, (moO. I), o ~ w , <  I ( v = I , 2 , . . . , n ) ,  

aueh dieser Menge an. Dieser Punkt  w von Mx(f~) lieg~ in einem der Teil- 

kuben K, und dieser Teilkubus K enthRlt verabredetermassen einen ausgew~hlten 

Punkg v yon Mx(f,). Dann ist 

I I 
(33) I w ~ -  ~1 < ~r < - ~ ( ~ =  ~, ~ , . . .  , ~). 

Bezeichnet ~ den dem Punkte v zugeordneten Gitterptmkt, so folgt (28)aus (32); 

(30) aus (3i), (33) und w , - ~ u .  (mod. I). 
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Hilfssatz 7: Jedem posit iven ~ und  jedem Git teJTunkt  x kann  man  eine, nur 

von e und  x abhdngige Ldnge  -4 zuordnen, derart,  dass jeder m-dimensionale, den 

Koordinatenachsen parallel  orientierte Kubus  mi t  Kan te  _4, f i i r  jeden P u n k t  u yon 

M , ( f , )  einen Gi t terpunkt  3 =  (3~, *.z . . . .  , ~,~) entMilt, der fi~r jeden Gi t terpunkt  

h ~ - ( h l ,  h~, . . . ,  h~) mi t  

(34) [ h,  I < _I (# = I, 2 , . . . ,  m) 

den n - Ungleichungen 

(35) - -  ~ < f , ( x + , + h )  - -  f , ( x  + h) - -  u, < e (rood. I) (v=  I, 2 , . . . ,  n) 

geniigt. 

Beweis  yon  Hilfssatz ~/. 

Ich daft  e < I annehmen, da sons~ (35) klar ist. 

E r s~er  Sehrit~t~: Es bezeiehne a = a ( ~ e , x ) d i e i n  Hilfssatz 5, f l = ~ ( ~ , x )  

die in Hilfssatz 6 genann~e Zahl, 

und 3 m ( f l +  i ) ,  sodass 

und es sei 7 die kleins~e der zwei Zahlen a 

3 
isK 

Nach der Voraussetzung, die Hilfssatz I vorangeht, is~ (J,f~) rhythmisch, 

sodass eine nur yon 7, also nur  yon ~ und x abh~ngige L~inge -4' exis$iert~, derart, 

dass jeder m-dimensionale, den Koordinatenachsen parallel orientierte Kubus mit  

Kante A '  wenigstens einen zu 7 und x gehSrigen Verschiebungspunkt 3' yon (J~f,) 

en~h~ilt. Ich werde zeigen, dass die L~nge _3 = - A '  + 2fl die verlang~e Eigenschaft 

besitzk 

Zwei~er  Sehr i t~ :  Jedem zu 7 und x gehSrigen Versehiebungspunkt 3' yon 

(~/~f~) kann mindestens ein Punk~ u ' =  (u' 1, u ' ~ , . . . ,  U'n) yon M~(f~) zugeordne~ 

werden, derar~, dass jeder GRterpunkt  h ' =  (h' 1, h ' ~ , . . . ,  h',~) mit 

(37) I h ' ,  [ ~ ~ ~- _I (# = I, 2, . . . ,  m) 

aen Ungleiehungen 

(38) 2 , 2 (rood. I) (~'~- I, 2 , . . . , ' )  --  -e  < f i ( x + 3 ' + h ' ) - - f , ( x + h ' )  - -  u ,  < - e 
3 3 

genfigt. 
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Der Yerschiebungspunkt ~' gehSrt  zu 7 und x, also wegen (36) 

Wegen  

ist nach Hilfssatz 5 der Punk t  mi t  den n Koordina~en 

f ~ ( ~  + . ' )  - f . (~ )  

weniger als i - e  von Mx(f~) entfernt ,  sodass in M~(f~) 
3 

, ( ,  , , )  u ~ u l ,  u~, . . . ,  u,~ mit  

( Y = I ,  2~ . . . , ~ )  

wenigstens ein Punl~t 

(39) I f , ( x  -[- ~') - -  f . ( x )  u , . i  < I - - ~ ( ~ =  I ,  2 , . . . ,  ~) 
3 

liegt. Bezeichnet h ' = ( h ' l ,  h'~ . . . .  , h'~) i rgend einen Gi t te rpunkt  mi~ (37), so 

kunn die Zahl 

{ f , ( x  + ~' + h') - -  f , ( x  + h')} --  { f , ( x  + ~') - -  f,(x)} 

geschrieben werden uls Summe yon 

(40) lh'~l + lh'~l + ' "  + lh',~l 

Gliedern der Gestalt  

mit  

J P ~ f . ( x + ,  +h) - J , f . ( z + h )  ( ~ =  I, 2, . . . ,  m) 

(4i) Ih.I < Ih'.l  ( ~ - -  I, 2, . . , m ) ,  

in Formel 

(42) { f , ( x + ~ ' + h ' )  - - f i ( x +  h')} --  {f,(x + v') --  f,(x)} = 

= :~(" ){J , f , ( x  + ~' + h) - -  J , f , ( x  + h)} 

(,~= ~, 2 , . . . , . ) .  

Die in (4o) angegebene Gliederanzahl der Summe ~(~) ist wegen (37) hSch- 

v o n  
/ T \  

stens m ( # + ~ .  Da ~' ein zu 7 u n d  x gehSr iger  Verschiebungspunkt  
~ g 

(J~f , )  is~ und wegen (4I), (37), (36) und ~ < i  

I h ,  I --< _i (~ = i ,  2, . . . ,  m) 
Y 
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ist, 

sodass wegen (36) 

�9 ( 4 3 )  I [ e - -  - e  < ~ ' ( ~ ) <  

3 3 

ist. Aus (42), (43) und (39) folgt (38). 

J. G. van der Corput. 

liegt jedes Glied der Summe ~('~), mod. I genommen, zwischen --7 und 7, 

(mod. I) (v= I, 2 , . . . , n )  

D r i t f e r  S c h r i t t :  dedem Punkt  u yon M~(f~) und jedem zu e und x ge- 

von ( J , f , )  kann man einen Gitterpunkt z " =  hSrigen Verschiebungspunkt z' 
(Ttp 1 P! t t  

(44) U ~:'', I --< ~ (~ = I, 2, . . . ,  ~V/) 

zuordnen, derart, dass jeder Gitterptmkt h mit (34) den n Ungleichungen 

(45) --  ~ < f , ( x § 2 4 7  u, < e (mod. I) (v= I, 2 , . . . ,  n) 

geniigt. 

Beweis :  Ich wghle den Punkt  u' yon M~(f~), wie im zweiten Schritt an- 

gegeben. Der Modal M~(f~) enthglt dann die Punkte u und u', also auch u - - u ' .  

Wegen f l = f l ( ~ , x ) e x i s t i e r t  nach ttilfssatz 6 ein GRterpunkt ~"mi t (44 ) ,  der 

fiir alle Gitterpunkte h mit 

Ih,~l ~ 3 ( . =  ~, ~,..., ~), 

also a for t io r i  fiir jeden Gitterpunkt h mit (34) den Ungleichungen 

I tv I 
(46) 3 ~ < f , ( x + *  + h ) - - f , ( x + h )  - -  ( u , - -u" )  < 3 (mod. I) ( v :  I, 2 , . . . ,  n) 

geniigt. 

Wird ~" -4- h - h '  gesetzt, so geRen fiir jeden GRterpunkt h mR (34) wegen (44) 
die Ungleichungen (37), also die Beziehungen (38), die dann die Gestalt 

2 t 2 
3 e < f , ( x + z ' + z " + h ) - - f , ( x + z " + h ) - -  u ,  <-3 e (rood. I) ( , =  I, 2 , . . . ,  n) 

annehmen. Mit Riicksich~ auf (46) folgt hieraus (45). 

V i e r t e r  u n d  l e t z t e r  S c h r i t t :  Beweis, dass - / / = - / / ' §  die verlangte 

Eigenschaft besRzt. 
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Bowe i s :  Es sei K ein beliebiger m-dimensionaler, den Koordinatenachsen 

parallel orientierter Kubus mi~ Kante _4, und es bezeiehne K' den m-dimensio- 

nMen, den Koordinatenachsen parallel ori'en~ierten Kubus mit Kante A '  und mi~ 

demselben Mittelpunk~ wie K. Nach dem ersten Schrit~ enthgl~ K' wenigstens 

einen zu 7 und x gehSrigen Verschiebungspunk~ ~' yon (A,f~). Wegen (44)liegt 

dann der im dritten Schritt definierte Punkt  ~-~:'+ ~" in K, und aus (45)folg~, 

dass dann (35) fiir .ieden Gitterpunl~ h mR (34) gilt. 

Hiermit is~ Hilfssatz 7 vollstgndig bewiesen. 

Wir sind jetz~ mit unseren sieben Hilfssgtzen fertig und kSnnen nun zum 

Beweis des Hauptsatzes iibergehen. 

Satz 9 (Hauptsatz~): (f~) ist dann und nur dann rhythmiseh, wenn (#~f~) 
rhythmisch ist. 

Vorbemerkung: Ich werde zugleich beweisen: is~ (f,) rhythmisch, so ist 

auch (f~, .A~f~) rhy~hmisch. ~ 

Beweis: i. Es sei (fi) rhythmisch. Dann ist fi(x), also aueh A~f,(x) in 

jedem GRterpunk~ x definiert. Is~ ~ > o und bezeichnet x irgend einen GRter- 

I 
punkt, so is~ jeder zu - e  und x gehSrige Verschiebungspunk~ �9 yon (f,) ein zu 

2 

und x gehSriger Verschiebungspunkt yon (fi,  A,f , ) .  Denn is~ 

I I 
- 2-' < / , ( ~  ~ + h ) - - f , ( x + h ) <  ~ ,  (~oa. ,) ( Y =  1 ,2 :  . . . , n )  

fiir jeden Gi~erpunk~ h = (hi, h~, . . . ,  hm) mi~ 

l h~l =<-2 (~= ,, 2 , . . ,  m), 

dann gel~en die Ungleichungen 

(47) - - e  < J , f ~ ( x + ~ + h ) -  At, f , ( x+h  ) < e (mod. I) 
( t , = , ,  2, . . . ,  m; ~ = , , z  . . . . .  ,) 

fiir jeden Git~erpunkg h = (hi, h~ . . . .  , h~) mR 

(48) l h ~ l <  ~ , . . . ,m ) .  - -  - -  I ( ~  I 2 ,  

1 Den Spezialfall dieses Satzes m i t m  = ! habe ich in Satz 3 yon w I formuliert. 
2 Das System (f~, z/~f~) besteht natiirlich aus den n + m n  Funktionen f~ und Aaf~.  
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I s t s  > I,  so gilt (47) fiir jeden Gi t te rpunkt  h; ist ~ < I := --, so gilt (47) fiir jeden 
2 2 

Git terpunl~ h mit  (48), also a f o r t i o r i  f i i r  jeden Gi t te rpunkt  h mit 

(49) [h~ [ ~ I_ (p~ = I, 2 . . . .  , m). 

Hiermi t  ist bewiesen, dass jedenfa!ls (47) fiir jeden Gi t te rpunkt  h mit (49) gilt, 

sodass �9 ein zu e und x gehSriger Verschiebungspunkt  yon (fi,, .4t~f, ) ist. 

Da  (f,) rhythmisch ist, ist nach Satz 3, angewendet  mit  d I = - e ,  a u c h  
2 

( f , ,  J , f , )  rhythmisch.  Folglich ist auch das Teilsystem ( / / , f , ) y o n  (f , ,  J , f , )  

nach Satz 2 rhythmisch.  

2. Es sei ( J~f , )  rhythmisch.  Nach Hilfssatz 7, angewendet  fiir den Spezial- 

fall, (lass u mit dem Koordina tenursprung zusammenfgllt ,  kann man jedem posi- 

riven ~ und jedem Gi t te rpunkt  x eine, nur yon ~ und x abh~ingige. L~inge ~/ 

zuordnen, derart,  dass jeder m-dimensionale, den Koordinatenachsen parallel orien- 

t ierte Kubus  mit Kante  l /  wenigstens einen Gi t te rpunkt  �9 enth~lt, der fiir jeden 

Gi t te rpunkt  h mit 

[h~[ =<-I (~= I, 2 , . . . ,m) 

den Ungleichungen 

- - ~ < f , ( x + ~ + h ) - - f , ( x + h ) < e  (rood. I) ( r =  I, 2, . . ., ~) 

geniigt. Dann  ist ~ ein zu ~ und x gehSriger Verschiebungspunkt  von (fi), 

sodass (f,) na~h Satz 6 rhythmisch ist. 

w 3. Abso lu t  r h y t h m i s e h e  Funk t ionen .  

Definition 11: leh nenne eine Funkt ion 

f ( x )  = f ( x l ,  . . ., xm) 

absolut rhythmisch, wenn jedes rhythmische System (ge), bestehend aus r Funktionen 

gQ(W) ~-  gO(Xl,  . . . ,  Xm) ( O =  I,  2, . . . ,  r) 

die Eigensehaft besitzt, dass auch das System (ge, f )  rhythmisch ist. 

I D e n  S p e z i a l f a l l  d i e s e r  E r k l i i r u n g  m i t m  = I f i nde t  d e r  L e s e r  in  D e f i n i t i o n  7 v o n  w I. 
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Satz 1: Ist (ge) rhythmiseh, und sind die n Funktionen f ,(x) (~= I , . . . ,  n) 

absolut rhythmisch, so ist (ge, f i)  rhythmiseh. 1 

Beweis: Der  Spezialfall  mi t  n :  I fo lgt  unmi t te lbar  aus der Definit ion der 

absolut rhy thmischen  Funkt ionen.  Is t  n ~ 2, und ist der Satz mi t  n -  I s tar t  n 

schon bewiesen, dann ist das System der Funkt ionen  

as (x ) ,  . . . ,  A ( x ) ,  

rhythmisch.  Wegen  des absoluten Rhy thmus  yon fn(x) ist dann auch das System 

(ge, f~) rhythmisch.  

Satz 2~: Ein System, alas aus einer endliehen Anzahl yon absolut rhythmischen 

Funktionen besteht, ist rhythmisch. 

Vorbemerkung: Im  Spezialfall, dass das System aus nur  einer Funkt ion  

besteht,  bekommt man den Satz: 

Eine absolut rhythmische Funktion ist rhythmisch. 

Beweis: Es sei 

.q( ,)  = g(x , , , ,  . . . ,  

i rgend eine rhythmische  Funkt ion.  Sind die Funk t ionen  

f , (x )  = f ,  (x,, x , ,  . . . ,  x~) y :  I, 2, . . .~n)  

absolut rhythmisch,  dann bilden nach dem vorigen Satze, angewendet  m i t r :  I ,  

die Funk t ionen  

g (x), f l  (x), f~ (x), . . . ,  fn (x) 

ein rhythmisches  System, und Satz 2 yon w 2 besagt, dass dann auch das Tei lsystem 

Z (x), f~ (x) . . . .  , f , (x )  

rhy thmisch  isr 

H ie rmi t  ist Satz 2 vollst~ndig bewiesen. 

Satz 3 (AdditionstheoremS): Die Summe yon zwei absolut rhythmischen Funk- 

tionen ist absolut rhythmisch. 

1 (gQ,f~) besteht natiirlich aus den r+n Funktionen ge und/~ (O= I . . . .  ,r; y ~  I . . . .  , ~ ) ,  

2 Satz 9 yon w I enth~lt den Spezialfall mit m ~  I. 
8 Den Spezialfall mit m ~ I  findet man in Satz 5 vonw I. 

32--3298. Acta matheraatica. 59. Imprim6 le 9 mai 1932. 
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Beweis: Ich w~hle eiu beliebiges rhythmisches System (ge) und zwei absolut 

rhythmische Funktionen f l  und f~. 

Naeh Si~tz I, angewendet mit n = 2 ,  ist (ge, f l ,  re) rhythmisch. Das Addi- 

tionstheorem des vorigen Paragraphen (Satz 4 yon w 2) besagt, dass dann auch 

(gQ, f l ,  f~ , f l  +f2) rhythmiseh ist. Naeh Satz 2 yon w 2 ist dann such das Tell- 

system (ge,f l+f~) rhythmisch, woraus sich ergibt, dass f l  +f~ absolut rhyth- 

misch ist. 

Sat~ 4: Ist f (x )  absolut rhythmisch, und bezeichnet c eine ganzzahlige Kon- 

stante, so ist auch cf(x) absolut rhythmisch. 

Beweis: Ich w~hle ein beliebiges rhythmisches System (ge)" 

Nach Definition I ist (ge,f) rhythmisch. Satz 5 yon w 2 besagt, dass 

dunn such das System (ge, f ,  c f )  rhythmisch ist. Nach Satz 2 yon w 2 ist dann 

such das Teilsystem (gQ, c f )  rhythmisch, woraus sich ergibt, dass c f  absolut 

rhythmisch ist. 

Satz 5 (Zweiter Stetigkeitssatzl): Sind die Funktionen 

f,(x) : f , (xl ,  x2, . . . ,  x,,~) (v = I ,  2 ,  . . . ,  ~) 

absolut rhythmisch und ist ~0(Vl, v2 , . . . ,  v~) f i ir  jedes (v~, v~ . . . . .  v,~) definiert, 
periodisch mod. i und stetig rood. I, so ist auch ~p(fl(x),f2(x), . . . , f , ( x ) )  absolut 

rhythmisch. 

Vorbemerkung:  In diesem Stetigkeitssatz darf die Voraussetzung, dass 

~P(W, v~, . . . ,  v,) iiberall stetig mod. I i s t ,  ersetzt werden durch die wenlger for- 

derende Bedingung, dass ~(Vl, v~, . . . ,  v,) in den Punkten ( f l (x) , f~(x) , . . . ,  f~(x)), 
wo x Mle Gitterpunkte des m-dimensionalen Raumes durchliiuft, stetig rood. I ist. 

Beweis: Ich wi~hle irgend ein rhythmisches System (ge). " 

Nach Satz I i s t  (go, f,) rhythmisch. Der erste Stetigkeitssatz (Satz 7 yon 

w 2) besagk dass dann auch (ge,f ' ,  ~P(f~, "" ",f~)) rhythmisch ist. ~ Folglich ist 

nach Satz 2 von w 2 das Teilsystem (ge, ~0(f~, . . . , f~))gle iehfal ls  rhythmiseh, 

sodass ~p (fl(x) . . . .  , fn(x)) absolut rhythmisch ist. 

Sat~ 6 (Konvergenzsatz): Bilden die absolut rhythmischen Funktionen 

fz(x) =fz(x~, . . . ,  x,,) (Z = I ,  2 . . . .  ) 

1 D e n  Spezia l fa l l  m i t m  ~ I f indet  der  Lese r  in Sa tz  7 y o n  w I. 

I c h  w e n d e  h ie r  den  Spezia l fa l l  des  e r s t en  S t e t i g k e i t s s a t ze s  an,  wobe i  tp n i c h t  yon  al ien 

r + n F u n k t i o n e n  g# u n d  f ~ ,  s o n d e r n  n u r  yon  den  F u n k t i o n e n  f , .  a b h ~ n g t  
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eine gleichmh'ssig konvergente Funktionenfolge, so ist auch die Grenzfunktion f(x)  
dieser Folge absolut rhythmisch. 

Beweis: Ist  (ge) ein rhythmisches System, dann ist, da fz(x) absolut rhyth- 

misch ist, das System der r + I Funktionen (ge, fz) fiir jedes ganze Z ~ I rhyth- 

misch. Der Konvergenzsatz aus der Theorie der rhythmischen Systeme (Satz 8 

des vorigen Paragraphen) besagt, dass das System (gQ,f) dann rhythmiseh ist. 
Folglich ist f (x)  absolut rhythmiseh. 

Satz 7 ~: Die Fun]ction 

f ( x )  = f ( x : ,  . . . ,  

ist dann und nut dann absolut rhythmisch, wenn die m Funktionen 

2 ,  . . ,  m )  

absolut rhythmisch sin& 

Beweis: Ich wghle irgend ein rhythmisches System (ge). 

:. Es sei f (x)  absolut rhythmisch. Dann ist (ge, f ) rhythmisch.  Nach der 

Vorbemerkung beim Hauptsatz (Satz 9 des vorigen Paragraphen)is t  das aus 

(m+ I)(r+ :) Funktionen bestehende System (J~ge, ge,f,  Jt~f) rhythmisch. Folg- 

lich ist auch das aus r +  : Funktionen bestehende Teilsystem (ge, J , f )  (wo # 

jetzt lest gedacht wird) rhythmisch. Hieraus folgt, dass J~f(x)  absolut rhyth- 
misch ist. 

2. Es sei J ~ f ( x ) ( # =  I, 2 , . . . ,  m) absolut rhythmisch. Nach dem tlaupt- 

satz (Satz 9 yon w 2) bilden die mr Funktionen 

(~t= I ,  2 ,  . . . ,  m; Q--~ I, 2 , . . . ,  r) 

ein rhythmisches System. Aus Satz I folgt dann, dass das System 

(J~ge(x), J , f (x ) )  (l~ = I, 2 , . . . ,  ~ ;  ~ : I,  2 , . . . ,  r) 

rhythmisch ist, sodass wir nur den Bauptsatz anzuwenden brauehen, um zu 

finden, dass die Funktionen &(x) , . . . ,  g~(x), f (x)  ein rhythmisches System bilden, 

Mso f(x) absolut rhythmiseh ist. 

: D e r  S p e z i a l f a l l  m i t  m = I k o m m t  in  S a t z  8 v o n w  I vor .  



252 J. G. van der Corput. 

Satz 8: Jedes Polynom 

f ( x ) - - f ( x , ,  x o , . . . ,  x,,) 

ist absolut rhythmisch. 

Beweis: Dass ein koustantes Polynom absolut rhythmisch ist, folgt un- 

mittelbar aus der Definition der absolut rhythmischen Funktionen. Ist f ( x )  ein 

Polynom k t€ Grades (k>_--I), un(l ist Satz 8 mit k - I  start k schon bewiesen, 

dann sin(l die Polynome / l# f (x) ,  die einen Grad < k besitzen, absolut rhyth- 

miseh, so(lass nach (lem vorigen Satz auch f ( x )  absolut rhythmisch ist. 

Satz 9: Bilden die Funktionen 

f t ( x )  : f~ , (Xl~  Xg,  . . .~ Xm) V :  I~ 2~ . . . ,  7'1) 

eiu rhythmisches System, bezeiehnen s, a~, (re, �9 �9 a,~ ganze Zahlen mit s > o, und 

besitzt das System 

(i) f a ~ < f , ( x ) < f l ,  (rood. i) (v=  I, 2, . . ., /~) 

x~ ------ a,~ ( m o d .  8) (~t = I ,  2 , . . . ,  , l )  

wenigstens eine ganzzahlige L6sung x = (xl, x ~ , . . . ,  xm), so hat es unendlich viele 

ganzzahlige Lb'sungen x,  und dann enthdlt sogar bei geeignet gewdhlter, nur yon 

a,, ~,,, s und der Wahl der Funktionen f l ,  f ~ , . . . ,  .f,, abhdngiqer Ldnge L jeder 

m-dimensionale, den Koardinatenaeh, s'en parallel orientierte Kubus mit Kante L we- 

nigstens einen Gitterpunkt x mit (I). 

Beweis: Nach dem vorigen Satz sind die Funktionen 

X l  - -  fft X ~ - -  (Ys X m - - f f m  

8 8 8 

absolut rhythmisch, sodass nach Satz I die n + m Funktionen 

( 2 )  f l ( X ) ,  f ~ ( x )  . . . . .  f n ( x ) ,  x l  - -  q t  , X~---~ ~_2_ 
8 8 

X m -  ffnt 

ein rhythmisches System bilden. Ich habe vorausgesetzt, dass das System 

(3) 
I < f,(x) < (mo(l. I) ( , ,= x, 2 . . . . .  n)  

/ - -  I_ < X$~--g~ < I_ (mo(l. I) ( ~ =  I 2 , . . .  m) 
8 8 8 ' ' 
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wenigstens eine ganzzahlige LSsung besitzk Nach SatT. I des vorigen Para- 

graphen, angewendet mit den n + m  in (2) genannten Funktionen start fj(x),  

f~(x) , . . . , fn (x) ,  besitzt (3) unendlich viele ganzzahlige LSsungen, und enth:,ilt bei 

geeignet gewi~hlter L~inge L jeder m-dimensionale, den Koordinatenachsen parallel 

orientierte Kubus mit Kante L wenigstens eine ganzzahlige LSsung x == (x~, x~, 

. . . ,  x~) yon (3). Diese LSsungen geniigen aueh dem System (I), womit Satz 9 

bewiesen ist. 

w 4 Der Polynomsatz. 

In Teil I habe ich nur sehr spezielle Polynomsysteme untersucht. Denn fas~ 

jedes im ersten Teil betrachtete System yon Ungleichungen, das nur Polynome 

enthiilt, hal die Gestal~ 

~, < f , ( x ~ , . . . ,  x m ) -  y ,  < f ,  (~ = i, 2, . . . ,  , ) ,  

wo Xl, . . . ,  x,~, Yl, . . . ,  yn die Unbekannten bezeichnen. Dabei wird somit voraus- 

gesetzt, dass die Unbekannten Y l , . . . ,  Y,* nicht in den Polynomen f ,  auftreten. 

Die Theorie der rhythmischen Systeme hat den Vorteil, dass sie uns in den 

Stand setzt viel allgemeinere Systeme zu behandeln, ngmlich alle Systeme der 

Gestalt 

(~) ~ < f ~ ( x ~ ,  . . . ,  ~m,  y~, y~) - y~ < ~ 

a n  < f n ( X l ,  . . . ,  X m ,  Y l ,  ' '  ", y n - 1 )  - -  y n  < f in ,  

wo f ,  Polynome, a, lind f ,  Konstanten bezeiehnen. Man beachte, dass in diesem 

System das Polynom f ,  ( v :  2, 3 , . - . ,  n) nicht nur die Unbekannten x l , . . . ,  x~, 

sondern auch die Unbekannten y ~ , . . . ,  y,-~ enthalten darf. 

Der wichtigste Satz, den ich in diesem Paragraphen beweisen werde, besagt 

folgendes: 

Satz 1 (Polynomsatz): Hat das System (I) wenigsteus eine ganzzahlige Lb'sung, 

so besitzt es unendlich viele ganzzahlige Lb'sungen, uud dann enthSlt sogar bei ge- 

eignet gewShlter L~nge L jeder m-dimeusionale, den Koordinatenaehsen parallel orien- 

tierte Kubus mit Kante L wenigstens einen Git~'pu~kt x = (x~ , . . . ,  x~,), der bei 

geeignet gewdhltem Gitterpunkt y =- ~ ,  . . . ,  yn) dem System (I) geniigt. 
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Ich wiirde dieses Resultat in einigen Zeilen beweisen kSnnen, wenn das 

Produkt yon zwei beliebigen absolut rhythmischen Funktionen wiederum absolut 

rhythmisch wi~re, aber das ist nicht stets der Fall. Denn hat f(x) fiir jedes 

ganze x ~ o  den Weft  [ ,  und ist 
2 

[ ~9 (O) -~- I, 

9(X) = 0 fiir jedes ganze x <> o, 

so sind f(x) und T(x) absolut rhythmiseh, aber ihr Produkt 

f(x) ~v(x) = o fiir jedes ganze x <> o, 

I 
= fiir x = o ,  

2 

ist nicht rhythmiseh , also a fortiori nieht absolut rhythmisch. 

Betrachtet man eine Menge E yon absolut rhythmischen Funktionen, so 

braucht also der kleinste Ring ~1", der alle Funktionen yon E enthiilt, noch 

nieht die Eigenschaft zu besRzen, dass jede ihrer Funktionen absolut rhythmiseh 

ist. 1 Ein fiir die Theorie tier rhythmischen Systeme sehr wichtiges Problem ist 

meines Eraehtens, mSglichst ausgedehnte Ringe yon absolut rhythmischen Funk- 

tionen zu konstruieren. Die Menge aller Polynome ist ein einfaches Beispiel 

eines Ringes mit der Eigenschaft, dass jede ihrer Funktionen absolut rhy~hmiseh 

ist. Ein viel ausgedehnterer Ring mit dieser Eigenschaft ist die kleinste Funk- 

tionenmenge ~ ,  die durch die folgenden 5 Bedingungen definiert wird: 

I. }R enthiilt nur Funktionen der Gestalt 

f(x) ~ f ( x l , . . .  , Xm), 

die fiir jeden Gitterpunkt x=-- (x~, . . . ,  xm) definiert sind; hierin bezeichnet m 

eine beliebige, aber fest vorgeschriebene natiirliche Zahl. 

2. ~ enthiilt die Funktion, die fiir jeden Gitterpunkt x = (x l , . . . ,  xm) den 

Wert  o besRzt. 

3. Enthi~lt die ~Ienge ~t zwei Funktionen f(x) und r so enthiflt sie 

aueh ihre Summe f(x) + 9(x). 

4. Hag 
= xm) 

1 ~, heisst ein Ring, wenn jedes zu ~t* gehSrige Funktionenpaur f und ~o die Eigenschaft 
besitzt, dass ~* auch die Funktionen f+  ~o, f--90 .und fT enth~lt. 



Diophantische Ungleichungen. lI. Rhythmische Systeme. A und B. 255 

fiir jeden Gitterpunkt x einen ganzzahligen beschr~nkten Wert,  mit der E i g e n -  

schaft, dass das Produkt cg(x) fiir jedes konstante c absolut rhythmisch ist, 

und enthglt die Menge ~ eine Funktion f (x) ,  so enth~ilt sie auch das Produkt 

f (x)  g(x). 
5. Hat  die Funktion 

f (x)  -~ f (x l ,  �9 �9 X,,~) 

die Eigenschaft, dass die m Differenzen 

~t,~f(x) (# = I, 2 , . . . ,  ~n) 

in ~ vorkommen, dann kommt auch die Funktion f(x) in ~ vor. 

Ich habe diese Nenge ~ eingefiihrt, weil sie, wie ich beweisen werde, die 

folgenden 4 merkwiirdigen Eigenschaften besitzt: 

I. ~ ist ein Ring. 

II.  Jede in ~ auftretende Funk4ion ist absolut rhythmisch. 

I I I .  Jedes Polynom in m Vergnderlichen kommt in ~ vor. 

IV. Ist~ f ( x ) = f ( x l , . . . ,  xm) eine Funl~ion yon ~ ,  die fiir keinen Gitterpunk~ 

x =  (xl, . . . ,  xm) einen ganzen Wer t  besitzt, so kommt auch die Funktion 

[f(x)] in ~ vor. 

Wie man sehen wird, brauche ich gerade diese vier Eigenschaften fiir den 

Beweis yon Satz I. 

Hilfssatz 1: Bezeich~wt g(x) = g(x l ,  x~, . . . ,  Xm) eine f i i r  jeden Gitterpun.bt 
x~-(Xl,  x~ . . . .  , xm) definierte beschrSnkte ganze Zahl, mit der Eigenschaft, dass 
das Produkt cg(x) fiir jedes konstante e absolut rhythmisch ist, dann ist das Pro- 
dukt f(x)g(x) fiir jede absolut rhythmische Funklion f(x)  =f(xa,  x~, . . . ,  x,~) absolut 
rhythmiseh. 

Beweis: Es geniigt zu. zeigen, dass jedes rhythmische System (ge)die Eigen- 

schaft besitzt, dass (ge, fg) rhythmisch ist. 

Da g(x) beschrgnkt ist, kSnnen wir die feste Zahl G ~  I so bestimmen, 

dass fiir jeden Gitterpunkt x 

(2) I g(x) l __< ! 
2 

ist. Ich wghle jetzt eine positive Zahl ~ < I, und eine positive Zahl 
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I 
I - -  - 8 

2 (also < I). 
(3) r < i T -  

Bei gegebenem Gi t te rpunkt  x kSnnen wir dann die yon e und x abh~ngige Zahl 

X > I u n d  > I G~, so w~hlen, dass fiir jeden Gi t te rpunkt  h=(h~, h~,. . . ,  h,,)mit 
2 

(4) [ht, [ ~ I (It = I ,  2, . . . ,  m) 

die Ungleiehung 

(5) If(x + h) l ~ x 

gilt. Ich setze 
I 

O-2X*~' (also < 2-* wegen (3) und X>= I). 

Naeh der Voraussetzung des zu beweisenden Hiffssatzes sind die Funk- 

t ionen f (x )  und 7g(x) absolut  rhythmisch.  Da die Funk~ionen g,(x), g~(x), . . . ,  
gr(x) ein rhythmisches System bilden, is~ also nach Satz I des vorigen Para- 

graphen das System (go, f ,  )'g) rhythmisch.  

Ich werde zuniichst zeigen, dass jeder  zu d und x gehSrige Verschiebungs- 

punkt  ~ yon (go,f, 7g) ein zu e und x gehSriger Verschiebungspunkt  yon (ge,fg) 
ist. Is t  ~ ein zu d und x gehiSriger Verschiebungspunkt  yon (ge,f,  7g), dann ist 

(6) --6 <ge (x+z+h) - -ge (x+h)<  6 (mod. I) ( 0 =  I, 2 , . . . ,  r) 

(7) --  d < f @ +  ~+ h) - - f @ +  h) < ~ (mod. I) 

und 

(8) --  (~ < 7g(x + ~ + I t ) -  7g(x + h) < d (mod. I) 

fiir jeden Gi t te rpunkt  h =- (hx, h~, . . . ,  hm) mit 

I 

In l 
Man hat  dann 

I I 
[7g(x+r +h)--  7g(x+h)[ < 7" - (; +7" - G 

2 " 2 

I 
--=- V(~ < I - -  

2 

< I - - ( ~  

( # =  I ,  2, . . . , ~ n ) .  

wegen (2) 

wegen (3) 

I 
wegen 6 < 2 e, 
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sodass aus (8) folgt  

II. Rhythmische Systeme. 

lTg(x+*+h) - -Te (x+h) l  < ~ -  ~7 
- -  2 - X '  

also 

(9) I g ( x + ~ + h )  - -  g ( x+h)[  < 
2 X  

Nach (7) existier~ eine ganze Zahl p mit  

(m)  I f ( x + ~ + h ) - - f ( x + h )  -pl < ~ = ~ '  < ~ '  < 2 X  G-' 
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I 
[h~[ _--< ~ ( # =  I, 2 , . . . ,  m), 

also wegen d < ~ a f o r t i o r i  fiir jeden Gi t te rpunkt  h mit (4), sodass z in der Tat  

ein zu ~ und x gehSriger Verschiebungspunkt  yon (ge, fg)  ist. 

Da  (ge , f ,~ ,g)  rhythmisch is~, existiert  eine, nur  yon ~ und x, also nur 

yon ~ und x abhi~ngige Li~nge -4 derart,  dass jeder  m-dimensionale, den Koordi- 

natenachsen parallel orientierte Kubus  mit Kan te  _4 wenigstens einen zu ~ und 
3 3 -  3298. A a a  mathematiea. 59. Imprim6 lo 9 mai 1932. 

wegen (IO), (z), (9) und (5). Hieraus  folgt  

(II)  --  ~ < f ( x + z + h ) g ( x + ~ + h ) - - f ( x + h ) g ( x + h )  < ~ (rood. I). 

Wegen  ~ < e folgt  aus (6) 

(I2) - - ~ < g e ( x + ~ + h ) - - g e ( x + h ) < ~  (rood. J) ( e -  l, 2, . . ., r). 

Die Ungleichungen (I I) bezw. (12) gelten fiir jeden Gi t te rpunkt  h mit (4), bezw. 

wegen X-->_I and (3). Wi rd  

p g ( x + z . + h )  = q 

gesetzt, dann ist q ganz, da nach der Voraussetzung des zu beweisenden Hilfs- 

satzes g ( x + z + h )  ganz ist. Man hat  nun 

[ f ( x  + 3 + h)g(x + z + h) - -  f ( x  + h) g(x + h) - -  q [ = 

[{f(x + ~+ h) - -  f ( x  + h) - - p }  g(x + �9 + h) + {g(x + �9 + h) - -  g(x  + h)} f ( x  + h)[ 

< ~ ' 2  G + ~-:~" X = ~ ,  
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x gehSrigen Verschiebungspunkt yon (gr f ,  7g) enthiilt. Jeder derartige Kubus 

enth~lt sorer  mindestens einen zu e und x gehSrigen Verschiebungspunkt yon 

(ge,fg), sodass (ge,fg) nach Satz 6 yon w 2 rhythmisch ist. Folglich istf(x)g(x) 
absolut rhythmisch. 

B e i s p i e l :  Die in der Einleitung genannte Funktion 

f(x) = 0 fiir ungerades x, 

-- x 1/2 fiir gerades x, 

ist absolut rhythmisch. 

Bewe i s :  Die Voraussetzungen yon ttilfssatz I sind mit m =  I, 

g(x)--o fiir'ungeraxtes x, 

x fiir gerades x, 

erfiillt. Da x V2 ein Polynom, also absolut rhythmisch ist, ist nach Itilfssatz I 

auch f(x) absolut rhythmisch. 

Satz 2: Jede Fuuktion yon ~ ist absolut rhythmisch. 

Vorbemerktmg: Jeder FunkCion f(x) yon ~ ,  die nicht in jedem Gitter- 

punkt x = (x,, . . . ,  xm) den Wert  Null besitzt, kann man eine endliche Anzahl 

yon zu ~ gehSrigen Funktionen 

(I3) F2(z),  . . . ,  F,(x) 

zuordnen, derart, dass Fl(x ) in jedem Gitterpunkt x versehwindet, und, wenn 

Fl+l(x) =f(x)  gesetzt wird, fiir jedes ~ (X = I, 2 , . . . ,  l) wenigstens eine der fol- 

genden drei Eigenschaften gilt: 

I. In der Reihe F1, F 2 , . . . ,  ~'~ kommen zwei Funkt ionenf l (x  ) undf~(x) mit 

vor. 
V . ,  (x) =fl(x) + f..(x) 

2. Es ist m5glich eine, fiir jeden GRterpunkt x definierte, beschr~nkSe 

ganzzahlige Funktion g(x) zu finden, derart, dass cg(x)fiir jedes konstante c 

absolut rhythmisch is~, und in der Reihe FI,  F ~ , . . . ,  Fx eine Funktion f1(x) mit 

/PX +1 (X) = f l  (X) g (X) 
vorkommt. 
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3- Die m Differenzen 
,~/~ F2+1 (x) ( # - -  I, 2, . . . ,  m) 

treten in der Reihe T'I, F ~ , . . . ,  Fx auf. 

Ist  f(x) gegeben, dann w~hle ich das System (I3) derar~, dass die Anzahl 1 

der in (13) vorkommenden Funktionen mSglichst klein sei. Diese durch f(x) ein- 

deutig bestimmte Zahl 1 nenne ich den Index yon f(x). Gebe  ich der Funktion, 

die in jedem Gitterpunkt x verschwindet, den Index Null, so besitzt jede Funk- 

tion f(x) von ~R einen Index => o. Der Index yon ~'~ (x) (z : 1, 2 , . . . ,  l) ist hSch- 

stens ~--1,  also kleiner als l. 

Um eine Eigenschaft, die fiir die Funktion, die in jedem Gitterpunk~ 

x ~ (xl, . . . ,  x~) verschwindet, giiltig ist, fiir alle iibrigen Funktionen f(x) yon 

~R zu beweisen, daft  man annehmen, dass diese Eigenschaft fiir alle Funktionen 

yon ~ mit kleinerem Index, somit insbesondere fiir die 1 in der Reihe (13) auf- 

tretenden Funktionen F~(x) sehon bewiesen ist. 

Beweis von S a t z  2: Ich brauche nur eine Funktion f(x) yon ~ zu unter- 

suchen, die nicht in jedem Gitterpunkt x = (xl, . . . ,  x~) versehwindet, da sonst 

die Behauptung evident ist. Nach der Vorbemerkung daft  ich annehmen, dass 

die l in (I3) genannten Funktionen Fx(x) absolut rhythmisch sind, und brauche 

ich nur drei F~lle zu unterscheiden. 

I. Es sei 

f ( x )  = A (x) + 

wo fl(x) und f~(x) im System (13) . vorkommen, also absolut rhythmiseh sin& 

Dann ist naeh dem Additionstheorem (Satz 3) des vorigen Paragraphen auch 

die Summe fl(xl +f~(x) absolut rhythmisch. 

2. Man hat 

f (x)  = A ( x )  g(x); 

hierin ist f~(x) eine der Funkbionen F~(x), also absolut rhythmisch, und g(x) ist 

fiir jeden Gitterpunkt x definier L ganzzahlig und beschr~nkt, mit der Eigenschaft, 

dass fiir jedes konstante c das Produkt cg(x)absolut rhythmisch ist. Nach Hilfs- 

satz 1 ist dann auch das Produkt fl(x)g(x) absolut rhythmisch. 

3- Die Differenzen 
~l~f(x) (# = I, 2, . . . ,  m) 

kommen im System (13) vor, sind somit absolut rhythmisch. Nach Satz 7 des 

vorigen Paragraphen ist dann f(x) absolut rhythmisch. 
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Hilfssatz  2: Ist  

f ( x )  = f ( x l ,  .. ., x,~) 

eine Funkt ion yon ~ ,  und bezeichnet a = ( a l , . . . ,  ar~) einen Gitterpunkt, so geh6rt 

auch 

f ( x  + a) = f ( x  1 + a,, . . ., xm + am) 
zu {R. 

Beweis:  Ich daft annehmen, dass f ( x )  nicht in ~edem Gitterpunkt x = 

( x l , . . . ,  xm) verschwindet, da sonst die Behauptung evident ist. Nach der Vor- 

bemerkung yon Satz 2 daft  ich annehmen, dass die Behauptung schon bewiesen 

ist, wenn f ( x )  durch Fa(x) (~= I, 2 . . . .  , l) ersetzt wird. Ich unterscheide wie- 

derum drei Fglle: 

i. Es sei 

f ( x )  = fx(X) + f=(x), 

wo f1(x) and f~(x) im System (I3) vorkommen. Nach unserer Annahme gehSren 

dann f l ( x  + a) and f~(x + a) der Menge {R an, sodass nach der Definition yon {R 

(vergl. Punkt  3) auch 

f ( x  + a) = f l (X  + a) + f , ( x  + a) 

in ~R vorkommt. 

2. ]~an hat 

f ( x )  = f , (x)g(x);  

hierin ist f ,(x) eine der Funktionen Fa(x), und g(x) ist fiir jeden Oitterpunkt x 

definiert, ganzzahlig und beschrgnkt, mit der Eigenschaft, dass fiir jedes k o n -  

stante c das Produkt cg(x) absolut rhythmisch ist. Nach unserer Annahme ge- 

hSrt f l ( x + a )  der Menge {R an. Die Funk~i0n g(x+a)  ist fiir jeden Gitterpunkt 

x definierk ganzzahlig and beschriinkt, mit der Eigenschaft, dass fiir jedes kon- 

stante c das Produl~ cg(x + a) absolut rhythmisch ist. Nach der Definition der 

Menge {R (vergl. Punkt  4) gehSrt dana 

dieser Menge an. 

3~ Die Differenzen 

f ( x  + a) - ~ A ( x  + a)g(x + a) 

J~ f (x ) .  (re = I, 2 , . . . ,  yr.) 
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sodass die ]~Ienge ~ nach unserer Annahme die 

+ = 1, 2 ,  . . . ,  

also naeh ihrer Definition (vergl. Punkt  5) die Funktion f ( x  + a) enthiilt. 

Satz 3: Enthdlt die Menge ~t zwei Funktionen f (x)  und ~(x), so enthdlt sie 
auch ihr Produkt f (x)  99(x). 

Beweis: Ich werde zeigen: bezeichnen a und a zwei Gitterpunk~e, und ent- 

hiilt die Menge 91 zwei Funk~ionen f (x)  und ~(x), so enthiflt sie auch das Pro- 

dukt f ( x  + a) qD(x + cr Ich daft  dabei annehmen, dass die Funktion f (x)  nicht 

in jedem Gitterpunkt verschwindet, da  sonst die Behauptung evident ist. Nach 

der Vorbemerkung yon Satz 2 daft ich ausserdem annehmen, dass die Behauptung 

schon bewiesen ist, wenn f (x)  durch eine der in (I 3) genannten Funktionen/?'x(x) 

ersetzt wird. Wenigstens einer der folgenden drei Fi~lle trit t  auf: 

I. Es ist 

f (x)  = fl(x) + f~(x), 

w o  fx(x) und f~(x) im System (I3) vorkommen. Nach nnserer Annahme gehSren 

dann f l (x+a)  gg(x+a) und f , (x+a)  qg(x+et ) der Menge ~ an, sodass aiese Menge 

nach ihrer Definition (vergl. Punkt  3) die Summe 

A (x + a) ~ (x + a) + f~ (x + a) ~ (x + a) = f ( x  + a) q9 (x + a) 

enthglt. 

2. Man hat 

f (x)  = A ( x )  g(x); 

hierin ist fl(x) eine tier Funktionen F~(x), und g(x) ist fiir jeden Gitterpunkt x 

definiert, ganzzahlig und beschriinkt, mit der Eigenschaft, dass fiir jedes kon- 

stante c das Produkt cg(x) absolut rhythmisch ist. Naeh unserer Annahme liegt 

f l ( x+ a)q~(x+ a) in }R. Da g(x+ a) fiir jeden Gitterpunkt x definiert, ganzzahlig 

und besehriinkt ist, und cg(x+a) fiir jedes konstante c absolut rhythmiseh ist, 

enthiilg die Menge ~ naeh ihrer Definition (vergl. Punkr 4) alas Produkt 

A (x + a) qg(x + et) gCx + a) --~ f (x + a) qgCx + et). 

3- Die m Differenzen 

kommen im System (13) vor. 
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Ich darf annehmen, dass q~(x) nich~ in jedem Gi~terpunkt x verschwindet, 

da sons~ die Behauptung evident ist. Wie aus der Vorbemerkung yon Satz 2, 

mit  q~ (x) start f(x) angewende~, hervorgeh~, exis~ier~ ein System yon endlich vielen 

in ~ liegenden Funl~ionen 

(~4) ~o,(~), ~)~(~),..., ~ ( . ) ,  

wo ~t(x) in jedem Gitterpunk~ x verschwinde~, wo L den Index von ~0 (x) be- 

zeichne~, und wo wenigstens einer der folgenden drei Fglle auftri t t :  

I. In  der in (I4) genannten Reihe kommen zwei Funk~ionen 9~(x) und 

q~e(x) mit  
(x) = ~,(x) + ~ ( x )  

vor.  

II .  Es ist mSglich eine Funk~ion ~01(x ) i m  System (I4) und eine Funkt ion 

Z(x) zu finden, die fiir jeden Gi~terpunk~ x definier~, ganzzahlig und beschrgnkt 

is~, derar~, dass fiir jedes konstante 7 das Produl~ 7~(x) absolut rhythmisch is~, 

und ausserdem 

isf. 

I I I .  Die Differenzen 

kommen im System (I4) vor. 

(X) = ~1 (X) Z (X) 

a.~(*)  ( ,  = ~, ~ , . . . ,  ~) 

Ich darf annehmen, dass die Behauptung schon bewiesen ist, wenn ~(x) 

(lurch eine der in (I4) genannten Funkt ionen ersetzt wird. 

Gilt I, so enthglt ~ nach unserer Annahme die F u n k t i o n e n f ( x +  a)~(x+ a) 
und f(x+a)q~(x+cc), also auch die Summe 

f ( x  + a) q~, (x + a) + f ( x  + a) q~ (x + a) = f ( x  + a) q~(x + a). 

Gilt II ,  so lieg~ nach unserer Annahme f(x+a)qDl(x+a ) in ~ .  Da %(x+a) 

ganz und beschr~nk~, 7Z(x+a) fiir jedes konstante 7 absolu~ rhythmisch ist, 

enth~l~ ~ auch das Produk~ 

f ( x +  a) 9~(x + a)Z(x+ a) = f ( x +  a) 9 ( x +  a). 

Gil~ schliesslich I I I ,  so ist 

(I 5) ~ J ~ f ( x +  a) q~(x + a) = 
t ~ ( ~ + ~ ) ~ f ( ~ + ~ )  + f ( ~ +  b ~ ) ~ ( . + . ) ,  
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b~, = (al, . . . ,  a~,-1, a/, + i ,  a / ,+ l ,  . . . ,  aft,) 

In  diesem Falle ist d , f ( x )  eine der Funkt ionen _/7'1(x),..., F/(x), 

sodass nach der ersten Annahme q~(x+a)Jt, f ( x + a  ) in {R liegt. Ausserdem ist 

z/v9(x) eine der Funkt ionen @,(x), . . . ,  @L(X), sodass nach der zwei~en Annahme 

(angewendet mi~ b, s ta t t  a) auch f ( x + b v ) d ~ , 9 ( x + a ) i n  ~ liegt. Wegen (I5)ge- 

hSrt dann 

gleichfalls der Menge {R an. 

in {R liegt. 

Jt, f ( x  + a) 9(x  + a) 

Das gilt  fiir /z = I, 2, . . . ,  m, sodass f ( x  + a) ep (x + a) 

Hilfssatz 3: ~ enthh'lt jede Funktion, die gleich einer Konstanten ist. 

Beweis: Is t  7 konstant ,  so enthglt  ~R die m Funkt ionen 

~ 7 = o (~ = i ,  2 , . . . ,  ~n), 

also auch die Funkt ion  7. 

Satz 4: Sind f~(x), f.2(x), . . . ,  fq(x) IJ'unktionen yon ~ ,  so enthdlt ~ jede ganze 

rationale Funktion yon f ~ (x), f~(x), . . ., f q(x). 

Beweis: l~lach dem vorigen Hilfssatz enthgl t  ~ jede Konstante .  Enthii l t  

die Menge ~R zwei Funkt ionen f (x )  und 9(x), so enthglt  sie auch ihre Summe 

und (nach dem vorigen Satz) ihr Produkt.  

t t i e rmi t  ist Satz 4 bewiesen. 

Satz 5: ~R ist ein Ring. 

Beweis: Folgt  unmit te lbar  aus dem vorigen Satz. 

Satz 6: ~R enthSlt jedes Polynom in xi, x~, . . . ,  xm. 

Beweis: Es ist 

zJ / .X~  = I fiir # = v )  
----0 fiir ~ L ~ v /  ( / ~ = I , 2 , . . . ,  m; v =  I, 2, . . ., m), 

sodass ~ nach Hilfssatz 3 die m Funkt ionen J ~ x , ,  also auch die Funkt ion  x,  

enthglt.  Das gilt  fiir v =  I, 2, . . . , m ,  sodass nach Satz 4 jedes Polynom in 

xl . . . .  , x,~ dem Ringe ~ angehSrt. 
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Hilfssatz 4: Enthdlt  ~ eine Funktion 

u ( x )  = , ( x , ,  . . . ,  

die f i ir  keinen Gitlerpunkt x = (x~, . . . ,  x,~) ganzzahlig i~t, so ist c[u(x)] f i ir  jedes 

konstante c absolut rbythmisch. 

Beweis: Wird 
--- v - I v ]  

gesetzt, so ist 

(i6) c[u(x)] -~ c u ( x ) -  c~fl(u(x)). 

Da u(x) der Menge ~ ungehSrt, also absolut rhythmisch ist, uusserdem fiir keinen 

einzigen Gitterpunkt x mit einem Unstetigkeitspunkt mod. I yon c~)(v) zusummen- 

f/illt und c~p(v) periodisch ist, ist nuch dem zweiten Stetigkeitssatz mi~ n =  I 

(Satz 5 yon w 3; vergl, die zum zweiten Stetigkeitssatz gehSrige Vorbemerkung) 

c~p(u(x)) ubsolut rhythmisch. ~ enth~lt u(x), also auch cu(x), sodass cu(x) ubsolut 

rhythmisch ist. Aus (16) folgt, duss dann c[u(x)] gleich der Summe yon zwei 

absolu~ rhythmischen Fank~ionen, also auch absolut rhythmisch ist. 

ttilfssaty. 5: ~ enthdlt jede Funktion 

g ( x )  = a ( x l  . . . . .  , 

die fiir jeden Gitterpunkt x ~ (xl, . �9 x,~) ganz und beschrii.nkt ist, und die Eigen- 

schaft besitzt, dass cg(x) fit)" jedes konstante c absolut rhythmisch ist. 

Beweis: ~ enth~l~ nach Hilfssutz 3 die Funktion I, also such die Funk~ion 

i .  g (x )  = g (x ) .  

Satz 7: Gehb'rt f ( x )  dem Ringe ~ an, und ist f (x )  f i ir  keinen eit terpunkt 

x = ( x ~ , . . . ,  x~) ganz, so liegt auch [f(x)] in ~ .  

Beweis: Ich werde beweisen: gehSr~ f (x )  dem Ringe ~ an, und wird die 

Konstante 7 so gew~hl~, duss f ( x ) +  7 fiir keinen Gitterpunk~ x----(x~i . . . ,  x~) 

gunz ist, so lieg~ auch [ f (x)+ 7] in ~ .  Ich darf dubei voraussetzen, ddss f ( x )  

nicht identisch verschwindet, da sonst die Behaup~ung evident ist. Nuch der 

Vorbemerkung yon Sutz 2 durf ich uusserdem unnehmen, dass die Behuuptung 

schon bewiesen ist, wenn f ( x )  durch eine der in ( i3)genunnten  Funktionen 

Fl(x),  ..., F~(x) erse~zt wird. Wie schon 5fters bemerkt wurde, trit~ dann wenig- 

stens einer der folgenden drei F~ille uuf: 
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I. Man ha t  

( I  7)  f ( x )  = f l ( X )  + f 2 ( x ) ,  

wo f1(x) und f~(x) in der Reihe Fl(X), . . .  , F,(x) vorkommen. Die Zahlen ~1 mit  

der Eigenschafg, dass f l(x)+ 71 fiir wenigstens einen Gi t terpunkt  x ganzzahlig 

ist, bilden eine abz~hlbare Menge, sodass 7~ so gew~hlt  werden kann, dass 

fl(x) + 7i fiir keinen Gi t te rpunkt  x ganz ist. Auf  dieselbe Art  finder man, dass 

be i  geeignet  gewghltem konstantem 7~ auch f~(x)+ 72 fiir keinen einzigen Gitter- 

punkt  einen ganzzahligen Wer t  besitzg. Nach unserer  A n n a h m e  gehSren dann 

[fl(x) + 7~] und  [f~(x) + 7~] dem Ringe ~ an. Nach Hilfssa~z 4 sind die drei 

Funkt ionen 

c[f(~) + 7], c[A(x) + 7,] und cLf~Cx) + 7~] 

fiir jedes konstante  c absolut rhythmisch.  Wird  

g: (x) ---~ [f(x) + 7] - -  [fl (x) + 7,] - -  [f~ (x) + 7~] 

gesetzt, dann ist g~(x) ganz und wegen (I7) beschris Ausserdem ist dann cgl(x) 
gleich der Summe yon drei absolut rhy thmischen  Funkt ionen,  somit gleichfalls 

absolut rhythmisch.  Nach dem vorigen Hilfssatz gehSrt  gl(x) dann dem Ringe 

an, sodass 

[f(x) + 7] ~-- [A (x) + y~] + [f~ (x) + y~] + gl (x) 

die Summe yon drei in ~R liegenden Funk~ionen ist, also in ~ lieg4. 

2. 3clan ha t  

(I 8) f(x) = f~ (x) g(x), 

wo fl(x) eine der  Funkt ionen  Fx (x ) , . . . ,  F,(x)ist, g(x)eine ganze und beschriinkfie 

Funkt ion bezeichnet und  cg(x) fiir jedes konstante  c absolut rhythmisch  is~. Ich  

wghle Yl wiederum so, dass f~(X)+Tt fiir keinen einzigen Gitterpunk~ x ganz ist, 

sodass nach unserer  Annahme [f~(x)+ 7,], somit auch ~f~(x)+ 7,]g(x) dem Ringe 

angehSrt.  Nach Hilfssatz 4 sind die zwei Funkt ionen  

c[:f(x)+r] 

fiir jedes kons t an te  c absolut rhythmisch.  Hilfssatz I besagt, dass dann auch 

Ill(X) + 

absolut rhythmisch  ist. Wird 

g~(~) ---- If(x) + 7] - -  [A(x) + 7,] g(x) 
3 4 -  3298. Act, a mathematl, ca. 59. Im pr im 4  le 9 ma i  1932. - 
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gesetzt, dann ist also cg~.(x) fiir jedes konstante c gleich der Differenz yon zwei 

absolut rhythmischen Funktionen, somit absolut rhythmisch. Natiirlich ist q~(x) 
ganzwertig, weft g(x) nur ganze Werte besitzt; da g(x) beschrgnkt ist, folgt aus 

(18), dass aueh g2(x) beschrgnkt ist. Aus Hilfssatz 5 geht hervor, dass g~(x) in 

{R liegt. Dann ist 

If(x) + 7] -~ If, (x) + Zl] g(x) -J- g,(..ql?,) 

die Summe yon zwei in {R ]iegenden Funktionen und liegt somit in {R. 

3. Die m Funktionen ./It, f ( x  ) kommen im System (I3) vor. Bei geeignet 

gewghltem konstantem 7~ ist Jr, f (x)+ 7~* fiir keinen einzigen Gitterpunk~ x ganz, 

sodass die m Funktionen 

[J~f(x) + 7~,] (/z = I, 2 , . . . ,  m) 

unserer Annahme nach 

m + I Funktionen 

dem Ringe {R angehYren. Nach Hilfssatz 4 sind die 

~[f(x) + z] u . a  r  + z,] ( ~ = I ,  2 , . . . ,  m) 

fiir jedes konstante c absolut rhythmisch. Aus Satz 7 des vorigen Paragraphen 

geht dann hervor, dass auch die m Funktionen 

gz~t~ If(x) ~- ~] ( , =  I, 2 , . . . ,  m) 

absolut rhythmisch sind. Wird 

g~*(x) = ~ [ f ( , )  + r] - [ z , , f ( x )  + r~] (t, = i ,  2 , . . . ,  m) 

gesetzt, so besitzt gt~*(x) nur ganzzahlige und beschrgnkte Werte, und dann ist 

cgt,*(x ) fiir jedes .konstante c gleich der Differenz yon zwei absolut rhythmischen 

Funktionen, ist also absolut rhythmisch. Nach Hilfssatz 5 gehYr~ gt,*(x) dem 

Ringe {R an, sodass 

J ,  If(x) + 7] ---- [ J , f (x )  + 7,] + g,* (x) (re = I, 2 , . . . ,  m) 

die Summe yon zwei in {R liegenden Funktionen ist und somit in ~ liegt. Das 

gilt fiir re=  I, 2 , . . . ,  m, sodass {R auch die Funktion I f (x)+  7] enthglt. 

Bewe i s  yon  Sa tz  I. 

~Iaeh der Voraussetzung besitzt (I) wenigstens eine ganzzahlige LYsung. 

Wir  kYnnen die 2n Zahlen a', und fl', mit 

(19) a~,--<c~'~,<~]~,,=<~, ~'~--C~'~,< ! (~=I ,  2 , . . . , ~ )  2 
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so wi~hlen, dass auch das System 

(20) ,~', < f , ( x ~ , . .  , ~ ,  w ,  �9 � 9  w - ~ )  - w < ~', ( V :  I~ 2, . . . : n )  1 

diese LSsung besitzt. 

Bei  gegebenem v bilden die Zahlen c, mi t  der Eigenschaft ,  dass fiir wenig- 

stens einen Gitterpunk~ ( x l , . . . ,  x~, y~, . . . ,  y,-1) 

(2I)  f~(x 1, . . . ,  Xm, Yl, " ' ' ,  y,--1) + C, 

ganz isk eine abzi~hlbare Menge. Bei geeigne~ gewi~hltem c, mit  

t ! 
(22) I a ~ + fl', < c, ~- 3 a ,  + fl', 

4 2 4 2 

besitzt also das in (2I) genannte  Polynom fiir keinen einzigen Gi t terpunl~ 

(xl, . . . ,  x~, Yl, . . . ,  y , - i )  einen ganzzahligen W e ~ .  

Aus (22) und (I9) folg~ 

/ ' fl' + e , < 3 + f l ' ~ - ~ _ _ - < i  
t3,t2"~ , 4 2 

, I f l ' , ,  ' > 0 

4 2 

(V-~- I, 2~ . . . ,  ~) 

(Y= I, 2 , . . . , , , ) .  

Ich  definiere n - - I  Funkt ionen 

~9~(X) : ~gv(Xl,  . . . ,  X,m) (V= I, 2, . . . , n - - I )  

durch 

(24) 
{ ~01(X ) : [ Z ( X l , . .  Xm)"~" (31] ' 

~0,(X)--~ [f~(xi, .,Xm, ~0 l (x ) , . . . ,  ~9,--1(X)) + C,] (V~-2, 3 , . . . , ~ - - I ) .  

Ieh  behaup~e, dass (2o) genau dieselben ganzzahligen L5sungen wie 

(25) g'v < f v ( x  1 . . . .  , Xm, ~01(X), . . . ,  ~0~--l(X)) - -  yv < ~'~ ( ~ =  I, 2 . . . .  , Tt) 

besitzt. Um das zu beweisen, un~erscheide ich zwei verschiedene F~lle: 

i. Es sei ( x l , . . .  , xm, y ~ , . . . ,  Yn) eine ganzzahlige LSsung yon (20). Aus 

(20) u n d  (23) f o l g t  

t Fiir v = I wird na~iirlieh die Ungleichung 

~'l <f l  (x, . . . .  xm)--y 1 <fl', 
gemeint. 
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o < f i ( x , ,  . . . ,  Xm, y , ,  �9 . . ,  y,--i) n u C, - -  y ,  < I 

~,  = L f , ( x ~ , . ,  * ~ ,  y l , . ,  y , - ~ ) +  ~,] 

Wegen (24) ist dann 

( Y :  I~ 2, . . .~n)~  

(Y=  I, 2 , . . . ,  n).  

91 (3~') : gl ; 

aus 

tion hervor, dass 

~ , (x )  = y~ (~ = ~, 2 , . . . ,  ~ -  i) 

ist. Aus (20) folgt nun (25). 

2. Es sei (xl, . . . ,  xm, Yl, . .  " ,  yn) eine ganzzahlige LSsung yon (25). 

(25) und (23) ergibt sich 

also 

wegen (24). 

(24) geht dann ausserdem noch mit dem Prinzip der vollst~ndigen Induk- 

Aus 

0 < f ~ o ( X l ,  . . .  , X m ,  ~01(X), . . . ,  ~0,--l(X)) -[- c ~ - - y ~  < I (?J-- I, 2 , . . . , D ) ,  

y ,  ~--- [ f , ( X l , . . .  , Xm, ~91(X) , . . . ,  ~0~--l(X)) AC Cv] 

=~0,(X)  ( Y :  1 , 2 , . . . , n - - I )  

A~s  (~s) fol~t m , .  (2o)  
Hiermit ist bewiesen, dass (20) und (25) dieselben ganzzahligen LSsungen 

besitzen. Wir  wissen sehon, dass (20) wenigstens eine ganzzahlige LSsung hat. 

Folglich hat  auch (25) mindestens eine ganzzahlige LSsung. 

Die Funktionen 91(x), . . . ,  9n-l(x) gehSren dem Ringe ~R an. Denn ~R ent- 

h~lt nach Satz 5 das Polynom fl(x,,..., Xm)+C,, also nach Satz 7 auch die 

durch (24) definierte .Funktion ~0~(x); liegen q~,(x),. . . ,  q%-~(x) in ~R, dann enthglt 

~R nach Satz 4 auch die Funktion 

f ~ ( X l , * . .  , X m ,  ~01(X) , . . . ,  ~,--I(X)) -t- ~ ,  

sodass dann wiederum nach Satz 7 auch die dutch (24)festgelegte Funk~ion ~0~(x) 

dem Ringe ~ angehSrt. HiermR ist bewiesen, dass ~01(x),.. ~, ~0n--i (X) in ~R liegen. 

Satz 4 liefert nun das Resul~at, dass die n Funk~ionen 

f ~ ( X l ,  �9 �9 �9 , X m ,  ~01(X), �9 �9 *, ~,--1(/))  ( ~ =  I, 2, . . . ,  n) 

in ~ liegen, also mit Riieksicht auf Satz 2 absolut rhy~hmisch sind. Die im 

System (25) auftretenden Funktionen f ,  sind also absolut rhythmisch, und dieses 

System besitz~ nach dem Obigen wenigstens eine ganzzahlige LSsung. Folglich 

hat dieses System nach Satz 2 auf S. 249 und Satz I auf S. 23o unendlich viele 
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ganzzahlige LSsungen x ~- (xl, . . . ,  xm), und enthglt bei geeignet gewghlter L~nge 

L jeder m-dimensionale, den Koordina~enachsen parallel orientierte Kubus mi~ 

Kante L wenigstens eine ganzzahlige LSsung x -~  (xl, . . . ,  x,,~) yon (25). Diese 

LSsung geniig4 auch dem System (20), somit  gleichfalls dem System (i). 

Hiermit ist der >>Polynomsatz>> vollst~ndig bewiesen. 

B. Vergleichbare Systeme und Translationen. 

w 5. Einleitung zur Theorie der vergleiehbaren Systeme und der 
Translationen. 

Die in w i gegebenen Beispiele zeigen nicht nur die starken, sondern ver- 

raten auch die schwachen Punkte der bis jetzt entwickelten Theorie. Diese 

Theorie besitzt drei in die Augen fallende Nachteile: 

E r s t e r  N a c h t e i l :  Die unangenehme Voraussetzung im ersten Stetigkeits- 

satz (Satz 2 yon w I oder Satz 7 yon w 2), dass ~ ( v l , . . . ,  v,) in jedem Punkte 

v ~ ( f ~ ( x ) , . . . , f n ( x ) ) ,  wo x alle ganzen Zahlen, bezw." alle GRterpunkte im m- 

dimensionalen Raum durchl~uft, stetig rood. I i s t .  Nehmen wir z. B. Beispiel 3 

yon w I, das besagt, dass die Kongruenz 

(I) ~ [P (~)] ~ o (mod. s) 

fiir jedes ganze s > o  unendlich viele ganzzahlige LSsungen x besitzt, wenn nur 

das Polynom P(x) fiir kein einziges ganzes x einen ganzzahligen Wert  hat. 

Wie wir spgter in Abschnitt D sehen werden, ist diese Bedingungiiberfliissig, 

aber lassen wir diese Voraussetzung weg, so kSnnen wir den ersten Stetigkeits- 

satz nicht anwenden, sind also vorl~iufig machtlos. 

Z w e i t e r  Nach~e i l :  Satz 4 yon w I besagt nur, dass das in diesem Satz 

auftretende System null oder unendlich viele ganzzahlige LSsungen besitzt, aber 

wenn wir nicht auf irgend eine Weise eine ganzzahlige LSsung angeben kSnnen, 

dann kSnnen wir nicht entscheiden, welcher yon den zwei F~llen auftrit~. Be- 

trachten wir wiederum Beispiel 3 yon w I. In  diesem Beispiel liegt die Frage 

nahe, wie es mit der Kongruenz 

- -  (moa. 
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steht, aber diese Frage kSnnen wir noch nicht beantworten; wir wissen bis jetzt 

nur, dass diese Kongruenz entweder null oder unendlich viele ganzzahlige LS- 

sungen hat. 

Eine andere Frage: gibt es unendl ich  viele Briichepaare Yl und y-~ mit 
x~ x~  

positiven Nennern, derart, dass 

(~) I ~ -  ~1 <I`oo x~' I~  ::1 ~I,oo x~ x~ = ~,~, 

ist? Wollen wir diese Frage jetzt schon beantworten, dann sind wir verpflichtet 

versuchsweise eine LSsung yon (2) zu bestimmen. Bekanntlich gilt die Ungleichung 

mit 

u wir 

dann ist 

F g - -  < : - - ' - -  

I OO X 1 

x 1 ~ 7 ,  y i ~ 2 2 .  

x2 ~ 2 x t y l - -  3 = 2 . 7 . 2 2  - -  3 ~ 305, 

5 x ~ 5 . 3 o 5 ~ 4 6 5  i 2 5 ~ 6 8 2  g + I, 

sodass es auf der Hand liegt 

zu versuchen. Dann ist 

x ~ 3 o 5 ,  y , ~ 6 8 2  

[V~_y~ I V ~ - y ~  ~ < ~ 
x~ x~ x~(V~ x~ + y~) ioo x~ 

sodass (z) in der Tat die LSsung 

(3) x 1 = 7 ,  Yl----22, x ~ = 3 o 5 ,  Y2~-682 

besitz~. System (2) ist ~quivalent mi~ 

(4) . . . . . . .  i < . x ~ - y l <  ~ . i < V S ( 2 X l y ~  3) y ~ <  
I O 0  I O 0  ' I O 0  I O 0  

Dieses System besitz~ die in (3) angegebene LSsung, hat also nach dem Polynomsatz 
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(angewendet mR m ~- I und n ~ 2) unendlich viele ganzzahlige LSsungen mit xj > o ;  

aus (4) folgt dann, dass auch y, und x 2 : 2 x ,  y , - -  3 positiv sind, sodass wirklich 

unendlich viele Briichepaare y~ und y~ mit positiven Nennern existieren, die dem 
x~ x~ 

System (2) geniigen. 

Mit Absicht habe ich hier ein Beispiel gew~hlt, bei dem eine ganzzahlige 

LSsung fast unmittelbar in die Augen spring~, aber die Methode hat doch etwas 

sehr unbefriedigends. 

das System 

Denn ersetze ich in (2) die Zahl IOO durch IO ~, sodass ich 

(~)  :Tg - -  Y l  < I . I . V 5  - -  ~2  < - - .  . X2  ~ 2 X l Y l  - -  3 
X 1 1 0  6 X 1 ' 1 0  6 X 2 ' 

untersuche, dann brauehe ich eine neue, und wahrscheinlich sehr lange und lang- 

weilige Rechnerei. 

Zwar kann man dureh eine endliche Anzahl yon Operationen entscheiden, 

ob (5) eine LSsung besitzt oder nicht, aber praktisch ist das nicht ausfiihrbar. 

Nach w I existier~ ngmlich, wenn (5) iiberhaupt eine ganzzahlige LSsung besitzt, 

eine L~nge L, derar~, dass jedes Intervall a ~  xl < a + L der Lfinge L mit posi- 

tivem a wenigstens ein ganzes xa enth~lt, das bei geeignet gew~hlten positiven 

ganzen x~, Yl, Y2 dem System (5) geniigt. Es is~ mSglieh den Wer t  einer Zahl L 

mit dieser Eigenschaft numerisch zu bestimmen, und dann braucht man nur die 

natiirlichen Zahlen xl < L + I zu untersuchen. Aber wie gesag~, praktisch ist 

das nich~ ausfiihrbar. Denn zun~chst fordert die Bestimmuug der Zahl L schon 

eine sehr. umst~ndliche Berechnung. Aber das ist noch nicht das Sehlimmste. 

Die tI~uptschwierigkeit is~ die, dass L jedenfalls einen ungeheuer grossen Wer t  be- 

sitzt, sodass die Methode, alle natiirlichen Zahlen Xl < L + I zu probieren, pr~k~isch 

unmSglich ist. ~brigens is~ diese Methode iiberhaupt nicht anwendbar, falls ich 

in (2) den Koeffizien~en I durch eine beliebige positive Zahl e ersetze, da dann 
I O O  

L yon e abh~ngt und bei nach Null strebendem e unbeschrgnkt wiichst. Zur 

Behandlung des Systems 

J t (6) ~ _ Y l  < ~  V S - -  < - - "  x ~ = 2 x ~ y l - - 3  
X l  ~ X2 

brauche ich als0 neue Hilfsmittel. In Abschnitt C werde ich zeigen, dass, wie 
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klein auch die feste positive Zahl e gew~hlt wird, unendlieh viele Briiehepaare 

Yl und Y_2 mit (6) existieren. 
X 1 X_~ 

D r i f t e r  N a c h t e i l :  Zwar ist die Menge der rhy~hmischen Systeme ziem- 

lich ausgedehnt, aber der Begriff der rhythmischen Sys~eme ist niehtsdesto- 

weniger sebr subtil. -~ndert man z. B. eine der Funktionen eines rhythmischen 

Systems in nur einem Punkt ein wenig, dann ist das neue System nur in sehr 

speziellen F~illen wiederum rhythmisch. 5Tatiirlich existieren sehr einfache, fiir 

jades ganze x - ~ o  definierte, nicht-rhythmische Funktionen, z. B. die Funktion 
$ 

x ] / x ,  sodass das bis jetzt in Teil I I  behandelte uns noch nicht in den Stand 

setzt zu beweisen, dass die einfache Ungleichung 

$ 

--I--<xVx<l- (mod. 1) 
4 4 

unendlich viele ganzzahlige LSsungen x besitzt. 

Da diese drei Beschwerden reich hindern, Probleme, auf deren LSsung ich 

Wert  lege, zu behandeln, fiihre ich in diesem Abschnitt B zwei neue Begriffe 

ein, n~tmlich den Begriff der vergleichbaren Systeme und den Begriff der Trans- 

lationen. 

Definition 1: Ich betraehte zwei Systeme (a,) und (r,). Is t  ~ > o, 

x ~-(xl, . . . ,  Xm) ein Gitterpunkt, so nenne ieh die Menge der Zahlen 

a, (x + h), 

wo ~, eine ganze Zahl, h--- (ha , . . . ,  h,,) einen Gitterpunkt mit  

u~d 

(7) 

bezeiehnen, eine 

und Breite 2 
8. 

I ~_~ Y ~ ,?.; I h,, I --< ~ (#  = ' ,  2, , . , ) ;  a.(= + h) definiert, 

Wel le ' vom System (a,,), und zwar  eine Welle mit  Mit telpunkt  x 

Ich sage, dass diese WeUe bis au f  hb'chstens e mod. I im System 

(r,) vorkommt, wenn ein Gitterpunkt ~ = (~1, . . - ,  ~,,,) mit folgende~" Eigensehaft be- 

steht: f i i r  jedes Paar ~ und h mit  (7) ist r , (x  § ~ + h) defiMert, und gilt die Un- 

gleichung 

(8) --e<r,(x§ (rood. I). 
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Gilt (7) f i i r  kein einziges Paar v und h, so sage ieh, dass die genannte Eigen- 

schaft f i i r  jeden Gitterpunkt �9 gilt. 

Ieh betrachte nun den Fall,  dass jede Welle von (a,) mi t  Breite 2 bis a u f  

hb'chstens e, wie klein auch die positive Zahl  e gewffhlt wird, rood. I in (r~) vor- 

kommt. Ieh sage dann I dass (a~) und (r,) vergleiehbar sind, dass (a,) firmer als 

oder ebenso reich wie (r,) ist, dass (r,) reicher als oder ebenso reich wie (a~) ist, und 

ich sehreibe dann 

(a~) -~ (r,); (r,) ~ (a,). 

Der Fall,  dass a,(x) (v = I, 2 , . . . ,  n) f i i r  keinen einzigen Gitterpunkt x de- 

fiCziert ist, ist in dieser Definition zugelassen; nach der Definition ist dann f i i r  

jedes System (r,) 
(a,) "~ (r,) . 

H a t  man zugleieherzeit 

(a,) ,~ (r,) und (a,) ~ (r,), 

so nenne ich (a,) und (r,) gleich reich, und sehreibe ieh 

(a,) (r,). 

Is t  (a,)"~ (r,), und sind (a,) und (r,) nicht gleieh reich, so nenne ieh (a~) 5rmer 

als (r,), und ( r , ) re icher  als (a,). 

1st n =  I, und hat man 

(a~) ~ (rl), 

so nenne ich 

sehreibe ieh 

Satz  1: 

(9) 

folgt  

0o) 

stens 

35--  3298. 

die Funktion al(x ) firmer als oder ebenso reich wie rl(x), und dann 

A ~  

Ca,) Cb,) u , d  Cb ) (c,) 

(a,) (c,) 

Beweis:  Is t  ~ > o ,  so folgt  aus (9), dass jede Wel le  yon" (a~), bis auf hSch- 

I 
- e  rood. I in (b,) vorkommt,  und  dass die entsprechende Wel le  von (b~), 
2 

Acta mathem~ica. 59. Imprim6 le 9 ma i  1932. 
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bis auf hSchstens I - e ,  rood. I in (c,) auftritt, sodass in der Tat die urspriingliche 
2 

Welle yon (a,), bis auf hSchstens ~, rood. I in (c,) vorkommt. 

foot 

S a t z  2: " Aus 
(~,) ~ ~ (b,) ,,.d (b,) ~ ~ (~,) 

(~,) ~ ~ (~,). 

Beweis:- Nach dem vorigen Satz gilt (Io). Da (a,) und (c,) in Satz 2 ver- 

tauscht werden kSnnen, gilt ausserdem 

(~,) ~ (.,), 

sodass (a~) und (c,) wirklich gleich reich sin& 

Welche Bedeutung der Begriff yon vergleichbaren Systemen fiir die Theorie 

der Diophantischen Ungleichungen hat, geht aus dem folgenden Satz hervor. 

S a t z  3: Ist 

so hat das System 

(x2) ~, < ,-,.(x) < ~, (moa. x) (~= ~, 2 , . . . ,  , ) ,  

wo ce,,, ~ Konstanten bezeichnen, wenigstens eben so m;ele ganzzahlige L~isu.ngen wie 

(x3) ~, < ~(~)  < ~ (moa. ~) (~= ~, 2 , . . . ,  ~). 

B e w e i s :  Sind x', x " , . . . ,  x Cz) verschiedene ganzzahlige LSsungen yon (I3), 

so ist bei geeignet gewiihltem positivem 6 

(I4) a,. + 6 < a~(x (~)) < f l , -  ~ (mod. I) (Y--- I,  2, . . . ,  ~q; ) , =  I, 2, . . . ,  [). 

Wegen (I I) folgt aus Definition I (mit x - o ,  und mit einem e _--< 6, das den Un- 

gleichungen 
I 

> [~(z)[ (~-~---I 2, ],; , -~ - I  2 , . .  ,1) 

geniig~, angewendet), dass ein Gitterpunkt �9 mit 

(I5) - - 6 < r , ( x  (~)+~)-a,.(x (~))<~ (mod. i) (u-- 1 , 2 , . . . , J~ ; )~ -  1 ,2 , . . . ,1)  

existiert. Aus (x4) und (xS) folgt 

a,,<r,(x(~)+,)<fl,  (mod. I) ( Y =  I, 2 , . . . ,  ~?; Z =- I, 2 , . . ,  l), 
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sodass (12) die l verschiedenen LSsungen x (~) + ~ ().= I, 2 , . . . ,  l) besitzt. Hiermit 

ist bewiesen, dass (I 2) wenigstens eben so viele ganzzahlige LSsungen wie (I 3) hat. 

Im Anhang yon Tell I I  werde ich fiir ein beliebiges Paar yon nati~rlichen 

Zahlen m u n d  n ein System konstruieren, das reicher als oder ebenso reich wie 

jedes System ist. Im Spezialfall mit m - ~ n = I  bekommt man eine Funktion 

einer Variabeln, die reicher als oder ebenso reich wie jede Funktion einer Ver- 

~nderlichen ist. iJbrigens werde ich in Teil I I I  mittels Absch~[tzungen beweisen, 

dass u. a. die Funktion 
0o 

Z xA 
h=l h 2h 

diese Eigenschaft besitzt. 

In w 7 (und zwar in den S~tzen I u n d  2 yon w 7) werde ich den folgenden 

Satz beweisen: 

Satz 4: Armere Systeme als rhythmische gibt es nicht. Genauer gesagt: ist 

(a,) in jedem Gitte~unkt des m-dimensionalen Raumes definiert, und ist (r,) rhyth- 

misch, so ist (a~) ebenso reich wie (r,), ode," reicher als (r,), ode," mit (r,) unver- 

gleichbar, aber es ist ausgeschlossen dass (a,) &'mer als (r,) ist. 

Ist (a,) ebenso reich wie (r~), so ist auch (a,) rhythmisch. 

M. a. W.: ist (a,) fiir jeden Gitterpunkt des m-dimensionalen Rau~nes definiert, 

ist (r~) rhythmisch, und "hat man 

(a~,) ~ (r~), 

so ist auch (a,) rhythmisch, und gilt 

Mit Satz 3 ist die Frage beantwortet, wie man die Theorie der rhythmischen 

Systeme auch auf nicht-rhythmische Systeme anwenden kann. Es werde z: B. 

die Ungleichung 
$ 

(I6) -- ~ < x V x  < ~ (rood. i) 

3 

betrachtet. Zwar ist die Funktion x ] /x nich~ rhythmisch, aber es ist mSglich 
3 

eine rhythmische Funktion zu bestimmen, die ~rmer als x ~ x  ist. Wie ich n~m- 
3 

lich in w I2 beweisen werde, ist jede lineare Funktion p x + q  ~rmer als x I / x .  ~ 

Start (16) brauche ich also nur das System 

$ 

1 Hieraus folgt mit Rficksicht auf Satz 4, dass x Vx nicht rhytmisch ist. 
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(I7) - - ~ < p x §  (mod. I) 

zu untersuchen, wobei ich die Kons tan ten  p und q beliebig w~hlen kann. Ich 

w~hle p : q = o .  Dann  besi~zt (I7) unendlich viele ganzzahlige LSsungen, sodass 

nach Satz 3 auch (I6) unendlich viele ganzzahlige LSsungen x besitzt. 

Um mittels Satz 3 System (I2) behandeln zu kSnnen , braucht  man ein 

System (a,), das ikrmer als oder ebenso reich wie (r~) ist. Hieraus  geht  hervor, 

dass es fiir die Theorie der Diophant ischen Ungleichungen wichtig ist, Siitze 

abzuleiten, mittels deren man einem gegebenen System (r,) ein oder mehrere 

Systeme (a,) mit  
(a,) ~ (r,) 

zuordnen kann. Dazu habe ich den Begriff einer Translat ion eingefiihrt. 

Definition 2: 1st (t~) in jedem Gitte~Tunkt x des m-dimensionalen Raumes 

definiert, dann sage ich, dass ein System (f,) durch die Translation (t,) in das 

System (f~ + t,) iibergeht. Ich nenne (t,) kurzweg eine Translation yon (f~), wenn 

das System (f,) durch die Translation (t,) in ein System iibergeht, das &'mer als 

oder ebenso reich wie (f,) ist. M. a. W. eine Translation yon (f,) ist ein in jedem 

Gitte~Tunkt x definiertes System (t,) mit  der Eigenschaft 

(I 8) (f,  + t,) -g (f,). 

Im Spezialfall mit  n =  i nenne ich tl(x ) eine Translation yon f l (x) .  

Die Transla~ionen besitzen verschiedene einfache Eigenschaften,  yon denen 

ich hier nur eine, fiir die Theorie der Diophant ischen Ungleichungen iibrigens 

sehr wichtige, hervorhebe. 

Satz 5 ' :  J~s sei m ganz ~ I, z ganz _>--o; es bezeichne (f ,  fc) ein rhyth- 

misches System ~, und es sei m6glich jedem positiven ~ ein System (T, T~) mit  den 

folgenden zwei Eigenschaften zuzuordnen: 

I. ( J~T,  TC) ist eine Translation von ( ~ , f ,  fc). 3 
2. Jedem 7 entsprieht mindestens ein Gitterpunkt X : (X1, . . . ,  Xm) mit  

- < T ( X  + H )  - -  7 < ( od. 

- -  ~ < T c ( X +  H )  < (~ (mod. I) (~---- I, 2 , . . . ,  z), 

i Den Beweis dieses Satzes finde$ der Leser in der Schlussbemerkung yon w 9. 
(J,f~) besteht natiirlich aus den z-F I Funktionen f(x), f l(x), . . . , fz(x); ist z=o ,  so be- 

steht (f, f~) nur aus der Funktion f(x). 
8 (d~f,f~) besteht aus den m+z Vunkti0nen A~f und f~. 
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giiltig Jiir jeden Gitterpunkt H - ~  (Hx, . . . ,  H,~) mit 

I 
IH.l_-<h ( t , = i , 2 ,  . . ,m).  

Jedes System (t, re) mit der Eigenschaft, dass (J~,t, tr eine Translation von 

( J ~ f , ~ )  ist, ist dann eine Translation yon (f, f c). 

Abschnitt B, der ads den Paragraphen 5, 6, 7, 8 und 9 besteht, liefert nur 

die Bilfsmittel, Abschnitt C dagegen behandelt die Anwendungen dieser Hilfsmittel 

auf Polynome und auf andere Funktionen. Nichtsdestoweniger will ich hier 

doch den obigen Satz auf ein sehr spezielles Problem anwenden, um jetzt schon 

seine Bedeutung fiir die Theorie der Diophantischen Ungleichungen ans Licht 

kommen zu lassen. 

Satz 6: Ist f (x)  Gin Polynom in einer Variabeln x, das Gin Glied yon einem 

Grade q>--_ I mit irrationalem Koeffizienten enthfflt, und bezeichnet P(x) irgend Gin 

Polynom in x h6chstens (q-- I) t~" Grades, dann sind die Polynome f(x)  und f(x)  + P(x) 

gleich reich. 

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass P(x) eine Translation v o n f ( x ) i s t .  

Denn dann ist 

(19) f (x)  + P(x) g,f(x). 

Beide SeRen bezeichnen Polynome, also rhythmische Funktionen. Nach Satz 4 

folgt dann ads (19), dass die zwei in (19)auftretenden Funktionen gleich reich sind. 

Ich kann q so wghlen, dass jedes Glied in f (x)  yon einem Grade > q einen 

rationalen Koeffizienten besitzk Ist q_--> 2, so darf ich annehmen, dass der zu 

beweisende Satz mit q - - I  start q schon bewiesen isk 

Ich unterscheide zwei verschiedene Fglle, je nachdem q =  I oder > I isk 

I. Es sei  q~--i. Bezeiehnet c den Koeffizienten yon x in f (x) ,  dann ist 

c irrational, und dann is~ f ( x ) - - c x  rationalzahlig (d. k. G. a. B. g.1), sodass bei 

geeignet gewghltem positivem ganzem s ads 

x" - x' (moa. s) 
folgt 

(20) {f(x") -- ex"} -- {f(x') -- ex'} -- o (mod. I). 

1 (d. k. G. a. B. g.) soll  he i s sen :  das  k o n s t a n t e  Glied, oder die k o n s t a n t e n  Glieder  au s se r  

Be t r ach t  ge lassen .  
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Da q =  I i s t ,  ist P(x) gleich einer Konstanten, die ich P nennen werde. Wegen 

der Irrationalit~t yon sc entspricht .]edem positiven e mindestens ein ganzes ~ mit 

(2I) - - e < s c v - - P < e  (mod. I). 

Setz~ man sv=-v, und w~hl~ man die ganzen Zahlen x und h beliebig, dann ist 

x + ~ + h ~ x + h  (mod. s), 

also wegen (2o), angewendet mit x ' = x  + h und x " ~ - x  + �9 + h, 

f ( x  + ~ + h) -- ( f (x  + h) + c~) ~ o (mod. I), 

sodass aus (2,) und sv~-~ folgt 

- -e  < f ( x + ~ + h ) - - ( f ( x + h ) +  P ) < e  (mod. I), 

giiltig fiir jedes Paar yon ganzen Zahlen x und h. Hieraus folgt 

f (x )  + P .e,f(x), 

sodass P in der Tat eine Translation yon f (x )  ist. 

2. Es sei q ~ 2. Das Polynom J f ( x )  enth~lt ein Glied yore Grade q - - i  

mit irrationalem Koeffizienten, und J P ( x )  is~ ein Polynom hSchs~ens (q--2) ten 

Grades. Nach dem zu beweisenden Satz, angewendet mit q - - I  start g, is~ somit 

~ P ( x )  eine Translation yon Af(x) .  Insbesondere besi~zt Af(x)  alle Transla- 

tionen O, wo O eine beliebige Konstante bezeichnet. 

Die Voraussetzungen yon Sa~z 5 sind hier mit m =  I, z - - o  erfiillk Denn 

f ( x )  ist ein Polynom, is~ also rhythmischl jedem positiven d kann man ein positives 

O < d und < I d~ zuordnen; wird dann 
2 

= e x  

gese~z~, so is~ z t T ( x ) ~  0 eine Translation yon J f (x ) ;  wegen 0 < d entspricht 

jedem 7 mindestens ein ganzes X mit 

I 

und wegen O < I-d~ ist fiir jedes ganze H mit Absolutwe~ [HI  < I 
2 = d  
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somit 

I6<0H<I6, 
2 2 

-- ~ < T ( X + H ) - - 7 =  O ( X + H )  -- 7 < 6. 

Ich habe also bewiesen, dass die Voraussetzungen yon Satz 5 hier mit m =  I, 

z =  o erfiillt sind. 

Da J P ( x )  eine Translation yon J f ( x )  ist, behauptet Satz 5, dass _P(x) 

eine Translation yon f ( x )  ist, womit der zu beweisende Satz vollstiindig be- 

wiesen ist. 

Man beaehte, dass aus Satz 6 unmittelbar folgt: 

Satz 7: Enthdlt das Polynom f (x)  in einer Variabeln x mindeste~s ein nicht- 

konstantes Glied mit b'rationalem Koeffizienten, so hat die lJ~ngleichu~g 

--,<f(x)<e (mod. I) 

fiir jedes positive , unendlich viele positive ganzzahlige L6sungen x. 

Beweis: Die Ungleichung 

f(o) -- ~ < f (x)  < f(o)  + * (rood. I) 

besitzt die LSsung x = o .  Nach Satz 6, angewendet mit P ( x ) = f ( o ) ,  ist 

f (x )  "g f (x)  + f(o),  

sodass nach Satz. 3 auch das System 

f ( o ) - -  e < f ( x )  + f ( o )  < f ( o )  + e (rood. I) 

wenigstens eine ganzzahlige LSsung hat. Da f (x )  ein Polynom, also rhythmisch 

ist, besitzt die letzte Ungleichung unendlich viele positive ganzzahlige L5sungen, 

womit Satz 7 bewiesen ist. 

Der Leser, der Teil I kenn%, weiss, dass Satz 7 nur ein Korollar ist des 

bekannten Weylschen Theorems, dessen Wort laut  man auch in Teil H,  und zwar 

in w lO finden kann. Mit Riieksicht auf Satz 7 wird der Leser sieh wohl nicht 

wundern, wenn ich sage, dass Satz 5 reich in den Stand setzt nebenbei einen 

neuen Beweis fiir das Weylsche Theorem zu geben, und  damit fiir alle in w 6 

yon Teil I vorkommenden Siitze. Diesen Beweis gebe ich erst in w I I, also in 

Abschnitt C. 
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Beweis: 
ba ren  Sys temen .  

Satz 2: Lvt 

( i)  

so ist jedes 

w 6 Eigenschaften yon vergleichbaren Systemen. 

Satz 1: Es  seien c~, c ~ , . . . ,  cn konstant. 

Aus  (a,) <1 (r,) f o o t  (a, + c,) <1 (r, + e,.). 

Aus (a,) ~, (r,) f o o t  (a, + c,) ~- (r,. + c,). 

Aus (a,) ~, <1 (,',) f o o t  (a, + e,) {,. <1 (r, + c,). 

D i e s e r  Satz folg4 u n m i t t e l b a r  aus der  Def in i t ion  yon vergleich-  

(a,) <1 (r,),  

Teilsystem von (a,) drmer als oder ebenso reich wie das entsprechende 

Teilsystem yon (r,); d.h.  bezeichnen ~1 . . . .  , vt natiirliche Zahlen <= n, so f o O t a u s ( I )  

(2) ( a . , . . . ,  <1 (r,,,, . . . ,  ,',.,). 

Beweis: Fo lg t  u n m i t t e l b a r  aus der  Def in i t ion  von ve rg le i chba ren  Sys temen .  

Satz 3: Is t  

(3) (a,) ~ <1 (r,), 

so ist jedes Teilsystem yon (a,) ebenso reich wie das entsprechende Teilsystem von (r~); 

d .h .  bezeichnen v l , . . . ,  vl natiirliche Zahlen <=n, so f o o t  aus (3). 

(a,~, . . . ,  a,,) ~ <1 (,-~ . . . . .  , ,',,). 

Beweis: 5Tach Satz 2 gi l t  (2); da  in  Satz 3 (a,) und  (r,) ve r t ausch t  w e r d e n  

kSnnen ,  fo lg t  aus Satz 2 aus se rdem noch  

( a , , , . . . ,  an)~- ( r , , , . . . ,  r,t) , 

w o m i t  der  zu beweisende  Sa~z bewiesen  ist. 

Sat~ 4 (Additionstheorem): Lvt 

(I) (at) <1 (r,), 

so ist 

(4) (a,,, a l  ")1- a2) <1 (l',e, r I '+:- r2). 
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Vorbemerkung:  Sind (a,) und (r,) gleich reich, dann kSnnen diese zwei 

Systeme unter einander vertauscht werden, sodass dann 

(a~, a~ + a~) ~ -~ (r~, r~ + r~) 

ist. 

Beweis: Wegen (i) kann man jedem posi~iven e und jedem Git terpunkt  x 

einen Git terpunkt  ~ mit folgender Eigenschaft zuordnen: fiir jeden Giflterpunkt 

h = (hi, . . . ,  h,,) mi~ 

(5) I h~l ----< I (~t= I, 2 , . . . ,  m) 
8 

und fiir jedes v (~ < v < n )  mit  der Eigenschaft, dass a~(x + h) definiert ist, ist 

auch r,(x + �9 + h) festgelegt, und gilt die Ungleichung 

I I 
- - - e < ' r ~ ( x + ~ + h ) - - a ~ ( x + h ) < ~ e  (mod. I). (6) 2 

Fiir jeden dieser Gi~erpunkte  h und fiir jedes dieser v gilt somit 

(7) - -  e < r~(x + ~ + h) - -  a~(x + h) < e (rood. I). 

Falls al(x + h) + a2(x + h) definiert istl ist jede der beiden Zahlen a~(x + h) und 

a~(x + h), also nach dem Obigen auch r~(x + �9 + h) und r~(x + ~ + h), folglich 

auch die Summe rl(x + �9 + h) + r~(x + �9 + h) festgelegt; dann gilt also fiir jeden 

Git terpunkt h mi~ (5) Ungleichung (6) mit  v =  I und mit  v = 2 ,  sodass dann 

(8) -- ~ < { r l ( x + z + h  ) + r~(x+~+h)} --  {a~(x+h) + a2(x+h)} < e (mod. I) 

ist. Aus (7) und (8) folgt (4). 

(9) 

Satz 5: V o r a u s s e t z u n g e n .  I. Es  ist 

(a,) ~ (,.~). 

2. Die Fuukt ion 

g(x) = g ( x , , . . . ,  x~) 

hat in jedem Gitterpunkt x ellen eindeutig definierten besehrSnkten ganzzahligen Wert.  

3. Jedem positiven ~ und jedem Gitterpunkt x kann man ein positives 6 zu- 

ordnen mit  folgender Eigenschaft." wird  der Gitterpunkt ~ = (~1, �9 �9 ~ )  so gewiihlt, 
36--3298. Aegxt mathematic.a. 59. Imprim~ le 10 mai 1932. 
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dass aus 

(IO) I ~ , '  ~92; Ih,.I ~ 

foot 

( i i )  r , (x  + z + h) definiert ; 

so ist  

(x2) 

f i ir  jeden Gitterpunkt h mit  

J. G. van der C0rput. 

I (/Z--- I, 2 , . . . ,  9//); a,(x + h) definiert, 

- - ( ~ < r , , ( x + ~ + h ) - - a , ( x + h ) < d  (rood. I), 

g(x + z + h) ---- g (x Jr h) 

(~3) Ih~l =< -~ 

Unto" diesen Voraussetzungen ist 

( I 4) (a~,, a I g) ~ (r , ,  r 1 g). 

Vorbemerktmg:  

( ~ I ,  2 , . . . , m ) .  

Die Voraussetzungen 2 und 3 sind erfiillt, wenn g(x) gleieh 

einer ganzzahligen Konstante c ist, sodass fiir jedes ganze konstante c aus (9)folgt 

( . . ,  c.1) ": (r., 

Beweis: N ~ h  der zwei~n Voraussetzung ist bei geeignet gewiihltem posi- 

tivem G fiir jeden Git terpunkt  2 

(I5) Ig(~)l----< G. 

Ieh wi~hle irgend eine positive Zahl ~ und einen beliebigen Git terpunkt x. 

Es werde die Zahl d bestimmt, wie in der dritten Voraussetzung angegeben, und 

"es bezeichne ~2 die kleinste der drei Zahlen e, ~ und d. Wegen (9)existiert ein 

Git terpunkt ~, derart, dass aus (IO) folgt 

(I6) -- ~ < r , (x  + �9 + h) --  a,(x + h) < V (rood. ~). 

Wegen V ~<d gilt dann (I t), somit (12). Da g stets ganzzahlig ist, folgt aus (I6) 

(angewendet mit  u~--l), (I2), (I5) und V < e 
�9 ~ (.~ 

(I7) - - e < r ~ ( x + z + h ) g ( x + z + h ) - - a ~ ( x + h ) g ( x + h ) < e  (rood. I). 

Aus (I6), V ~ e  und (I7) folgt (I4). 
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S a ~  6 (Dri t ter  Stetigkeitssatz): I s t  

(I 8) (a,.) ~ (r,.), 

und s ind  die Funkt ionen 

~ ( v l ,  v ~ , . . . ,  v,~) 

A und B. 9,83 

(Z: = ~ , 2 , . . . , 1 )  

in jedem P u n k t  v = (vl, . . . ,  v,,) des n-dimensionalen Raumes  definiert, periodisch 

rood. I uud  stet 0 rood. I, so is t  

(19) (~P~.(al, a.,, . . ., an)) "g (tpz(r~, rs, . . . ,  rn)). ~ 

V o r b e m e r k u n g e n :  i. In  diesem Stefigkeitssatz darf  die Voraussetzung,  dass 

die 1 Funkf ionen  ~p;.(vl, v2, . . . ,  v,) iiberall stetig mod. x sind, ersetzt  werden dutch  

die weniger  forderende  Vomussetzung,  dass die Funkt ionen  ~p~(v~, v ~ , . . . ,  v~) ste- 

fig mod. 1 sind in den Punk ten  (a~(x), a ~ ( x ) , . . . ,  a~(x)), falls x alle Ui t te rpunkte  

im m-dimensionalen Raum durchl~uft ,  wo die n Funkt ionen  al(x)i  a ~ ( x ) , . . . ,  a,,(x) 

definiert sind. 

2. Sind (a,.) und (r,.) gleich reich, dann kSnnen diese zwei Systeme in diesem 

Satz un te re inander  ver tauscht  werden, sodass dann 

ist. 

(r a ~ , . . . ,  an))~ .e, (~Oz(rl ' r 2 , . . .  ' r~)) 

B e w e i s :  Es sei r > o ,  und es bezeichne x einen Gi t terpunkt .  Wegen  der  

Ste t igkei tsbedingung kann marl eine, nur  yon r u n d  x abh~ingige positive Zahl 

w~hlen, derar~, dass aus 

(20) 
und 

( # =  I, 2 . . . .  , m); a,.(x + h) definier~ (~=  I , . . . ,  n), 

- -  ~ < v~, - -  a , . (x  § h) < ~ (rood.  I) (Y--  I, 2, . . . ,  ") 

folgt  

- ~ < ~)x(v~, . . . ,  v,,) - ~); . (al (x  + h) ,  . . . ,  ~ ( x  q- h)) < r ( m o d .  I) 

1 Das System (~pz(a~, a 2 . . . .  , an) ) besteht natiirlich aus den l Funktionen 

w~(a,(x), a~(x) . . . . .  a,~(x)) 

(Z ~ i ,  2 , . . . ,  1). 

Q .=  I, 2 , . . . , 1 ) .  



284 J . G .  van der Corput. 

Wegen  (I8) folgt  aus (20), da~s bei geeigneg gew~hltem Git terpunkt  z die 

Zahlen r,(x + ~+ h) ( v =  I , . . . . ,  n) definiel~ sind und den Ungleichungen 

--g<r,(x+~+h)--a,.(x+h)<~ ( r o o d .  I) ( v = -  , ,  2 ,  . . . ,  n ) ,  

also den Ungleichungen 

- -  e < ~p~.(r~(x + z + h ) , . . . ,  r,,(x + z + h)) - -  ~px(a,(x + h ) , . . . ,  a,(x + h)) < ~ (rood. ,) 

( ; ~ :  ~, 2 , . . . ,  l) 
geniigen. Hiermig ist ( '9) bewiesen. 

Definition 1: Ich sage, dass die Folge $1, S~, . . .  wn  Systemen 

S e = ( f le , f2Q, .  �9 ",fne), 

wo n unabhffngig von Q vorausgesetzt wird, rood. I konvergiert mit Grenzsystem 

S -= (f~, f2, . . . ,  fn), 

wenn f i ir  jeden Gitterpunkt x und f i ir  jedes r (I <= v ~ n), mit der Eigeuschaft, dass 

f i (x)  definiert ist, die Zahl f ,r(x) bei him'eichend grossem r festgelegt ist, und bei 

unbeschrdnkt wachsendem 0 

(2,) f , e ( x ) - - f , ( x )  (mod. I) 

/st. 

Satz 7 (Erster Ko~wergenzsatz in der Theorie der vergleichbaren Systeme): 

Fiir jede mod. I konvergente Eolge $1, S~ . . . .  yon Systemen So, mit Grenzsystem S 

und mit  der Eigenschaft 

ist 

Vorbemerk tmg:  Man beachte, 

Konvergenz rood. I gefordert  wird. 

Beweis: 

Zahl. Ist 

s ~ s~ (e >--_ ,). 

dass in diesem Satz nicht gleichm~ssige 

Es sei e eine positive Zahl, x ein Gitterpunl(6, 7 eine natiirliche 

s~ - ( J ~  . . . .  , fn~),  s = ( A ,  . . . ,  f , ,) ,  



SO 

h und v mit  

(22) I < : V ~ n ;  [h.]_-- <I- ( ~  ~-'~" I ,  2,  . . . ,  ~n); 
8 

f,~(x + h) festgeleg~ ist und der Ungleichung 

I I 
- < + h) - - f , ( x  + h) < 2 (23) 2 

genfig~. 

Wegen r ~  7 und Se+l-~ S,o ist 
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gibt es nach Definition I eine ganze Zahl r_>--7, derark dass fiir jedes Paar  

f i (x  + h) definierk 

(mod. I) 

sodass bei geeigne~ gewi~hltem Gitterpunk~ ~ fiir jedes Paar  h und v mi~ 

(24) I=<v--<n; ] h~ ]=  <-I ( /~ :  I, 2, . . ., m); f~r(x+h)  definier~, 
8 

f,~(x + ~ + h) fes~gelegt ist, und der Ungleichung 

(25) - - - 2 * < f w ( x + * + h ) - - f , r ( x + h ) <  2 (mod. I) 

geniig~. Jedes Paar h' und v mit  (22) besitz~ somit die Eigenschaften (23), (24) 

und (25), besi~zt also insbesondere die Eigenschaft, dass f~r(x + �9 + h) definiert 

is~ und der Ungleichung 

(26) -- e < f,~(x + * + h) -- f , ( x  + h) < e (mod. I) 

geniigt. Hieraus folgt fiir jede nagiirliche Zahl y 

Satz 8 (Zweiter Konvergenzsatz in der Theorie der ve~yleichbaren Systeme): 

Bezelchnet E eine Menge yon Gitterpunkten x, bilden die in jedem Punkte x yon 

E definierten Systeme S e (# = I, 2, . . . )  eine gleichmdssig rood. I konvergente Folge 

mit dem in jedem Punkte yon E definierten Grenzsystem S, und ist 

(27) Se "g Se+, (e > t), 

dann ist 

S ~ S  (~>= I). 
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V o r b e m e r k ~ , ~ e n :  

sondern sogar 

vorausgesetzt ,  dann ist 

I. 

J. G. van der Corput. 

Wi rd  in diesem Satz nicht  nur  

S 0 .~ S(~FI (Q~. I), 

so~ ~se+, ( e -  -> ,) 

Se:- -~S (e => ,). 

Denn nach dem vorigen Satz ist in diesem Fall  

Se~- S (e_->- ,). 

2. Die Voraussetzung der Gleichmitssigkeit daf t  in Satz 8 n icht  wegge- 

lassen werden. Denn  z .B .  im Spezialfall, wo m - - n = =  I i s t ,  E die Menge der 

ganzen Zahlen bezeichnet,  und S e aus der Funkt ion  fe(x) mit  

fe(x) = o fiir x --<- e 

-- fiir x > Q 
2 

besteht,  sind die Systeme S e wegen 

fQ+l(X) = f e ( x - - I )  

gleich reich, aber das Grenzsystem S besteht  hier  aus der Funk~ion, die iden~isch 

verschwindet,  ist also ~rmer als jedes System S 0. 

B e w e i s :  

Zahl. Is t  

Es sei e eine positive Zahl, x ein Git~erpunkt,  7 eine nati ir l iche 

Se --  ( f i e , . - . ,  f -e) ,  S = (fl . . . .  , f,,), 

dann exist iert  wegen der gleichmi~ssigen Konvergenz  eine, nur  von e und 7 ab- 

hiingige ganze Zahl r ~  7, derart ,  dass fiir alle Punk te  ~ yon E 

(28) I I 
- -  - ~ < f ~ ( : ~ ) - - f ~ r ( X )  < - ~  (mod. I) ( v - - I , 2 , . . .  n) 

2 2 ' 

ist. Wegen r_>-- 7 und (27) ist 
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sodass bei geeignet gewiihltem Git terpunkt  ~ ~ (,~, *-2,. . . ,  *~) jeder P u n k t  x + h 

yon E m i t  

(29) [h,  [ ~ I (,u := I, 2, . . ,  m) 

die Eigenschaft  besitzt, dass x + ~ + h i n  E liegt, und 

I I 
(30) - - - e < f ~ r ( X T g + h ) - - f ~ Y ( x + h ) < 2 e 2  (mod. I) ( v :  I, 2, . . ., n) 

ist. Aus (28) mit  ~ - - x  + ~ + h und  (30) folgt  

--  ~ < f i ( x  + ~ + h) --  f , 7 (x  + h) < 

giil~ig fiir jeden Gi t terpunkt  x + h yon E mit  (29). 

ist somit 

(mod. I) (v-~ I, 2 , . . . ,  n), 

Fiir jede natiirliche Zahl y 

S~ -gS. 

Satz 9 (Dritter Konvergenzsatz in der Theorie der vergleichbaren Systeme): 

Bilden die Systeme S O ( e ~  I, 2 , . . . )  eine rood. I konvergente Folge mit  Grenzsystem 

S, und existiert ein System (q~) mit  

so (e >= i), 
dann ist 

S z, (~,). 

Beweis: Es sei e eine positive Zahl, x ein Git terpunkt .  I s t  

Se : (fie, . . . ,  f ,0) ,  S = (A, . . . ,  f,,), 

so gibt es nach Definition I eine nat.iirliche Zahl r ,  derar  k dass fiir jedes Paar  

h und v mit  

(3I) I ~ _ _ < n ;  [ h ~ [ ~  I ( / z :  I, 2, . . . ,m) ;  f i ( x + h )  definiert, 
8 

f~,.(x + h) festgelegt  ist und der Ungleichung 

I 1 
- -  - ~ < f~r(X + h) --  f i ( x  + h) < -2 ~ (32) 2 

geniigk Wegen 

(mod. I) 
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ist bei geeigneg gew~hlgem Gitterpunkt ~ = ( % , . . . ,  ~ )  fiir jedes Paar h und v mig 

(33) I____<V___~<~/; ] h # ] ~  < I ( ~ =  I ,  2, . . ., m);  f~r (X+h)  d e f i n i e r t ,  

auch q%(x + ~ + h) festgelegt, und gil~ 

I I 
(34) - - - e < ~ , ( x + ~ + h ) - - f , ~ ( x + h ) < 2  2e (mod. I). 

Jedes Paar h und v mi~ (31) besitz~ somit die Eigenschaften (32), (33) und (34), 
besitz~ also insbesondere die Eigenschaft, dass q~,,(x + ~ + h) definierg ist und der 

Ungleiehung 

- -  e < q~, (x + ~ + h) - - f ,  (x + h) < e (rood. ~) 

geniigt. Hiermit ist Satz 9 bewiesen. 

Definition 2: Ieh setze 

(35) J~, f(x)  = f ( x l ,  . . . ,  x v - , ,  x~ + I ,  X # + I ,  �9 � 9  Xm) -- f ( x l ,  . . ., X~), 

fal ls  die zwei Glieder reehts definiert sind (sage ieh, dass J ~ f ( x )  definiert ist, so 

meine ieh also, dass die zwei in der reehten Seite von (35) auftretenden Glieder 

festgelegt sind, und dass (35) gilt). Is t  k=(k~, k ~ , . . . ,  kin) ein System yon ganzen 

Zahlen kt~ ~ o, so seize ieh 

k~ ~ km 

f (Xl  + hl, . . 
,,,=o h =o . h l . A .  

., x~ + h,~), 

wenn jedes Glied der rechten Seite definiert ist. Dann ist 

= 

wenn beide Seiten definiert sind. 

Satz  10: E s  sei m ganz ~ I, z ganz ~ o .  

Behauptungen:  i. Is t  

(36) (a, as) ~ (r, ri) , 
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dann ist 

(37) 

2. Ist 

(38) 

dann ist 

(39) 
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(a, J~a ,  a~) ~(r ,  J~r ,  r~).' 

(a, a~) ~ ~ (r, r~), 

-: (r, z r, r:). 

3. Es ist mSglich, dass (A~a, ar und ( J , r ,  r~) gleich reich sind, und doch 
(a, a~) und (r, r~) nicht vergleichbar sind. 

Beweis: i. Es gelte (35). Es bezeichne ~ eine beliebige positive Zahl, x 
irgend einen Gitterpunkt. Dann existiert ein Gitterpunkt ~----(~1,..., ~m) mit 
den folgenden zwei Eigenschaften: 

Fiir jeden Gitterpunkt g : (g l , - . . ,  gin) mit 

(4o) [g~ [ ~ I + I (re---- I, 2 , . . . ,  m); a(x + g) definiert, 

is~ auch r(x + ~ + g) festgelegt, und gilt die Ungleichung 

I I 
2 e ' ~ r ( x + ~ + g ) - - a ( x + g ) < ~ e  (mod. I). 

Fiir jedes Paar  g und ~ mit 

(4I) x---_<~_-----z; ] g ~ ] ~ I _ +  I (~-~ I, 2, . . ., m); ar definiert, 

ist auch r~(x + ~ + g) festgelegt, und gilt die Ungleichung 

--e<r~(x+~+g)--a~(x+g)<e (rood. I) 

(in dieser zwei~en Eigenschaft is~ I _--< ~ ~ z, sodass diese Eigenschaft, falls z : o  
ist, nieht auftritt). 

1 (a, a~) beze ichne t  na t i i r l i ch  das  S y s t e m  (a, al ,  . . . , a z ) ,  u n d  (a, ~4t~a,a~) das  S y s t e m  

(a, ~ l a ,  . . . ,  Area, al ,  . . . ,  az). I s t  z = o ,  so werden  e infach  die S y s t e m e  (a) u n d  (a, A l a ,  . . . ,  Zlma) 
geme in t .  

37--3298.  Acta mathematiea. 59. Imprim6 le 10 mai 1932. 
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Ich betruchte jetzt irgend einen Gitterpunkt h=(h~, h~, . . . ,  h~) mit 

und ich setze 

[h,[ _-< i, 

h (g) = (h I . . . .  , h~,-,, h,  + I, h~+,, ~. . ,  h~) (1~ = I, 2 , . . . ,  m). 

Fiir jedes ~ (~= I, 2 , . . . , z )  mit der Eigenschaft, dass ar  

ist, gilt (4I) mi~ g = h ,  sodass dann auch rg(x+ z + h )  definiert ist, und die Un- 

gleichung 

(42) - - e < r , ; ( x + z + h ) - - a r  (rood. I) 

gilt. 

Fiir jedes # ( # =  i, 2 , . . . ,  m) mit der Eigenschaft, dass zl~,a(x + h) definiert 

ist, sind nach Definition 2 auch a(x + h) und a(x + h r festgelegt, sodass dann 

(4o) mit g = h  und auch mit g = h t s  ) gilt. Fiir jedes dieser /~ ist somit 

I I e 
(43) -- 2-e < r(x  + , + h) -- a(x  + h ) <  2 

und 

also 

(mod. I) 

I hq '1) - -  a (x h(~l) I e e < r(x + ~ + + < (mod: I), 
2 2 

(44) - -  e < J . j ( x  + ~ + h) - -  zlt, a(x + h) < e (mod. I). 

Aus (43), (44) und (42) folgt (37). 

2. In  der zweiten Behauptung diirfen die Systeme (a, at) und (r, r~)unter- 

einander vert~useht werden, sodass die zweite Behauptung unmittelbar aus der 
ersten folgt. 

3- Ieh be~raehge den Sl)ezialfall mi~ 

I 
m =  I ,  z = o ,  a ( x )  = o ,  r ( x )  = - . 

2 

Die Systeme (//a) und (J r )  bestehen beide aus einer identisch verschwindenden 

Funktion, sind also gleich reich, aber die Systeme (a) und (r) sind nicht ver- 
gleichbar. 



Diophantische Ungleichtmgen. II. Rhythmische Systeme. A und B. 291 

Sat~  11: Es bezeichne E eine endliche Menge von Zahlensystemen x=(u~, . . . ,  • 

mit  x~ ganz > o. 

B e h a u p t u n g e n :  ~. Is t  

(a,) ..~ (r,), 

so besitzen die zwei Systeme (,4*a,) und (d*r,.), wo v die Reihe I, 2 . . . .  , n und wo 

x die Menge E durchlh'uft, die Eigenschaft  

(d, ~,) -~ (~,-,). 

(Ist N die Anzahl  der Elemente yon E,  so besteht (d* a,) aus n N  Funktionen.) 

2. I s t  
(~,) ~..~ (,.,), 

so ist 
(~a,,) ~. .~ (~, . , ) .  

B e w e i s :  Man beweist diesen Satz durch wiederholte Anwendung des vo- 

rigen Satzes. 

Sat~ 12: Es  seien l, m und z ganze Zahlen mi t  z ~  o, m_-->l=>I, und es 

sei die Funktion 

a(x)- -  a ( x i , . . . ,  xm), 

fa l ls  sie in irgend einem Gitterpunkt x ~- (xj, . . . ,  x,~) festgelegt ist, in allen Gitter- 

punkten ~ ~ - ( ~ , . . . ,  ~m) mit  

(4~) 3~g ~ XZ (~--- I , . . . ,  /); 3~tt ~--- Xtt ( ~ = /  + I , . . . ,  m) 

definiert. I s t  dann 

(46) ( .~a,  ~:) -: (~ , - ,  r:)', 

so ist bei geeignet gewdhltem (von x~, . . . ,  x~ unabhdngigem) g(x~+~, . . . ,  xm) 

(47) (a + g, a~) ~: (r, ,'~) 

(ist l =  m, so ist g eine geeignet gewffhlte Konstante). 

(~4za , a~) bezeichneg natfirlich das System ( d t a ,  . . . ,  ,4ta , a~, . . . ,  az). Is t  z = o ,  so wird 
das System (Llj a . . . .  , Ala) gemeint. 
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B e w e i s  yon  Sa t z  I2. 

E r s t e r  S e h r i t t :  Es bezeiehne E die Menge der Gitt~rpunkte x, wo a(x) 
definiert is~. Ohne Beschr~nkung der Allgemeinheit kSnnen wir annehmen, dass 

E nieht leer ist. 

Bewei s :  Falls E leer ist, so gilt, wie ich zeigen werde, die Behauptung 

yon Satz I2 mit g ( X t + l , . . . , x m ) : o .  

Ist  z : o ,  so bezeiehnet die linke Seite yon (47) mit g ~ o  das System (a), 

das aus der Funktion a(x) besteht, die in keinem einzigen Gitterpunkt x deft- 

niert ist. Na~h der Definition yon zwei vergleichbaren Systemen gilt dann (47), 

wie aueh die Funktion r(x) gewiihlt wird. 

Ist  z ~ I, so folgt aus (46) fiir die zwei Teilsysteme (a c) und (r~) die Be- 

ziehung 
(q), 

sodass man jedem positiven e und jedem Gitterpunkt x -  (xt, x2, . . . ,  X,n) einen 

Gitterpunkt , - - ( , , ,  z~ . . . .  , ~=) mit den folgenden zwei Eigensehaften zuordnen 

kann: Fiir .~eden Gitterpunkt h = (hi, h 2 , . . . ,  hm) mit 

(48)  I h~ I ~-< I (~tt = I ,  2, . . . ,  m)  

und fiir jedes r (~= I, 2 , . . . ,  z) mit der Eigensehaft, dass ar + h) definiert ist, 

ist aueh rr + ~ + h) festgelegt und gilt die Ungleiehung 

(49) --  e < rr + ~+ h) --  ar + h) < ~ (mod. I). 

Fiir .ieden Gitberpunkt h mit (48), der die Eigensehaft besitzt, dass a(x + h) de- 

finiert ist, ist aueh r(x + �9 + h) festgelegt und gilt die Ungleiehung 

(5o) - < , ' (x + �9 + h) - -  a ( x  + h) < (mod. I); 

denn da E leer ist, kommen solche Gitterpunkte h nicht vor. 

Aus (49) und (50) folgt (47) mit g-~-o. 

Z w e i t e r  S e h r i t t :  Geh5rt ein Punkt  x zu E ,  so geh51~ na~h der Voraus- 

setzung jeder Gitterpunkt 2 mit (45) zu E ,  sodass in jedem Punkt  x yon E 

aueh die 1 Zahlen Jaa(x) (Z= i, 2 , . . . ,  l) definier~ sin& 

D r i f t e r  S e h r i t t :  Es ist m5glieh in jedem Punkt  x yon /S eine Funktion 

G ( x ) =  G(xl, x ~ , . . . ,  x,~) so zu bestimmen, dass jedem positiven e ein Gitterpunkt 

= (T,, *3, �9 -, ~=) mit den folgenden zwei Eigensehaften zugeordnet werden kann: 
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I .  

(5~) 

und fiir 

r~(~ + x) festgelegt  und gilt die Ungleichung 

(52) - ,  < ,-~(~ + x) - ~ ( x )  < ~ (rood. ~). 

(Diese Eigenschaft  t r i t t  n icht  uuf, wenn z = o  ist.) 

2. Fiir jeden Punk t  x yon E mit (5 I) sind 

,.(~ + x) ~na  ~ , - ( ~  + ~) 

festgelegt, und gelten die Ungleiehungen 

(53) 

(54) 

B e w e i s :  

II. Rhythmische Systeme. A und B. 

Fiir jeden Gi t terpunkt  x mit  

I~,1 --< -~ (F, = I, 2, . . . ,  m) 
8 
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jedes ~ ( ~ =  i, 2 , . . . ,  z) mit  der Eigenschaft ,  dass a;(x) definiert ist, ist 

( Z :  i, 2 . . . .  , l) 

- ~ < ,.(~ + ~) - a ( ~ ) -  a ( x )  < ~ (moa. ~) 

--e<Jzr(~-t-x)--%za(x)<e (mod.  I) (2 -  1, 2, . . . , 1 ) .  

Nach der Definition yon zwei vergleichbaren Systemen, ange- 

wendet  mit  (Jza ,  a;) und (Azr, rc) statt  (a,) und (r,), mit  dem Koordina tenursprung 

start  x, mit  x sta.tt h und mit  d start  ~, kann man wegen (46) jeder positiven 

Zahl d einen Gi t te rpunkt  ~ = (zt, ~_o . . . .  , v~) zuordnen mit  folgenden Eigenschaften:  

I*. Fiir jeden Gi t te rpunkt  x mit  

I 
(55) I ~ ,  I --< ~ (~,-- ~, 2 , . . . ,  ~)  

und fiir jedes ~ ( ~  I, 2 , . . . , z )  mit der Eigenschaft ,  dass ac(x ) definiert ist, ist 

rc(z ,1, x) festgeleg4, und gilt die Ungle ichung 

(56) - -  ~ < ,-;(z + x) - at(x ) < ~ (mod. I). 

2*. Fiir jeden Punk t  x yon E mit (55) ist d~r(z+x)  ( ) ~ = 1 , 2 , . . . , / )  fest- 

gelegt, und gelten die Ungle ichungen 

(57) - -  d < .4zr(v + x) -- Jza(x) < 6 (mod. I) (Z ~ -  I, 2, . .. ,  l). 

Naeh Definition 2 ist dann aueh fiir jeden Punk t  x yon E m i t  (55) die 

Zahl r(v + x) festgelegt. Ich setze 

(58) ,.(~ + x) - , ( x )  = F ( x ,  ~), 
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sodass F(x ,  ~) fiir jedes positive ~ und fiir jeden P u n k t  x yon E m i t  (55) de- 

finiert ist. 

Es mSgen x!, x", x ' " , . . ,  die Gi t terpunkte  yon E ,  in i rgend einer Folge 

aufgeschrieben, bezeichnen. Strebt ~ nach Nail, so bilden die Zahlen F(x',  ~) 
eine }/lenge mit  wenigstens einem Hi iufungspunkt  rood. I. Ich  wi~hle einen 

dieser H~tufungspunkte rood. I aus, und nenne denselben G(x'). Strebt r nach 

Null, so bilden die Punkte  (F(x', ~), F(x",  ~)) eine zweidimensionale ]~Ienge mit  

wenigstens einem Hi iufungspunkt  rood. I, dessen erste Koordinate G(x')ist. Ich 

wimble einen dieser }ti~ufungspunkte rood. I aus, und  nenne denselben (G(x'), G(x")), 
u. s .w.  Auf  diese Ar t  definiere ich fiir jeden P u n k t  x yon E die Zahl G(x), 
derar~, dass fiir jede natiirliche Zahl s der P u n k t  (G(x'), G(x") , . . . ,  G(a~(s))) 

Hi~ufungspunkt rood. I der Menge der Punkte  (F(x', ~), F(x",  ~), . . . ,  te(x (s), ~)) 
ist, wo ~ nach Nai l  strebt. Ich  werde zeigen, dass diese Funkt ion  G(x)die ver- 

langte Eigenschaft  besitzt. 

Zuniichst wi~hle ich die yon e abhiingige natiirliche Zahl s so gross, dass 

alle Punkte  x yon E mit  (5 I) im System x', x", . . . ,  x (~) vorkommen. Dann  wi~hle 

ich (und nach dem 0bigen ist  das mSglich) die positive Zahl ~ =< ~ so, dass 

(59) -- e < G(x ('~)) --  F ( x  (a), ~) < e (mod. I) ((~-- I, 2, . . . ,  8) 

ist und  ich ordne diesem ~ den P u n k t  ~ mit  den Eigenschaften I*. und 2". zu. 

Wegen  ~_--<e folgt  i. aus I*; 2. aus 2", (58 ) und (59). 

V i e r t e r  S c h r i t t :  Bezeichnen x~-(x~,x~, . . . ,xm) und X ~ ( X ~ ,  X2, . . . ,  X~) 
zwei Punk te  yon E m i t  

Z l + l  ~ -  x l . ~ l :  X l + 2  = x l+2~  . � 9  X m  ~ Xm~ 

dann besi~zt die im dri t ten Schrit t  definierte Funkt ion  G die Eigenschaft  

G(X)- -  G(x) (rood. I). 

B e w e i s :  I s t  ~=(~1,  ~-~,... ,  ~,~) ein P u n k t  yon E ,  so liegen nach der 

Voraussetzung die 1 Punkte  

( g , , . . . ,  + , ,  (Z- -  2, . . . ,  l) 

auch in E .  Wghlen  wir ~ positiv und < I ,  und  i s t  ~ ein Punk t  yon E m i t  
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(6I) I~,,I < I = - - ~ (t, = x, 2, . . . ,  ~), 6" 

so gelten bei geeignetem w die Ungleichungen (53) und (54) mit x = ~  und mit 

x = ~(~), also 

(62) 

(63) 

(64) 

- -  ~ < r(w + ~) - -  a(~) - -  G(~) < e (mod.  I) 

- -  e < r (z  + ~(a)) _ a(~(a)) _ G(~(a)) < e (mod.  I) 

- - e < J i r ( w + ~ ) - - J i a ( ~ ) < e  (rood. t) 

(Z = I ,  2 ,  . . . ,  l) 

( ~ - - -  i ,  2,  . .  . , 1 ) .  

Aus (62) und (63) folgt 

- -  2~ < .//;r(w + ~ ) - -  J z a ( ~ )  - -  J ;  G(~) < 2e (mod. I) ( ; l =  I, 2 , . . . ,  /), 

somit wegen (64) 

- - 3 e < J z G ( ~ ) < 3  ~ (mod.  x) (), = i ,  2 ,  . . . ,  1). 

Diese Ungleichung gilt fiir jedes positive e < I, und fiir jeden Punkt  ~ yon E 

mit (6I), soda, s die 1 Zahlen d~G(~) fiir jeden Punkt  ~ yon E g a n z  sind. Wegen 

(6o) ist G(X)--G(x) die algebruische Summe yon Gliedern der Gestalt J~G(~), 

wo ~ in E liegt. Jedes dieser Glieder ist gunz, sodass auch G(X)--G(x) gleich 

einer ganzen Zahl ist. 

F i i n f t e r  S c h r i t t :  

massen: ist es mSglich 

finden, so setze ich 

und sonst 

Ich definiere die Funktion g ( X l + l , . . . ,  Xrn)folgender-  

in R einen Punkt  X :  (X1, X , , , . . . ,  X~) mit (6o) zu 

g ( ~ , + , , . . . ,  x ~ ) ~ -  v ( x ) ,  

.q(x,+l ,  . . . ,  ~ )  = o .  

Diese Funktion g(xl+l,..., x~) besitzt die in Satz I2 verlangte Eigenschaft. 

B eweis :  Es sei 7>o, x ' :  (x ' l , . . . ,  x',,,) eia GRterpunkt. Ich wi~hle eine 

positive Zahl ~ mit 

' - - > I x . l + '  ( ~ = i , 2 ,  .,), 
7 

sodass e < 7  ist. Wende ich das Resultat  des dritten Schrittes mit x : x ' +  h an, 

so finde ich, dass es m5glich i st einen Gitterpunkt v zu bestimmen mit den fol- 

genden zwei Eigenschaften: 
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I. Fiir jeden Gi t te rpunkt  h mit  

(65) I I --< x = 2 , . . . ,  

und fiir jedes ~ (~--~ I, 2 , . . . ,  z) mit  der Eigenschaft ,  dass ac(x' + h) definiert ist, 

ist rr + �9 + h) festgelegrb, und gilt die Ungleichung 

- -  y < rg(x" + �9 + h) - -  aC(x' + h) < 7 (rood. I). 

2. Fiir jeden Gi t terpunkt  h mit  (65), der die Eigenschaft  besibzt, dass 

a(x '+  h) definiert ist, ist auch r ( x ' +  T + h) festgelegt, und gilt die Ungleiehung 

- - 7  < r (x '  + ~ + h) - a (x '  + h ) -  G ( x '  + h) < 7 (rood. x), 

also nach dem vier~en Schri t t  

- -  7 < r(x" + ~ + h) - -  a (x '  + h) - -  g(x ' l+ ,  + ht-~ ~, . . . ,  x',,, + h',,) < 7 (mod. i). 

Hiermit  ist (47) bewiesen. 

w 7. Vergleichbare rhythmische Sys teme.  

Satg 11: flrmere Systeme als rhythmische gibt es nicht. Genauer gesagt." 

ist (a,) fi ir jeden Gitterpunkt x definiert, ist (r,) rhythmisch, und ist 

(I) (a,) <] (r,), 

so ist 

(a,) ~ <] (r,). 

Beweis: Ich wiihle irgend eine positive Zahl ~ und einen beliebigen Gitter- 

punkt  x. Da ( r , ) rhy thmisch  is~, existiert  eine Li~nge L - - L ( ~ , x , r ~ ) , d e r a r t ,  

dass jeder  m-dimensionale, den Koordinatenachsen parallel orientierte Kubus mit  

I 
Kante  L wenigstens einen zu ~ und x gehSrigen Verschiebungspunkt  yon (r,) 

2 
enth~lt.  

Da  (a,) in jedem Git terpunkt  x definiert ist, existiert wegen (I) ein Gitter- 

punkt  ~' ---- (~'1, �9 . . ,  ~'m), der fiir jeden Gi t terpunkt  1 ~ (1 t, . . . ,  lm) mit 

Ich babe die Siitze I und 2 yon w 7 schon in Satz 4 yon w 5 zusammengefass t .  
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(2) I l# I ~ I .q_ I L (~ "-- I ,  2, . . . ,  m) 
2 

den Ungleiehungen 

I , I 
(3) - -  2 - e < r,(x + + l) - -  a,(x + l) < ~ e (mod. I) (~ = I , 2 , . .  ,, n) 

geniigt. Na~h dem Obigen enth~lt  der m-dimensionale, den Koordinatenachsen 

parallel o'rientierte Kubus mit  Kante  L und mit  Mit te lpunkt  ~' wenigstens einen 

I 
zu - e  und x gehSrigen Verschiebungspunkt  ~* yon (r,). Dann  ist 

2 

(4) I ~r*,, - -  ~r'~, I ~ I L (# = I, 2, . . . ,  m) 
2 

und es gelten die Ungleichungen 

I I G (5) - - -  r < r , (x  + ~* + h) - -  r , (x + h) < (rood. I) (v---- I, 2 , . . . , n )  
2 2 

fiir jeden Git terpunkt  h mit  

[ht, [ ~ 2 ( # =  I ,  2 , . . . ,  ~ ) ,  

also a fortiori fiir jeden Gi t terpunkt  h mit  

(6) [h~ [ "~ i (~ = i ,  2, . . . ,  ,$) .  

Setzt man 
t 

z = ~ * - - z ,  l = z  + h, 

so gelten fiir jeden Gi t te rpunkt  h mit  (6) wegen (4) die Ungle ichungen (2), also 

auch die Ungle iehungen (3), die hier die Gestalt  

(7) 
I I 

- -  - e < r , ( x + ~ * + h ) - - a , ( x + ~ + h ) <  r (rood. I) ( v - - I , 2 , . .  n) 
2 2 " 

annehmen.  Aus ( 5 ) u n d  (7) folgt 

- - ~ . < a , ( x + ~ + h ) - - r , ( x + h ) < ~  (rood. I) (Y----- I ,  2, . . . ,  ~ ) ,  

giiltig fiir jeden Gi t te rpunkt  h mit  (6). Hiermit  ist bewiesen 
38--3298. Acta mathematlca. 59. Imprim6 le 10 mai 1932. 
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(,',) -: (a,), 

sodass nun die Behauptung unmittelbar aus (t) folgL 

in jedem Gitterpunkt x definiert, bezeichnet (r,) ein rhyth- S a t z  2 ' :  1st (a,) 
misches System, und ist 

(a,) ~ (r,), 

dann sind (a,) und (r,) gleich reich, und dann ist auch (a,) rhythmisch. 

Vorbemerl~tmg: Ich werde sogar beweisen: gelten die Voruussetzungen des 

obigen Satzes, so kann man jedem positiven t eine nur yon e und (r,.), also nicht 

yon (a,), abhgngige Lgnge L zuordnen, derart, dass jeder m-dimensionale, den Ko- 

ordinatenachsen parallel orientierte Kubus mit Kante L fiir jeden Gitterpunkt x 

wenigstens einen zu e und x gehSrigen Verschiebungspunkt ~ yon (a,,) enthglt. 

Beweis: Dass (a,) und (r,.) gleich reich sind, folg~ unmRtelbar aus dem 

vorigen Satz. 

Da (r,) rhythmiseh ist, kann man jedem positiven e eine, nur yon e und 

yore System (r,) abhgngig e LKnge L zuordnen mit folgender EigenschafL jeder 

m-dimensionale, den Koordinatenachsen parallel orientierte Kubus mit Kante 

I 
L -- I enthgl~ ftir jeden GRterpunl~ x* wenigstens einen zu - e und x* gehSrigen 

3 
Versehiebungspunkt v* yon (r,). Ich werde zeigen, dass diese LSmge L die in 

der Vorbemerkung verlangte Eigenschaft besitzt. 

Um das zu beweisen, w~hle ich zwei beliebige Gitterpunld~e x = ( x j , . . . ,  xm) 

und b----(bx,..., b~). Da die Systeme (a,) und (r,) gleich reich sind, und in jedem 

Gitterpunl~ des m-dimensionalen Raumes festgelegt sind, existieren zwei Gitter- 

punkte z ' =  (~'1 . . . .  , z'm) und 

punkte h = (h~, . . . ,  h~) mit5 

(s) 

die Ungleiehungen 

I 
(9) 

3 

x" = (x"~, . . . ,  *",.), derart, dass fiir alle Gitter- 

{ h, [ < ! (#-- 1, 2 , . . . ,  m) 

~ < r , ( x +  ~ '+  h) a , ( x + h ) <  I - -  e (mod.  I) 
3 

und fiir alle Gitt~rpunkte l : (11, . . . ,  lm) mit 

Vergl. die Fussnote  bei  Satz I. 

( 1 t ' : I , 2 ,  . . ,95),  
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(1o) 

die Ungleichungen 

it, l =< ! + !(L_x) 
2 

( /A-= I ,  2 ,  . . . ~  m) 

I I )  I T,t __ I e < r , ( x + b +  +l) a,(x+b+l)< ~ (mod. Q (v:= ~, 2, . . ., n) 
3 3 

gelten. 

Nach dem Obigen enth:,ilt der m-dimensionale, den Koordinatenachsen pa- 

rallel orientierte Kubus mit Kante L - - I  und mit Mi~elpunl~ b + ~"--~' wenig- 

stens einen zu 

yon (r,), soaass 

pt ? 
(I2) Iv*,~--b,.--~ ~. + ~.1 _-<_- I (L- -  I) 

2 

und fiir jeden Gitterpunkt h mi~ (8) 

-E und x + gehSrigen Verschiebungspunkt ~*--  (X*a, .., ~*m) 
3 

I t : :  I ,  2: . . . , m )  

(13) 
I , I 

--  e < r , ( x + ,  + ~ * + h ) - - r , ( x + v ' + h ) <  e (rood. x) ( y - - I , 2 ,  . . . , n )  
3 3 

ist. Se~zt man fiir , = I , 2  . . . .  ,n  

I',  - - , ' , ( x  + ~' + ~,* + h) - -  a,.(x + I" + ~* - ~" + h), 

U, - - r , ( x  + ~' + ~* + h) -- r , (x  + ~' + h), 

V ,  = r,  (x + ~' + h) --  a , (x  + h), 

so hat man 

( I 4 )  a , . ( x + v ' + ~ * - - v " + h ) - - a ~ ( x + h ) - - - - T , . + U , + V ,  ( r = 1 , 2 , . .  ,n). 

Setzt man ausserdem noch 

l - = ~ * - - b - - ~ " + ~ ' + h ,  

so gel~en fiir jeden Gitterpunkt h mit (8) wegen (12) die Ungleiehungen IO), 

somit auch die Ungleichungen (I I), die jetzt auf die Gestalt 

(15) i i - ~ < T , < - e  (mod. 1) ( ~ - - I , 2 , . . . , n )  
3 3 

gebraeht werden kSnnen. W e g e n  (13) und (9) ist 

(16)  I I I I - - - e <  U , < - - e  (rood. I) und - - - e <  V , <  e ( m e & l )  ( r=-I ,2 ,  
3 3 3 3 
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Aus (I4), (15) und (I6) folgt fiir jeden Gi t terpunkt  h mit  (8) 

- - ,  < a , (x  + ,' + ** - -  ,"  + h) --  a , (x  + h) < ,  (mod. I) (v = I, 2 , . . . ,  n). 

Der Git terpunkt  , = , ' +  * * - - , "  ist also ein zu e und x gehSriger Verschiebungs- 

punkt  yon (a,), der wegen (12) den Ungleichungen 

I ( L - - I )  
2 

(#~- 1, 2, . . . ,  m) 

genfigt. Da b einen beliebigen Gi t terpunkt  im m-dimensionalen Raume bezeich- 

net, enthi~l~ jeder  m-dimensionale, den Koordinatenachsen parallel orientierte 

Kubus mit  Kante  L wenigstens einen zu ~ und x gehSrigen Verschiebungspunkt  

yon (a,), womi~ der Satz bewiesen ist. 

w 8. Translat ionen.  

Satz 1: Is t  (t,) eine Translation yon (f,), so hat das System 

a , < f , ( x ) < f l ,  (mod.] )  ( v - i , 2 , . . . , n ) ,  

wo a, und fl, Konstanten bezeichnen, wenigstens eben so vide ganzzahlige LSsungen 

wie  
ct, < f , ( x )  + t,(x) < ~, (rood. I) (v= I, 2 , . . . ,~) .  

Beweis:  Nach Definition 2 yon w 5 ist 

(I) ( f ,  + t,) -~ (f,), 

sodass unserer  Satz unmit te lbar  aus Satz 3 yon w 5 folgt.  

Satz 2: Sind v l , . . . ,  v~ natiirliche Zahlen <=n, und ist (t,) eine Translation 

von (f,), so ist ( t ,~ , . . . ,  tn) eine Translation von (fi,. . . . . .  f,,,). 

Beweis:  Aus  (1) folgt nach Satz 2 yon w 6 

(f,, + t, . . . . .  , f-~ + tn) "g (dr,,, " " ,  fn) .  

S a n  3: Sind e l , . . .  , en Konstanten, so besitzen die Systeme (f,) und (f ,  + c,) 

dieselben Trandationen. 
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Beweis: Nach Satz i v o n  ~ 6 folg4 yon den zwei Beziehungen 

( f ,  + t,) ,e, (fi) and  ( f ,  + c, + t,) ,e, ( f ,  + c,) 

die eine aus der a.ndern. 

Satz 4 (Additionstheorem): Is t  (t,) eine Translation von (f,),  so ist (t,, 6 + t~) 

eine Translation von ( f~ , f l  + f~). 

Beweis: Nach satz 4 yon w 6 folgt aus (I) 

(f~ + t , , A  + f~ +.ti + t~) "g ( f , , f ~  + f~). 

Satg 5: Is t  e eine ganzzahlige Konstante, und ist (t,) eine Translation von 

(f~), so ist (t,, e tl) eine Translation von (f~, cfl). 

Beweis: D i e  Vorbemerkung yon Sutz 5 in w 6 liefer~ dus Resuitu~, dass 

uus (i) folg~ 
(f~ + t,, cA + ct3 ~ ( f , ,  cA). 

Satz 6: Voraussetzungen. I. Es  ist (t,) eine Translation yon (fi). 

2. Die Funktion 

g l x )  = g ( x l ,  . . . ,  ~ )  

hat in jedem Gitterpunkt x einen eindeutig definierten beschrdnkten ganzzahligen 

Wert. 

3. Jedem positiven ~ und jedem Gitterpunkt x kann man ein positives ~ zu- 

ordnen mit  der folgenden Eigenschaft: wird  der Gitterpunkt ~ = (~1 , . . . ,  ~ )  so ge- 

wdhlt, dass aus 

(2) 

folgt  

(3) 

]h,]<= I ( t t = I  2 , . . . , m ) "  f i ( x + h )  definiert, 

f , ( x  + v + h) definiert ; - -  ~ < f ~ ( x + v +  h) - -  f i ( x  + h) --  t~(x + h) < 3 (rood. I), 

so ist  

fit)" jeden Gitterpunki h mit  

g(x + ~ + h) = g(x + h) 

] h~ ] ~ -~ (~ ~, 2, . . ., m). 
8 

Unter diesen Vora~setzungen ist (t,, tlg) eine Translation yon (fi, f ig) .  
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Vorbemerkung:  Die Voraussetzungen 2 und 3 sind erfiillt, wenn g(x) gleich 

einer ganzzahligen Konst~nten is~, sodass Satz 5 ein Spezialfall des obigen Satzes ist. 

Beweis: Ich zeige zun&chst, dass die drei Voraussetzungen yon Satz 5 in 

w 6 mit r , , = f , ,  a~-~f, + t~ erfiillt sind. 

I. Da (t,) eine Translation yon (f,.) ist, ist 

(f,  + t,) < (f,). 

2. Die zweite Voraussetzung yon Satz 5 in w 6 ist identisch mit der zweit~n 

Voraussetzung des zu beweisenden Satzes.  

3- Ist  f , .(x + h) + t ,(x + h) definier~, so ist auch f~(x + h) festgelegt, da 

t ,(x + h) in jedem Gitterpunkt definiert ist. Die dritte Voraussetzung yon Satz 5 

in w 6 folgt also aus der dritten Voraussetzung des zu beweisenden Satzes. 

Satz 5 v o n w  6, angewendet mit r~-=f,, a , . ~ f ,  + t, besagt, dass 

(f, + t,, Z a  + t,g) (f,, f a), 

d. h. class (t,., tlg ) eine Translation yon (f,., f~g) ist. 

Sat~ 7: Bezeichnet E eine endliehe 2t[enge yon Zahlen,systemen x ~-(x I . . . .  , x~) 
mit xg ganz > o, und ist (t,.) ei~ze Translation eines Systems (.f,), so ist (J~ t,.), wo v die 

Reihe i, 2 , . . . ,  n und wo x die Menge E durchliiuft, eine Translation yon (J~f,) .  

Beweis: Da (t,) in jedem Gitterpunkt x definiert ist, ist auch (d~t~.) in 

jedem x festgelegt. Mit Riicksicht auf Satz i i in w 6 folgt aus (f, .q-t,)"g (f,,) 

+ 

Sa?~ 8: Ist  (t,) eine Translation yon (f,), bezeichnen Fi(x) (Z= I, 2 , . . . ,  l) 

lineare Komposita yon f ~ ( x ) , . . . , f , ( x )  mit  gan:zahligen Koeffizienten, und bezeich- 

nen T~(x) (~= I, 2 , . . . , 1 )  die entsprechenden Komposita von tl(x), . . . ,  t~(x), dann 

ist (T~) eine Translation von (F~). 

Beweis: Man braucht nur die Si~tze 4 und S wiederholt anzuwenden, und 

Satz 2 in Betracht zu nehmen. 

Satz 9: Bezeichnet ,E eine endliche Menge von Zahlensystemen • = (• . . . .  , X,n) 

mit x~, ganz > O, ist (t~) eine Translation eines Systems ~f~), sing F~(x) (~ = l, 2 , . . . ,  l) 
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lineare Komposita, mit ganzzahligen Koeffizienten, yon A' f , (x) ,  wo v die Beihe 

I, 2 , . . . ,  n, und wo x die Menge E durchlduft, und sind schliesslieh Ta(x) (~-- 

I, 2 , . . . ,  l) die entsprechenden Komposita yon J ' t , (x) ,  dann ist (Ta) eine Transla- 

tion von (Fa). 

Beweis: Naeh Satz 7 ist (A~t,) eine Translation yon (A~f,). Der vorige 

Satz, mit A'f,.(x) und J ' t , (x )  start f i(x) und t,(x) angewendet, besagt dann, dass 

(T~) eine Translation yon (1"~) ist. 

Bats 10: Die Menge der Translationen eines Systems (f~) ist abgesehlossen 

rood. I; d. h. betrachtet man eine rood. x konvergente Folge yon Translationen von 

~f,) mit dem in jedem Gitterpunkt x definierten Grenzsystem (t,), so ist aueh dieses 

Grenzsystem eine Translation yon (f,). 

Beweis: Man betrachte 

des Systems (f,). Dann ist 

eine mod. I konvergente Folge yon Translationen 

(ti e , t2e , . . . ,  the) ( e = I , 2 ,  ..) 

(f, + t,r (y,) (Q=I,  2, ..), 

sodass naeh dem dritten Konvergenzsatz in der Theorie der vergleiehbaren Sy- 

sterne (Satz 9 in w 6) 

(f,  + t,) (of,) 

ist. Polglich ist (t,) eine Translation yon (f,). 

Bats 11: Fiir jede Translation (t,) eines rhythmisehen Systems (fi) ist 

(4) (f~ + t,) ~- -g (f,). 

Beweis: Nach der Definition der Translationen ist 

(f,  + t,) (f,). 

Das System in der linken Seite ist in jedem Gitterpunkt x definiert, das System 

in der rech~en Seite ist rhythmisch. Nach Satz I yon w 7 sind diese zwei Sy- 

sterne dann gleich reich. 

Bemerk-ang: Bei einem beliebigen System (f~) braucht (4) nicht fiir jede 

Translation (t,) yon (J~) zu gelten. Denn es werde der Spezialfall mit m - - ~ =  I, 
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(5) { f l  (x) = o fiir x ~ o 

_ 1 fiir x o 
3 

betrachtet.  Die Translat ionen (t~) von (f~) besitzen dann entweder die Gestalt  

oder 

t,(~) --- o (rood. ~), 

t l ( x ) - o  (mod. I) fiir x ~ o  

(6) ~ 2 (rood. I) fiir x -  o. 
3 

Piir die letzte Translation ist 

f~(~) + t ,(x)---o (rood. i), 

also (fl  + tl) :,trmer als (A). 

Aus diesem Beispiel geht  ausserdem noch hervor, dass die Menge der 

Translat ionen eines Systems kein Modul zu sein braucht.  Denn das durch (5) 

definierte System (f~) besitzt zwar die in (6) genannten Translat ionen,  aber nieh~ 

die Translat ion 

tj(x) = 0 fiir x ~ o 

I = 4  fiir x ~ O .  
3 

Sat~ 12: I s t  z ganz ~ o ,  und besitzt das aus den m + z Funktionen 

A , f  (x) . . . .  , . 4mf  (X) , .fl (x), . . , f z(x) 

bestehende System (A~,f, f~) eine Translation (T , ,  t;), dann existiert eine f i i r  jeden 

Gitterpunkt x des m-dimensionalen Raumes definierte Funktion T(x)  mit  

A , , T ( x )  =-- TAx) (rood. I) (~= I, 2, . . . ,  m). 

Beweis: E r s t e r  S c h r i t t .  I s t  m > 2 ,  und bezeichnen ~t und a zwei ver- 

schiedene natiirliche Zahlen < m ,  dann ist fiir jeden Gi t te rpunkt  x 

(7) A , r ~ ( x ) - -  w,,r,(x) (moa. x). 

Bewei s .  Die zwei Funkt ionen T~,(x) und To(x) bilden eine Translat ion 
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(T , ,  To) yon ( J r  f ,  J ~ f ) .  

Translat ion yon 

ist, sodass (7) gilt.' 
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Aus Sutz 9 folgt  dann, duss J~T~,(x)--,~lt, r , ( x  ) eine 

z/~ (L/~,f(x)) --  dv (Jo f ( x ) )  = o 

Z w e i t e r  S c h r i t t .  Schluss des Beweises. Ich setze 

xl--1 x2--1 

T(x)= Z TI(6, x~, . . . ,Xm) -5 E T a ( I ,  6, x a , . . . ,  Xm) 

x~--I Xm--1 
+ ~ Ys(: ,  ' ,  6, x4, . - . ,  x,~) - 5 - -  -5 ~ T,~(I, . . . ,  : ,  ~). 

~ = 1  ~ = 1  

Dann ist 

~ r(x)  = T~ (x), 

sodass Satz 12 fiir den Spezialfall mit  m ~  I schon bewiesen ist. I s t  m ~ 2, 

dann ist 

Xl--1 

J~ T (x) -~- Z d2 Tl (g, x~ , . . . ,  xm) + T2(I, x~, 

x1--1 
--= Y,~T~(g ,  ~ ,  . . ,  x~) + T,(I, ~,, 

~1 

= T & ) ;  

�9 . ,  X m )  

., xm) (rood. i) (wegen (7)) 

Xl--:-I 

~,~ T(x) = 

i 

Z J a T I ( ~ , x , ,  ..,Xm)Jr- Z J 3 T 2 ( I , ~ , x 3 ,  ...,ggrn) -5 T3(I, I, Xg,. . . ,Xm) 
~=1 ~=1 

~ r ~ ( ~ ,  ~ ,  . . , ~ )  + ~ T ~ ( ~ ,  ~, ~ ,  , x ~ )  + T~(~, ~, x~ . . . .  ,x~) 
~.=1 ~=1 

(mod. I) (wegen (7)) 

{rs(x)--T3(I,X2,...,Xm)} -5 {T3(I , x ] , . . . , x m ) -  r3(I ,  i,x3, ...,Xm)} 

+ T~(I, I, x~, . . . ,  x~) 

r , r  

u. s. w.; schliesslich 
39--3298. Acta mathematica. 59. Imprim6 1o 18 juin 1932. 
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x1--1 Xm--l--1 

~ T(~) = ~ ~ r~(~, x ~ , . . . ,  x~) + . . -  + F,  ~ T ~ , - ~ ( ~ , . . . ,  ~, ~, x~) 

q- Tin(I,..., I ,  Xm) 
x1--1 gin--l--1 

--~- Z . ~ I T m ( ~ ,  X ~ ; . . . ,  win) "or-"'"-~ E Jm-1  T i n ( I , . . . ,  I, ~, Xm) 
~=1 .~=1 

= {Tin(x)-- Tu( i ,  x 2 . . . .  , xm)} -~ 

= r , ~ ( x ) ,  

q-" T m ( I  . . . .  , I ,  Xra) (mod. I) (wegen (7)) 

�9 -}- {Tin(I, . . . ,  I,Xm--l,Xm) 

- Tm(~ . . . .  , ~, x~)}  + r ~ ( ~ , . . . ,  ~, x~)  

womit Satz I2 bewiesen ist. 

Eine fiir die Theorie der Diophantischen Ungleichungen wichtige Aufgabe 

ist, fiir ein gegebenes Funktionensystem (F~) alle Translationen, oder alle Transla- 

tionen mit gegebenen Nebenbedingungen zu bestimmen, z. B. alle Translationen 

(T~) mit der Eigensehaft 

/'l(x) = r , (x)  . . . . .  T,(x) = o, 

wo r eine gegebene natiirliche Zahl ~ l  bezeichnet. "Dazu braucht man nieht 

das System (F~) selbst zu untersuchen, aber geniig~ es (and das ist oft bequemer) 

ein beliebiges System (f,) zu betrachten, wenn nur (F~) ein Teilsystem yon (f~) 

ist, und jede nicht im System (T'~) vorkommende Funktion f~(x) in allen Gitter- 

punkten x des m-dimensionalen Raumes definiert ist. Ohne Beschrgnkung der 

Allgemeinheit kann man die natiirlichen Zahlen va = ~ (X = I, 2 , . . . ,  l) wi~hlen, so dass 

(8) ~b~,l(X) = f a ( x )  (Z = I, 2 , . . . ,  l) 

ist. Naeh Sa~az 2 besitzt jede Translation (t,) yon (f~) die Eigensehaft, dass (Ta) 

eine Translation von (Fa) ist, wenn nur 

(9) T a ( x )  = ta(x)  ()~= I, 2 , . . . ,  1) 

gesetzt wird. Aber umgekehrt kann man, wie i ch  in Satz !3 zeigen werde, 

jeder Translation (T~) yon (F~) mindestens eine Translation (t,) yon (f,) mit (9) 

zuordnen. Sind also alle Translationen yon (f~)(eventuell mit Nebenbedingungen) 

bekannt, so kennt man auch alle Translationen yon (F~) (bezw. mit den ent- 
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sprechenden Nebenbedingungen).  Sind dagegen alle Translat ionen yon (Fx) ge- 

geben, so brauehen natfirlich noch nicht  alle Translat ionen yon ( f , ) b e k a n n t  

zu sein. 

Satz  13: Gilt (8), und ist jede nieht im System (F~.) vorkommende Funktion 

f,(x) in allen Gitterpunkten x des m-dimensionalen Raumes definiert, so kann man 
jeder Translation (T~) von (Fz) eine Translation (t,) von (f,) mit (9) zuordnen. 

Beweis: Is t  n = l ,  dann bezeichnen (Fl) und (fi) dieselben Systeme, und ist  

somit  die Behauptung  klar. Ich darf  also 

(IO) n - - l ~  I 

voraussetzen. 

I s t  n - - l =  > 2, so daf t  ich annehmen, dass der zu beweisende Satz bereits 

bewiesen ist, wenn n -  l durch eine kleinere natfirliche Zahl ersetzt wird. Der  

zu beweisende Satz, mit  n - - l - -  1 start  n -  1 angewendet ,  liefert dann eineTransla-  

t i on  ( t , , . . . ,  tn--x) VOlt ( f ] , . . . , f , ~ _ , )  mit 

(11) r (x) = t (x) (z = 1, 2 . . . .  , l) 

und mit Riicksicht hierauf liefert  derselbe Satz, mit  I s ta t t  n - - ' /  angewendet ,  

eine Translat ion (t,) yon (f~); diese Translat ion besitzt Eigensctiaft  (II), sodass 

Satz 13 dann bewiesen ist. Folglich kSnnen wir ohne Beschr~nkung der AUge- 

meinhei t  n - -  1 ~ I annehmen.  

K o m m t  f~(x) im System (Fz(x)) vor, dann ist (f,) ein Teilsystem yon (Fx), 

sodass dann die Behauptung  unmit te lbar  aus Satz 2 folgt. Wi r  diirfen also 

annehmen,  dass f~(x) nicht im System (Fz) v0rkommt;  nach der Voraussetzung 

ist dann f,,(x) in jedem Gi t te rpunkt  x des m-dimensionalen l~aumes definiert. 

Ich definiere t~(x), t~(x), . . . ,  tz(x) durch (II), sodass nach der Vorausset- 

zung (tz) eine Translat ion von (j~) ist. Folglich kann man jedem posit iven 

einen Gi t te rpunkt  , ~ (*l, . . . ,  *~) zuordnen, derar~, dass fiir jedes Paar  ~ und 

H = (//1 . . . .  , Hm) mit  

I 
(12) I IH,,I   , ,  2, . . ., m) ,  f z ( H )  d e f i n i e r k  

auch fz(~ + H )  festgelegt  ist, und die Ungle ichung 

(13) --  6 < f z ( *  + H) --fib(H) -- tz(H) < 6 (mod. I) 
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gilt. Ich setze 

(14) 

da fn(x) in jedem 

J. G. van der Corput. 

f~(v + H) -- f~(H) = u(H, (t); 

Gitterpunkt x des m-dimensionalen Raumes definier~ ist, ist 

u(H, ~)fiir jedes positive ~ und jeden im m-dimensionalen Raum liegenden Gitter- 

I 
punkt H mit I H~I =< ~ festgelegt. 

Ich betrachte jetzt eine Folge J yon positiven, nach Null strebenden Zahlen ~, 

und ausserdem die Folge H', H", H" ' , . . .  aller im m-dimensionalen Raum lie- 

genden Gitterpunkte. Die Folge u(H', ~), wo ~ die Folge J durchlguft, und 

H' einen festen Gitterpunkt bezeichnet, besitzt wenigstens einen ]=liiufungs- 

punkt p' rood. 1; diesen Hgufungspunkt rood. I nenne ich t,(H'). Die Folge 

(u(H', ~), u(H", ~)) (~ durchlguft wiederum J ) ,  besitzt wenigstens einen Hiiufungs- 

punkt (p', p") mod. I; diesen I-Igufungspunkt rood. 1 nenne ich (t~(H'), t,(H")), 
u. s .w. Fiir jede beliebig, aber fest gewghlte natiirliche Zahl z besitzt dann 

die Folge 

(,5) (u(H', u(H", . . . ,  u(H(*), 

((~ durchlguf t ' J )  wenigstens einen Hiiufungspunkt (p' ,p",. . . ,  p(~)) mod. 1, und 

die Koordinaten dieses Hgufungspunktes mod. I werden mit 

(16) tn(H(r (~= I, 2 , . . . ,  z) 

bezeichnet. Auf diese Art und Weise ist t,(H) fiir jeden Gitterpunkt H des 

m-dimensionalen Raumes definiert. Ich werde zeigen, dass das System (t,) die 

verlangte Eigenschaft besitzt. Um das zu beweisen, fiihre ich eine beliebige 

positive Zahl e und einen beliebigen, im m-dimensionalen Raum liegenden Gitter- 

punkt x = (xl, . . .  , am) ein. Ich wghle die natiirliche Zahl z so gross, dass alle 

Gitterpunkte H =  (H1, H ~ , . . . ,  H,n) mit 

(I 7) i/~//~ __ Xte [ ~ I (~t = I ,  2, . . . ,  ~ )  

im System (H', H " , . . . ,  H(=)) vorkommen. Die in (I5) erw~hnte Folge besitzt 

e i nen  tIgufungspunkt rood. I mit den in (I6) genannten Koordinaten. Folglich 

liegt in z/ ein ~ mit 

I I 
(18) a >-- Ix.I + 1, 



und  

(,9) 

(20) 

u n d  

(2i) 

Aus  

(H', 

(22) 
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--  ~ < u ( H  (Cl, ~) - -  t~(H(~)) < e (mod. I) (~=  I, 2, . . . ,  g). 

I ch  bet rachte  jetzt  einen beliebigen Gi t t e rpunk t  h =  (h~, h~ , . . . ,  hm) mi t  

Ihtzl ~ I ( ~ :  I, 2, . . . , m ) ,  

ich setze 

H - ~ x + h .  

(21) und  (20) folgt  (17); da alle Gi t t e rpunk te  H mi t  (17) 

H " , . . . ,  H (~)) vorkommen,  l iefert  (19) insbesondere  

- -  ~ < u ( x  + h,  r - -  t~ (x  + h) < ,  (mod. I). 

im System 

I m  0b igen  ist der  Zahl ~ ein Gi t t e rpunk t  z mi t  den Eigensehaf ten  (13) 

und  (I4) zugeordnet .  W e g e n  (I4) verwandeR (22) sich in 

(23) - -  ~ < f ~ ( x  + �9 + h) - - f , , ( x  + h) --  t,~(x + h) < ~ (mod. I). 

Fiir  jedes Paar  Z und  h = ( h l , h ~ , . . . ,  hm) mR 

I <_~ Z ~ l ,  [ h, [ <= ! (~, = I, 2 , . . . ,  m), f z (x  + h) definiert, 
8 

gilt  (I2) wegen (21), (2o) und  (I8); folglich ,st dann f~ (x+  ~ +  h) festgelegt,  und  

zwar mi t  

(24) --  r < f ~ ( x  + z + h) - - fx(x  + h) - -  t~(x + h) < e ( m o d .  I). 

Aus (24) , (23) und  n = l + I  folgt, dass (t~) eine Trans la t ion  yon ( f , ) , s t ,  

womR Satz 13 vollstiindig bewiesen ist. 

w 9. Konstante Translationen. 

Definition 1: Ich nenne eine Translation (u,.) konstant, wenn jede der Zahlen 

u~, u~, . . . ,  u~ konstant, d. h. unabhdngig yon x ,st. 

Satz 1: Is t  (t,) eine beliebige, (m) eine konstante Trauslation eines Systems 

(fi), so ,st auch (t~ + u,) eine Translation yon (f,). 
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Beweis: Da (t,) und (u,) Translationen yon (fi) sind, ist nach der Defini- 

tion einer Translation (Definition 2 von w 5 auf S. 276 ) 

(f~ + t~) ~ (f,) (i) 

und 

(2) (/; + u~) ~ (f,). 

Mit Rfieksieht auf Satz I von w 6 (S. 280) folgt aus (I) 

(fi + t~ + u,.) g (f,. + u,.), 

sodass wegen (2) 

(3) (f, + t, + u,) ~ (/~) 

ist. Die Systeme (t~,) und (u,), also auch (t~ + u~.) sind in jedem Gitterpunkt x 

definiert, sodass (t~ + u~) wegen (3) eine Translation von (f~) isk 

Satz 2: Die konstanten Translationen eines Systems bilden einen abgesehlos- 

senen periodischen Modul. 

Beweis: Ist (u~) ein H~ufungspunkt der Menge M der konstanten Transla- 

tionen eines Systems (fi), dann ist (m) naeh Sat.z Io des vorigen Paragraphen 

eine Translation, also eine konstante Translation yon (f,). Folglich ist M ab- 

geschlossen. 

Dass M die Periode i besitzt, folgt unmittelbar aus der Definition einer 

Translation (Definition 2 yon w 5 auf S. 276 ). 

Enthiilt die Menge M zwei Systeme (t~) und (u,), so enth~lt sie nach dem 

vorigen Satz auch das System (t, + u,). Naeh Hilfssatz 3 yon w 2 (S. 238) ist 

M dann ein Modul, womit der zu beweisende Satz bewiesen ist. 

Satz 3: Fiir jede konstante Translation (m) eines Systems (f~) ist 

(4) (f, + u,) ~ ~ (f~). 

Beweis: 
S. 276) folgt 

Aus der Definition einer Translation 

(5) (/, + u,) ~ (/~). 

(Definition 2 yon w 5 auf 



Diophantische Ungleichungen. II. Rhytmische Systeme. A und B. 311 

Da nach dem vorigen Satz auch (--u~) eine Translat ion yon (f~) ist, ist auch 

(f ,  - -  u~) ~ (f,), 

also nach Satz I yon w 6 (S. 280) 

(6) (f,) -~ (f,  + u,). 

Aus (6) ~na (5) foist (4). 

Satz 4: Bezeichnet seine natiirliche Zahl, und ist (u,) eine konstante Transla- 

tion yon (f~(x)), dann ist (su~, %)eine  Translation yon (f~(x), ~ )  . 

V o r b e m e r k a n g :  Man darf  nicht  behaupten,  dass unter  den Voraussetzungen 

dieses Satzes (u,, o,) eine Translat ion yon (x), ist. Denn man betraehte  

den Spezialfall mit  

I 
m = n = I ,  s = 2 ,  f 1 ( x ) = - x l ;  

2 

, (:) (; i )  
zwar is~ I eine Translat ion yon - aber o nieht  yon Xl ,  ~x~ 

2 2 x l '  ~ " 

Beweis: E r s t e r  S e h r i t t .  Da (u,) eine Translat ion yon (f,) is~, ist 

sodass man j edem positiven e und jedem Gi t te rpunkt  x einen Gi t te rpunkt  ~ zu- 

ordnen kann, derar t  dass fiir .iedes Paa r  ~ und h = (hi, h ~ , . . . ,  h~) mit 

(7) i < ~ , < ~ ,  I h . l <  ~ (~----i,2 . . . .  ,m); f~(x+h) aefinierg, 
8 

aueh f i (x  + ~ + h) definiert, ist, und die Ungle iehung 

- ~ < f i ( x  + ~ + h) - - f i ( x  + h) - -  u ,  < e (rood.  ~) 
gilt. 

Ich w~hle nun einen fes ten  Gi t te rpunkt  x.  Es sei Gq (q = I, 2 , . . . )  die 

Menge der Gi~terpunkte a =  (a~, a ~ , . . . ,  am) mit der Eigenschaft ,  dass jedem posi- 

riven ~ mindestens ein Gi t te rpunkt  , mit  

(8) , ,  ~ -  ~ ,  ( m o d .  s) (t, = i ,  2 , . . . ,  m) 
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entspricht,  derar~ dass fiir jedes Paar  ~ und h----(hi, h e , . . . ,  h,~) mit  (7) aueh 

f~(x + �9 + h) definiert ist, und die Ungleichung 

- - e < f ~ ( x + z + h ) - - f , ( x + h ) - - q u ~ < e  (mod. I) 

gilt. Naeh dem Obigen ist G 1 nieht  leer. 

Z w e i t e r  S c h r i t t .  Enth~l t  Gq einen Punk t  a, und enth~lt  Gq, einen Punk t  

a', dann enthiilt Gq+q, den Pun l~  a + a'. 

B e w e i s .  Da (r in Gq liegt, existiert  ein Gi t te rpunkt  z mit  (8) derart,  dass 

fiir jedes Paar  v und h = (hi, h2, . . . ,  hm) mit  (7) auch f ,  (x + �9 + h) definiert ist, 

und die Ungle ichung 

(9) i i - - - e <  f , ( x + z + h ) - - f i ( x + h ) - - q u , , <  e (rood. I) 
2 2 

gilt. Da a' in Gq, liegt, existiert  ein Gi t terpunkt  z' mit  

(I0) z'~ ~ r (mod. s) (/t = I ,  2 , . . . ,  m), 

derar t  dass fiir jedes Puar  v und h ' =  (h' 1, h'~, . . . ,  h'~) mi~ 

(I I) I __< ,, __<. ,  I h,,l --< n ,<l + ' , 2 , . . .  m) und f i (x  + h') definiert, 

aueh. f i (x  + z' + h') definiert ist, und die Ungleiehung 

I 2) I Zp p I - - - ~ < f , ( x +  + h ' ) - - f ~ ( x + h ' ) - - q u , < - ~  (rood. I) 
2 2 

gilt. 

Wahl t  man h ' = ~  + h, dann gilt (I I) fiir jedes Paa r  ~ und  h-~(hl, h~, . . . ,  h,~) 
mit (7), und dann verwandel t  (I2) sieh in 

I , I 
( --2-~<fi(x+~+~'+h)--f~(x~. , ~ + h ) - - q u , < - 2 e  (mod. I). 

Setzt man �9 + ~' : ~ ,  dann folgt aus (8) und  (I o) 

P# # 
, , ~ a ,  + a ,  ( m o d .  s) ( t ' =  1, 2, . . . ,  m ) ,  
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und aus (9) und (I3) geht  dann hervor 

- -  e < f . ( x  + ~" + h) - - f . ( x  + h) - -  (q + q')u. < e (rood. ~), 

giiltig fiir jedes Paa r  �9 und h---- (h 1, h~, . . . ,  h,,) mit (7). Hiermi t  ist bewiesen, 

dass a + a' in Gq+q, liegt. 

D r i f t e r  u n d  l e t z t e r  S c h r i t t .  Beweis des Satzes. 

Is t  (a~, a ~ , . . . ,  a~) ein Punk t  yon Gj, so liegt nach dem zweiten Schri t t  

(2aj, 2a~, . . . ,  2a~) in G ~ , . . . ,  (sal, sa~, . . . ,  sam) in Ga, sodass jedem positiven 

mindest~ns eirt Gi t terpunkt  �9 =-($~, %~, . . . ,  ~ )  mit  

�9 ~ ------ so. (mod. 8) (/Z : I ,  2 , . . . ,  m) ,  

�9 ~, ~ o (rood. s) (~,  ~ -  I, 2 , . . . ,  m) 

entspricht,  derart  dass fiir jedes Paar  �9 und h=(h,,  h~, . . . ,  h~) mit (7) auch f , ( x  + z + h) 

definiert ist, und die Ungleichung 

(I5) - - e < f , ( x + z + h ) - - j ; ( x + h ) - - s u , < e  (mod. i) 

gilt. Wegen  (I4) gelten fiir jeden Gitterpunk4 h = ( h l ,  h~ , . . . ,  h,,) die Un- 

gleichungen 

(16) __ e < x,,+ z.,~ +_h~ _ x ,  + h, < e (mod. I) (tt ::. I, 2, . . . ,  m). 
8 8 

Aus (I5) und 06) folgt 

sodass (su,, or, ) in der Tat  eine Translat ion yon ~ ( x ) ,  ~ ) i s t .  

S a t z  5: Sind die n Funktionen 

f i (x )  = f . ( x l ,  x2, . . . ,  x.,) (r = I ,  2 , . . . ,  n) 

in wenigstens einem Gitterpunkt a = (al, a2, . . . ,  a,,) definfert, und ist jeder Punkt 

des n-dimensionalen Raumes eine konstante l'ranslation yon (de,), dann besitzt das 

System 
40--3298.  Aeta mathematiea. 59. Imprim4 Io 18 juin 1932. 

also mit  

( I 4 )  
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- -  e < f . ( x )  - -  7~ < e (mod. I )  (y - - -  I ,  2 , . . . ,  n) 

f l i t  jedes positive ~ und jeden Punkt 7 = (71, 7 ~ ,  �9 � 9  7 n )  unendlich viele ganzzahlige 

LSsungen x ~ (Xl, x2, . . . ,  xm). Sogar das System 

(I7) [ - - ~ < f , ( x ) - - 7 , < ~  (mod. I) ( V = I , 2 , . . . ~ ) ,  

I x ,  ~ a, (moO. s) 

besitzt dann fiir jedes positive ~, jeden Punkt 7 und jedes positive ganze s unend- 

lieh viele ganzzahlige LSsungen x. 

Beweis: E r s t e r  S e h r i t t .  (I7) besitzt wenigstens eine ganzzahlige LS- 

sung x. 

Beweis .  

nach dem vorigen Satz 

man (u~) so, dass 

ist, dann erh~lt man 

f ,(x) -- f,(a) 

Jedes konstante System (u~) ist eine Translation yon (f,), sodass 

(su,, o~)e ine  Translation yon (fi(x), x---~t ist. W~hlt 
\ 8 J  

s u ~  = - f ~ ( o )  + r ~  (~ = ~,  2 ,  . . . ,  ~ )  

also naeh Satz I yon w 6 (S. 280) 

( I 8 )  

Das System 

I - -  ~ < f , ( x )  - - f ~ ( o )  < ~ (mod. I) (v : I, 2 , . . . ,  n) 

___I < xt~ at, < I (mod. I) (Ft : I, 2 , . .  m) 
8 8 S' 8 '~ 

besitzt die ganzzahlige LSsung x : a, sodass wegen ( I 8 )  nach Satz 3 yon w 5 

(S. 274 ) auch das System 

- ~ < f ~ ( ~ )  - z ,  < ~ ( r o o d .  ~) (~ = ~, ~ , . . . ,  ~)  

- -  I_ < Xtt ate < I (rood. I) (tt = I, 2 , . . .  m) 
8 8 8 8 

wenigs~ens eine ganzzahlige LSsung besitzt, und diese LSsung geniigt dem System (I 7). 
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Z w e i t e r  S c h r i t t .  Schluss des Beweises. Bezeichnet  k eine na~iirliche Zahl, 

dann besitzt nach dem ersten Schrit t  das System 

~ ~ (mod.  I) (v--  I, 2, . . . ,  , )  (I9) --  < f i ; ( x ) - -  --  + - ~  < 

Xte ----~ fft~ (lllod. 8) (/it = I,  2, . . . ,  m) 

fiir jedes posigive ganze z ~ k wenigstens eine ganzzahlige LSsung x (~). Diese 

LSsungen x', x " , . . . ,  x (k) sind wegen (I9) untere inander  verschieden, und geniigen 

alle dem System (I7) , sodass (17) wenigsgens k, also unendlich viele verschiedene 

ganzzahlige LSsungen x besi~zg. 

Satz 6 :  Vorausse tzungen.  i. Es sei s podtiv ganz; die n Funktionen 

= . . . .  , ( V ~  I~2~ . . .~  ~) 

seien in wenigstens einem Gitterpunkt a ~ (al, as, �9 . . ,  am) definiert, und jeder Punkt 

u ~- (ul, u s,... ., us) des n-dimensionalen Raumes sei eine konstante Translation von (q~). 

2. Es werde 

(20) f~(x) = ~ ' , g , o ~ ( X )  " ( ' =  I, 2 , . . . ,  ~) 
Q=I 

gesetzt, wo die Koeffizienten g~e rational si.,d mit Determinante 

(2i) 4:o.  

3. Jeder Punkt (ul, us . . . .  , Un+m) des (n + m)-dimensionalen Raumes, dem ein 

Gitte~Tunkt (vl, vs, . . . ,  v~+~) mit 

u,  = ~ g~evQ (v = i, 2, . . . ,  n); 
(J=l 

zugeordnet werden 

Behauptung. 

(22) 

u~+~ = v~+~  ( t t =  I ,  2,  . . . ,  m )  

kann, sei eine konstante Tra~slation des Systems (f,(x), ~ ) .  

Dann besitzt das System 

{ - - , < f ~ ( x ) - - c , < : e  (mod. I) (v~-- 1 , 2 , . . . , n )  

x~ ---- a~ (mod. s) (tt ----- I, 2, . . . ,  m) 
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fiir jedes positive e und jeden Punkt c = (cl, e~, . . . ,  Cn) unendlieh viele ganzzahlige 
LSsungen x = (xl, x~, . . . ,  x~). 

Vorbemerkung. Im Speziaffall, dass in der in ( 2 1 ) g e n a n n t e n  Determi- 

nan~e die Elemente  der Hauptdiagonale  gleich Eins, ~lie iibrigen Elemente gleich 

Null  sind, ist f , ( x )=  9~(x), und verwandelt  Satz 5 sich in den vorigen. 

Damit  (22) fiir jedes positive e und jeden Punk t  e-~ (c~, 90, . . . ,  Ca) unend- 

lich viete ganzzahlige LSsungen besitzt, ist die Voraussetzung, dass jeder Punk t  

im n-dimensionalen Raum eine Translat ion yon (f~) sei, nach Satz 5 hinreichend, 

aber nach Satz 6 nicht  notwendig.  

Beweis: Es sei e > o, und es werde die positive Zahl 6 so gewi~hlL dass 

(23) 

ist. Wegen  (2,) is~ 

7 =  (71, 7~, . . . ,  7~) mit  

2 0=1 

es mSglieh dem Punkte  e = ( e l l  e ~ , . . . ,  e,~) einen Punk t  

n 

(24) c , .=  ~ g ,  oye (v = I, 2 , . . . ,  n) 

zuzuordnen. Da .~eder Punk t  des n-dimensionalen Raumes eine Translat ion yon 

(~o~) ist, ha t  das System 

(25) { - - 6 < q ~ , ( x ) - - 7 ~  < 6  (mod. I) (v- -  1 , 2 , . . . , n )  
�9 x ,  ~ a, (mod. s) (/~ = I, 2, . .. ,  m) 

nach dem vorigen Satz unendlich viele ganzzahlige LSsungen x. Aus (25) folgt 

bei geeignet  gewi~hltem yon x abh~ngigem Gi t terpunkt  ~ ~-(g~, ~ , . . . ,  s 

] - ~ < 9 ~ ( x )  - 7 ,  - z~ < ~ . (v = i ,  2 ,  . . . ,  n )  (26) 
[ X/~---(~/~ (rood. 8) ( , =  I, 2 , . . . , m )  

und hieraus ergibt sieh, wenn 

(27) ~ g~e~e = L 

gesetzt wird, wegen (20), (24) und (23) 

V =  I~2~...~n) 



Diophantische Ungleichungen. II. Rhythmisehe Systeme. A und B. 317 

I I (~ I ,  2 ,  . . - - - e < f ~ ( x ) - - c ~ - - l , < - ~  = 
2 2 

x,  ~ a~ (mod. s) (u = I ,  2 ,  . .  

,~)  

, ~ n ) ,  

sodass dieses System unendlich viele ganzzahlige LSsungen x besitzt. Diese 

LSsungen geniigen auch dem System 

~2s) 

wo k~ durch 

I I 
e < f,(x) -- c, --  k, < ( m o d .  I) (t, = I ,  2 , . . . ,  ~) 

2 2 

x~ --= at~ ( m o d .  8) (/z = I ,  2, . . . ,  m) ,  

(29) k ~ l ,  (mod. I), o ~ k , <  I (V-~ l ,2  . . . .  ,n) 

definiert wird, also yon x abh~ngen kann. Wegen der Rationalit~t der Koef- 

fizienten g*e sind d i e  Zahlen Gg~ e (~,= I, 2, . . ., n; Q-~ I, 2 , . . . ,n )  bei geeignet 

gewiihRem positivem ganzem G ganz; die Zahlen ~ sind ganz, sodass aus 

(27) folgt, dass dann die Zahlen GL, also wegen (29)auch die Zahlen Gk, 

( v =  1 , 2 , . . . , n )  ganz sin& Wegen o ~ k, < I kommt somit nur eine endliche 

Anzahl yon Punkten k =  (kl, k2, . . . ,  k~) in Betracht. Da (28) nach dem Obigen un- 

endlich viele ganzzahlige LSsungen hat, ist es somit mSglich einen festen (d. h. 

yon x unabh~ngigen) Punkt  k so zu bestimmen, dass (28) unendlich viele ganz- 

zahlige LSsungen besitzt, und die Beziehungen (29)und (27)gelten, wo )~=(~1, ~ ,  

. . . .  ~,) einen (yon x abh~ngigen) Gitterpunkt bezeichnet. W~hlt  man r ver- 

schiedene derartige LSsungen 

x~) = (xi~), x(r  . . ,  x~)) 

yon (28), dann is~ fiir e - -  I, 2 , . . . ,  r 

' (x 
(30) 2 2 

_(O) 
- - - -  <~ <.. 

8 8 8 

(Q ~-~ I, 2, . . . ,  r) 

(rood. I) ( ~ -  I, 2 , . . . ,  n) 

(mod. I) (/z = I, 2 , . . . ,  ~ ) .  

Mit Riicksieht auf Voraussetzung 3 des zu beweisenden Satzes (mit ve=  )~e 

und v , + , = o  angewendet )geht  aus (27)hervor, class (f,(x), x , ) d i e  Translation 

(/ , ,or) besitzt. Wegen ( 2 9 ) h a t  dann (f,(x), x ~ ) d i e  Translation (k, ,%),  also 
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auch die Translation (--k,., o~,), sodass 

jede Welle des Systems ~ ( x ) -  k~, ~ ) m i t  beliebiger Approximation ist, a l s o  

punkte x', x", . . . ,  x t~ enthiflt, so finder man, dass bei geeignet gewSohltem Gitter2 

punkt  �9 = (~1, ~ . . . .  , ~ )  die Zahlen 

/~(~<~ + ~) (,, = ~, 2 , . . .  ,~ ;  ~ = ~, 2 , . . . ,  ~-) 

definiert sind, und fiir Q-~ :, 2, . . . ,  r die Beziehungen 

(3:) 
+ ~ (moO. I )  

2 2 

~(q) ~,,(o) 1 
] 

8 8 8 8 

( } ' ~ -  I ,  2 ,  . . . ,  ~ )  

(~ = :, 2 , . . . ,  .~) 

gelten (man beachte, dass hierbei ~ unabh~ngig yon Q gew~hlt worden is~, 

sodass xCe ) + ~  ( e :  I, 2 , . . . ,  1") auch r verschiedene Gitterpunkte bezeichnen). 

Aus (3 o) und (3I) geht  hervor, dass (22) mindestens r verschiedene ganz- 

zahlige LSsungen xIe I § v, also unendlich viele ganzzahlige LSsungen besitzt. 

S a t z  7: Zwei gleich reiche Systeme besitzen dieselben konstanten Translationen. 

B e w e i s :  E s  sei 

(3 2) (f~) D ~ (q?,), 

und es sei (m) eine konstante Translation yon (f,), sodass 

ist. Aus Satz I yon w 6 (S. 280) folg~ wegen (32 ) 

( ~  + u~) ~ (f~ + u~) ~ (f~) ~ ( ~ ) ,  

sodass jede konstante Translation yon (f,) eine Translation yon (~) ist. Durch 

Vertauschung yon (f~) und (~)  finder man, dass jede konstante Translation yon 

(~p,) auch eine Translation yon (f,) i s t .  
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Satz 8: I s t  (a~) rhythmisch,  (r,) beliebig, und  kann man jedem posit iven 

zwei  Git terpunkte  x = (xl, xe, . . . ,  xm) und  ~ = (,t ,  ~ ,  . . . ,  ~ )  zuordnen, derm't  dass 

r , ( x  + �9 + h) f i i r  v = I, 2 , . . . ,  n und  fib" jeden e i t t e r~unk t  h = (hi, h~, . ., h,~) mi t  

definiert ist, und  der Ungleichung 

[ h ~ [ < !  ( # = i , 2 , .  ., m) 

- -  ~ < r~(x + , + h) - a~(x + h) < e (mod. I)  

geniigt, dann  is t  (a,) .g (r,). 

Vorbemerkung .  Gelten die u  dieses Satzes mit 

,-,(x) = a,(x) --  u~ (v = ,, 2, �9 �9 n), 

wo uj,  u~, . . . ,  un Kons tan ten  bezeiehnen, dann ist also (u,) eine konstante  Trans- 

lation von (a,). 

Beweis: Es sei d eine beliebige positive Zahl, x ' =  @'1, x' , ,  . . . ,  x 'm)irgend 

ein Git terpunkt .  Da  (a~) rhythmisch ist, enth~lt  bei geeignet  gewKhlter (yon 

abhiingig'er) L~nge L jeder m-dimensionale, den Koordinatenachsen parallel ori- 

I X '  entierte Kubus  mit  Kan te  L wenigstens einen zu -(~ und gehSrigen u  
2 

schiebungspunkt  yon (a,). 

Each  den Voraussetzungen des zu beweisenden Satzes, wobei e ~ I_ ~ so klein 
2 

gewtihlt werde, dass 

-~ ->-~ + ~-L 
e - - d  2 

ist, existieren zwei Gi t terpunkte  x und ~, derar t  dass r~(x + z +  h) fiir v =  I, 2 , . . . ,  n 

und fiir jeden Gi t te rpunkt  h mit  

I I 
(33) [h~[ ~ ~ + -2L (# = I, 2 , . . . , m )  

definiert ist und der Ungleichung 

(34) 
I 

- - 1 6 < 2  r ~ ( x + z + h ) - - a ' ( x + h ) < 2 d  (mod. I) 

geniigt. 



320 J. G. van der Corput. 

Im m-dimensionalen, den Koordinatenachsen parallel orientierten Kubus 

I t 
mit Mittelpunl~ x - - x '  und mit  Kante L liegt wenigstens ein zu d Und x ge- 

2 

hSriger Verschiebungspunk~ , "  yon (a,). Man hat dann 

(35)  [z",--x~,+x'~,[<=I--L (~u = i ,  2,  . . . ,  m ) ,  
2 

und fiir jeden Git terpunkt  h' : (h'l, h'~, . . . ,  h'~) mit  

I 
(36) [ h' ,l 

ist 

( ~ - -  1 , 2 ~  . . . ,  m) 

(37) --  ~ ~ < a,(x' + ~" + h') --  a,(x' + h') < 2I d (mod. I) ( ~ ' ~  I~ 2~ . .~ n ) .  

Se~zt man h - ~ x " - - x + x '  + h', dann gelten wegen (35) fiir jeden Gitter- 

punkt  h' mit (36) die Ungleichungen (33), somit auch die Ungleichungen (34), die 

hier, wenn ~ + z " - -~ '  gesetzt wird, die Gestalt 

_ I _ d < r , ( x , + , + h , ) _ a , ( x , + , , + h , ) <  Id  (mod. I) (Y:I 2,.. n) 
2 2 ~ " 

annehmen, sodass aus (37) folgt 

--~<r,,(x'+~'+h')--a,(x'+h')<~ (rood .  I)  ( ~ :  I ,  2, . . . ,  n ) ,  

giiltig fiir jeden Git~erpunkt h' mit  (36). Da (~ ~ o und der Git terpunkt  x' be- 

liebig gewi~hlt worden sind, is~ in der Tat (a,,)~] (r,.). 

Satz 9: Sind (a,) und (r,) rhythmisch, mit 

(3s)  ( J . , - . ) ,  

dann ist jede konstante Translation yon (a,) auch eine Translation yon (r,). 

Beweis: Es sei s e i n e  positive Zahl, x ' -  (x'l, x'2, . . . ,  x' , , )ein Gitterpunkt,  

(u,) eine konstante Translation yon (a,). Nach tier Definition einer Translation 

(Definition 2 yon w 5 auf S. 276 ) ist dann bei geeignet gew~ihltem Gitterpunk4 
= �9 �9  
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, , t'39 ~ I , I - - e < a , ( x ' + x + h ) - - a , ( x  + h ) - : u , < - ~  (rood. I) 
2 2 

giiltig fiir jeden Gi t te rpunkt  h = (hi, h , , . . . ,  h,~) mit 

(40) I h,~ I --< -~ (~, = I, 2 , . . . ,  m); 

denn da das System ( a , ) r h y t h m i s c h  ist, ist es in jedem Git terpunkt  des m-di- 

mensionalen l ~ u m e s  definiert. 

Es werde 

,,~ = I~1 + I~1 + - -  + I~,,I + 

gesetzt. Wegen  (38) exis~iert 

q ----- (ql, q,, �9 .- ,  q~) mit  

ein Gi t te rpunkt  x, der  fiir jeden Gi t te rpunkt  

(41) Iq, I  =< I~,1 + s ( ,  = ,, = , . . . , ~ )  ,[? 

den Ungleichungen 

e (ke----I, 2, ...~ m; L/ ' e -  (rood. I) (42 ) - - - -  < J ~ r , ( x - t - q ) - -  t~a,(x + q ) < 2 w  
2 W  Y = I , 2 ~ . . . ,  ~t) 

geniigt. Die Zahl 

(43) {r,(x 4- ~ 4- h) - -  r , (x  + h)} - -  {a~(x' 4- �9 4- h) - -  a ,(x '  4- h)} 

kann geschrieben werden als Summe yon 

Gliedern der Gestalt  

I ~ , l + l ~ l +  + l ~ . , l : w - ~  

d , r , ( x  + h + l) - -  A ' ~a,(x 4- h + l), 

wo 1 = (11, ls, . . . ,  l~) ein Gitterpunld~ mit  

(~U= 1 , 2 , . . . , m )  

bezeichnet. Wird  q ~ 1 4- h gesetz~, so gelten fiir jedes dieser Glieder und f i i r  

jeden Gi t te rpunkt  h mit  (40) die Ungleichungen (4I), also auch die Ungle ichungen 

(42). Folglich ist die in (43) g e n a n n t e  Zahl gleieh der Summe yon w - -  I Gliedern, 
41--3298. AcSa mathematlca. 59. Imprim~ le 23 juin 1932. 
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die alle rood. ~ zwisehen 

mit (40) 

_ L and ~ liegen, sodass fiir jeden Gitterpunkt h 
2 ~f) 2 W 

is~. 

I , I 
- -  2 - ~ < { r , ( x  + v + h) - -  r , ( x  + h)} - -  {a , (x  + ~ + h) - -  a , ( x '  + h)} < ~e (rood. I) 

( , =  ~, ~, . . . ,  , )  

Wegen (39) folgt hieruus 

(44) - - ~  < r , ( x + , + h ) - - r , ( x + h ) - - u , <  e (mod. I) (~=  I, 2 , . . . , n ) .  

Jedem positiven e kSnnen also zwei Gitt~rpunkte x = ( x ~ ,  x 2 . . . .  , x m ) u n d  

~ (~, z2 , . - - ,  z~) zugeordne~ werden, die fiir jeden, Gitterpunkt h mit (40) den 

Ungleichungen (44) geniigen. Naeh der Vorbemerkung des vorigen Satzes is~ 

dann (u,), also jede konstante Translation yon (a,), eine Translar yon (r,). 

Sat~ 10: yes seien m ,  n und  z ganze Zah len  m i t  m ~ I , n ~ I , z ~ o ,  und  

es sei j ede  der F u n k t i o n e n  

a~(~) = a , (~ , ,  ~ ,  . . . ,  ~ )  (~ = I, ~, . . . ,  ~ ) ,  

f a l l s  sie in  i rgend e inem G i t t e r p u n k t  x ~ - ( x l ,  x~, . . . ,  x,~)festgelegt ist,  i n  allen 

Gi t t e rpunk ten  ~ = ( ~ ,  ~ ,  . . . ,  ~m) m i t  

�9 ~ >= x~, ( ~  = ~; 2 , . , . ,  m) 

fes tgelegt .  I s t  dann  

( ~ a , ,  a~) ~ ( ~ r , ,  r~), 

dann i s t  bei geeignet  gewdhlten konstanten gx, g~ . . . . .  g ,  

(45) (a, + g,,  aS) ~ (r,,  ,'~). 

Beweis: Der Spezialfall mit n ~ I folgt unmittelbar aus Satz I2 VOll w 6 

auf S. 29I, mit l ~ m  angewendet. Ich daft also n>--_2 voraussetzen, und an- 

nehmen, d~ss der zu beweisende Satz mit n - - I  start n schon bewiesen ist. N a c h  

dem zu beweisenden Satz, mit n - - I  stat~ n, und mit dem System (J~a~, a~)start 

(aS) angewendet, ist bei geeigne~ gew~hlten konstanten gl, g~, . . . ,  gn-1 

(46) (ao + go, ~ a , ,  a~) ~ (,',, ~ , ' n ,  r*), 

wo a die Reihe 1,2 . . . .  , n - - I  durchl~ufK ),us (46) geht hervor, dass der zu 

beweisende Satz wiederum angewendet werden kann, aber jetz~ mit n =  I, mit 
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a~(x) start a~(x) and mit  dem System (a~ + g~, a~) start (a~). Das Resultat  ist (45) 

bei geeignet gewiihltem konstantem g~. 

Sala 11: Sind m und n ganz >= I, ist z ganz _>---o, ist (a,, a~) rhythmisch, 

(47) (J~a, ,  a*) -g (d~r,,  r~), 

und kann man jedem positiven ~ ein in jedem Gitterpunkt x = (x~, x ~ , . . . ,  xm) 

definiertes System (T,,  T~) mit 

(48) (~/~a, + J ~ r , ,  a~ + r~) -g (JM',, r~) 

zuordnen, derart dass jedem ~ = (71, 7 2 , . . . ,  ~n) mi~destens ein Gitterpunkt X = 

= (X1, X~, . . . ,  Xm) ents2orieht, der f i ir  jeden Gitterpunkt H = (1tl, t t ~ , . . . ,  H,,) mit 

(49) 

den Ungleichungen 

(50) 

geniigt, dann ist 

I 
( t t ~  I, 2, . . . , m )  

{ - - d < T , . ( X + H ) - - ) , , < d  (mod. I) (v-~ l, 2, . . ., n) 

(~< T ~ ( X + H )  < d  (mod. I) ( ~ =  1 , 2 , . . . , z )  

(a,, a*)~ (r,, r~). 

Vorbemerk-mlg: Die Voraussetzungen dieses Satzes bleiben gelten, wenn 

a, durch a, + c, ersetzt wird, wo c, eine beliebige Konstan~e bezeichnet . .  Unter  

den Voraussetzungen unseres Satzes ist somit fiir alle konstanten c, 

(a, + c,, a~) ~ (r,, r~). 

Beweis: Es bezeichne ~ eine beliebige positive Zahl, x irgend einen Gitter- 

punkt.  Das System (a,, a*) ist rhy~hmisch. Folglich enthiilt bei geeignet ge- 

wiihlter Lgnge L jeder m-dimensionale, den Koordinatenachsen parallel orien- 

I 
tierte Kubus mit  Kante L wenigstens einen zu - e  und x gehSrigen u 

3 
bungspunkt  �9 yon (a,, a~). Ieh definiere ~ durch 

L = 3  + ~_L, 
e 2 
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und ieh w~ihle ein System (T,, T~) mit  den im Wort laut  des Satzes genannten 

Eigenschaften. 

Nach dem vorigen Satz, mit  a,(x) + T,(x) und a~(x) + T~(x) start a,,(x) und 

a~(x) angewendet, folgt aus (48) bei geeignet gew~hlten konstanten gx, g 2 , . . . ,  g~ 

(5~) (a, + T, -[- g,, a* + T~) ~ (r,, r~). 

Unseren Voraussetzungen gemKss existier~ ein Git terpunkt  X, der fiir jeden 

Git terpunl~ H mit  

(53) IH~I <-- _3 + ~-L (~ = ~, 2 , . . . ,  m) 
2 

den Ungleiehungen 

(54) 

I I 
- - - ~ < T , ( X + H ) + g , < - ~  (rood. I) ( v =  1 , 2 , . . . , n )  

3 3 

I I 
- - - ~ < T $ ( X + H )  < - ~  (mod. I) ( ~ =  1 , 2 , . . . , z )  

3 3 

geniig4, i Naeh dem Obigen enth~lt der m-dimensionale, den Koordinatenaehsen 

parallel orientierte Kubus mit  Kante L und mit  dem Mittelpunkt X - - x  min- 

I 
des~ns  einen zu -~  und x gehSrigen Verschiebungspunkt 

3 

Dann ist 

(55) 

yon (at, a~). 

I v,.-- X ,  + x~[ =< _I L 
2 

( ~  - -  I ,  2 ,  . . . ,  m). 

Wird H - ~ - - X  + x +  h gesetzt, dann gilt also (53), somit aueh (54) fiir jeden 

Git terpunkt  h mit  

(56) 1 4  1 < }- ( .  : ~, 2, . . . ,  m). 
G 

Formel (54) verwandelt sieh hier in 

(57) 

I I I 
- -  - ~ < T , ( x  + �9 + h)  + g ,  < - ~ (rood. I) (~' = I, 2, . . . ,  n) 

3 3 

[ I I 
- ~ < r ~ ( x + ~ + h )  < ~ (mod.~) ( C = 1 , 2 , . . . , z ) .  

3 3 
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Wegen (55) gel~en fiir jeden Gitterpunkt h mit (56) die Ungleichungen 

(58) 

I I 
- -  -3 ~ < a , ( x  + ~ + h) - -  a , ( x  + h) < 3 ~ (rood. I) 

I I 
- -  -3 e < a* (x + ~ + h) - -  a~ (x  + h) < 3 e (rood.  I) 

('V~- I~ 2~ . . .~ n)  

(~=I ,  2 , . . . , Z )  

(denn (a,, a~) ist rhyghmisch, a!so in jedem Gitterpunl~ des m-dimensionalen 
Raumes definiert). Aus (52) folgg, dass bei geeignet gew~hl~em Gitterpunkr z' 
die Z~.hlen r , ( x + ~ + ~ '  +h )  ( v - ~ r , e , . . . , n )  und r ~ ( x + 7 . + ~ '  +h)  ( ~ = I , 2 , . . . , z )  

fiir jeden Gi~terpunkt h mit (56) definier~ sind, und den Ungleichungen 

(59) 

I I 
---~3 < r ' ( x + z + v ' + h ) - a , ( x + ~ + h ) - T ' ( x + ~ + h ) - g ' < 3  ~ (mod. 1) 

(~ = I, 2 , . . . ,  .) 

I . I 
- - - ~ < r ~ ( x + ~ + ~ ' + h ) - - a ~ ( x + ~ + h ) - - T ~ ( x + ~ + h )  < - e  (mo0. I) 

3 3 
( ~ - -  I ,  2 , . . . , Z )  

geniigen. Fiir jeden Git~erpunk~ h mit (56) folgt aus (59), (58) und (57) 

~ - - e < r , ( x + ~ + ~ ' + h ) - - a , ( x + h ) < e  (rood. I) ( V = I , 2 , . . . , t ~ )  

( e < r $ ( x + v + ~ ' + h ) - - a $ ( x + h ) < e  (mod. I) (~= I, 2, . . ., z), 

sodass (5 x) in der Tat gilt. 

S&t~ 12: Es seien m, n und z ganze Zahlen mit  m >=1, n >= I , ~ >= o, und 

es sei jede der _b~unktionen 

�9 f , ( x )  = f , ( x , ,  x~, . . . ,  ~ )  (~ = I, 2, . . . ,  .), 

fal ls  sie in i~yend einem Gitterpunkt x =  (xl, x2 . . . .  , x,~) festgelegt ist, in allen 

Gitterpunkten �9 ~- (a31, ~ ,  . . . ,  ~,~) mit  

(6o) ~ ,  >= x ,  (~ = i ,  2, . . . ,  m) 

definiert. 

gewh'hlten 

Cf.,27). 

-?st dann (J~,t,, t~) eine Translation yon ( J ~ f , ,  f~) ,  dann ist bei geeignet 

konstanten gl, g~, . . . ,  g,~ das System (t, + g,,  t*) eine Translation yon 
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Beweis: 

S. 276 ) ist 

J. G. van der Corput. 

Nach der Definition einer Translat ion (Definition 2 von w 6 auf  

(,4~,f, + J~,t,,  f~  + t~) .g (d~,f,, f~), 

da (/J~t,, t*) eine Translat ion yon ( J , f , . , f ~ )  is~. Das System (t,, t~) ist in 

jedem Git terpunkt  des m-dimensionalen Raumes definiert. I s t  also die Funk%ion 

f , ( x )+t , ( x )  in i rgend einem Gitterpunk% x festgelegt, dann ist sie auch in jedem 

Gi~terpunkt 2 mit  (5o) definiert, sodass die Voraussetzungen yon Satz io mit  

.,(x) =f . (x)  + t.(x), + t$(x), r . (x)=f.(x) ,  

erfiillt sind, also bei geeignet  gew~hlten konstanten g~, g~ . . . .  , g~ 

(f, + t, + g,, f ~ +  t$) -~ ( f , , f~ )  

ist, woraus die Behauptung folgt. 

Satz 13: Sind die Voraussetzungen des vorigen Satzes e~fiillt, und besitzt 

(jr,, J~) alle konstanten 1'ranslationen der Gestalt (c,, o;), dann ist (t,, t~) eine 

Translation yon ( f , ,  f~,; ). 

Bemerk tmg :  Die Voruussetzungen dieses Satzes bleiben gel ten,  wenn t, 

durch t, + c, ersetzt wird, wo e, eine beliebige Konstante  bezeiehnet. Unte r  

den Voraussetzungen unseres Satzes ist also (t, + e,, t*) ffir alle konstanten e, 

eine Translat ion yon (f, ,  f~). 

BeWeis: Das System (f,., f~,:) besitzt nach dem vorigen Satz bei geeignet  

gew~hlten konstanten g~, g~, . .  :, g,, die Translat ion (t, + g,,  t~), und iiberdies die 

konstante  Translat ion ( - -g , ,  o;), also nach Satz I dieses P a m g r a p h e n  auch die 

Translat ion (t,,  t~). 

Satz 14: Is t  (fo), w o a  die Reihe I, 2 , . . . ,  s durehlh'uft, rhythmiseh, bezeieh- 

uen uo ( a - - I ,  2 , . . . ,  s) Konstanten,  und kann man jedem positiven d t in System 

(To) und zwei ei t terpuukte X - - ( X I ,  X2 . . . .  , Xm) und X ' =  (X'I,  X'~, . . . ,  X',~) 

zuordne,,  derart da.r (J~,To) eine Translation yon (J~,f~) ist, und f i i r  jeden Gitter- 

punk t  H = (111, H2, . . . ,  Hm) mit  

I 
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und fi'ir a = I, 2, . . . ,  s die Ungleichungen 

( 6 I )  - - d <  T o ( X + H ) - - u ~ < d  (rood. I), - - d <  T o ( X ' + H ) < d  (mod. r) 

gelten, dann ist (uo) eine konstante Translation yon Oro). 

Beweis: Es bezeiehne e eine positive Zahl, es mSge d I - -  ~ gewghlt  wer- 
2 

den, und es mSgen das System (To) und die Git terpunkte  X und X' die in den 

Voraussetzungen des Satzes genannten  Eigenschaf ten besitzen. Dann  ist (J~To) 

eine Translat ion van (J~f~), sodass naeh Satz I2, mit  n - - s  und z ~ o ange- 

wendet,  (To+go) bei geeignet  gewghlten konstanten g~, g ~ , . . . ,  g, .eine Trunsla- 

tion yon (fo) ist. Ausserdem gelten dann die Ungleichungen (6x) mit  ~ I 
2 

Da (To + go) eine Translat ion yon (fo) ist, existieren zwei Git~erpunkbe ~ und ~', 

die fiir jeden Gi t te rpunkt  h mit  

(62) I h, I --< -I  = , ,  2 , . . . ,  m) 

und fiir a ~ I, 2 . . . .  , s die Beziehungen 

(63) 

I I 
- - - r < f o ( X +  ~ + h ) - - f o ( X + h ) - - T o ( X + h ) - - g o < -  ~ (mod. t) 

2 2 

I I 
--  - 2 e < f o ( X ' +  ~ '+  h)--fo(X'+ h ) -  To(X'+ h) - -go  < ~e (rood. I) 

erfiillen. Aus (6,) (mi t  3 I ) ~- --~ und H = h  und (63) folgt fiir a---- I, 2 , . . .  s 

(64) { - - e < f o ( X + ~ + h ) - - f o ( X  + h )  u o - - g o < e  (rood. I) 

r < f o ( X ' + ~ ' + h ) - - f o ( X ' + h ) - - g o  < e  (rood. I). 

Folglich k5nnen jedem positiven ~ vier Gi t terpunkte  X,  X' ,  X + ~, X ' §  ~' zuge- 

ordnet  werden, die fiir jeden Gi t te rpunkt  h mit  (62) dem System (64) geniigen. Nach 

der Vorbemerkung yon Satz 8 (mit n ~ s, und mit  uo + go und go start u, ange- 

wendet) sind (uo + go) und (go) dann konstante  Translat ionen des rhythmischen  

Systems (fo). Da die konstanten Translat ionen eines Systems uach Satz 2 einen 

]~odul bilden, ist auch (uo) eine Translat ion von (fo), womit Satz 14 bewiesen ist. 
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Schlussbemerkung.  Satz 5 yon w 5 auf S. 276 folgt nnmittelbar aus den 

S~tzen 13 und I4 dieses Paragraphen. Denn sind die u yon 

Satz 5 in w 5 erfiiUt, dann ist nach Satz 14 (mi~ s = z  + I angewende~) ]edes 

System der Gestalt (e, o 0 eine konstante Translation yon (f, f~), sodass nach 

Satz 13, mit n = I angewendet, (t, t~) eine Translation yon (f, j~) ist. 


