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Beziehungen zwischen einem allgemeinen linearen Komplexe und einem
Komplexe mit einem Leitkegelschnitte.

1. In dieser Arbeit werden die Regelfiiichen sechsten Grades (= R;) ohne
Leitgerade behandelt. Dabei werden schon lingst in meiner Dissertation® aus-
gefiihrte Untersuchungen wieder aufgenommen und in einem bedeutenden Um-
fange erginzt. Die vorliegende Abhandlung kann auch als eine Fortsetzung
einer neuerdings in diesen Acta erschienenen Arbeit? betrachtet werden.

Unter den R, werden in erster Instanz diejenigen in Betracht genommen,
welche entweder einem allgemeinen linearen Komplexe angehiren oder einen
Leitkegelschnitt besitzen. Hierzu kommen als zu dem letzteren Falle reziprok
die Ry, deren Erzeugende einen Kegel zweiten Grades (= K,) berithren. Die
allgemeinsten R, erhilt man zwar nicht in dieser Weise. Doch lassen sich die
meisten Fragen betreffend die Moglichkeiten fiir die Doppelkurve oder die Doppel-
developpable schon durch Untersuchung dieser speziellen R, erledigen.

Ein linearer Komplex hat mit einer derselben nicht angehorenden Rg 6 Er-
zeugende gemeinsam. Andererseits lisst sich der Komplex durch 5 gerade Linien
bestimmen, welche nicht alle zu derselben linearen Kongruenz gehoren. Hat nun
die Ry entweder zwei doppelte oder eine dreifache Erzeugende, so ldsst sich offenbar

! Klassifikation af regelytorna af sjette graden. (Lund, 1892.)
® Uber die Regelfiiichen mit einer Leilgeraden. Acta mathematica, LVII (1931). Wir zitieren
weiterhin diese Arbeit kurz »Regelflichen I».

1—3298. Acta mathematica. 59. Imprimé le 15 février 1932.
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ewn linearer Komplex bestimmen, der 7 Erzeugende mit der R, gemein hat und mit-
hin die Ry enthalten muss. In meiner Dissertation (p. 62) habe ich noch hervor-
gehoben, dass sowohl jede Ry vom Geschlechte 1 mit einer doppelten Erzeugenden
als auch jede Ry vom Geschlechte 2 zu einem linearen Komplexe gehiren muss. Der
Beweis, welcher doch dort nicht mitgeteilt wurde, griindete sich auf die Tatsache
(Diss., -p. 107), dass ein Tetraedralkomplex erst durch 13 Konstante festgelegt
wird, woraus folgt, dass sich immer ein Tetraedralkomplex bestimmen lisst, der
natiirlich auch zu einer Unterart davon gehéren kann, welcher 13 gegebene ge-
rade Linien enthilt. Wihlt man diese Linien auf einer R;, so muss natiirlich
die R; dem Tetraedralkomplexe angehéren. Studiert man nun die in einem Tet- -
raedralkomplexe enthaltenen Regelflichen (etwa durch Abbildung des Komplexes
auf einen Punktraum), so findet man ohne Schwierigkeit, dass eine R, von einer
der oben bezeichneten Arten in einer Kongruenz liegen muss, welche durch einen
linearen Komplex ausgeschnitten wird.® In meiner Dissertation (p. 108) habe
ich noch bemerkt, dass fiir alle drei Geschlechter p =0, 1, 2 die in einem linea-
ren Komplexe eingehenden R, die gleiche Allgemeinheit besitzen und von 23
Konstanten abhingig sind. Fiir die allgemeinsten elliptischen bez. rationalen R,
ist dagegen die Anzahl der Konstanten 24 bez. 25. Letzteres steht in Uber-
einstimmung mit der bekannten Tatsache, dass bei einer rationalen R, iiber
4n+1 Parameter zu verfiigen ist. Als eine Bedingung ist es anzusehen, wenn
die Doppelkurve einen Doppelpunkt erhilt, wobei zwei Erzeugende mit gemein-
samer Beriihrungsebene zusammenstossen. Das Auftreten einer doppelten Erzeu-
genden ist im allgemeinen als mit zwei Bedingungen dquivalent aufzufassen.?
Eine solche fiihrt ja auch zwei neu auftretende Doppelpunkte fiir die Doppel-
kurve mit sich, und zwar in den Punkten, wo die einander in der doppelten
Erzéugenden durchdringenden Schalen einander berithren. Gehort aber z. B. die
Regelfitiche . schon zu einem linearen Komplexe, so ist, wie aus den folgenden
Entwicklungen ersichtlich sein diirfte, fiir eine doppelte Erzeugende nur eine
Bedingung erforderlich.

-~ 2. Bei der Abbildung eines allgemeinen linearen Komplexes auf den Punkt-
raum, koénnen wir von den folgenden Relationen

! In seiner grossen Abhandlung, The theory of ruled surfaces (Cambridge university press,
1931), hat W. L. EDGE die obigen Sitze iiber R,, welche zu einem linearen Komplexe gehiren
miissen, bewiesen. ' ‘

? Hier setzen wir ausdriicklich # = 6 voraus und lassen die Frage fiir hohere n-Werte dahingestellt.
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(1) Cxyx Yy Hw w=o,

1
yyxte yt+w g =o

ausgehen, Binem Punkte z,,w,, 2, w, entspricht dann eine gerade Linie mit

den Koordinaten '

(2) Pie=—w"; Pyu=%12,—Y,%; Py =—2,%;;

Doy ==Xy Wy Pru=Y, Wy; Paz= — Yy Wy .-

Der abgebildete lineare Komplex ist demmnach p,+py;;=o0, und die Geraden
z=w=0 und y=z=0 sind in bezug auf denselben konjugiert.

Andererseits kann man den Punkt x, y, 2, w als fest annehmen. Die ent-
sprechende gerade Linie bekommt dann die Koordinaten

(3) Pie=—YW; Psy="2"; Py ==y 2—T W;
- Pou=—2Y; Pru=Yy"; Poy=%2.
Wie man sieht, bekommt man hier die Abbildung des Komplexes p,, ps,—p5,=0
auf den Punktraum. Dieser Komplex ist ein spezieller quadratischer mit dem
Leitkegelschnitte w, =ux, 2,—y,2=o0. Durch die bilinearen Relationen (1) werden
mithin ein allgemeiner linearer Komplex wund ein Komplex mit einem Leitkegel-
schwitte in Beziehungen zu einander geselzt.

Den Geraden des linearen Komplexes, welche durch einen gegebenen Punkt
P gehen oder in der zugehorigen Komplexebene liegen, entsprechen offenbar die
Punkte auf der Bildgeraden von P im Kegelschnittskomplexe. Die Doppelkurve
(und auch die Doppeldeveloppable) einer Regelfiiiche in einem linearen Komplexe
wird mithin auf die Bisekantenregelfiiche der Bildkurve im beigeordneten Kegel-
schnittkomplexe abgebildet. In gleicher Weise wird fiir eine Regelfliche im
letzteren Komplexe die Doppelkurve auf die Regelﬂﬁche abgebildet, welche durch
die dem linearen Komplex angehirenden Bisekanten ihrer Bildkurve erzeugt wird.
In dieser doppelten Abbildung haben wir somit eine Methode um die Kigen-
schaften sowohl von Regelflichen in einem linearen Komplexe als auch solcher
mit einem Leitkegelschnitte zu untersuchen.

Wir suchen zuniichst die Abbildung einer linearen Kongruenz. Dieselbe
wird durch einen zweiten linearen Komplex,

APz + b gy + € Py + APy + €pyy + fPes =0,

ausgeschnitten und wird nach (2) auf die Fliche 2. Grades (= Fy),
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{4) b(x131_‘?/12)—w1(“w1+Cz1+dx1+(f—e)?/1):07

itbergefithrt. Den o* linearen Kongruenzen im linearen Komplexe entsprechen
mithin die o* F;, welche den Fundamentalkegelschnitt enthalten. Die lineare
Kongruenz besitzt zwei Systeme von Strahlenbiischeln, welche je die Zentren auf
der einen Leitgeraden und die Ebenen durch die andere haben. Ihnen entsprechen
die beiden Erzeugendensysteme der F,. Fallen aber diese beiden Leitgeraden in
einer zum linearen Komplexe gehdrenden Linie zusammen, so wird die Fj durch
den K, ersetzt, der seine Spitze in dem dieser Linie entsprechenden Punkte hat.
Die fragliche Abbildung ist in der speziellen Gestalt, wo als Kegelschnitt
der imaginidre Kugelkreis auftritt, sehr bekannt.' Auf derselben griindet sich ja
eine beriihmte Leistung von S. Lik, indem es ihm gelang die beiden Probleme
der Kriimmungskurven und der Haupttangentenkurven in einander zu tiberfiihren.
Die entsprechende Transformation, welche zu dem speziellen Falle gehort,
wo der Kegelschnitt sich in zwei einander schneidende Linien auflost, haben wir
eben im ersten Abschnitt von »Regelflichen I» behandelt. '

3. Wir wollen die Abbildung des linearen Komplexes etwas niher betrach-
ten. Ist in (4) b=o0, d. h. treffen die Leitgeraden der Kongruenz die Komplex-
linie # =y = 0, welche wir mit L bezeichnen wollen, so wird aus der 7, die
Ebene w, =0 ausgeschieden, und es bleibt die Ebene a w, + ¢z, + d z, + (f—e)y,=o0
ibrig. Die Erzeugendensysteme der ¥, werden durch die Geradenbiischel von
den Schnittpunkten dieser Ebene mit dem Fundamentalkegelschnitt (= K) ersetzt.
Fallen die Leitgeraden hier in eine Komplexlinie zusammen, so wird X durch
die Ebene beriihrt.

Hat man endlich ¢=d=¢— f=0, so finden wir, dass die Kongruenz,
fiir welche L die Leitgerade darstellt, auf die Ebene w, = o (= E) abgebildet
wird. Dabei entspricht jedem Punkt von E ausserhalb K dieselbe Gerade
DPys = Pgg = Py = P1y — Pos — 0 oder L. Die besonderen Punkte von £ werden
durch die nichstfolgenden Linien charakterisiert, indem man

LytYy 87 Poy i Past P
erhilt.
Dem Punkte (x,,y,) auf K entsprechen die Komplexlinien der Ebene
z, ¢+ y, y=0 durch L. Diese Ebene hat als Komplexpunkt x=y =y, w —x, 2=0.

! Man vergleiche etwa die Darstellung bei F. KLEIN, Vorlesungen diber hohere Geometrie
(Berlin, 1926), besonders p. 270.
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Aus (1) erhiilt man ja durch Elimination

. — 2 2)y + w,(y,w — 2 2)=o0.

Den einzelnen Komplexlinien werden dabei die Ausgangsrichtungen vom Punkte
(21, ¥;) aus beigeordnet. In Ubereinstimmung mit einer obigen Bemerkung ent-
sprechen den Punkten einer solchen Komplexlinie die Geraden des Kegelschnitt-
komplexes welche in einer beriihrenden Ebene liegen. Einer Komplexlinie ent-
spricht sonach die Richtungen in einer berithrenden Ebene. Hat also die Bild-
kurve einer Regelfliche im linearen Komplexe einen Doppelpunkt auf K, so
werden diesem Doppelpunkte im allgemeinen zwei verschiedene Erzeugenden
beigeordnet, welche von demselben Punkte auf L ausgehen; nur dann vereinigen
sich diese in eine doppelte Erzeugende, wenn die Ebene durch die beiden Tan-
genten im Doppelpunkte die Kegelschnittstangente enthilt.

Die fundamentale Gerade I, konnen wir natiirlich beliebig im linearen
Komplexe wihlen. Nimmt man z B. hierfiir eine ¢-fache Erzeugende einer dem
Komplexe angehorigen R,, so wird die Bildkurve ¢ Punkte in der Ebene E aus-
serhalb K erhalten. Die o-fache Erzeugende L wird von # — 2 ¢ anderen ge-
troffen, deren Bildpunkte auf K liegen. Die Ordnung der Bildkurve wird mithin
n—o, und es erweist sich als wvortetlhaft bei der Untersuchung einer einzelnen
Regelfiiche als fundamentale Gerade L eine moglichst vielfache Erzeugende zu
wdhlen. Ist die Bildkurve eine Cp, welche K nicht trifft, so hat die Regelfliche
den Grad 2m, und L ist fir dieselbe eine m-fache Erzeugende.

Gehort besonders die Regelfliche zu einer linearen Kongruenz, so liegt im
allgemeinen die Bildkurve auf einer F, oder auf einem K,, welche K enthalten.
Doch wird die Bildkurve eine ebene Kurve, falls die Leitlinien der Kongruenz
die Gerade L schueiden.

4. Umgekehrt wollen wir die Abbildung des Kegelschnittkomplexes unter-
suchen. Die Geraden eines Biindels durch einen Punkt (z,, y,) auf K werden
ersichtlich auf die Punkte der Ebene z,  + y, y =0 durch L abgebildet. Dabei
néhern sich gleichzeitig der Punkt der Geraden L und die entsprechende Linie
der Ebene E. Nun trifft eine Gerade in der Ebene E den Kegelschnitt K noch
in einem zweiten Punkt. Man erhdlt in der Tat aus (1) durch Elimination
von wy:

wlew, —wy)+yley, —we)=o.
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Unabhiéngig vom Verhiltnisse zwischen x und y oder der Ausgangsrichtung soll
also die entsprechende Linie durch den Punkt von K mit den Koordinaten

2y =wzw:2?

gehen. Dieser zweite Schnittpunkt ist also dem zugehérigen Bildpunkte auf L zuge-
ordnet, der erste dagegen der zugehorigen Ebene durch L. Hat die Bildkurve einer
Regelfiiche im Kegelschnittkomplexe einen Doppelpunkt auf L, so entsprechen
also diesem Punkte im allgemeinen zwei verschiedene Erzeugende in der Ebene E,
welche von verschiedenen Punkten von K ausgehen und nur ihren noch iibrigen
Schnittpunkt mit K gemeinsam haben; nur dann erhilt man eine doppelte Erzeu-
gende, wenn die Tangenten im Doppelpunkie eine Ebene bestvmmen, welche L enthdlt.

In anderer Weise werden solche doppelte Erzeugende in der Ebene FE ab-
gebildet, welche aus zwei einzelnen Erzeugenden zusammengesetzt sind, die von
verschiedenen Punkten auf K, etwa (z,,y,) und (x,’, y,') ausgehen. Beide Er-
zeugende werden auf L abgebildet, erstere auf den Punkt z:w =y, : 2, mit der
Tangente in der Ebene x;z + y,y =o0, letztere auf den Punkt z:w =y, :z, mit
der Tangente in x,'z + y,'y = 0. Die Komplexebene fiir einen von diesen Punk-
ten enthilt die Tangente im anderen. Verschiedene Punkte auf L kinnen mithin
zu doppelten Erzeugenden Veranlassung geben, obwohl Doppelpunkten auf dieser
Linie im allgemeinen nicht doppelte Erzeugende entsprechen.

Aus den vorangehenden Entwicklungen ersehen wir, dass einer R,, welche
K als o-fache Kurve enthilt, so dass also » — 2 ¢ Erzeugende in der Ebene E
liegen, eine C,—, entspricht, die n—2¢ Punkte auf L besitzt. Ist insbesondere
die Regelfliche ein Kegel mit einem K-Punkte als Spitze, so wird dieselbe auf
eine ebene Kurve von derselben Ordnung abgebildet, deren Ebene die Gerade L
enthilt. Dagegen ist eine Kurve, welche in einer L nicht enthaltenden Ebene
liegt, das Bild einer Regelfliche mit einer dem Kegelschnittkomplexe angehdren-
den Leitgeraden. Dem Punkte (z,y, 2, w) entspricht ja die Gerade mit den .
Koordinaten (3). Suchen wir die Punkte (', y', 2, w’), deren entsprechende Linien
diese Gerade treffen, so bekommen wir in gewohnter Weise die Bedingun:g

(zy' — yx) (wx' + 2y’ — yo' —xw')=o,

wobei ersterer Faktor den Geradenbiindel von dem Treffpunkte mit K bedeutet.
Letzterer Faktor bezeichnet die Komplexebene des Punktes (x, y, z, w) in bezug
auf den linearen Komplex, und eine Kurve in dieser Ebene ist mithin das Bild
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einer Regelfliche, welche als Leitlinien K und die Gerade mit den Koordinaten
(3) besitzt. ‘

5. Wir mochten schon hier die Aufmerksamkeit auf eine Bigentiimlichkeit
von besonderem Interesse lenken. Wiir eine Regelfliche im Kegelschnittkomplexe
wird ja die Doppelkurve, wenn vom Kegelschnitt K weggesehen wird, auf die
Regelfliche abgebildet, welche durch die zum linearen Komplexe gehdrenden
Bisekanten der Bildkurve erzeugt wird. Nun kann es vorkommen, dass fiir jeden
Punkt der Bildkurve die Komplexebeéne dieselbe in einem anderen Punkte beriihrt
oder sogar oskaliert. Die zugehorigen Verbindungslinien erzeugen dann eine
Regelfliche, welche in der Bisekantenregelfliche doppelt bez. dreifach eingeht:
Fiir die wurspriingliche Regelfliche hat man hieraus das Bild einer Berihrungs-
doppelkurve bez. Oskulationsdoppelkurve, wo man also fiir einen Querschnitt Be-
rithrungsknoten bez. Oskulationsknoten erhilt. Insbesondere kann fiir einen Teil
der Bisekantenregelfliche die Fundamentalgerade L eine Leitlinie darstellen.
Da die zugehorigen Erzeugenden Punkte auf K bezeichnen, so wird in diesem
Falle’ der Fundamentalkegelschnitt K selbst eine Beriihrungsdoppelkurve, indem
ein Teil der Restdoppelkurve sich mit demselben vereinigt hat. Wenn der frag-
liche Teil doppelt in der Bisekantenregelfliche in der vorhin angegebenen Weise
eingeht, wird K sogar eine Oskulationsdoppelkurve.

Die Existenz von Regelfliichen mit derartigen Eigentiimlichkeiten bei der
Doppelkurve lisst sich iibrigens auch leicht direkt nachweisen. Man denke sich
z. B. fiir eine Regelfliche zwei Leitkurven, wobei fiir die eine Kurve die Erzeu-
genden in einer nach einem gewissen Gesetze verinderlichen die Tangente ent-
haltenden Ebene liegen sollen. Diese Kurve wird dann eine Beriihrungsdoppel-
kurve fiir die Regeifliche. Hierbei kann man ganz einfach eine die Kurve
enthaltende Fliche annehmen, so dass die Erzeugenden in der Beriithrungsebene
dieser Flidche liegen sollen. Ist weiter die Kurve eine mehrfache Kurve der
Fliche, so verteilen sich die Erzeugenden auf mehrere Tangentenebenen, und die
Schalen der Regelfliche, welche sich gegenseitig beriihren, gehdren zu derselben
Ebene. Nimmt man andererseits eine Leitkurve auf einer Fliche und als Er-
zeugende die Haupttangenten der Fliche, so erhilt man eine Regelfliche mit
einer Oskulationsdoppelkurve. Hier hat man also nur zwei Schalen, welche ein-
ander gegenseitig bestimmen; bei einer Beriihrungsdoppelkurve kann dagegen eine
beliebige Anzahl einander berithrender Schalen vorkommen. Liegt die Leitkurve
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insbesondere auf einer Regelfliche, so erhilt man aus dem zweiten Systeme von
Haupttangenten eine zweite Regelfliche, und diese beiden Regelfliichen oskulieren
einander lings der Kurve.

II.
Nicht rationale E,.

A, p=2.

6. Wir wollen beweisen, dass, falls keine Leitgerade existiert, die Doppel-
kurve nicht in der Weise zerfallen kann, dass ein Bestandteil von jeder Erzeu- .
genden nur in einem Punkte getroffen wird. Zunichst ist ein Doppelkegelschnitt
unmoglich. Denn die Abbildung nach Nummer 4 wiirde als Bild eine Raum-
kurve 4. Grades vom (eschlechte 2 liefern; eine solche gibt es aber nicht. Man
sieht auch, dass eine C; nicht alg Teil der Doppelkurve eingehen kann. Die
Regelfliche wiirde ja fiir den restierenden Teil der Doppelkurve, der eine Cj ist,
die Rolle von Trisekantenregelfliche spielen. Von einem Punkte der C; wiirden
dann zwei Trisekanten ausgehen, welche 6 Punkte der C; enthalten sollten, was
unmoglich ist.

Die einzige Moglichkeit fiir das Zerfallen der Doppelkurve ist also in zwei
C,, von denen jede von den Erzeugenden in zwei Punkten getroffen wird. Diese
C, miissen beide vom Geschlechte 1 sein. Hat niimlich eine Regelfliiche, welche
durch Bisekanten einer rationalen Kurve erzeugt wird, diese als Doppelkurve, so
muss dieselbe rational sein. Ordnet man nidmlich den Punkten der Kurve einen
Parameter ¢ oder 8 bei, so hat man zwischen den Punkten, die durch eine Er-
zeugende verbunden werden, eine involutorische (2, 2)-Korrespondenz f(a, §)=o0.
Setzt man hier ef =2, ¢ + 3=y, so ergibt sich hieraus eine Gleichung 2. Gra-
des zwischen x und y, welche eine rationale Kurve bedeutet, deren Punkte bi-
rational den Erzeugenden der Regelfliche entsprechen.

Nach Nummer 1 muss jede B, vom Geschlechte 2 einem linearen Komplexe
angehoren. Die Bisekanten einer C,, welche von einem solchen Komplexe her-
riithren, erzeugen aber eine Ry, fiir welche die C; dreifach ist. Dass diese Regel-
fliche den Grad 8 haben muss, lisst sich folgendermassen ersehen. Die Bisekanten
der C, verteilen sich bekanntlich in Regelscharen, welche paarweise gegenseitig
zu einander Leitscharen sind. Der lineare Komplex hat mit jeder Regelschar
zwei Geraden gemein. Nun trifft eine beliebig gewiblte Bisekante der C, die



" Uber die Regelflichen sechsten Grades ohne Leitgerade. 9

Regelfliche erstens in zwei C-Punkten, welche. dreifach zu zihlen sind, und
dann in den beiden dem linearen Komplexe angehorigen Geraden der Leitschar,
also insgesamt in 8 Punkten. Sollen wir nun hier eine B, erhalten, so muss
eine Regelschar, die ganz dem ‘Komplexe angehort, aus der g ausscheiden. Die
Geraden der Leitschar verteilen sich dann in gegeniiber dem linearen Komplexe
konjugierte Paare, wobei also die beiden Linien, die zum Komplexe gehéren,
Doppelelemente darstellen. Die Erzeugenden der R, verbinden mithin die C,-
Punkte, welche auf konjugierten Geraden der Leitschar liegen. Soll nun die Ry
das Geschlecht 2 besitzen, so muss nach der Formel von Lirora die Anzahl der
‘Torsalen 16 sein. Diese sind leicht zu bestimmen. In der Leitschar gibt es 4
Linien, welche die C, berithren. Durch jeden von den 4 Beriihrungspunkten
gehen ersichtlich 2z Torsalen, deren Torsalpunkte auf den C-Punkten der jedesmal
konjugierten Linie liegen. Die R, hat zwei Erzeugende mit jeder Regelschar
gemeinsam und also auch mit den 4 K,, welche die C, enthalten. Letztere acht
Linien miissen offenbar auch “Torsalen bedeuten; die zugehorigen Torsalpunkte
liegen aber auf der anderen Doppelkurve C,. Da in jeder der 4 K,-Spitzen zwei
Torsalen sich schneiden, so muss jede C, durch die Spitzen der 4 K, gehen,
welche die andere C, enthalten. Man ersieht aber auch hieraus, dass die zu der
anderen C, gehorigen K,-Spitzen in den 4 Punkten liegen miissen, wo Erzeugende
der Leitschar die erste C, berithren. Die Torsalen, welche mit K,-Erzeugenden
zusammenfallen, haben als Torsalebenen die Berithrungsebenen der K,. In jeder
K,-Spitze schneiden sich zwei solche Ebenen, und ‘man bekommt in.dieser Weise
4 Schnittlinien. Nun gehort auch zu der anderen C, eine im linearen Komplexe
enthaltene Regelschar, und man ersieht, dass die obigen 4 Schnittlinien die Rolle
der 4 Erzeugenden der Leitschar iibernommen haben, \Welche diese C, beriihren.
Die beiden C, haben 4 gemeinsame Punkte, und zwar sind dies die Punkte,

wo Erzeugende der zum Komplexe gehorigen Regelschar die erste €, beriihren;
man versteht hieraus, dass in denselben Punkten auch Erzeugende der in gleicher
Weise der zweiten C, zugeordneten Regelschar diese C, beriihren. Die beiden
Erzeugenden der Ry von einem solchen Punkte gehen ja nach zwei Punkten der
C, in einer Linie der Leitschar, und ihre Beriihrungsebenen im Punkte miissen
die Tangente der C, enthalten und also zusammenfallen. Nach einer Bemerkung
in Nummer 1 muss dann die Doppelkurve einen Doppelpunkt erhalten, d. h. auch
die zweite C, muss durch den Punkt gehen. Nun wird die Bedingung eine Regel-
schar zu enthalten von o® linearen Komplexen erfiillt, und es gibt ! Regel-

scharen, welche eine gegebene C, enthalten. Eine C, tritt also als Doppelkurve
2—3298. Acta mathematica. 59. Lmprimé le 16 février 1932.



10 A. Wiman.

fiir o® R, vom Geschlechte p = 2 auf, welche sich in oo! Systeme von je oo®

verteilen. Simtliche o® restierende Doppelkurven C, gehen durch die Spitzen der
4 K, auf denen die erste C, belegen ist. Dazu kommt, dass die oo? zu demselben
Systeme gehorigen C, die erste C, in denselben 4 Punkten trifft. In diesen
Punkten wird letztere C, von 4 Erzeugenden einer dieselbe enthaltenden Regel-
schar berithrt. Die 4 Punkte, wo Erzeugende der zugehérigen Leitschar die €
beriithren, haben auch ihre Bedeutung, indem dieselben fiir jede der o* C, des
Systems die Spitzen der die C, enthaltenden 4 K, sein miissen.

Wenn die Regelschar einem der 4 K, angehort, so fillt die Leitschar mit
ibr zusammen. Die linearen Komplexe, welche die Schar enthalten, sind dann
immer speziell, und die Leitlinien gehéren zu dem Geradenbiindel durch die’ K-
Spitze. Der obige RyTypus lisst sich mithin in einen Typus mit Leitlinie spe-
zialisieren. Aus der zweiten C, scheidet sich dann die Leitgerade aus, und es
bleibt eine ebene (; vom Geschlechte 1 iibrig, welche die Leitgerade in einem
Punkte trifft. Unter den ! Systemen von ®® R, mit p = 2, welche wir oben
betrachtet haben, gibt es also 4, welche Leitlinien besitzen. Nun haben die Leit-
geraden in einem System nur einen gemeinsamen Punkt, ndmlich die K,-Spitze.
Die zugehorigen oo® ebenen C, miissen also durch 7 feste Punkte gehen und
mithin ein Netz bilden. Als solche Punkte findet man die drei noch iibrigen
K,-Spitzen und die 4 C,-Punkte, welche in der durch die 3 K,-Spitzen bestimmten
Ebene liegen; die fraglichen 4 C,-Punkte haben bekanntlich stationire Ebenen.!

Wie wir gefunden haben; gibt es fiir p = 2 bloss zwei Typen von E; ohne
Leitgerade. Die Doppelkurve ist

1) unzerlegt, also eine Cj;

2) in zwei C, zerlegt.

}Beide Typen sind offenbar zu sich selbst reziprok. Dass im Falle 1 die G
im allgemeinen das Geschlecht 5 hat, ersicht man schon daraus, dass 4 zukom-
mende Doppelpunkte erforderlich sind, damit dieselbe in zwei C; vom Geschlechte
1 zerfalle. In wie weit auch die Moglichkeit besteht, dass bei 4 Doppelpunkten
die C; eine unzerlegte Kurve vom Geschlechte 1 sein kann, bleibt zu entscheiden.

Nach Nummer 16 in »Regelflichen I» gibt es fiir p = 2 11 Typen mit Leit-
linie und 2 Typen ohne Leitlinie. Fiir simtliche diese RgTypen ist die Existenz

! Den oben behandelten R ,Typus vom Geschlechte p = 2 mit Leitlinie habe ich in meinel
Dissertation (p. 57) hergeleitet. Derselbe kommt auch in der 13. Nummer von »Regelfiichen I»
bei der Abbildung einer Doppelkurve auf eine Bisekantenregelfiiche vor.
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in meiner Dissertation bewiesen. Zwar wird dort, wenn zwei verschiedene Typen
zu einander reziprok sind, gewohnlich nur der eine Fall besprochen. Zwei solche
Typen folgen aber ohne weiteres aus einander.

B. p=1.

7. Wir verweisen auf Nummer 22 von »Regelflichen I» fir die Fille mit
entweder dreifacher Kurve oder dreifacher Developpable. Hier behandeln wir
zuerst den Fall met esner doppelten Erzeugenden. Wir benutzen das in Nummer 3
gegebene Abbildungsverfahren, indem wir als Fundamentalgerade L die doppelte
EBrzeugende wihlen; doch ist in diesem Falle auch eine direkte Diskussion kaum
mit Schwierigkeiten verbunden. Als Bildkurve der R; bekommt man eine Raum-
kurve 4. Ordnung vom Geschlechte 1 mit 2 Punkten auf K. Die Doppelkurve
wird auf eine R,, abgebildet, welche die C, als vierfache Kurve und K als
Doppelkurvé enthdlt. In der Ebene FE hat die R, eine doppelte Erzeugende,
welche die ausserhalb K belegenen Punkte der C, verbindet, und vier einfache
Brzeugende, nimlich die Verbindungslinien letzterer beiden Punkte mit den auf
K belegenen C,-Punkten.

Regelflichen aus Bisekanten, welche die C, einfach enthalten, sind die
Regelscharen und drei R, vom Geschlechte 1. Von diesen konnen offenbar nur
K, als Bestandteile der R,, auftreten. Die R, lisst sich auch nicht in zwei
Teile zerlegen, welche beide die C, doppelt enthalten. Fiir dieselben wire ja K
einfach, und es wiirde sich also um rationale Regelflichen handeln. Dies ist
aber unmoglich, da wir nach den Resultaten von H. A. Souwarz wissen, dass
eine R;, welche eine C, vom Geschlechte 1 als Doppelkurve besitzt, auch selbst
elliptisch sein muss. 4

Der Kegelschnitt K trifft jeden der 4 K,, welche die C, enthalten, in zwei
nicht auf der C, belegenen Punkten. Diese haben fiir die E,, die Bedeutung
von Torsalpunkten. Man ersieht hieraus, dass die R,, im allgemeinen ein hyper-
elliptisches Gebilde vom Geschlechte 3 bezeichnet. Wenn aber K einen oder
zwei der K, berithrt, so wird die Anzahl der Torsalpunkte um 2 bez. 4 ver-
mindert, und das Geschlecht wird auf 2 bez. 1 reduziert. Drei K; konnen von
K nicht beriihrt werden, denn die Ebene E schneidet die Regelscharen in einem
Kegelschnittbiischel, und man kann durch eine quadratische Transformation diesen
in einen neuen Biischel und K in eine gerade Linie iiberfithren. Es haben mithin
eben zwei Regelscharen mit K Beriihrung.
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Geht nun K durch eine K,-Spitze, so wird die R,, in diesen K, und eine
Ry zerlegt.- "Fiir die R hat man auf den anderen drei K, insgesamt 6 Torsal-
punkte. TIhr Geschlecht ist also 2, wird aber auf 1 erniedrigt, falls K einen von
diesen K, beriihrt.

Geht -K durch zwei K,-Spitzen, so wird die B, in die beiden K, und eine
R, zerlegt. Die beiden iibrigen K, schneiden K in vier Punkten, welche Torsal-
punkte fiir die R, bedeuten miissen. Die R, ist also hier immer vom Geschlechte 1.
Die beiden Regelscharen, mit denen K Beriithrung hat, werden offenbar hier durch
die ersteren -beiden K, vertreten. Man versteht schon hieraus, dass K keine
drei K,-Spitzen eénthalten kann.

Wir haben mithin drei Fille bekommen, in denen die Doppelkurve, wenn
von der doppelten Erzeugenden abgesehen wird, sich in der folgenden Weise zu-

sammensetzen ldsst:

1) Cg;
2) Cy + C;
3) 2 G+ C,.

Vergleicht man nun die oben angegebenen Tatsachen bei der Abbildung
der Doppelkurve mit den Entwicklungen im 1. Abschnitt, so lassen sich folgende
Eigenschaften leicht bestitigen. Die C; hat zwei Doppelpunkte auf der doppel-
ten Erzeugenden, und zwar in den Punkten, wo dieselbe von zwei einfachen
Erzeugenden getroffen wird; diese Punkte bedeuten offenbar zwei dreifache
Punkte fiir die B;. Im Falle 3 werden diese Doppelpunkte durch die beiden C,
absorbiert, welche also in diesen Punkten einander schneiden, woraus folgt, dass
die Ebenen der (, die doppelte Erzeugende enthalten. Die C, geht dagegen
durch die beiden Punkte der doppelten Erzeugenden, wo die beiden Schalen der
Ry einander berithren. In den Fillen 2 und 3 trifft eine C, die Restdoppel-
kurve, also je nach dem Falle die C; oder C;, in zwei neuen Doppelpunkten fiir
die Doppelkurve. Die Existenz dieser Punkte deckt sich mit der Tatsache, dass,
wie leicht zu sehen isi;, der K,, welcher der C, entspricht, lings denjenigen
Erzeugenden, deren Berithrungsebenen die Tangente von K enthalten, von der
Rg bez. R;, den Bildern der C; bez. C,, beriihrt wird.

Im Falle 3 ist die R, von demselben Typus mit derjenigen Ry, Welche wir
als Bild ihrer Doppelkurve C, betrachtet haben. Die Spitzen der 4 K,, welche
die C, enthalten, verteilen sich in zwei Paare; so dass jede (, durch ein Paar
geht. In der Tat ist diese R, vom Geschlechte 1 als eine Spezialisierung der-
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jenigen R; vom Geschlechte 2 aufzufassen, welche wir in der vorigen Nummer
besonders diskutiert haben. . Man bekommt dieselbe niamlich, falls bei der be-
sprochenen Involution in der Leitschar zwei Tangenten der C, einander ent-
sprechen. Die Verbindungslinie der beiden Beriihrungspunkte wird ja offenbar
dann eine doppelte Erzeugende, und die zweite C, muss in zwei C, zerfallen.
Nun traten in der vorigen Nummer die zweiten C, in Systeme von je oo mit
acht Basispunkten auf. Diese acht Punkte miissen sich mithin auf zwei Ebenen
verteilen lassen. Die Moglichkeit hierfiir hiéngt damit zusammén, dass, wenn
man die. 4 Punkte, wo Erzeugende einer Regelschar die erste C, beriihren, in
irgend einer Weise in Paare zerlegt, die durch gerade Linien verbunden werden,
so hat man eine entsprechende Zerlegung der 4 K, Spitzen, so dass die Ver-
bindungslinien von den ersteren beiden Linien getroffen werden.

8. Fir den Fall, dass keine doppelte Erzeugende existiert, kann man, wie
ich in meiner Dissertation ausgefiihrt habe, in dhnlicher Weise die Typen fiir
p =1 bestimmen, welche einem allgemeinen linearen Komplexe angehoren. Man
erhilt auch hier drei Fille, welche bez. durch die Doppelkurven Cy; C; + Cp;
2 (, + Oy charakterisiert sind. Dieselben lassen sich als Spezialfille unter den
entsprechenden Fillen einordnen, welche wir in der folgenden Nummer geben
wollen. Die Diskussion lidsst sich hier vereinfachen, indem die Doppelkurve
nicht in zwei unzerlegbare Teile zerfallen kann, welche von den Erzeugenden in
je zwei Punkten getroffen werden. In meiner Dissertation habe ich fiir die drei-
fachen Punkte (= ¢Punkte) der Doppelkurve, wenn keine mehrfache Kurve existiert,
die folgende Anzahl gegeben:

(s) t=Lltn—2) (n—3) (1 —2)—pln—a).

O\F'—'

Daselbst habe ich auch fiir das Geschlecht P der Doppelkurve den Ausdruck

(6) P=-(n—3) (n—4)+pr—135—f

N|»—<

erhalten, wo f die Anzahl der Doppelpunkte der Doppelkurve bedeutet, welche
dadurch entstehen, dass zwei Erzeugende mit gemeinsamer Beruhruno'sebene
einander begegenen.! Nach (5) bekommen wir hier {=2. Die Ebenen des

! Man sehe auch meine Schrift, Uber die Doppelkurve auf den gemdlngen Flichen (Acta
mathematica 19, 1895),
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Biischels durch die beiden ¢-Punkte schneiden die Doppelkurve in 3 beweglichen
Punkten. Liesse sich nun die Doppelkurve in der erwihnten Weise zerlegen, so
wiirde der eine Teil nur in einem beweglichen Punkte getroffen werden und also
rational sein. Dies ist aber unmioglich nach den Erdrterungen zu Anfang der
vorletzten Nummer,

Wir konnen noch weiter schliessen, dass ein Zerfallen der Doppelkurve nur
durch eine sukzessive Abscheidung von Kegelschnitten mdglich 1st. Ein etwaiger dop-
pelter Kegelséhnitt muss durch die beiden {-Punkte gehen. In seiner Ebene liegen
ja zwei Hrzeugende, welche beide die (; in zwei Punkten treffen. Von einem
dieser Punkte geht die Erzeugende aus; durch den anderen gehen zwei neue
Erzeugende, so dass dieser Punkt ein dreifacher Punkt sein muss. Nun muss
die R; auch reziprok zwei dreifach beriihrende Ebenen besitzen, welche je drei
Erzeugende enthalten. Eine Doppelkurve, welche jeder Erzeugenden nur in einem
Punkte begegnet, kann in einer solchen Ebene entweder alle drei Erzeugende in
verschiedenen Punkten treffen oder durch den Schnittpunkt von zwei Erzeugendén
gehen. Im ersten Falle ist dieselbe von der dritten und im zweiten von der
zweiten Ordnung. Man versteht jetzt, dass hier Reziprozitit besteht, so dass
die entsprechenden Teile der Doppeldeveloppablen von der Klasse 3 bez. 2 sind.
In dem Falle, dass die Doppelkurve eine C; ist, geht diese nicht durch die beiden
dreifachen Punkte. Die Restdoppelkurve ist also eine C; mit zwei dreifachen
Punkten. Dieselbe muss demnach in drei Kegelschnitte zerfallen, was wir auch
in der niichsten Nummer bestitigt finden werden. ‘

Wenn die Doppelkurve zerfillt, muss mithin immer ein doppelter Kegel-
schnitt auftreten. Wenn dieser als Fundamentalkegelschnitt K gewihlt wird,
erhalten wir nach der Methode von Nummer 4 als Bild der B, eine C, mit 2
Punkten auf -der Fundamentalgeraden L. Hierbei kommen natirlich auch die
Fille mit, wo die B, eine Leitgérade besitzt. 'Trifft insbesondere diese Leit-
gerade L, so wird die C, eine ebene Kurve, welche offenbar auf L einen Doppel-
punkt haben muss, so dass ihr Geschlecht 2, 1, 0 sein kann. Die Doppelkurve
wird hier, wenn von dem Doppelkegelschnitt K abgesehen wird, auf den Geraden-
biischel in der Ebene der C, abgebildet, der als Zentrum den Komplexpunkt
dieser Ebene hat. Die Bedeutung hiervon ist eine vierfache Leitgerade. Nun
kann das Zentrum auch mit einem Punkte der C, zusammenfallen; dann hat
sich eine Erzeugende mit der Leitgeraden vereinigt. Wenn wir die weitere
Diskussion fiir p = o auf einen spiteren Abschnitt verschieben, so bemerken wir
nur, dass fiir p =1 die C; noch einen Doppelpunkt besitzt, der fiir die By eine
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doppelte Erzeugende bedeuten muss. Wenn aber nun das Zentrum in diesem
Doppelpunkte liegt, so hat sich die doppelte Erzeugende mit der Leitgeraden
vereinigt. Die Wirkung hiervon ist verschieden von dem Fall, wo zwei einfache
Erzeugende in die Leitgerade zusammenriicken. In der Tat haben wir in dieser
unmittelbar anschaulichen Weise einen in Nummer 17 von »Regelfiiichen I» als
3:a diskutierten Fall aufs neue hergeleitet.

9. In allen anderen Fillen ist die C, eine Raumkurve. Die Restdoppel-
kurve wird dann auf eine R, abgebildet, welche durch die dem linearen Kom-
plexe angehorigen Bisekanten erzeugt wird. Dass der Grad 8 ist, erschliesst man
etwa durch Berechnung der Anzahl von Bisekanten der C;, welche zwei in bezug
auf den Komplex konjugierte gerade Linien schneiden.

Hat die R, eine Doppelte Erzeugende, so muss dieselbe, wie man aus der-
vorletzten Nummer schliessen kann, in der Ebene von K liegen. In diesem Falle
muss die Komplexebene fiir jeden der beiden auf L belegenen C,-Punkte die
Tangente des anderen enthalten, und L wird eine doppelte Erzeugende fiir die I,,.

Liegt die C, auf einer aus Komplexlinien gebildeten Regelschar, zu welcher
L gehort, so hat die Ry eine doppelte Leitgerade. Wird dagegen I in der Leit-
schar dieser Regelschar enthalten, so bedeutet K eirnen doppelten Beriihnungskegel-
schnatt fir die R,

Insgesamt erhalten wir hier 15 Typen. Doch wollen wir bei der Aufziihlung
nur solche Typen besonders numerieren, bei denen weder eine doppelte Erzeu-
gende noch eine doppelte Leitgerade auftritt. Fiir diese weisen wir auf friihere
Entwicklungen hin. Der Vollstindigkeit halber fangen wir mit dem allgemeinen
Falle an, wo keine Zerlegung der Doppelkurve stattfindet, und also die obige
Abbildung nicht anwendbar ist.

1) C,. Nach (6) ist das Geschlecht P im allgemeinen = 4. Wir kénnen
annehmen, dass die Doppeldeveloppable von der Klasse g ist, da auf den Fall,
wo dieselbe eine dreifache Developpable von der Klasse 3 ist, in »Regelfiiichen
I», Nummer 22 Bezug genommen ist. Wenn eine doppelte Erzeugende hinzu-
kommt, erhalten wir den Fall 7 : 1.

Lisst sich nun oben die R, nicht in mehrere Bestandteile auflsen, so be-
kommen wir den Fall

2) Cy+ C,;. Kine Spezialisierung hiervon ist 7 : 2. Das Geschlecht der (,
ist im allgemeinen 3. Dies findet man aus (6), wenn man das Geschlecht fiir

eine zusammengesetzte Kurve berechnet. Wenn nimlich eine C, sich aus der
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Doppelkurve ausscheidet, so miissen zwei f-Punkte hinzukommen. In der Ebene
der C, hat ja die Restdoppelkurve 7 Punkte. Von diesen fallen 4 in die beiden
dreifachen Punkte der R, und einer in den Schnittpunkt der beiden in der Ebene
enthaltenen Erzeugenden. Es bleiben noch zwei iibrig, welche f-Punkte sein miissen.

Wir nehmen jetzt an, die Ry lasse sich in R,+ R zerlegen. Diese R, ist
mit dem in der 6. Nummer besonders diskutierten Typus vom Geschlechte 2
identisch, von welchem wir in Nummer 7 einen speziellen Fall vom Geschlechte
1 erhalten haben. Ist zunichst L eine einfache Erzeugende fiir die Rg, so be-
kommen wir den Typus

3) 2 C+Cs. Die Cj ist hier im allgemeinen vom Geschlechte 2. Doch
ligst sich ihr Geschlecht auf 1 erniedrigen. Ist L eine doppelte Erzeugende fiir
die R,, so bekommen wir den Fall 7 : 3 wieder.

Andererseits kann man natiirlich auch L unter den Erzeugenden der R,
wiihlen. Wir bekommen so drei Fille mit einer doppelten Leitgeraden (=ds).
Fiir den allgemeinsten hierher gehorigen Typus, d; + C; + C;, mag auf meine Disser-
tation (p. 52) verwiesen werden. Nun sind zwei Erzeugende der R, und der R,
gemeinsam, denen f-Punkte entsprechen. Fillt L mit einer solchen zusammen,
so bekommen wir den in »Regelflichen I», 13:8 behandelten Fall. Hierbei kann
aber L sogar eine doppelte Erzeugende fiir die R, sein, und zwar geschieht dies
in dem Falle, wo fiir die beiden auf L belegenen C-Punkte jeder als Komplex-
ebene die oskulierende Ebene des anderen hat. Dieser Moglichkeit entspricht der
Fall 14:8 in »Regelflichen I».

Die R, hat aber auch zwei gemeinsame Erzeugende mit der Leitschar der
R,. Nimmt man eine solche als L, so wird K ein doppelter Beriihrungskegel-
schnitt. Wir bezeichnen den so erhaltenen Fall

4) (2 G+ C;.

Die 4 K,, welche die O, enthalten, verteilen wir in zwei Paare und nehmen
an, dass die beiden geraden Linien, welche die Spitzen eines Paares verbinden,
in bezug auf den linearen Komplex mit einander konjugiert sind. Alg Teil der
R, muss dann eine R, vom Geschlechte 1 eingehen, fiir welche die beiden oben
erwihnten Linien doppelte Leitgeraden darstellen. Leicht einzusehen ist es, dass
der restierende Teil der R; aus zwei R, besteht. Die R, hat in der Tat mit
jeder die C, enthaltenden Regelschar, welche ja paarweise zu einander als Leit-
scharen auftreten, zwei Erzeugende gemein. Hat nun der Komplex mit einer R,
eine dritte Linie gemein, so muss derselbe offenbar die R, vollstindig enthalten.

Da es ©! lineare Komplexe gibt, fiir welche zwei gegebene Linien mit einander



Uber die Regelfiiichen sechsten Grades ohne Leitgerade. 17

konjugiert sind, so werden die o' R, auf diese Komplexe in Paare verteilt. Dass
hier auch Doppelelemente vorkommen, werden wir sogleich unten sehen.

Als L nehmen wir zuerst eine Erzeugende der R,. Wir erhalten dann
den Fall

5) 3C,+C;. Da die €, vom Geschlechte 1 sein soll, muss dieselbe eine
ebene Kurve sein.! Man ersieht leicht direkt, dass man éine R, bekommt, wenn
man als Leitkurven 3 0, mit 2 gemeinsamen Punkten nimmt. Hat man dagegen
als Leitkurven zwei von den O, und eine (;, welche mit jeder von diesen C,
zwei gemeinsame Punkte hat, so ergibt sich im allgemeinen eine R, Man
schliesst hieraus, dass die C; die spezielle Lage haben muss, dass dieselbe durch
die Spitzen der beiden K, geht, welche die beiden C, enthalten. Insgesamt geht
also die C; durch 6 derartige K,-Spitzen, welche folglich in einer und derselben
Ebene liegen miissen. Vier von diesen Spitzen werden auf die vier Erzeugenden
abgebildet, welche die Leitscharen der beiden R, mit der B, gemeinsam haben,
und zwar sind dies diejenigen, wo der Fundamentalkegelschnitt K unter den
beiden C, auftritt. ' i :

Eine andere Moglichkeit ist, dass L zu einer der beiden R, gehort, wobei
L auch gemeinsame Erzeugende der R, und der R, sein kann. Im letzteren
Falle bekommen wir den Typus 13:y in »Regelflichen I>. Den ersteren Fall
habe ich in meiner Dissertation (p. 52) untersucht. Es gibt aber noch die Mog-
lichkeit, dass man fiir L eine gemeinsame Erzeugende der Leitschar einer B, und
der R, wihlen kann. Eine von den anderen beiden C, vereinigt sich dann mit
K, und wir erhalten den Typus

6) [2 Cy + Co+ C,.

In diesem Falle hitten wir aber auch als Fundamentalkegelschnitt K die
gewohnliche Doppelkurve O, wihlen kénnen. Dann wird die R, in eine R, und
eine doppelte R, aufgelost. Andern wir jetzt die Wahl von L, indem wir hier-
fiir eine 'Erzeugende der R; nehmen, welche dieselbe auch mit der B, gemein
haben kann, so erhalten wir zwei Fille, die wir aber schon in »Regelflichen I»
hergeleitet haben, woselbst wir denselben die Bezeichnungen 135:8, und 15:3,
gegeben haben. Nimmt man aber fiir L eine gemeinsame Erzeugende der R,
und der Leitschar der R,, so bekommen wir den Typus

7) [3C, + C,. Simtliche drei C, haben sich hier in einen doppelten Oskula-
tionskegelschnitt vereinigt. ‘

! Dies findet bei der Abbildung seinen Ausdruck darin, dass die Leitgeraden der R, die
Gerade L treffen. )

3—3298. Acta mathematica. 59. Imprimé le 15 février 1932.
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10. Wir wollen jetzt niher die Zerfillung der Bisekantenregelfliche Ry in
eine R, und zwe: bez. eine doppelte R, beleuchten. Wir fithren fiir die C; in
gewthnlicher Weise einen Parameter # ein, setzen fiir die Argumente von vier
Punkten einer Ebene die Bedingung u,+u;+u;+u, =0 fest und bezeichnen die
Perioden mit @ und w,. Fiir die R,, welche wir betrachten, moge zwischen zu-
sammengehorigen Punkten die Relation

' w
(7) ’ “15“4‘5

gelten. Fir eine Regelschar hat man dagegen
(8) w,tu=c.

Die Argumentsummen + ¢ gehoren ersichtlich zu derselben F;, so dass die zu-

gehorigen Scharen in bezug auf einander Leitscharen darstellen. Fiir einen K,

@ Wy oto
2

gilt also 2¢=o0, woraus man die vier Losungen ¢=o, bekommt.

Fiir (7) und (8) sind die Paare g R ii; und %Cﬂ b 3 gemeinsam, welche also zu

den gemeinsamen Erzeugenden der R, und der R, erhoren.

In Nummer 6 haben wir die R, diskutiert, welche bei der Zerfillung der
Ry in eine R; und eine R, auftritt. Diese B erwies sich im allgemeinen vom
Geschlechte  2; hier soll dieselbe aber in eine R, und eine R, zerfallen, welche
zwei Erzeugende gemein haben, was fiir die R, zwei doppelte Erzeugende bedeutet.
Diese lassen sich nur in solcher Weise erhalten, dass bei der dort betrachteten
Involution in der Leitschar die vier Erzeugenden, welche die C, beriihren, einander
paarweise entsprechen. Nun lassen sich die zugelibrigen Argumente in drei Weisen,
den drei R, entsprechend, in Paare zerlegen. Zur Wahl von (7) gehoren die

—Cc —¢C

w —Cct+tw, —Cctow o
» —— + — und !, -
2 2

ST wobei (8) die schon in der Rq

eingehende R, bezeichnet. Wenn also die Ry die Teile (7) und (8) enthilt, so wird
die restierende R, durch

Paare

(9) Wt u=—c+

.definiert. Untersuchen wir jetzt, wann die beiden zu (8) und (9) gehoérigen Re-
gelscharen zusammenfallen, so erhalten wir die Bedingung
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tTw o,
__‘,__f..i.

+ 2,
4 4 2

]

(fO)‘ ¢

Die vier Losungen verteilen sich also in zwei Paare, welche gegenseitige Leit-
scharen enthalten. Fur die Regelscharen, welche mit einer B, doppelt auftreten
konnen, findet man die charakteristische Eigenschaft, dass die zugehdrigen vier
Beriihrungspunkte der C, sich paarweise durch Erzugende der Leitschar ver-

binden lassen.

11. Die in den Nummern 7 und g hergeleiteten 10 Typen vom Geschlechte
1 sind offenbar alle zu sich selbst reziprok. Nimmt man hierzu die in »Regel-
flichen I», Nummer 22 besprochenen 3 Typen, so erhiilt man fiir p = 1 insgesamt
13 RyTypen ohne Leitgerade. Von diesen haben 9: 4 und 9: 6 einen doppelten
Beriihrungskegelschnitt und g:7 einen doppelten Oskulationskegelschnitt. Ver-
gleicht man mit dem Verzeichnis bei Eper, so findet man dort auch die beiden
Typen 7: 3 und 9: 6 nicht.
' ‘Nach »Regelfliichen 1>, Nummer 16 hat man fir p =1 37 RgTypen mit
einer Leitgeraden. Insgesamt ergibt sich also fiir das Geschlecht 1 50 Typen
von R, welche keiner linearen Xongruenz angehoren. Die in meiner Disserta-
tion mitgeteilten Resultate sind insofern unvollstindig, als dort die in »Regel-
flichen I», 17:3, « besprochenen 2 Typen keine Beriicksichtigung gefunden haben.

IIT.

Rationale R, in einem linearen Komplexe.

12. Wenn mehr als zweifache Kurven nicht vorkommen, haben wir nach
(5) fir eine rationale R, wer dreifache Punkte, welche aber auch durch einen
etnzigen vierfachen Punkl ersetzt werden konnen. Diesen Moglichkeiten ent-
sprechend kann man von einem Hauplfalle und einem Nebenfalle fiir die Poppel-
kurve sprechen. Reziprok kann man auch fiir die Doppeldeveloppable einen
Hauptfall und einen Nebenfall einfithren. Durch Kombination erhilt man hieraus
vier Fille, von denen aber, wenn die R, einem linearen Komplexe angehort, nur
zwel moglich sind. Nach diesen Fiillen zerfallen die Typen in Unterabteilungen.
Natiirlich hitte man auch den Eihteilungsgrund so wihlen konnen, dass diese
Unterabteilungen verschiedene Typen bedeuten. Doch scheint es uns vorteilhaft,
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jedenfalls bei einer ersten Aufzihlung, die Typen in einem weiteren Sinne zu
fassen.

Gehort eine Regelfliche zu einem linearen Komplexe, so besteht zwischen
einem Punkte der Doppelkurve und der entsprechenden doppelt berithrenden Ebene
das Verhiltnis von Komplexpunkt und Komplexebene. Zu den Punkten, welche
in einer Ebene liegen, gehen die Ebenen durch den zugehorigen Komplexpunkt
und umgekehrt. Man beweist hiernach leicht, dass zwischen der Regelfliche und
der reziproken TFliche eine vollige Ubereinstimmung mit Riicksicht auf die Zu-
sammensetzung der Doppelkurve und die vielfachen Punkte sich verwirklicht.

Wenn wir zuniichst den Fall ohne doppelte Erzeugende betrachten, so finden
wir bloss zwei Moglichkeiten: entweder ist die Doppelkurve unzerlegbar, also eine
Cyo, oder zerfillt dieselbe in zwei C;. Enthilt ndmlich die Doppelkurve eine C,,
gso wird der entsprechende Teil der Doppeldeveloppable von der Klasse 3 und
umgekehrt. In dhnlicher Weise entsprechen einander die Zahlen 4 und 6, 7 und
8. Nur bei der Kombination 5, 5 werden beide Zahlen gleich, so dass also nur
diese moglich ist,. wenn die R, einem linearen Komplexe angehért. Es mag
geniigen, wenn wir den Beweis der obigen Behauptung im Falle eines doppelten
Kegelschnitts ausfithren. Hat erstens die Ry 4 dreifache Punkte, so wissen wir
nach Nummer 8, dass der Kegelschnitt durch zwei von diesen gehen muss. Es
geht aber auch bervor, dass der Kegelschnitt nicht durch mehr als zwei drei-
fache Punkte gehen kann. Gibt es aber einen dreifachen Punkt mit drei ver-
schiedenen Erzeugenden, durch welchen der Kegelschnitt nicht geht, so muss jede
der drei Erzeugenden den Kegelschnitt in einem anderen Punkt treffen. Hier-
durch entstehen drei Ebenen der Doppeldeveloppablen, welche den Punkt enthal-
ten. Hat die R, einen vierfachen Pl'lnkt, so miissen die beiden Erzeugenden in
der Ebene des Kegelschnittes den vierfachen Punkt mit dem Kegelschnitte ge-
meinsam haben, aber von zwei anderen Punkten des Kegelschnittes ausgehen.
Durch den vierfachen Punkt gehen also drei Ebenen der entsprechenden Doppel-
developpablen, nédmlich zwei zu den HErzeugenden in der Ebene des Kegelschnittes
und eine durch die beiden Erzeugenden, welche vom vierfachen Punkte ausgehen.

Eine vollstindige Klarlegung, wie man eine einem linearen Komplexe an-
gehorende R, erhiilt, deren Doppelkurve in zwei C; zerfiillt, scheint mit Schwie-
rigkeiten verbunden zu sein, und wir werden uns darum mit einem speziellen
Falle begniigen. Wir befrachten eine C; mit zwei Doppelpunkten, welche auf
einer eigentlichen F, belegen ist. Die F, enthilt zwei Regelscharen, RY und RY,
deren Linien in bezug auf die C; Trisekanten bez. Bisekanten darstellen. : Es
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gibt nun einen besonderen linearen Komplex, zu welcher die Regelschar RY
gehort, und fiir welche die Komplexebenen in den Doppelpunkten der Cj die Fj
berithren. Die Regelfliche, welche aus den zu diesem Komplexe gehorenden
Bisekanten der C; erzeugt wird, enthiilt als Bestandteile die R, und zwar drei-
mal, sowie die Geradenbiischel mit den Zentren in den depelpunkten. Es bleibt
eine Ry ibrig, welche die C; als Doppelkurve enthiilt, und fiir welche die Rest-
doppelkurve eine zweite (; sein muss. Der Komplex bestimmt wie in Nummer
6 eine Involution unter den Geraden der RY. und die R, wird durch die Ver-
bindungsgeraden der C,-Punkte, welche auf entsprechenden Linien liegen, er-
zeugt. Die C; wird von vier Geraden der RY berithrt. Man findet, wie im
entsprechenden Falle der Nummer 6, dass die beiden C; einander in diesen vier
Beriithrungspunkten schneiden miissen. Die zweite C; hat ihre Doppelpunkte an
denjenigen Stellen, wo die durch die Doppelpunkte der ersten C, gehenden Linien
der R(23) diese C; noch treffen. Hinen besonderen Fall erhdlt man, wenn in der
obigen Involution die beiden Geraden der RY, welche die C; beriihren, einander

entsprechen, indem dann die R, in zwei R, zerfillt.

13. Hat die R; eine doppelte Erzeugende, so kann die Doppelkurve nicht
in zwei unzerleghare Teile zerfallen, so dass jeder Teil von den Erzeugenden in
zwei Punkten getroffen wird. Die Doppelkurve kann dann nur in der Weise
zerfallen, dass Kegelschnitte sich von derselben ausscheiden. Erstere Moglichkeit
wiirde eine Zerlegung der Doppelkurve in eine Cj; und eine C, erfordern. Gehort
aber die Ry zu einem linearen Komplexe, so kann eine C, nur dann als Teil der
Doppelkurve auftreten, wenn zwei doppelte Erzeugende vorkommen. Die C,,
welche wir als rational annehmen miissen, kann entweder von der zweiten Art
sein oder einen Doppelpunkt besitzen. Betrachten wir im ersteren Falle die Regel-
fliche, welche von den dem Komplexe angehorenden Bisekanten der C; erzeugt
wird, so erhalten wir eine R,, welche die C, als dreifache Kurve enthilt. Der
Komplex hat nun mit der Regelschar, welche aus den Trisekanten der C; besteht,
zwei gerade Linien gemeinsam, und diese Linien miissen dreifache Erzeugende
der R, bedeuten. Soll nun die R, in zwei Teile zerfallen, so ist hierfiir, wie
unmittelbar ersichtlich ist, die einzige Moglichkeit in eine R, und eine Rg. Die
obigen zwei Erzeugenden wiirden aber dann fiir die Ky doppelte Erzeugende
darstellen. Im anderen Falle, wo die C, einen Doppelpunkt hat, wird die R,
durch eine Ry ersetzt, indem der Biischel von Komplexgeraden durch den Doppel-
punkt sich loslost. Die R; hat zwei doppelte Erzeugende, und zwar sind dies
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die Verbindungsgeraden des Doppelpunktes mit den zwei iibrigen Punkten der
C,, welche in der Komplexebene des Doppelpunktes liegen. Lisst sich nun die
R, in eine R, und eine Rg zerlegen, so miissen letztere Linien auch doppelte
Erzeugende der R, sein. Die Erzeugende der R,, welche durch den Doppelpunkt
geht, muss ja in der durch die beiden Tangenten bestimmten Ebene liegen.

Wir wollen weiter untersuchen, wie hier bei einer doppelten Erzeugenden
Kegelschnitte als Teile der Doppelkurve auftreten koénnen. Bei vier dreifachen
Punkten muss ein doppelter Kegelschnitt durch die beiden gehen, welche nicht
auf der doppelten Erzeugenden belegen sind. Die doppelte Erzeugende muss
derselbe in einem Punkte treffen, wo die beiden Schalen der R, einander beriih-
ren. Da es nur zwei solche Punkte gibt, so konnen hochstens zwei doppelte
Kegelschnitte auftreten. Dass die Klasse des entsprechenden Teils der Doppel-
developpablen auf 2 erniedrigt wird, hat seine Erklirung darin, dass der Ebenen-
biischel durch die doppelte Erzeugende von derselben ausscheidet. In einem
vierfachen Punkte der R, miissen zwei einfache Erzeugende mit der doppelten
Erzeugenden zusammentreffen. Ein doppelter Kegelschnitt muss auf der doppelten
Erzeugenden einen eben solchen Punkt wie im vorigen Falle besitzen. Der Zweig
des Kegelschnitts im vierfachen Punkt muss dann vom Zusammenstoss der beiden
einfachen Erzeugenden herriilhren. Man ersieht hieraus, dass in diesem Falle
hochstens ein doppelter Kegelschnitt vorkommen kann.

Wir haben also bei vier dreifachen Punkten, wenn von der doppelten Er-
zeugenden abgesehen wird, fiir die Doppelkurve die Moglichkeiten: Cy; C, + Ci,
2 Gy + Cj; bei einem vierfachen Punkte aber nur die beiden ersteren. Dass diese
Fille auch wirklich vorkommen, ist in unserer Dissertation (p. 68) erwiesen, und

zwar durch Benutzung der Methode der folgenden Nummer.

14. Wir betrachten jetzt den Fall, wo die Ry cwei doppelie Erzeugende
(= 2 g,) besitzt, welche einander nicht schneiden. Wir nehmen eine von diesen als
L und erhalten nach Nummer 3 als Bildkurve eine C,, welche zwei Punkte auf
K hat und einen nicht auf K belegenen Doppelpunkt besitzt. Dieser Doppel-
_punkt ist das Bild der anderen g,. Seine Lage kann doch mit der obigen Ein-
schrinkung auch in der Ebene E sein. Die beiden g, folgen dann unmittelbar
nach einander. ‘

Die Doppelkurve wird auf eine R, abgebildet, welche die C, als vierfache
Kurve und K als Doppelkurve enthilt. In der Ebene F hat die E,, eine doppelte
Erzeugende, welche die beiden ausserhalb K belegenen Punkte der C, verbindet.
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Dieselbe entspricht den beiden Punkten der Doppelkurve auf der als L gewiihlten
g2, in denen die beiden Schalen der R, einander berithren. Dann aber hat die
B,, in der Ebene F vier einfache Erzeugende, welche letztere Punkte mit den
auf K belegenen Punkten der C, verbindet. Diesen entsprechen zwei Doppel-
punkte der Doppelkurve, und zwar in den Punkten, wo die doppelte Erzeugendé
L von zwei anderen Erzeugenden getroffen wird. Fiir die andere g, findet man
natiirlich ganz verschiedene Abbildungen fiir die entsprechenden Punkte der
Doppelkurve. Erstens kommen hierfiir zwei einfache Erzeugende in Betracht,
welche den Doppelpunkt der €, mit den Punkten von K verbinden, die in der
durch die Tangenten im Doppelpunkte bestimmten Ebene liegen. Hierzu kommen
zwel doppelte Erzeugende, welche vom Doppelpunkte nach zwei anderen Punkten
der C, gehen, so dass die Verbindungsgeraden den Kegelschnitt K treffen.

‘ Das Geschlecht der R,, ist im allgemeinen 1. Auf der Deoppelkurve K er-
hilt man ja vier Torsalpunkte in den ausserhalb der C, belegenen Schnittpunkten
mit den beiden K,, welche durch Bisekanten der C, erzeugt werden. Wenn
aber durch Beriihrung zwei solche Schnittpunkte zusammenfallen, so wird die
R,, rational. Gilt fiir beide K, Berithrung, so gibt es auf K keine Torsalpunkte,
und die R,, muss zerfallen. Hier sind die Méglichkeiten in R, + R, und 2 I,
welche sich beide realisieren lassen. Geht K durch eine von den beiden K-
Spitzen, so scheidet sich dieser K, von der B,, aus, und es bleibt eine rationale
Rg tibrig. Der K, und die Rg beriihren einander lings zwei Erzeugenden, deren
Ebenen die Tangente von K in der K,-Spitze enthalten. Fiir die entsprechenden
Teile der Doppelkurve hat dies die Bedeutung, dass dieselben in zwei f-Punkten
einander schneiden. Dem K; entspricht fir die R, eine doppelte C,, deren Kbene
die doppelte Erzeugende L enthilt, und welche die andere g, in einem Punkte
trifft, wo die Tangentenebenen zusammenfallen. Nun kann ja die C, in bezug
auf die beiden g, sich auch auf die umgekehrte Weise verhalten. Dann erhilt
man offenbar eine Zerlegung der R,, in R; + R,, welche sich also als dquivalent
mit K, + R, erweist. k .

Nun kann K die Spitze des einen K, enthalten und den anderen K, beriih-
ren. Dann zerfillt die R,, noch weiter, nimlich in K, + B, + E;. Von den
beiden soeben besprochenen Beriihrungen zwischen dem K, und der Rg wird jetzt
eine der R, und die andere der R, zuerteilt. Wenn man hier den Fundamental-
kegelschnitt K so bewegt, dass derselbe auch den ersten K, beriihrt, so lisst
sich ohne Schwierigkeit einsehen, dass dies in zwei verschiedenen Weisen ge-
schehen kann. Hierauf beruht es, dass der K, sich sowohl mit der R; als mit der



24 A. Wiman.

R; vereinigen kann, so dass die neue Zerlegung der R,, entweder in 2 R; oder
in Ry + R, wird. -

Endlich kann XK beide K, Spitzen enthalten. Die R,, zerfilllt dann in
2K, + 2 R,. Die moglichen Zerfillungen sind also: 1) Ry,; 2) 2 By; 3a) K, + Ry;
38) Ry + R;; 4) K3+ R, + Ry; 5) 2K, + 2R,. Wenn wir jetzt zu den ent-
sprechenden Zerlegungen der Doppelkurve der R, zuriickgehen, so ist zu beachten,
dass die R,, und Ry K als Doppelkurve, die R, und R, dagegen als einfache Kurve
enthalten. Wir bekommen demnach fiir die Doppelkurve die folgenden 5 Typen:

) 2¢, + Cg; v
2) 2¢,+ 2C,;

3) 295+ Gy + G

4) 29+ 20, + Cy;

5) 29, + 4 Cs.

Hierzu fiigen wir noch den Typus
6) g5 + C,

wo also die By eine dreifache Erzeugende besitzt. In diesem Falle lisst die R,
sich auf eine C, abbilden, welche K nicht trifft.

Hat die C, den Doppelpunkt in der Ebene E, so kann offenbar K durch
keine K,-Spitze gehen. Man versteht dann, dass die R,, beim Zerfallen weder
einen K, noch eine R, enthalten kann. Dieser Fall, wo die beiden g, unmittel-
bar auf einander folgen, wird also nur durch die Typen 1 und 2 vertreten.

Geht fiir die C, der Doppelpunkt in eine Spitze iiber, so ist bekanntlich
die zugehorige abwickelbare Fliche vom Range 5. - Es gibt dann eine stationiire
Ebene, deren Schnitt mit der abwickelbaren Fliche einen Kegelschnitt enthilt.
Dieser Kegelschnitt hat mit der C, Beriihrung, aber doch so, dass bloss zwei
Punkte gemeinsam sind. Es ist also zuliissig denselben als Fundamentalkegel-
schnitt K zu wihlen. Dann erhilt man auch fiir die B, eine abwickelbare Fliche,
und zwar wird die zugehorige Kuspidalkurve eine €, mit zwei stationiren Tan-
genten. Man zeigt leicht, dass hier die Doppelkurve eine eben solche C, wie
die Kuspidalkurve sein muss.

Im Falle 5 werden die 4 C, in zwei Paaren verteilt, welche den beiden g,
in der Weise zugeordnet sind, dass die C, eines Paares einander in zwei Punk-
ten einer g, treffen und mit der anderen g; die Punkte gemein haben, wo die
Beriithrungsebenen der Ry zusammenfallen. Zwei O, in verschiedenen Paaren tref-
fen einander in einem J-Punkt. Umgekehrt muss man diesen RyTypus erhalten
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konnen, indem man von drei Kegelschnitten in geeigneter Lage als Leitkurven
ausgeht. Da ist zuniichst erforderlich, dass zwei von den Leitkurven zwei Punkte
gemeinsam haben sollen, und dass die dritte die Verbindungsgerade dieser Punkte
und die beiden ersten Leitkurven je in einem Punkte trifft. Dazu kommt aber noch
die weitere Bedingung hinzu, dass die dritte C, durch die Spitze von einem der
beiden die anderen beiden C, enthaltenden K, gehen muss. Die beiden Erzeu-
genden der R,, welche durch die K,Spitze gehen, sind offenbar Torsalen und
haben ihre Torsalpunkte auf dem hinzutretenden vierten Doppelkegelschnitte.
Wenn man vom Fall § zu den fritheren Fillen zuriickgehen will, so muss man
sich denken, dass die fPunkfe sukzessive weggehen und die zugehdrigen Doppel-

kurven sich vereinigen.

15. Wenn die beiden doppelten Erzeugenden esnander treffen, so geschieht
dies in einem vierfachen Punkte fiir die R;. Die Bildkurve hat jetzt den Doppel-
punkt auf K, wobei die Ebene durch die Tangenten die Tangente von K ent-
halten soll. Wir nehmen zunichst an, dass diese Ebene nicht mit F zusamimen-
fillt. Da die "beiden K,-Spitzen, welche in der vorigen Nummer eine so grosse
Rolle spielten, in der Ebene durch die Tangenten im Doppelpunkte liegen, so
geht in diesem Falle K nie durch eine K,-Spitze. Man versteht dann, dass die
R, auch keine R, enthalten kann, da das Auftreten eines K, oder einer R, nur
von der g, abhiingt, welche als Fundamentalgerade L gewihlt wird. Man zeigt
leicht, dass K so genommen werden kann, dass beide K, noch in anderen Punk-
ten beriihrt werden. - Dann muss die R,, zerfallen, was nur in zwei R; mdglich
ist. Die vorkommenden Typen sind mithin 1 und 2 in der vorigen Nummer.
Ein Unterschied ist aber, dass hier die (; einen vierfachen Punkt hat, in der
vorigen Nummer dagegen Doppelpunkte in den 4 dreifachen Punkten der Rq.
Ebenso haben, wenn die C; in 2 (, zerfillt, hier die C, Doppelpunkte im vier-
fachen Punkte der Ry; in der vorigen Nummer sind dieselben dagegen von der
zweiten Art.

Wir betrachten jetzt den Fall, wo die Ebene der Tangenten im Doppelﬁ
punkte mit E zusammenfillt. Die Bisekantenregelfiiche hat dann K nur als
einfache Kurve, und ihr Grad wird von 10 auf ¢ erniedrigt. Die Erzeugenden
dieser Regelfliche, welche von einem K-Punkte ausgehen, sind ja Erzeugende
derjenigen F,, welche durch diesen Punkt geht und die C, enthilt. In diesem
Falle geht aber immer eine von diesen letzteren Linien nach dem Doppelpunkte.

Wir suchen die Erzeugenden der R,, welche in der Fundamentalebene liegen.
4 — 3298. Acta mathematica. 59. Imprimé le 16 février 1932.
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Zuniichst kommen hier die Tangenten im Doppelpunkte der C, in Betracht und
dann die in K belegenen Erzeugenden der beiden K,. Lings diesen letzteren
Linien muss offenbar E die R, beriihren, so dass dieselben doppelt gelten. Da
simtliche diese Linien von anderen K-Punkten als dem Doppelpunkte ausgehen,
so miissen nach dem 1. Abschnitte die entsprechenden Punkte der Doppelkurve
im vierfachen Punkte der R, belegen sein. Nun haben Erzeugende der Bise-
kantenregelfliiche, welche die C, beriihren, die Bedeutung von Torsalpunkten fiir
die Doppelkurve. In den beiden g,, welche hier unmittelbar aunfeinander folgen,
decken sich somit zwei Torsalen mit sowohl gemeinsamer Torsalebene als gemein-
samem Torsalpunkt. Den beiden Erzeugenden der R,, lings denen Beriihrung
mit F stattfindet, entsprechen Punkte der Doppelkurve, deren Tangenten mit
L zusammenfallen. Die R, hat noch eine Erzeugende in der Ebene F, und zwar
die andere durch den Doppelpunkt gehende Erzeugende derjenigen -Fy, welche
die C, enthilt und als erste Erzuegende die Tangente von K im Doppelpunkte
hat. Da diese den Ausgangspunkt im Doppelpunkte hat, so eﬁtsprieht derselben
ein Punkt der Doppelkurve, der zwar auf L, aber nicht im vierfachen Punkte
der R, liegt. ' ‘

Offenbar kann K durch eine oder beide K,-Spitzen gehen. Die Zerlegungs-
moglichkeiten der R, sind also drei: R,; K, + R;; 2 K, + E;. Es konnen mithin
die Typen 1, 3, 4 der vorigen Nummer hier auftreten. Eine besondere Higentiim-
lichkeit hier ist, dass die Tangenten zweier Zweige im vierfachen Punkt mit der
Doppeltorsale zusammenfallen. Bei der Zerlegung der Doppelkurve gehéren zu
Kegelschnitten solche Zweige. Im Falle 4 beriihren sich mithin die beiden dop-
pelten Kegelschnitte, und die Doppeltorsale ist die gemeinsame Tangente.

IV.
Rationale R, mit einem mehrfachen Kegelschnitte.

A. Dreifacher Kegelschnitt.

16. Nach Nummer 4 erhalten wir als Bildkurve eine C,, welche mit L

" keinen gemeinsamen Punkt hat. TIst diese C; eine ebene Kurve, so bekommen
wir R, von den Geschlechtern 1 und o mit einer dreifachen Leitgeraden. Fiir

» =0 hat die R4 noch eine doppelte Erzeugende, welche dem Doppelpunkte der
C; entspricht. Liegt der Komplexpunkt der Ebene auf einem Punkte der C;, so

vereinigt sich eine Erzeugende mit der Leitgeraden, die jetzt nur als doppelt
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gilt. Fiir p=o0 kann der Komplexpunkt auch im Doppelpunkte belegen sein,
und wir erhalten dann einen Fall, der uns in »Regelflichen 1>, Nummer 17 ent-
gangen ist. Ks haben sich hier nicht nur zwei Erzeugende mit der Leitgeraden
vereinigt, sondern dieselben beriibren einander auch nach ihrer ganzen Liinge.
Es findet sich in der Tat eine Liicke in den betreffenden Auseinanderset-
zungen unserer vorigen Arbeit. In Nummer 17:1 ergab sich als Bildkurve eine
Cs, welche einen Doppelpunkt in O besitzt und L sonst nicht trifft, aber mit L
noch zwei andere Punkte gemein hat. Dort wurde nicht besonders hervorgehoben,
dass, falls die als L gewihlte Erzeugende der By durch einen dreifachen Punkt
der Fliche geht, und dies wird bes einer dreifachen C, immer der Fall sein,
so riicken letztere zwei Punkte auf L in einen Doppelpunkt zusammen. Die
C; bekommt dann zwei Doppelpunkte und ist also auf einer F, belegen,
welche wir als -eine eigentliche Fliche zweiten Grades annehmen wollen. Gehort
- jetzt L zu derjenigen Regelschar der F,, deren Linien die (5 in zwei Punkten
treffen, so wird die Doppelkurve auf die andere Regelschar abgebildet, welche
aus Trisekanten der C; besteht. Fir die R, hat dies die Bedeutung, dass die-
selbe als Doppelkurve einen dreifachen Kegelschnitt besitzt. Nimmt man den
reziproken Fall hinzu, so erhalten wir zwer neue Typen, wo zwei oder mehrere
Erzeugende in singulirer Weise mit der Leitgeraden zusammenfallen. Statt 11
bekommen wir somit deren 13 fiir p =o0. Die Anzahl 87 fiir die Typen der
rationalen R, mit einer Leitgeraden, welche wir in Nummer 16 unserer vorher-

gehenden Arbeit gegeben haben, soll mithin durch 89 ersetzt werden.

17. In den noch iibrigen Fillen ist die C,; eine Raumkurve, und es kann
sich also nur um rationale R; handeln. Als Abbildung der Restdoppelkurve
erhalten wir die dem linearen Komplexe angehorende Regelfliche, welche aus
Bisekanten der C; besteht. Im allgemeinen bekommen wir hierfiir eine B,. Fiir
dieselbe ist L keine Erzeugende, so dass die Doppelkurve eine O, wird. Den
vier Erzeugenden der R,, welche L treffen, entsprechen die vier gemeinsamen
Punkte (= f"Punkte) fiir die doppelte C, und die dreifache (,. Die C, ist offen-
bar immer von der zweiten Art. Die R, kann auch in die zur C; gehérige ab-
wickelbare Fliche iibergehen. Man erhilt dann eine abwickelbare R, welche
eine C, als Kuspidalkurve und eine dreifache C; als Doppelkurve hat. Dass ein
solcher Fall existiert, ersicht man wohl am leichtesten, wenn man den reziproken
Fall betrachtet, wo man als Kuspidalkurve eine C, erhilt, welche auf einem K,
belegen ist und vier Spitzen besitzt. Da die oskulierenden Ebenen in den Spitzen
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den K, beriihren miissen, so enthalten dieselben je noch eine andere Tangente.
Tragen wir dies auf den urspriinglichen Fall iiber, so finden wir als ein charak-
teristisches Merkmal der C,, dass die vier Tangenten derselben, welche der aus
Trisekanten erzeugten Regelschar angehoren, die C, noch in Punkten mit statio-
niren Kbenen treffen.

Die R, kann in zwei B, zerfallen. Dies muss natiirlich der Fall sein, wenn
der lineare Komplex eine Regelschar enthilt, welche aus Bisekanten der C; be-
steht. Die hinzukommende R, bekommt man dann in der folgenden Weise. Die
Geraden' der Leitschar zu der obigen R, entsprechen einander, wie mehrmals
hervorgehoben worden ist, involutorisch in bezug auf den linearen Komplex. Da
jede Gerade einen Punkt der C, enthilt, bekommt man hier auch eine Involution
fir die C,, und man erhilt die gesuchte R;, indem man die entsprechenden
Punkte durch gerade Linien verbindet. Nun gibt es fiir zwei Involutionen ein
gemeinsames Paar. Dies findet hier darin seinen Ausdruck, dass die beiden R,
_eing Gerade gemein haben. Die.Anzahl der Involutionen sowie die Anzahl der
R, mit den betrachteten Eigenschaften ist «®. Man sieht leicht, dass man hier
jede B, mit jeder anderen R, kombinieren kann. Insbesondere kann die R, in
eine doppelte R, degenerieren. Es gibt ja ©? lineare Komplexe, welche die erste
R, enthalten, und zu jedem Komplexe gehort eine verschiedene zweite R,. Eine
doppelte R, erhilt man ﬂann, wenn die Doppelelemente bei der Involution in
der Leitschar zu den beiden Punkten der C; gehdren, wo Erzeugende der ersten
R, die C; berithren. Fiir einen Punkt der C,; berithrt dann die Komplexebene
die C; in einem anderen Punkte. ,

Fiir die Bisekantenregelfliche haben wir mithin die drei Moglichkeiten: R,
2 R,, doppelte B,. Diesen entsprechend haben wir fiir die Restdoppelkurve: C,,
20, [2C), wobei wir mit {2 C;] bezeichnen, dass zwei doppelte Kegelschnitte
unmittelbar auf einander folgen, so dass ein doppelter Beriihrungskegelschnitt
herauskommt. Die Typen, in welche diese Untersuchung resultiert hat, sind
somit die folgenden: '

1) C; + Cy;
2) O+ 20,;
3) O + (20

~ Im Falle 2 haben die beiden doppelten Kegelschnitte einen Punkt gemein-
sam, und den dreifachen Kegelschnitt miissen beide in je zwei Punkten schneiden.

Man iiberzeugt sich nun leicht, dass, falls man als Leitkurven fiir eine Regel-
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fliche drei Kegelschnitte nimmt, welche in den obigen Beziehungen zu einander
stehen, so kommt eine R; vom Typus 2 heraus.

18. Nehmen wir jetzt an, dass die C; einen Punkt von L enthalten soll,
so ist dieselbe die Abbildung einer Rj, fiir welche K einen doppelten Kegelschnitt
bedeutet. Die drei Fille der vorigen Nummer kehren wieder, und wir bekommen
fiur die Doppelkurve erstens die drei Moglichkeiten: C; + C,, 3 02,‘ C, + [2 Gy
Wenn die R, hier in 2 R, oder eine doppelte R, zerfillt, so kann L zu der Leit-
schar einer R, gehoren. TFir die Doppelkurve erhilt man hieraus: [2 C,] + C, und
(3 Co]. Im letzteren Falle haben wir als Doppelkurve einen doppelten Oskulations-
kegelschnitt. Der Fall mit einem gewdhnlichen doppelten Kegelschnitte und einem
doppelten Berithrungskegelschnitt ergibt sich hier zweimal, da man fiir die Wahl
von K zwei Moglichkeiten hat. Endlich kann L zu einer dem linearen Komplexe
émgehbrenden Schar gehoren, deren Linien die C, einfach treffen. Wir bekommen
so Fille, wo die E; eine einfache Leitgerade hat. Es gilt dann in der Leitschar,
welche jetzt durch Bisekanten der C, erzeugt wird, eine Involution, deren Paare
aus in bezug auf den Komplex konjugierten Linien bestehen. Die R, wird also
durch dje Verbindungsgeraden der auf entsprechenden Linien belegenen C,-Punkte
erzeugt. Entsprechen einander bei der Involution die beiden Linien, welche die
(s beriihren, so zerfillt die R, in zwei R,. Wir bekommen somit hier zwei
Typen von R; mit einer einfachen Leitgeraden, wobei wir fiir die Doppelkurve
die Zerlegung in C, + C, bez. 3 C, gefunden haben.

Drei neue Typen von R; mit einem Doppelkegelschnitte erhilt man, wenn
man als Bildkurve eine Ebene C; nimmt, welche L in einem Punkte trifft. Man
hat niimlich fiir die Wahl des Komplexpunktes der C,-Ebene drei Moglichkeiten,
indem man denselben ausserhalb der C(;, in einem einfachen Punkte oder im
Doppelpunkte der C; nehmen kann. Im letzteren Falle vereinigen sich mit einer
einfachen Leitgeraden zwei Torsalen, deren Torsalebenen zusammenfallen. Man
erhilt so einen Typus, der sich unter keinem der von H. A. Scuwarz' aufge-
zithlten Fille einordnen lisst. Ich selbst habe die betreffende Moglichkeit erst
bei dieser Gelegenheit bemerkt. Nehmen wir den reziproken Fall hinzu, so haben
wer also zwei zuvor nicht gegebene Typen von rationalen By gefunden.

Die beiden Fille C, + [2Cy und [3C;] finden sich zwar auch nicht bei
Scawarz. Dieselben sind aber schon in meiner Dissertation (p. 87) hergeleitet.

1 J. £, Math. 67 (1866).
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19. Die Entwicklungen der Nummer 17 sind durch Untersuchungen iiber
die Doppeldeveloppable zu erginzen. Man findet, dass dem dreifachen Kegel-
schnitte eine Doppeldeveloppable von der Klasse 4 entspricht. Die Restdoppel-
développable muss niamlich von der Klasse 6 sein und kann, den Féllen 17: 2 und
17:3 enfsprechend, in zwei verschiedene oder eine doppelte Developpable von
der Klasse 3 zerfallen. Da nimlich eine Erzeugende die Restdoppelkurve in zwei
Punkten triﬂ:’t, so hat man von einem Punkte des dreifachen Kegelschnitts sechs
zur Restdoppeldeveloppablen gehérenden Ebenen.

Wir wollen die Ebenen durch drei Linien bestimmen. Die Bedingung fiir
eine solche Ebene ist oﬁénbar, dass die beiden Erzeugenden, Welehe einem dritten
begegnen, auf dem dreifachen Kegelschnitte zusammentreffen. Verbindet man
nun die Bildpunkte von zwei derartigen Erzeugenden durch eine gerade Linie,
so bekommt man eine Regelfliche, welche die C, als Doppelkurve enthilt, also
vom Grade 4. Wir bezeichnen dieselbe, welche nicht dem linearen Komplexe
angehdrt, mit R,. Den Linien der R,, welche L schneiden, entsprechen Paare
von KErzeugenden der E;, welche auf K einander treffen. In solcher Weise
finden wir also 4 Ebenen durch 3 Linien. Dieselben sind einfach fiir die Dop-
peldeveloppable der Klasse 4, doppelt fiir diejenige der Klasse 6. Die beiden
Teile der Doppeldeveloppablen haben noch 4 Ebenen gemeinsam, den 4 Punkten
entsprechend, wo die Restdoppelkurve C, die dreifache C, trifft.

In gewissen Fillen werden die 4 Ebenen durch 3 Linien durch eine 4 Linien
enthaltende Ebene ersetzt. Die Bedingung hierfiir findet man leicht, wenn man
darauf Riicksicht nimmt, dass eine solche Ebene die R; noch in einem einfachen
Kegelschnitt schneiden soll. Bei der Abbildung bekommt man ja hieraus eine
Regelschar, deren Linien die C; einfach treffen. In der Leitschar, welche aus
Bisekanten der C, besteht, hat man dann, wie bereits erwiihnt, eine Involution,
so dass die R, durch die Verbindungslinien der C,-Punkte entsprechender Linien
erzeugt wird. Die R, reduziert sich folglich auf diese Leitschar, zwei mal ge-
nommen. Bs ist unmittelbar ersichtlich, dass L von zwei in bezug auf den
Komplex konjugierten Geraden der Schar getroffen wird. Andererseits geniigt
es ja, dass zwei Geraden der Schar von Bisekanten konjugiert sind, damit die
Leitschar von einfachen Sekanten dem Komplexe angehore. Wir bemerken noch,
dass eine Ebene durch 4 Linien doppelt fiir die Doppeldeveloppable der Klasse
4 und vierfach fiir diejenige der Klasse 6 sein muss. Im Falle 3 kann eine
Ebene durch 4 Linien offenbar nicht vorkommen. Die R, wird ja dann die zur
C; gehorige abwickelbare Fliche, Den Fall 2 bekommt man dagegen, wenn bei
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der Involution in der obigen Schar von Bisekanten die beiden Tangenten der C,
einander entsprechen.

Enthélt die Doppeldevéloppable einen dreifachen K,, so bekommen wir nach
den obigen Auseinandersetzungen fir die Doppelkurve die folgenden drei Fille,
welche bez. zu den drei Typen der Nummer 17 reziprok sind: '

I) C, + Cy;
2) C,+ 20,
3) Cp+ [20y.

Hat die R, hier 4 dreifache Punkte, so sind diese Doppelpunkte fiir die C;, ein-
fache Punkte fiir die C, und in den Fillen 2 und 3 auch einfache Punkte fiir
die C,. Hat die R, einen vierfachen Punkt, was nur in den Fillen 1 und 2
moglich ist, so ist dieser Punkt vierfach fiir die C;, doppelt fir die C, und im
Falle 2 auch Doppelpunkt fiir die beiden C;, welche mithin ebene Kurven sein
miissen. Die C; und die C, haben iiberdies noch vier f-Punkte gemeinsam, welche
bei Zerlegung der Cy in zwei C; zu je zwei sich auf diese C; verteilen. Die beiden
C; treffen einander auch in einem f-Punkt.

Den Fall 2 in Nummer 17 mit einem einfachen Kegelschnitte kénnen wir
leicht direkt konstruieren. Wir nehmen als Leitkurven drei Kegelschnitte, C,,
C, und C’z Die beiden letzteren sollen einander nicht treffen, aber mit €, je
zwei Punkte gemeinsam haben. Uberdies soll C, durch die Spitze eines K, gehen,
auf welchem C, und 52 belegen sind. Es entsteht eine R, fir welche C, eine
dreifache, C, eine doppelte und a eine einfache Kurve bedeuten. Als Rest-
doppelkurve erhilt man einen vierten Kegelschnitt, der durch die Spiﬁze des
anderen K, mit derselben Eigenséhaft gehen muss.

B. Doppelkegelschnitt.

20. Die Bildkurve wird jetzt eine C,, welche zwei Punkte auf L besitzt.
Ist die C, eine ebene Kurve, muss dieselbe auf L einen Doppelpunkt haben.
Man erhiilt dann 4 Fille, je nachdem der Komplexpunkt der Ebene ausserhalb
der Kurve, auf einem einfachen Punkt, Doppelpunkt oder Beriithrungsknoten der
Kurve liegt. Die beiden letzteren Moglichkeiten sind unter den singulidren Fiillen
17:2 und 17:3, d in »Regelflichen I» beriicksichtigt.

Den allgemeineren Fall, wo die C, nicht eben ist, konnen wir.in 5 Unter-
fille zerlegen.
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a) Die C, hat einen Doppelpunkt (= D), der nicht auf L belegen ist. Fiir
den Punkt D ist die Ebene durch die Tangenten (= die D-Ebene) Komplex-
ebene.

b) Der Doppelpunkt liegt auf L. Sonst wie im vorigen Falle.

¢) Zum Unterschied vom Falle (a) ist hier die D-Ebene keine Komplexebene
fiir den Punkt D. ,

d) Die Komplexebene fiir den Punkt D, der hier auf L liegt, ist eine andere
als die D-Ebene.

e) Die C, ist von der zweiten Art.

Wenn wir die Bisekantenregelfliche ohne besondere Riicksicht auf die Lage
in bezug auf L betrachten, existieren offenbar dieselben Moglichkeiten fiir (a)
und (b), (¢) und (d). Die Fille (b) und (d), wo D auf L liegt, sind dadurch
charakterisiert, dass die R, einen vierfachen Punkt hat. In den Fillen (a) und:
(b) sind die D-Tangenten Komplexlinien. Den Zweigen im Doppelpunkte ent-
sprechen demnach Torsalen. Fiir simtliche 5 Fille ist es gemeinsam, dass die
Bisekantenregelfliche die (), als dreifache Kurve enthilt. Im Falle (e) ist diese
Fliche eine R,. Eine Trisekante kann ja die Fliche nur in den drei Punkten
der C, treffen. In den Fillen (c¢) und (d), bez. (a) und (b) scheidet sich der
Geradenbiischel in der Komplexebene durch den Doppelpunkt einmal bez. zwei
mal aus, und wir bekommen eine Rg bez. R;. Betrachten wir eine die C; ent-
haltende F, und eine Gerade, welche der einen Regelschar dieser F, angehort,
so trifft ja diese die C; in zwei Punkten und dazu noch zwei Linien der Leit-
schar, welche im Komplexe enthalten sind. In den Fillen (a) und (b) liegt aber
eine von den letzteren Linien in der D-Ebene und gibt keinen Beitrag zu den
Schnittpunkten mit der Fliche.

Wenn wir uns jetzt zunichst mit den TFiillen (a) und (b) beschiiftigen wollen,
so finden wir, dass die R, immer rational sein muss. Wie soeben bemerkt wurde,
enthilt ja jede Regelschar, die aus Bisekanten der C, besteht, nur eine Erzeugende
der R,. Bei einer solchen Regelschar vereinigen die Erzeugenden je zwei Punkte
der C,, welche einander bei einer Involution entsprechen. Dabei wird ein ent-
sprechendes Punktpaar in den Doppelpunkt verlegt. Eine Involution wird also
durch den einem bestimmten Punkte zugeordneten Punkt vollstindig bestimmt,
woraus folgt, dass diese Involutionen ein rationales System bilden. Man versteht
auch jetzt, dass, falls die R, eine doppelte Erzeugende besitzt, so muss die R,,
zu welcher diese gehort, ganz in der R, enthalten sein. '
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Eine Zerlegung der R, ist offenbar in keiner anderen Weise moglich als
in R, + B,. Die R, wird dann dadurch erzeugt, dass man die Punkte, welche
auf in bezug auf den Komplex konjugierten Linien der zur R, gehérigen Leit-
schar belegen sind, durch gerade Linien verbindet. Entsprechen einander bei
dieser Involution die beiden Linien, welche die C, beriihren, so zerfillt die Ry
in R, + R,. Hierzu kommt noch eine letzte Moglichkeit, indem die beiden R,
zusammenfallen konnen. Als Bedingung hierfiur findet man, dass die Beriihrungs-
punkte der obigen beiden Linien auf derselben Erzeugenden der ersten E, liegen.
Soll letzteres der Fall sein, so muss die R, einer besonderen F, angehdren.
Projiziert man nimlich vom Doppelpunkte auf eine Ebene, so erhilt man auf
der Spur der D-Ebene eine Involution aus den durch D gehenden Erzeugenden-
paaren der F;, welche die C, enthalten. Die C, wird dabei auf einen Kegel-
schnitt projiziert, und die Punkte der Spurlinie, welche auf diesem Kegelschnitt
liegen, bilden ein Paar der Involution. Auf derselben Linie hat man auch die
Pol- und Polarinvolution in bezug auf dieses Paar, und das gemeinsame Paar dieser
beiden Involutionen bestimmt die in Rede stehende F,. Betreffend die Zusam-
mensetzung der Bisekantenregelfliche haben wir mithin die 4 Moglichkeiten:

a) R;;

B) Ry + Ry;

y) 2 Ry + Ry;

d) [2 Ry + R;.

21. Da die D-Tangenten in den Fillen (a) und {b) Komplexlinien sind, so
entsprechen denselben fiir die Doppelkurve der R, Torsalpunkte. Wir gehen in
dieser Nummer niher auf den Fall (a) ein. Dann entspricht dem Punkt D eine
doppelte Torsale, wobei die Torsalpunkte ausserhalb des Fundamentalkegelschnitts
K liegen. Die Torsalebenen enthalten die K-Tangente und miissen also zusam-
menfallen. Wie die Doppelkurve sich auf-dieser singuliren Linie verhiilt, kénnen
wir leicht in dem Falle ablesen, wo die R, sich in 2 R, + R, zerlegt. Die R,
enthilt offenbar die beiden D-Tangenten; durch den Punkt D geht aber noch
zu jeder R, eine Erzeugende. Hierzu ist noch der Punkt zu beachten, den die
singulire Linie mit K gemeinsam hat. Ausser den beiden Torsalpunkten hat
also die Doppelkurve auf dieser Linie noch drei Punkte. Fir letztere Punkte
miissen offenbar die Tangenten in der Torsalebene liegen. Diese Ebene schneidet
die B, noch in einem einfachen Kegelschnitte. Die 8 Punkte, welche dieselbe mit

der Restdoppelkurve gemeinsam hat, miissen also alle auf der singuléren Linie
5-~3298. Acta mathematica. 59. Imprimé le 16 février 1932.
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liegen, was mit den obigen Resultaten iibereinstimmt. Wir bekommen auch Uber-
einstimmung mit den Ergebnissen, welche wir im 2. Abschnitt unserer vorher-
gehenden Arbeit gefunden haben, wo ja auch Doppeltorsalen mit gemeinsamer
Ebene eine grosse Rolle spielten.

Zunichst nehmen wir an dass L zu keiner R, gehoren soll. Die Fille
B, . 0 zerlegen sich dann in zwei Unterfillle. Wenn L zur Leitschar einer R,
gehort, bezeichnen wir die erhaltenen Fille mit 8,, 7., J,. Hat L keine solche
Lage, mogen die Bezeichnungen £, 7, d, gelten. Wir finden, dass y, und J,
denselben Typus bedeuten, der sich in verschiedener Weise abbilden lisst, weil
man fiir die Wahl von K zwei Moglichkeiten hat, welche zum Falle (a) fithren.
Wir bekommen mithin 6 Typen, welche den Fillen «, 8,, 8., 71, 72, 0, zugeordnet
sind. Bezeichnen wir eine Doppeltorsale mit zusammenfallenden Ebenen mit
[z, 7lk, so ldsst sich die Doppelkurve bei diesen Typen in der folgenden Weise
zusammensetzen:

N [e,de+ C+ G
[z, 7] + 2 Cy + Cy;
T, 7s + [2 C) + C;
7 e+ 4 Cy;
[z, ojp + [2 Co) + 2 Cy;
6) I, tjx + (3 Cs] + C,.

Beim Typus 4 haben wir in der Doppelkurve 4 C;. Einen anderen solchen Fall
haben wir in Nummer 14 gefunden. Hier hat aber die C;, welche der R, ent-
spricht, andere Eigenschaften als die drei iibrigen C,. Letztere schneiden einander
in 2 dreifachen Punkten der F,. Nimmt man einen Punkt der C, auf L und
die zwei ausserhalb I belegenen Punkte, welche in der zugehérigen Komplex-
ebene liegen, so erhiilt man die Bilder derjenigen drei Erzeugenden, welche in
einem solchen Punkte zusammenstossen. Die vierte C, geht durch die zwei
Torsalpunkte der singuliren Linie, welehe ja als die noch iibrigen dreifachen
Punkte der R, aufzufassen sind. Thre Ebene enthilt also diese Linie. Der zu-
gehorige Teil der Doppeldeveloppablen muss von der Klasse 3 sein; die C, geht
ja nicht durch diejenigen dreifachen Punkte, wo drei verschiedene Erzeugende
einander treffen. Diese (, geht durch die Schnittpunkte der Erzeugendenpaare,
welche sich in den Ebenen der drei iibrigen O, befinden. Wie wir wissen, ist
fir K dieser Punkt auf L abgebildet. Uberdies hat die C, mit jeder der drei
anderen C, einen f‘Punkt gemeinsam. Indem der f-Punkt aufgehoben wird, kann

sich die C, mit einer anderen C, vereinigen, so dass wir die Typen I und 2
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erhalten. Dazu kommt noch ein Fall, wo keine doppelte C, auftritt, welche wir
in der iiberndichsten Nummer betrachten wollen. Die drei anderen Zweige der
Doppelkurve auf der singuldren Linie verteilen sich beim Typus 4 auf die drei
iibrigen C,. Die Existenz der Typen 3, 5 und 6 zeigt, wie diese Zweige zusam-
menriicken kénnen. -

Der Typus 4 ldsst sich offenbar durch Spezialisierung aus dem élliptisehen
Typus 0: 5 erhalten. Was hier hinzukommt, ist, dass die drei C, eine gemein-
schaftliche Sekante haben, fiir welche die Tangenten der C, in derselben Ebene
liegen. Dieser Typus 4 ist noch durch s Lestkegelschnitte charakterisiert, nimlich
eine einfache und 4 doppelte. '

In den Fillen, wo L zu einer R, gehort, ist diese die Abbildung einer
doppelten Leitgeraden. Wir erhalten auch hier 6 Typen und werden unten
angeben, wie man dieselben in »Regelflichen I» wiederfindet. Nur die Fille 8,
7, 0 kommen hier in Betracht. Fiir jede hat man zwei Moglichkeiten:

1) L gehodrt zu keinem anderen Teile der Bisekantenregelfliche als der R,.
8:8, 8y, 11:4,.

2) L gehort im Falle 8 auch zur R,, in den Fillen y und d auch zur R,.
10: 8, 100y, 11:f,.

22. Auch im Falle (b) entspricht dem Punkt D zwei zusammenfallende
Torsallinien, wobei hier die Torsalpunkte sich auf K in einem fiir die R, vier-
fachen Punkt vereinigen. Da die D-Tangenten in der Komplexebene fiir D liegen,
so miissen die Torsalen den Kegelschnitt K berithren. Im allgemeinen gehort
L nicht zur R,;, und wir nehmen zuers diesen Fall in Betracht. Es hindert
dann nichts, dass, falls eine R, als Teil der R, auftritt, L zur Leitschar dieser
R, gehoren kann. In diesem Falle wird offenbar die Ordnung der Restdoppel-
kurve durch die singulire Linie nur um eins erniedrigt. Die beiden Torsalebenen
diirfen mithin nicht zusammenfallen. Wie leicht zu sehen ist, muss man hier
die reziproken Fille zu den in der vorigen Nummer erhaltenen Typen finden. Be-
zeichnet man zwei zusammenfallende Torsallinien bei Vereinigung der Torsal-
punkée mit [z, 7]p, so bekommen wir fiir die Doppelkurve die folgenden 6 Typen:

1) [z, 7p+ C + O

)
2) [z, 7p+2C, + Gy
3) e+ [20] + G
4) g, 7p+ 30, + Cs;
5) [57p+ [2 G + Cy + Oy
6) [z, 7lp+ [3Cy) + C.
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Beim Typus 4 berithren die drei C,, von denen ja eine beliebige als K
genommen werden kann, einander und die singulidre Linie im doppelten Torsal-
punkte. Die Torsalpunkte gehdren zu Zweigen der C;, welche also einen Dop-
pelpunkt besitzt und eine ebene Kurve sein muss. Die C, trifft jede C; noch
in einem f-Punkte. Von 4 kann man zu den iibrigen Typeﬁ ganz wie in der
vorigen Nummer iibergehen. '

Wenn L zur R, gehort, wird die Ordnung der Restdoppelkurve durch die
singuldre Linie noch um eins erniedrigt. Man versteht hieraus, dass in diesem
Falle die beiden zusammenfallenden Torsallinien nicht nur gemeinsame Torsal-
punkte sondern auch gemeinsame Torsalebenen haben miissen. Die fragliche
Linie kann also hier ‘wirklich als mit zwei doppelten Erzeugenden #quivalent
betrachtet werden. Wenn eine R, als Teil der R, auftritt, kann L nicht zu dieser
gehoren. Die Erzeugenden der R; im Doppelpunkte sind ja die D-Tangenten,
und die Gerade L, welche nur zwei Punkte der C, enthilt, kann mit keiner von
diesen zusammenfallen.

Erstens kann also L im Falle ¢ zur B, und im Falle § zur E; gehoren.
Wir bekommen dann zwei Fille wieder, welche schon in Nummer 15 hergeleitet
sind. Fiir die Doppelkurve haben wir [2g,] + C;, + C; bez. [2g,) + 2 C, + C,.

In den Féllen B, y, 0 bleibt die Moglichkeit iibrig, dass L zu einer als Teil
der R, auftretenden R, gehoren kann. Wir bekommen hier 4 Typen, weil im
Falle 8 L auch Schnittlinie der R, und der R, sein kann. .Die fraglichen Typen
haben wir in anderer Weise in »Regelflichen I» hergeleitet. Dieselben finden
sich dort unter den Bezeichnungen: 12:8,, 12:8;, 12:y,, 12: 5.

23. Die in den Nummern 21 und 22 gegebenen Typen sind offenbar
Spezialisierungen von zwei allgemeineren zu einander reziproken Typen mit den-
selben Singularititen fir die Doppellinie aber ohne Zerfallen der Restdoppelkurve.
Man hat demnach fiir die Doppelkurve:

1) [z, 7g + C;
2) [T, %]p + 09.

Der Fall 1 lidsst sich iibrigens nach unserer Methode direkt behandeln. Die R,
enthilt ja in der doppelten Torsalebene einen einfachen Kegelschnitf, den man
als K wihlen kanon. Die Bildkurve wird dann eine (j, welche von I in zwei
Punkten beriihrt wird. Die Komplexebenen und die oskulierenden Ebenen dieser
Punkte stehen in dem Zusammenhange, dass die Komplexebene fiir einen Punkt
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im anderen Punkte oskuliert. " Aus den Singularititen ersieht man schon, dass
die C, und die C, rational sein miissen. Die C; besitzt ja ausserhalb der singu-
liren Linie zwei dreifache Punkte. Projiziert man von einem -solchen, so erhiit
man eine C;, fiir welche die Spur des anderen dreifachen Punktes einen drei-
fachen Punkt und die Spuren der drei Erzeugenden durch das Zentrum drei
Doppelpunkte liefern. Andererseits soll die (y im doppelten Torsalpunkte fiinf
Zweige haben, von denen drei einander beriihren. Die Projektion von diesem
Punkte aus gibt also eine C; mit einem dreifachen Punkte. In den Fillen 21: 1
und 22:1 ist K die C;, und diese (, soll die Restdoppelkurve in einem fPunkte
treffen. Es wird hier K auf die aus Bisekanten der C, erzeugte Regelschar
abgebildet, fiir welche L eine Leitlinie bedeutet. Vom fraglichen fPunkt riihrt
dabei die gemeinsame Erzeugende dieser Schar und der R, her. Wenn die C,
sich "mit der Restdoppelkurve vereinigt, wird somit nur ein f-Punkt aufgehoben,
was mit den obigen Resultaten in Ubereinstimmung steht, dass die C; und die
C, rational sind.

 Hiermit wird auch die Anzahl der Typen von R, erschopft, bei denen
Doppellinien von den fraglichen singulidren Arten auftreten. Fiir den Fall 1 z. B.
wire die einzige neue denkbare Moglichkeit, dass die C; in zwei C, zerfiele.
Die Verteilung der beiden dreifachen Punkte und der finf zur singuliren Linie
gehorenden Zweige auf diese beiden C, erweist sich aber als unmdglich. Im
Falle 2 treffen die Ebenen des Biischels durch die singulire Linie die Doppel-
kurve bloss in einem beweglichen Punkte. Man ersieht schon hieraus, dass ein
Zerfallen der Doppelkurve nur durch Aussonderung von Kegelschnitten bewirkt

werden kann.

24. Wir betrachten jetzt den Fall (c). Die R;, welche hier als Bisekanten-
regelfliche der C, im linearen Komplexe auftritt, hat durch D zwei doppelte
Erzeugende nach den beiden anderen Punkten der C, in der Komplexebene dieses
Punktes und eine einfache Erzeugende in der Schnittlinie der Komplexebene und
der D-Ebene. Als Bedeutung hiervon fiir die Doppelkurve der R; hat man zwei
Doppelpunkte, wo die dem Punkt D entsprechende doppelte Erzeugende von zwei
einfachen Erzeugenden getroffen wird, und einen einfachen Punkt, wo die beiden
Beriihrungsebenen in der Doppelerzeugenden zusammenfallen. Den anderen Punkt
mit der letzteren Bigenschaft hat man auf dem Kegelschnitt K.

Auf mehrere Weisen kann man zeigen, dass die Ry oder die derselben ent-
sprechende Doppelkurve der Ry im allgemeinen vom Geschlechte 1 ist, Benutzt
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man hier die Formel (6) fiir ein zerfallendes Gebilde, so bekommt man P=3—f.
Nun zerfillt die Doppelkurve in .drei Teile, die Doppelerzeugende, den Kegel-
schnitt K und die C,, welche der R, entspricht. Andererseits hat man vier f-
Punkte, von denen zwei auf der gs liegen. Die O, und K treffen einander in
den anderen beiden, denen die beiden Erzeugenden der. By entsprechen, welche
L in nicht auf C, belegenen Punkten schneiden. Bekanntlich bedeutet P= — 1
hier, dass die (; vom Geschlechte 1 wird.

Wenn in speziellen Fillen die Ry sich zerlegen lisst, so leuchtet ohne weiteres
ein, dass entweder eine E, oder eine R, als Bestandteil auftreten muss. Um-
gekehrt kann man ja die Bildkurve auf einer dem linearen Komplexe angeho-
renden R, oder R; wihlen. Es bleibt die Frage, ab die Ry noch weiter in R, + 2 R,
zerfallen kann. Wir koénnen davon ausgehen, dass die Ry eine R, als Teil ent-
hilt. Zu dieser R, gehort eine Leitschar, deren Linien paarweise in bezug auf
den linearen Komplex konjugiert sind. Indem man die Punkte der C,, welche
auf konjugierten Linien liegen, durch gerade Linien verbindet, erhilt man die
Rg, welche den noch iibrigen Bestandteil der Ry bildet. Wihlt man nun den
linearen Komplex in solcher Weise, dass in der Leitschar die beiden Tangenten
der (., einander entsprechen, so hat die R, keine Torsalpunkte auf der C, und
muss in zwei R, zerfallen. Diese R,, welche offenbar nicht in eine doppelte B,
zusammenfallen koénnen, haben als gemeinsame Erzeugende die Verbihdungsgerade
der Beriihrungspunkte der oben besprochenen Tangenten in der Leitschar. Es
ist' auch leicht zu sehen, dass die R, mit der R; zwei Erzeugende und mit jeder
R, eine BErzeugende gemeinsam haben muss. Diese gemeinschaftlichen Erzeugenden
sind die Abbildungen von fPunkten, wo die entsprechenden Teile der Doppel-
kurve einander schneiden.

Fiir das Verhiiltniss der Bisekantenregelfliche haben wir somit die folgenden
4 Moglichkeiten: ’

@) Rg;

B) R;+ Ry;

7) By + Ry;

0) Ry -+ 2R,.

Wir nehmen zunichst an, dass I nur als einfache Linie in der Bisekanten-
regelfliche eingeht und in den Fillen y und J nicht zur R, gehort. Bei g hat
man zwei Unterfille 8, und 3,, je nachdem L zur R; oder R, gehért. Ebenso
bei y und d, indem in den Unterfillen 7; und d,, in Gegensatz zu y, und d,, L
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zur Leitschar der R, gehoren soll. Wir bekommen demnach 7 Typen, welche
wir in der Reihenfolge a, 8y, 8, 71, 75, d;, d; anordnen. Die Doppelkurve hat
bei diesen Typen die folgende Zusammensetzung:

I) g+ O+ O

2) g3+ G+ Gy + Oy
3) 92+ 20+ G
4) 95 +2C + C;

)

) 9.+ [2C) + C;

) g+ 30, + Gy

) go+{2Cy) + Cy+ G,

O\ v

~3

Wiingcht man den gegenseitigen Zusammenhang dieser Typen zu verstehen, so
ist es vorteilhaft von 6 auszugehen. Die C,, welcher eine R, entspricht, trifft
die g, in den Schnittpunkten mit zwei einfachen Erzeugenden. Die g, liegt also
in' ihrer Ebene. Da diese C, nicht durch die beiden dreifachen Punkte der R,
"geht, wo drei verschiedene Erzeugende zusammenstossen, so ist der entsprechende
Teil der Doppeldeveloppablen von ‘der Klasse 3. Die anderen beiden C, treffen
einander in eben diesen Punkten, und die zugehdrigen Teile der Doppeldevelop-
pablen haben auch die Klasse 2, was auch fiir die C; der Fall sein muss. Jedes
Paar der 4 Kurven mit Ausnahme der beiden letzteren C, trifft einander in einem
fPunkt. Zwei solche Kurven konnen sich vereinigen, indem der fPunkt auf-
gehoben wird, und wir bekommen die Typen 2, 3, 4. Dabei haben 3 und 4
scheinbar dieselbe Zusammensetzung der Doppelkurve. Der Unterschied griindet
sich darauf, dass im Falle 4 die beiden C, einander in den beiden nicht auf der
g, belegenen dreifachen Punkte schneiden, im Falle 3 dagegen nur einen f-Punkt
gemeinsam haben. Der Typus 4 ist auch zu sich selbst reziprok. Dasselbe gilt
von den Typen 1, 5, 6 und 7. Dagegen sind die Typen 2 und 3 zu einander
reziprok. Hierbei ist doch der Vorbehalt zu machen, dass vielleicht die reziproken
R, statt 4 dreifache Punkte einen vierfachen Punkt haben kénnten, was wir erst
bei der Behandlung des Falles (d) klarlegen werden. |

Die obigen 7 Typen sind offenbar Spezialisierungen eines allgemeineren Typus
mit der Doppelkurve g, + C,. Auf diesen werden wir im folgenden Abschnitt
zuritckkommen. v ,

Wir nehmen jetzt an, dass L eine Doppellinie der Ry sein soll, doch so,
dass in den Féllen y und § L nicht zur R, gehort. In der Annahme liegt, dass
die Ebene von K mnoch eine doppelte Erzeugende enthalten muss. Hs handelt
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sich also hier um R; mit zwei Doppellinien, welche einem linearen Komplexe
angehéren miissen. Andere Typen als solche, welche wir bereits im vorigen Ab-
schnitt hergeleitet haben, sind mithin hier nicht zu finden. Drei Moglichkeiten
gibt es hier. Im Falle ¢ kann L eine doppelte Erzeugende der R sein; zwei
solche Linien sind ja erforderliéh, damit die R, zerfalle. Hierzu kommt, dass
in den Fillen B und ¢ L eine gemeinsame Erzeugende der R; und der R; bez.
der beiden R, sein kann. In solcher Weise bekommen wir die Typen 14: 3, 14: 4
und 14: 5 wieder. :

Zuletzt mag in den Fillen y oder d L eine Erzeugende der R, sein. Der
Fall y bietet zwei Moglichkeiten, indem L entweder nur zur R, gehdren kann
oder gemeinsame Frzeugende der R, und der Ry ist. Die entsprechenden Typen
finden sich in »Regelflichen I» unter den Bezeichnungen 7:8 und ¢:8. Im
Falle d haben wir 3 Méglichkeiten. I kann entweder nur zur R, gehdren oder
gemeinsame Erzeugende der B, und einer I; sein oder endlich gemeinsame
Erzeugende der R, und beider R, sein. Hier handelt es sich um die Typen 7:0,
9: 6 und 10:y in »Regelflichen I». ' ' )

25. Im Falle (d) hat die R, einen vierfachen Punkt. Im allgemeinen hat
D die Bedeutung von zwei Erzeugenden, welche von verschiedenen Punkten des
Kegelschnitts K ausgehen und in einem gemeinsamen Punkt von K zusammen-
treffen. Von diesem letzteren Punkte gehen zwei andere Erzeﬁgende aus, welche
ihre Bilder in den beiden in der Komplexebene von D belegenen Punkten der
C, haben. Doch entspricht dem Punkte D eine doppelte Erzeugende, wenn die
D-Ebene die Gerade L enthidlt. Dies steht damit im Zusammenhange, dass in
diesem Falle L zur Ry gehort, so dass die Ordnung der Restdoppelkurve um eins
erniedrigt wird. ' '

Im allgemeinen Falle hat mithin die Rg keine doppelte Erzeugende, und
wir bekommen, den Fillen ¢, 8, y, 0 entsprechend, die folgenden Moglichkeiten
fiir die Doppelkurve:

1) G, + Gy
2) Cy+ C, + Cs;

3) 2CG+ Gy
4) 20+ 20C,.
Wenn die Ry sich in R, und Rg zerlegen lisst, gehtoren zur Ry als doppelte

Erzeugende die Verbindungsgeraden der beiden C,-Punkte in der Komplexebene
von D mit dem Punkt D. Dieselben diirfen natiirlich nicht mit L zusammen-
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fallen. Zerfillt die R, in zwei R;, verteilen sich jene Doppellinien als einfache
Erzeugende auf diese R,. Es leuchtet also ein, dass L im Falle § nur zur R,
und in den Fillen y und J nur zur R, gehdren kann. In den letzteren beiden
Fillen bekommen wir zwei Typen mit doppelter Leitgerade, welche sich in »Regel-
flichen I» als 12:8, und 12:'61 wiederfinden lassen. TFiir die Typen, zu denen
die Fille ¢ und g hier Anlass geben, werden die Doppelkurven durch die folgende

Zusammensetzung charakterisiert:

5) 9.+ Cy + Oy
6) gs+ Cy, + Cy + C,.

Wenn wir besonders den Fall 4 in Betracht nehmen, so finden wir, dass
alle 4 Doppelkurven durch den vierfachen Punkt der R, gehen. Die beiden C,
haben dort Doppelpunkte und sind folglich ebene Kurven. Letzteres ersieht man
auch daraus, dass die Leitgeraden der entsprechenden R, die Gerade L treffen.
Die doppelte Leitgerade geht ja durch D, und die einfache Leitgerade liegt in
der zugehorigen Komplexebene. Jedes Paar von den 4 Doppelkurven trifft in
einem. fPunkt zusammen. Dies gilt auch fiir die beiden C,. Dem zugehorigen
J-Punkt entspricht die Erzeugende der R,, welche L in einem nicht auf der O,
belegenen Punkt trifft. Durch Beseitigung von f‘Punkten konnen die 4 Doppel-
kurven sich in allen moglichen Weisen vereinigen. Oben ist doch von vornherein
angenommen, dass K ein selbstindiger Teil der Doppelkurve sein soll.

Da mit einer g, hier nur die Typen 3 und 6 auftreten, so kann nur fiir
1 und 3 von den Typen der vorigen Nummer eine Ebene durch 4 Linien existie-
ren. Dies ist auch leicht direkt zu zeigen. Wenn es eine solche Ehene gibt,
so miissen die beiden Erzeugenden, welche die g, schneiden, auch einander treffen,
was natiirlich auf K geschehen muss. Dies findet seinen Ausdruck darin, dass
die Verbindungsgerade der beiden C,-Punkte, welche in der Komplexebene von
D liegen, die Gerade L treffen. Ist dies der Fall, und enthilt die R, eine R,,
so muss L zu dieser R, gehéren, d.h. die obige Verbindungsgerade gehort zur
Leitschar der R,. Fiir die Bestimmung der R, geniigt ja eine einzige Linie, und
diejenige, welche durch D geht, liegt in der Komplexebene und trifft also die
oben besprochene Gerade. Wenn die Ry bei einer Ebene durch 4 Linien fiir die
By in Ry + Ry zerfillt, so muss L zur R, gehoren. Die oben besprochene Ver-
bindungsgerade von 2 C,Punkten trifft ja die R; in diesen Punkten doppelt und
dazu mnoch in der durch D gehenden einfachen Erzeugenden. Diese Linie kann

also nicht noch einen Schnittpunkt mit der R; auf L haben.
6 — 3298. Acta mathematica. 59. Imprimé le 16 février -1932.
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Wir finden mithin, dass unter den Typen der vorigen Nummer 4, 5, 6 und -
7 immer zu sich selbst reziprok sind. Im allgemeinen gilt dasselbe fiir den Ty-
pus 1; doch ist dieser in einem speziellen Falle zu dem Typus 5 dieser Nummer
reziprok. Der Typus 3 der vorigen Nummer ist im allgemeinen zum Typus 2
dortselbst und in einem speziellen Falle zum Typus 6 dieser Nummer reziprok.
Unter den Typen dieser Nummer kann 6 nie zu sich selbst reziprok sein. Eine
Ebene durch 4 Linien kann man sich ndmlich hier nur so denken, dass dieselbe
die Doppellinie und die beiden einfachen Linien, welche im vierfachen Punkte
zusammenstossen, enthielte. Wire aber dies der Fall, so liesse sich ein linearer
Komplex konstruieren, zu welchem die R, gehoren sollte. Letzteres ist unm'(')‘glich,
weil der Doppelkurve C, eine Doppeldeveloppable von der 3. Klasse entspricht
und umgekehrt. Dagegen kann, wie wir in Nummer 13 hervorgehoben haben,
eine Regelfliche vom Typﬁs 5 dieser Nummer einem linearen Komplexe ange-
horen, so dass die reziproke Fliche von demselben Typus ist. Den Beweis hier-
fiir haben wir in unserer Dissertation {p. 70) gegeben.

26. Es bleibt noch iibrig den Fall (¢) zu diskutieren. Die C, besitzt hier
eine Schar von Trisekanten. In einem speziellen Falle kann diese Schar zum
linearen Komplex gehdren und zihlt dann dreifach in der Bisekantenregelfliiche
(= Ry). Da es «? lineare Komplexe mit der angegebenen Eigenschaft gibt, so
kann die R, welche aus der R, noch iibrig bleibt, irgend welche von den «? R,
sein, welche sich aus Bisekanten der C, erzeugen lassen. Dies lisst sich tibrigens
auch aus dem Umstande beweisen, dass zwei Erzeugende einer solchen R, der
Schar von Trisekanten angehoren miissen. Die R, kann somit auch vom Cay-
LEYschen Spezialfalle sein, und dabei kann man die Leitlinie als Fundamental-
gerade L nehmen. Wir bekommen in solcher Weise die beiden Typen 17: 2 und
1.7: 3 mit einem dreifachen Kegelschnitte wieder.

In anderen Fillen enthilt der lineare Komplex zwei Trisekanten der C,.
Diese werden offenbar dreifache Erzeugende der R, und liefern die Abbildungen
der beiden dreifachen Punkte der R, welche nicht auf K liegen. Bei den Typen
21: 4, 5,6 und 24: 3,6, 7 gibt es einen Doppelkegelschnitt in einer Ebene durch
die doppelte Erzeugende. Nimmt man diesen Kegelsehnitt als K, so bekommt
man eine Abbildung, welche auf den Fall (e) fithren muss. Da wir von der
Doppelkurve schon Kenntnis haben, so verstehen wir, dass die R, in diesen Fillen _
zerlegt werden muss, und zwar fir 24:3 in R, + R, fiir 21: 4 und 24: 6 in 3 R,,
fiir 21:5 und 24: 7 in [2 Ry + R, und fiir 21:6 in [3R,]. Hiermit sind aber die
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noch iibrigen denkbaren Zerlegungsmoglichkeiten der R, erschépft. Nun ist aber
zu bemerken, dass man hier L bei festgehaltener Bisekantenregelfliche in andere
Lagen iiberfithren kann. Dann #ndert sich auch die R, so dass andere Typen
erhalten werden als diejenigen in den Nummern 21 und 24, von denen wir aus- -
gegangen sind. Fiir die Bisekantenregelfliche haben wir mithin noch die folgenden
5 Moglichkeiten:

a) Ry;

Der Iall ¢ kommt aber hier nicht eigentlich in Betracht. Wie man nim-
lich auch L nimmt, so gelangt man immer zu 21:6 zuriick. Der Fall y fithrt zu
24:6 bez. 21:4, wenn L gemeinsame Erzeugende fiir 2 By bez. alle 3 R, ist.
Riicken dann die zwei ersteren R, zusammen, so dass der Fall d herauskommt,
80 bekommen wir 24:7 bez. 21: 4. Endlich erhilt man im Falle 8 24: 3, wenn
L gemeinsame Erzeugende der R, und der R, ist.

Fiir solche Lagen, dass L einfache Erzeugende der Bisekantenregelfiiiche
wird, bekommt man somit neue Typen. Dazu kommt noch, dass im Falle « die '
B, eine doppelte Erzeugende haben kann ohne zu zerfallen, Wiihlt man diese
fiir L, so haben wir einen Unterfall o,, wobei also der allgemeinere Fall als o
bezeichnet wird. Die R, ist ja im allgemeinen vom Geschlechte 1. Die ent-
sprechende Doppelkurve der R, trifft den Doppelkegelschnitt K in 3 fPunkten,
welche auf die 3 Erzeugenden abgebildet werden, die L in nicht auf der C,
belegenen Punkten schneiden. Eine doppelte Erzeugende entsteht in der Weise,
dass fiir zwei (-Punkte die Komplexebenen die C, jedesmal im anderen Punkte
beriihren. Dabei verschwinden 4 Torsalen, so dass das Geschlecht um eins
erniedrigt wird. Esne solche Doppellinie macht also nur die R, rational.

Der Fall g zerlegt sich in drei Unterfille. Fiir 8, gehért L zur R, und
fiir 8, zur B,, doch so, dass, wenn die B, zum Cayrevschen Spezialfalle gehort,
und dabei L mit der Leitlinie zusammenfillt, man einen dritten Unterfall g,
erhilt.

Denkt man sich im Falle 8 zu gegebener C, eine bestimmte B, so hat man
noch unter ! linearen Komplexen zu wiihlen. Die Bedingung ist ja nur, dass

die Leitlinien in bezug auf den Komplex zu einander konjugiert sind, und diese
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Bedingung findet auch ihren Ausdruck im Cavreyschen Spezialfalle. Nun findet
man, dass fiir zwei dieser Komplexe die Ry in zwer Ry zerfdllt, so dass man von
B zum Falle y iibergeht. Wenn die Ry in 3 R, zerlegt wird, so miissen allen drei
R, die zwei Trisekanten der C, gemeinsam sein, die dem Komplex angehoren.
Die doppelte Leitgerade einer R, muss aber jede von diesen Trisekanten in einem
Punkte der C, treffen, und als Krzeugende der R, verbindet die Trisekante die
zwei iibrigen auf ihr belegenen Punkte der C,. Da jede E; eine Involution unter
den Punkten der C, definiert, so schneiden sich zwei R, in noch einer Erzeu-
genden, die dem gemeinsamen Paare der beiden Involutionen entspricht. Wir
gehen jetzt von einer bestimmten R, aus und nehmen als doppelte Leitlinie fiir
eine zweite R; eine Gterade durch zwei Punkte der C,, welche auf den zur ersten
R, gehorigen Trisekanten liegen, doch nicht auf der Leitgeraden. Diese Leitlinie
trifft die erste Ry in noch einem Punkte, und die durch diesen Punkt gehende
Erzeugende muss offenbar beiden R, gemeinsam sein. Nun kann man den line-
aren Komplex so bestimmen, dass dieselbe noch eine vierte Erzeugende der zweiten
R, enthilt. Diese R, muss dann vollstindig dem Komplexe angehdren. Man
ersieht, dass die doppelte Leitgerade der dritten R, die zwei noch iibrigen Punkte
der C; auf den Trisekanten verbindet. Es geht auch hervor, dass nach Festlegung
der ersten R; die Leitlinien der beiden letzteren R,;, und also die R, selbst, sich
in zwei Weisen bestimmen lassen. Der Fall y zergliedert sich in zwei Unterfille
7, und y,, wobei fiir y, die Gerade L Leitlinie einer zum Cayirvschen Spezial-
falle gehdrenden R, ist. v ‘
Wenn beide Trisekanten die C, beriihren, so dass keiner von den Beriih-
rungspunkten auf der Leitlinie der ersten R, liegt, fallen die beiden letzteren R,
zusammen, und wir bekommen den Fall d. Liegen andererseits die Beriihrungs-
punkte auf der Leitgeraden kann einer von den letzteren R, sich it der ersten
R; vereinigen. Da es vier die C, berithrende Trisekanten gibt, so gelangen wir
bei gegebener C, im allgemeinen bei 6 verschiedenen linearen Komplexen zum
Falle 0. Diese fallen aber alle zusammen, wenn die C, zwei stationire Tangenten
hat, und man erhiilt den Fall ¢ aber keinen Fall §. Beim Cavireyschen Spezial-
falle treffen einander die Tangenten in den beiden Punkten der C,, welche auf
der Leitlinie liegen; Da zwei Trisekanten zu einander windschief sind, kann im
Falle d die doppelte R, nie zu diesem Spezialfalle gehéren. Tiir die einfache R,
ist es aber mioglich. Wir denken uns in diesem Falle von einem auf der Leit-
linie belegenen Punkt der C, dieselbe auf eine Ebene projiziert. Die Spuren der
durch das Zentrum gehenden Erzeugenden der F,, auf welcher die C, liegt, seien
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0, und 0,. Die Spur P des Zentrums liegt dann auf der Geraden 0,0,. Als
Projektion erhdlt man eine C, welche eine Spitze in O, hat. Durch O, soll
eine Tangente der C, gehen, welche die C, noch in einem Punkte trifft, dessen
Tangente durch P geht. Dies lisst sich immer verwirklichen, indem man zuerst
P wihlt und dann in geeigneter Weise O, auf der Geraden O, P bestimmt. Hier
haben wir wieder zwei Unterfille d, und J,. Bei d, gehort die einfache R, zum

Cayievschen Spezialfallle und hat L als Leitlinie.

27. Insgesamt haben wir also 9 Mdoglichkeiten erhalten, die wir mit «, «,,
B1s Bs, Bs, 71, Ya» 01, 0, bezeichnet haben. Wir bekommen somit 9 neue Typen,
bei denen die Doppelkurve, wenn die obige Reihenfolge beibehalten wird, sich

in der folgenden Weise zusammensetzen lasst:

1) C, + Cy;

2) g, + C, + Cy;
3) C + C+ C;
4) 2Cy + Cy:

5) 2 G] + C;
L 6) 20, + 2Cy;
7) [2 G + 2 Cy;
8) 2 C; + [2 Cy;
9) [20) + [203)‘

Hat die (, zwei stationire Tangenten, so kann die zugehdrige abwickel-
bare Fliche zum linearen Komplexe gehéren. Wir sind dann im Falle 3. Die
R, wird dann auch eine abwickelbare Fliche. Dabei gibt es zwei Moglichkeiten.
Beriihrt L die C,, so ist die Kuspidalkurve eine C; mit zwei Spitzen, und die
Doppelkurve besteht aus einem Kegelséhnitte und einer ;. Dieser Typus ist
zu sich selbst reziprok. Die Kuspidalkurve liegt demnach auf einem K,. Wir
haben hier einen Fall, der wenig bekannt zu sein scheint. Doch findet sich der-
selbe in unserer Dissertation (p. 102). Im anderen Falle schneidet L die C, in
zwei verschiedenen Punkten. Die Kuspidalkurve wird dann eine C; mit 4 Spitzen,
und die Doppelkurve besteht aus zwei Kegelschnitten. Unter den 4 Spitzen ent-
sprechen zwei den stationiiren Tangenten‘und die beiden anderen den Tangenten
in den Punkten, welche die C, auf L hat. Die reziproke Fliche hat als Kus-

! Es ist uns in unserer Dissertation nicht gelungen, die Existenzfrage fiir den Typus 9 zu
erledigen,
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pidalkurve eine C, mit einem Doppelpunkte. Es handelt sich also hier um einen
sehr bekannten Typus.

Beim Typus 6 gehen beide C; durch die 4 dreifachen Punkte der E;. Diese
4 Punkte verteilen sich in zwei Paare, durch welche je eine C, geht, so dass die
beiden C, einander in keinem solchen Punkte treffen. Uberdies trifft jedes Paar
von den 4 Kurven einander in einem jf-Punkte. Wir ersehen hieraus, wie man
unter Beseitigung von jfPunkten zu Typen mit weniger Zerlegung der Doppel-
kurve gelangen kann. . ‘

Da fir 4, 6 und 8 die doppelten C, in verschiedener Weise riicksichtlich
der dreifachen Punkte als in den Nummern 21 und 24 orientiert sind, so erfolgt
auch hier der Ubergang zu doppelten Beriihrungskegelschnitten in ganz anderer
Weise. Dies muss niimlich hier so geschehen, dass die 4 dreifachen Punkte
paarweise sich nidhern, so dass dieselben am Ende unmittelbar duf einahde:
folgen. Reziprok gilt es fiir Berithrungsdoppelkurven C;, dass die 4 Ebenen durch
3 Linien paarweise zusammenriicken. Was die reziproken Re; betrifft, so sind 7
und 8 zu einander und 9 zu sich selbst reziprok. Die Typen 3 und 6 sind im
allgemeinen zu sich sélbst, doch in speziellen Fillen zu den Typen 2 und 4 der
Nummer 25 reziprok. '

28. Fiir die Typen 1, 2, 4 und 5 gibt es aber keinen Bestandteil der Doppelde-
veloppablen von der Klasse 2, und die reziproken Flichen miissen aus diesem
Grunde neue Typen liefern. Dieselben werden durch die folgende Zusammen-
setzung der Doppelkurve charakterisiert:

) G+ Gy

2) g2 + Cy + Cg;

3) 2Cy + Oy

4) 2 G + C,.

Als ein Spezialfall vom Typus 3 kann, wie in der vorigen Nummer ange-
deutet wurde, eine abwickelbare Fliche auftreten. Als Kuspidalkurve hat man
eine C; mit einem Doppelpunkte, der einen vierfachen Punkt fiir die Fliche dar-
stellt. Es gibt noch eine abwickelbare Ry, die statt 4 dreifacher Punkte einen
vierfachen Punkt besitzt. Die zugehoérige Kuspidalkurve haben wir in »Regel-
flichen I», p. 367 gegeben.

Beim Typus 4 dieser Nummer konnen die 4 dreifachen Punkte der R, nicht
durch einen vierfachen Punkt ersetzt werden. - Die reziproke Fliche, welche wir
im Typus 3 der vorigen Nummer haben, wiirde ja dann eine Ebene durch 4
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Linien besitzen. Dies wiirde erfordern, dass zwei in bezug auf den Komplex
konjugierte Bisekanten der C, die Gerade L schuneiden sollten. Letzteres ist aber
unmoglich, da in diesem Falle L die Leitlinie einer dem Komplex angehorenden
R; ist, welche simtliche L treffende Bisekanten enthilt.

Dagegen treten bei den Typen 1, 2, 3 dieser Nummer Untertypen mit einem
vierfachen Punkte auf. Diese stellen sich also neben 1, 2, 3, 4 von Nummer 25,
welche ja auch Untertypen von 1, 3, 4, 6 der vorigen Nummer bedeuten. In
der Tat imnn noch mehr speziell in den genannten 4 Fillen der Nummer 25
eine Ebene durch 4 Linien éxistieren, so dass die Doppelkurve der reziproken
Fliche sich auch wie die urspriingliche durch einen sechsfachen Punkt, und zwar
im vierfachen Punkte der R,, auszeichnet. HEs geniigt, wenn wir dies fiir den
am meisten spezialisierten Fall mit der Doppelkurve 2 C, + 2 C; nachweisen. Da
die Bisekantenregelfliche eine R, als Teil enthilt, so soll die C, auf einer I,
liegen, fiir welche das eine System von Erzeugenden dem Komplexe angehort.
Diese F, konnen wir als gegeben annehmen und auch den Schnittpunkt mit L
fixieren, wo D liegen soll. Wir nehmen dann zwei beliebige in bezug auf den
Komplex konjugierte Linien, welche L treffen, und setzen fest, dass die C, durch
die 4 Schnittpunkte dieser Linien mit der F, gehen soll. Projizieren wir nun
die €, von D aus auf eine Ebene, so erhalten wir einen Kegelschnitt durch 4
Punkte. Den gegebenen Bedingungen wird somit durch einen Biischel von C,
" geniigt. Die Leitschar der R, wird hierbei auf einen Geradenbiischel projiziert,
wobei die Linien, die beim Komplexe einander entsprechen, Paare einer Involu-
tion bilden. Man findet nun leicht, dass fiir zwei C, des Biischels die Linien
der Leitschar, welche die C, beriihren, Paare der genannten Involution sein
miissen. Dann zerfillt auch die Ry in R, + 2 Ry, und wir sind im Falle, wo
die Doppelkurve aus 2 C, -+ 2 C, besteht. '

Beim Typus 2 der vorigen Nummer ist die C; rational und hat zwei drei-
fache Punkte. Dieselbe trifft die g, in vier Punkten, und durch zwei von diesen
geht die erginzende C,. Sucht man fiir diese (; die Trisekantenregelfliche, so
ergibt sich unmittelbar, dass fiir dieselbe die C, vierfache Kurve sein muss. Man
versteht hieraus, dass die fragliche R, aus zwei verschiedenen R, von dem be-
trachteten Typus besteht. Die g, ist gemeinsam, aber die ergidnzende C, fiir die
zweite R, schneidet offenbar die g, in den anderen beiden Punkten der C;. Fiir
den Typus 2 dieser Nummer oder die reziproke Ry gilt, falls die R, 4 dreifache
Punkte besitzt, der ganz entsprechende Satz, so dass die Trisekantenregelfliche
der Doppelkurve (g aus zwei verschiedenen R, besteht. In diesem Falle gibt
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es aber einen Untertypus mit einem vierfaclien Punkte. Dieser Punkt ist fiir
die (g ein dreifacher Punkt. Fiir ihre Trisekantenregelfliche erweist sich jetzt
die Oy bloss als dreifache Kurve. Darum enthilt letztere Regelfliche ausser der
B nur eine R,. Zur Bestitigung hiervon lisst sich nachweisen, dass auf einer
"R, C; mit den in Rede stehenden Eigenschaften existieren. Der dreifache Punkt
muss natiirlich auf der doppelteﬁ Leitgeraden liegen, und man hat zu erwarten,
dass von den drei Zweigen zwei der einen und der dritte der andeljen Schale
der R, angehdren sollen. Wir betrachten jetzt die bekannte Abbildung der By
auf eine KEbene, wobei die einfache Leitlinie auf einen Punkt 4 und die dop-
pelte auf eine Gerade ! abgebildet werden, so dass koinzidierenden Punkten ver-
schiedener Schalen Paare einer Involution auf ! entsprechen. Eine C,, welche
nicht durch 4 geht und auf [ in einem Punktpaar der Involution einen Doppel-
punkt und einen einfachen Punkt hat, ist dann das Bild einer C; von der ge-
suchten Beschaffenheit.

29. Die vorangehenden Entwicklungen lassen sich auch auf die R, mit
einem einfachen Xegelschnitt anwenden. Nach einem bekannten Satze gibt' es
einen solchen Kegelschunitt bei allen rationalen R, ausser denjenigen, welche eine
einfache oder doppelte Leitgerade besitzen. Eine ebene Bildkurve erhilt man,
“wenn entweder die Leitgerade vierfach ist oder eine Erzeugende mit einer drei-
fachen Leitgeraden koinzidiert. Diesen Fall lassen wir hier ausser Betracht.

Da die Bildkurve eine C, mit drei Punkten auf L sein soll, so erhalten
wir einen Unterfall, wo die C, einen Doppelpunkt hat, der auf L liegen muss.
Die Bedeutung hiervon ist, dass zwei unter den drei Erzeugenden, welche in der
Ebene des Kegelschnitts belegen sind, zwar von verschiedenen Punkten ausgehen,
aber den zweiten Schnittpunkt mit dem Kegelschnitt gemeinsam haben. Dieser
Fall trifft ein, wenn der dreifache Punkt der B, auf dem einfachen Kegelschnitte
liegt, gibt aber zu keinen besonderen Typen Veranlassung. ‘

Wir diskutieren also nur den Fall, wo man als Bildkurve eine C, der zwei-
ten Art hat. Die Unterlage fiir die Diskussion haben wir in Nummer 26 ge-
geben. Frstens kann die R, in eine dreifache R, und eine E; zerfallen. Wir
bekommen dann zwei Fille mit einer dreifachen Leitgeraden (= d,), wobei im

zweiten Falle L auch zur R; gehort. Fiir die Doppelkurve hat man:

1) dy + Cy;
2) dy + g, + C;.
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Es bleiben noch die 5 Méglichkeiten «, 8, 7, 0, ¢ der Nummer 26 iibrig.
Bei @ kann man einen Unterfall erhalten, indem zwei Erzeugende in der Ebene
des Kegelschﬁitts in eine Doppelerzeugende zusammenriicken. Die Bedingung
hierfiir, dass fiir zwei Punkte der C, auf L die Komplexebene die Tangente im
anderen Punkte enthiilt, lisst sich offenbar erfiilien. Man bekommt demnach
die 6 Fille:

I) 16;

Hat die Bildkurve C, awei stationire ‘Tangenten, so kann die Zugehorige ab-
wickelbare Fliche zum Komplexe gehoren. Die beiden im Komplexe enthaltenen
Trisekanten der C, miissen dann eben die stationdiren Tangenten sein; also ist
L eine von denselben. Man bekommt so als einen Spezialfall von 3 den ein-
‘zigen Typus von abwickelbaren R;.

V.

Ergiinzende Betrachtungen.

30. In den letzten beiden Abschnitten haben wir simtliche Typen ratio-
naler R, hergeleitet, bei denen die Doppelkurve sich so zerlegen lisst, dass we-
nigstens ein Teil von jeder Erzeugenden in nur einem Punkte getroffen wird.
In gewissen Fillen haben wir die Typen der R, sogar vollstindig bestimmt, nim-
lich bei einer dreifachen Erzeugenden oder zwei Doppelerzeugenden oder endlich
einer einzelnen Doppelerzengenden, die aus zwei Torsalen zusammengesetzt wird,
fir welche entweder die Torsalebenen oder die Torsalpunkte zusammenfallen.
Fiir die etwa noch ibrigen Typen kann also hichstens eine gewdhnliche Doppel-
erzeugende vorkommen. Als die allgemeinsten Typen ohne oder mit nur einer
Doppelerzeugenden hat man

1) Cy;

2) gy + Cy.

Dabei ist fiir 2 der Fall, wo die Doppeldeveloppable sich auf eine dreifache

Developpable dritter Klasse reduziert, als einen besonderen Typus zu betrachten,
7—3298. Acta mathematica. 59. Imprimé le 16 février 1932.
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wie wir bereits in Nummer 22 von »Regelflichen I» hervorgehoben haben. Die
fraglichen beiden Typen sind auch unter den Regelfliichen vertreten, die einem
linearen Komplexe angehéren. Man versteht auch, dass die in den Nummern
24, 25 und 27 hergeleiteten Typen, wo von vornherein die Existenz eines Dop-
pelkegelschnitts vorausgesetzt wurde, als Spezialisierungen der obigen beiden
Typen zu betrachten sind.

Ubrig bleibt noch die Méglichkeit, dass die Doppelkurve zwei Teile enthiilt,
welche von jeder Erzeugenden in zwei Punkten getroffen werden. Als hierbei
denkbare Typen hat man die 4 folgenden: '

3) O+ Gy

4) 2 Cy;

5) 92 + Oy + G5
6) [2 Cy. '

Sdmtliche sechs Typen in dieser Nummer sind zu sich selbst reziprok. Die
Feststellung, ob der Typus 6 mit zwei unmittelbar auf einander folgenden dop-
pelten C; existiert, bietet Schwierigkeiten und gelang mir in meiner Dissertation
nicht. Die Typen 3, 4 und 5 haben schon in bekannten abwickelbaren Flichen
Reprisentanten; dabei die Typen 3 und 5 in zwei zu einander- reziproken Wei-
sen, je nachdem die eine oder andere Doppelkurve in eine Kuspidalkurve iiber-
geht. Ist fir 3 die C; Kuspidalkurve, so muss dieselbe 4 Riickkehrpunkte be-
sitzen un'd auf einer eigentlichen F,, also nicht auf einem K, belegen sein. Im
reziproken Falle ist die Kuspidalkurve eine C, von der zweiten Art ohne statio-
nire Tangente. Unter 5 gehort dagegen der Fall, wo als Kuspidalkurve eine C,
mit einer stationdren Tangente auftritt. In dem hierzu reziproken Falle ist die
Kuspidalkurve eine C; mit zwei Spitzen und einer stationiren Tangente. Wenn
endlich 4 in eine abwickelbare Fliche iibergeht, so hat man als Kuspidalkurve
eine auf einer eigentlichen F, belegene D; mit zwei Spitzen und ohne stationire
Tangente.! Durch Spezialisierungen erhiilt man andere Typen von abwickelbaren
R, Betreffend dieselben sei auf die Nummern 14, 17, 27 und 28 der gegen-
wirtigen Arbeit verwiesen. '

Die Typen 1—j5 zergliedern sich in Unterabteilungen, indem die Regelfliiche
entweder einen vierfachen oder vier dreifache Punkte besitzen kann, sowie, dualis-

tisch entsprechend, entweder eine Ebene durch vier Linien oder vier Ebenen durch

! Auf einen Unterfall hiervon, wo die Kuspidalkurve einen mit zwei Spitzen und einem
Doppelpunkte dquivalenten dreifachen Punkt besitzt, haben wir in Nummer 28 anfmerksam gemacht.
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drei Linien. Vier Kombinationen sind hier mdglich, welche auch alle bei den
Typen 1—4 vorkommen. Fiir den Typus 5 ldsst sich aber die Kombination mit

einem vierfachen Punkte und einer Ebene durch vier Linien nicht verwirklichen.

31. In den Typen 3—6 haben wir Beispiele von Regelflichen, welche sich
in solcher Weise herstellen lassen, dass man zwischen den Punkten einer ratio-
nalen Kurve eine involutorische (2, 2)-Korrespondenz herstellt und die entspre-
chenden Punkte durch gerade Linien verbindet. Da man die Kurve birational
auf einen Kegelschnitt abbilden kann, so besteht hier ein Zusammenhang mit
dem Problem der Poncererschen Polygone. Zu jeder rationalen Kurve bekommt

5

man auf diese Weise o® Regelflichen, die den «® symmetrischen Relationen

entsprechen, wo f(e, §) vom zweiten Grade in den Parametern « und p ist. Es
ist nur eine Bedingung erforderlich, damit f(«, §) in zwei Faktoren ersten Grades
zerfalle, welche gewohnliche Involutionen definieren. Unter' den oberwihnten o«
Regelfliiichen lassen sich also oo* zerlegen. Zwei Involutionen ersten Grades
haben bekanntlich ein gemeinsames Paar, und umgekehrt zerfillt f(«, 8) immer,
wenn zwei Werte «, 8 einander gegenseitig doppelt entsprechen.

Ist die rationale Kurve eine C, der zweiten Art, so werden simtliche o?
Regelflichen R, Es 'liegen dann vier Paare entsprechender Punkte auf Trise-
kanten der C,. Durch den dritten Punkt der C, auf einer solchen Trisekante
gehen offenbar drei FErzeugende der E;. In diesen Punkten haben wir mithin
die vier dreifachen Punkte der R;, und die Restdoppelkurve, welche im allge-
meinen eine C; ist, hat in denselben Doppelpunkte. Entspricht auf einer Tri-
sekante ein Punkt der C, den beiden iibrigen, so wird diese Trisekante eine
doppelte Erzeugende der R,.

Ist die rationale Kurve eine C, mit D, so definiert die (2, 2)-Korrespondenz
eine R;, wenn nur nicht die Zweige durch den Doppelpunkt einander entsprechen.
Da mithin durch D vier Erzeugende gehen, so ist dieser Punkt ein vierfacher
Punkt der R;, und die C;, welche als Restdoppelkurve auftritt, hat hier vier
Zweige, so dass je zwei von diesen den einzelnen Zweigen der C, zugeordnet
werden. Sieht man die Sache unter dem Gesichtspunkte, dass die R, eine (2, 2)-
Korrespondenz unter den Punkten dieser Cj definiert, so findet man, dass im
Punkte D die Zweige des einen Paares denjenigen des anderen entsprechen. Soll
die R, unzerlegbar sein, so kann dieselbe nur in solcher Weise eine Doppeler-
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zeugende bekommen, dass die beiden Punkte der C,, welche mit einander im
Doppelpunkte koinzidieren, einen und denselben entsprechenden Punkt haben.

Hat die R, als Doppelkurve eine C; mit 4.0, so sollen die beiden durch
jeden Punkt D gehenden Zweige einander entsprechen. Dies gibt fiir die (2, 2)-
Korrespondenz 4 Bedingungen. Die C; ist also Doppelkurve fir ©!' R, Es
gibt einen Fall, wo simtliche diese »' R, zerfallen. Wir betrachten eine Cj,
welche auf einem K, liegt und in der Spitze einen D sowie drei anderwirts be-
legene D besitzt. Die Erzeugenden des K, bestimmen dann auf der C; die Paare
einer Involution. Unter diesen Paaren gehoéren drei zu der nicht auf der K-
Spitze belegenen D. Die (2, 2)-Korrespondénz‘ und die Involution sollen also
mindestens 3 gemeinsame Paare besitzen. Die Anzahl der gemeinsamen Paare
ist aber bekanntlich nur 2, falls nicht die (2, 2)-Korrespondenz die Involution als
Teil enthdlt. In diesem Falle tritt also der K, als Teil in simtlichen ! R,
auf. Die restierende Schar von ! R, oder die entsprechende Schar von !
Involutionen auf der Cj ist dadurch bestimmt, dass man ein entsprechendes Paar
im Doppelpunkte auf der K,-Spitze hat.

Auch in einem anderen Falle treten Ausnahmeverhiltnisse ein, nimlich wenn
fir die C,;, welche auf einer eigentlichen F, oder auf einem K, belegen sein
kann, drei D durch einen dreifachen Punkt (= D,) ersetzt werden. Alle Tan-
genten im dreifachen Punkt liegen dann in derselben Ebene, der DyEbene, was
im allgemeinen nicht fiir einen dreifachen Punkt. einer Raumkurve der Fall ist.
Die Bedingungen fiir die drei einzelnen D iibertragen sich sofort auf demn D,
dass die drei Zweige durch denselben einander gegenseitig entsprechen sollen.
Bei dem oben angedeuteten Zusammenhange mit den Poncererschen Polygonen
liegt dann der Schluss nahe, dass die Erzeugenden der R, sich in geschlossenen
Tripeln anordnen lassen. In der Tat ist hier die Schar der R; dadurch charak-
terisiert, dass eine dreifache Leitgerade sich in der D, Ebene bewegt. Wie man
leicht sieht, kommt eine Doppelerzeugende hinzu, welche durch den noch iibrigen
vierten D geht.

32. Wir betrachten jetzt den Fall, wo die B, eine auf einer eigentlichen
'F, belegene C; mit 2 D als Dopﬁelkurve besitzt. Bei der (2, 2) Korrespondenz
sollen die Zweige in den beiden D einander entsprechen. Da dies zwei Bedin-
gungen macht, erhilt man zu derselben C; «?® R,. Die fragliche Korrespondenz
hat mit der anderen (2, 2)-Korrespondenz, bei welcher entsprechende Paare auf
einer Trisekante der C; liegen, vier Paare gemeinsam. Da die Bedingung fiir



Uber die Regelfisichen sechsten Grades ohne Leitgerade. 53

die beiden D zwei von diesen absorbiert, so bleiben nur zwei iibrig, welche zu
zwei gemeinsamen Erzeugenden der I'; und der R, Anlass geben. Die dritten
Punkte der C; auf diesen beiden Trisekanten werden offenbar dreifache Punkte
der R, und haben fiir die Restdoppelkurve, welche ja im allgemeinen eine an-
dere C; ist, die Bedeutung von 2 I). Soll es nun moglich sein, dass die beiden
doppelten C; unmittelbar aunfeinander folgen, so miissen die neuen I) mit den
beiden urspriinglichen koinzidieren. Die gemeinsamen Erzéugenden der I, und
der Rg gehen also dann durch die beiden D). Wir bezeichnen mit P, und P,
die beiden Punkte der bs, welche in einem 1) koinzidieren, und mit ¢ den Punkt,
welche die der Trisekantenschar angehorende Gerade, die mit D inzident ist,
noch ausschneidet.! Nach den obigen Bedingungen sollen bei der (2, 2)-Korre-
spondenz P, und P, ein Paar und entweder P, und @ oder P, und ¢ ein anderes
Paar bilden. Insgesamt bekommt man fir die beiden D vier Bedingungen, so
dass es sich jetzt bloss um eine Schar von o' R, handelt.

Soll nun die C; eine Berithrungsdoppelkurve der R, sein, so muss dieselbe
Ebene die beiden durch einen Punkt der Kurve gehenden Erzeugenden und die
Tangente im Punkte enthalten. Fir ¢ bestimmen nun die Tangente und die
Brzeugende durch D die Bei‘ﬁhrqusebene der.FQ. Man bekommt demnach fiir
den anderen Punkt, der mit @ in der (2, 2)-Korrespondenz ein Paar bildet, zwei
Moglichkeiten. Derselbe muss nimlich auf einer von den beiden Erzeugenden
der F, liegen, welche den Punkt ¢ als Schnittpunkt haben. Von diesen Erzeu-
.genden gehort eine zu einer Schar E, von Bisekanten der (5, und wir bezeich-
nen mit B den anderen Punkt der Kurve, welchen dieselbe enthilt. Hat man
nun in @ und R ein Paar der (2, 2)-Korrespondenz, so hat Jetztere mit der In-
volution, deren Paare auf den Erzeugenden der R, liegen, drei Paare gemeinsam,
néimlich noch diejenigen, welche zu den beiden D gehiren. Die (2, 2)-Korrespon-
denz muss mithin die Involution als Teil enthalten. Hiermit ist dquivalent, dass
die R, in die R, und eine R, zerlegt wird. Fiir die R, hat man hier vier Mog-
lichkeiten, da ja fiir @ der entsprechende Punkt entweder P, oder P, sein kann,
und man eine dhnliche Wahl fiir den anderen D hat. Es gibt aber noch die
Moglichkeit, dass @ sowohl P, als P, als entsprechende Punkte bei der (2, 2)-Kor-
respondenz hat. Diese Korrespondenz hat dann mit der anderen (2, 2)-Korre-

spondenz, fiir welche entsprechende Punkte auf derselben Trisekante der Cj liegen,

! Des Raumersparnisses wegen gehen wir nicht anf die Modifikationen ein, welche notig
sind, wenn entweder D in eine Spitze iibergeht oder eine Tangente im D-Punkte mit der Erzeu-
genden der ¥, zusammenfillt.
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mehr als vier Paare gemeinsam. Dieselben miissen also zusammenfallen und die
Ry in die dreimal gezihlte Schar von Trisekanten degenerieren. ‘

Eine ¢; mit zwei D kann auch auf einem K, belegen sein. " Die (5 geht
dann einfach durch die K,-Spitze. Untersucht man, ob eine solche C; Beriih-
rungsdoppelkurve einer R, sein kann, so erhilt man als Resultat den dreifach
gezihlten K;. Die FKrzeugenden des K, verbinden die entsprechenden Punkte
einer Involution. Awuf diese Weise erhilt man den K, ein mal. Als Perépektiv-
kegel von der Spitze zihlt derselbe zwei mal.

33. Soll es also wirklich eine C; geben, welche als Berithrungsdoppelkurve
einer R, auftreten kann, so muss diese C; einen dreifachen Punkt besitzen. Fiir
die R, muss dieser Punkt einen vierfachen Punkt bedeuten. Da die reziproke
Fliche offenbar von demselben Typus sein muss, so hat die By auch eine Ebene
durch vier Linien. In dieser Ebene besitzt die By einen einfachen Kegelschnitt,
den wir als Fundamentalkegelschnitt K wihlen konnen. Wir kénnen also die
Transformation anwenden, welche den Entwicklungen des vorigen Abschnitts zu
Grunde liegt, und bekommen als Bildkurve eine C;, die vier Punkte auf der
Fundamentalgeraden L hat. Zu dieser Oy gibt es noch eine andere Quadrise-
kante, den vier Krzeugenden entsprechend, welche im vierfachen Punkt zusam-
menstossen. Es ist bekannt, dass eine C, mit zwei Quadrisekanten auf einer F,
liegen muss. Dabei treffen die Erzeugenden des einen Systems die Cj in je vier
Punkten und diejenigen des anderen Systems in nur je einem Punkte. Ubrigens
ist es ja leicht dies direkt zu beweisen. Wenn die vier Linien in einer Ebene
vom vierfachen Punkt der I ausgehen, so schliesst sich die andere Gerade aus
der Schar der Quadrisekanten. unmittelbar an L. Die R, gehort dann zu einem
linearen Komplexe. ‘ '

Soll nun die Ry als Doppelkurve [2 C;] haben, so muss fiir jeden Punkt der
. Bildkurve die Komplexebene dieselbe in zwei anderen Punkten berithren. Fillt
einer von diesen Punkten mit dem Ausgangspunkte zusammen, so hat die Kom-
plexebene dortselbst drei (oder fiinf) Punkte mit der Kurve gemeinsam. Da die
Ordnung der Bildkurve 5 ist, so umbhiillen diese Komplexebenen eine abwickel-
bare Fliche von der Klasse 5. Diese Fliche muss in der Doppeldeveloppablen
der Bildkurve enthalten sein. Nach den CayLeyschen Formeln hat man 8 als
Rang der Bildkurve, und jede Tangente schneidet folglich 4 andere. Bei dem
Teil der Doppeldeveloppablen, von welch‘gm oben die Rede war, wird aber eine
Tangente nur von zwei anderen getroffen. Es entsteht also die Bedingung, dass
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die Doppeldeveloppable der Bildkurve zerfallen muss. Hier scheint es natiirlich
zu vermuten, dass dies in zwei Teile 'sein muss, welche beide von der Klasse g
sind. Nach den Cavievschen Formeln hat man doch im allgemeinen 12 als
Klasse der Doppeldeveloppablen. Hat aber die Bildkurve 2 hyperstationére Tan-
genten, so wird die Klasse um 2 erniedrigt und also nur 10. Da man in diesem
Falle leicht bestitigt, dass die Doppeldeveloppable in zwei Teile von der Klasse
5 zerfillt, so liegt der Schluss nahe, dass bei [2 ;] als Doppelkurve der R, die
Bildkurve eine (; mit 2 hyperstationiren Tangenten sein muss. .

In der Tat ist dies auch der Fall, wie wir jetzt beweisen wollen. Es soll

in der Schar der Quadrisekanten sechs geben, welche die Bildkurve beriithren.
Unter diesen werden wenigstens vier von denjenigen beiden absorbiert, welche
zum Komplexe gehdren. Man folgert ndmlich leicht aus den Bedingungen, dass
eine solche Linie die Bildkurve hochstens in zwei verschiedenen Punkten treffen
kann. Da bekommt man drei Mdglichkeiten. Krstens kann die Linie eine hyper-
stationéire Tangente und also mit dre; einfachen Tangenten Hquivalent sein. Fiir
den Beriihrungspunkt hat man dann die oskulierende Ebene als Komplexebene.
Zum Komplexe gehort dann auch die durch den Punkt gehende Erzeugende der
Iy, welche die Bildkurve einfach schneidet. Die zweite Moglichkeit ist, dass
die Linie die Bildkurve in zwei Punkten einfach beriihrt. Fiir jeden von diesen
Punkten muss man als Komplexebene die oskulierende Ebene haben. HEs gehen
also durch diese Punkte die beiden dem Komplexe angehdrenden Erzeugenden
der F,, welche die Bildkurve einfach schneiden. Drittens kann die Linie eine
gewohnliche stationdre Tangente sein; die Komplexebenen fiir die auf der Linie
belegenen Punkte der Bildkurve beriihren dann nicht, wie in den beiden vorigen
Fillen, die I, .in den Punkten. Sind nun die dem Komplexe angehorenden
Quadrisekanten nicht beide hyperstationire Tangenten, so muss es wenigstens
noch eine andere solche Linie geben, welche die Bildkurve beriihrt. Diese Linie
muss offenbar in der Komplexebene eines Punktes P der Bildkurve belegen sein,
der nicht mit der Linie inzident ist, und man versteht hieraus, dass die Linie in
zwei verschiedenen Punkten beriihren muss, so dass es eine andere solche Linie
nicht geben kann. Die Erzeugende durch P, welche die Bildkurve einfach schnei-
det, muss dann zum Komplexe gehéren. Der Komplex muss aber noch eine
~andere Erzeugende derselben Schar enthalten. Diese muss offenbar durch einen
Punkt der Bildkurve gehen, der auf einer zum Komplexe gehorenden Quadri-
sekante belegen ist. Letztere Linie kann offenbar in diesem Falle keine hyper-

stationdre Tangente sein und muss also die Bildkurve in zwei verschiedenen
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Punkten beriihren. Dann wiirden wir aber auf den Widerspruch stossen, dass
der Komplex noch zwei Erzeugende der F, aus der die Bildkurve einfach schnei-
denden Schar enthalten sollte. Wir bekommen mithin das erwarterte Resultat,
dass die Bildkurve zwei hyperstationire Tangenten haben muss, die zum Kom-

plexe geh5ren sollen.

34. Andererseits gehort eine abwickelbare Flidche, fiir welche als Kuspidal-
kurve eine C(; mit zwei hyperstationiren Tangenten auftritt, zu einem linearen
Komplexe. Nimmt man diesen als Fundamentalkomplex und als Fundamental-
gerade L die eine hyperstationire Tangente, so hat man die Abbildung einer
abwickelbaren R;, welche den Fundamentalkegelschnitt K einfach enthiilt. Fiir
diese Fliche ist offenbar die Fundamentalebene eine hyperstationire Ebene. Der
anderen hyperstationiren Tangente der Bildkurve entspricht ein vierfacher Punkt
der abwickelbaren R;, in welchem die Kuspidalkurve zwar einen dreifachen
Punkt, aber doch nur einen Zweig, haben soll. Es muss dann mdoglich sein die
Kuspidalkurve durch die Parameterentwicklung

(1)

darzustellen. TFiir «=o0 haben wir die hyperstationire Ebene z=o0 und fir
a = o« den dreifachen Punkt x =y =w =o0.

Da nun in der vorigen Nummer die beiden hyperstationdren Tangenten der
Bildkurve zum linearen Komplexe gehéren, so liegt der Schluss nahe, dass, falls
eine R, mit [2 C;] als Doppelkurve existiert, diese C; eben dieselben Singulari-
titen wie die Kuspidalkurve oben haben und also die Darstellung (1) zulassen
muss. Den Beweis, den ich hierfiir geben will, habe ich sofort nach dem FKr-
scheinen meiner Dissertation gefunden. Doch war es mir damals noch unbe-
kannt, dass sich [2 C;] als Doppelkurve einer R, nicht noch auf andere Weisen
realisieren lésst.

Als Bedingung haben wir, dass die durch einen beliebigen Punkt der C;
gehenden beiden Erzeugendeh der R; eine Ebene bestimmen sollen, welche die
Téng‘ente enthilt. Tn der FEbene liegt dann noch eine dritte Linie, welche die
(s nochmals schneidet. Offenbar besteht zwischen dem Anfangspunkt und End-
punkt dieser dritten Linie eine ein-eindeutige Beziehung, welche sich durch eine '
Projektivitit im Parameter ¢ ausdriicken lassen muss. Dabei werden natiirlich

=o und a= Koinzidenzpunkté, so dass man fiir die Projektivitit
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e
~1

(2) - ' o =ka

bekommt. Bezeichnen wir nun mit 8 den Parameterwert fiir den anderen End-
punkt einer Erzeugenden der R, so ergibt sich die Bedingung

1, @, al, o’
o, 1, 2q, 5 at
(3) g 9 . . |=o0
1, ke, ko, o
I B, g, B

Nach Beseitigung von unwesentlichen Faktoren erhalten wir hieraus
(4) B+ (k + 2)Ba + (K* + 2k + 3)a* = 0.
Setzen wir 8= Au, so ergibt sich hieraus

(s) MPHk+2)A+ B +2k+3=0.

Den zwei A-Werten, welche man hier bekommt, entsprechen im allgemeinen ver-
schiedene Regelflichen, und nur dann dieselbe Regeiﬂﬁche, wenn die beiden -
Werte zu einander invers sind. A_lso hat man

(6) E+2k+2=0

als Bedingung fiir [2 C;] als Doppelkurve. Fine Kwrve (1) ist somit Beriihrungs-
doppelkurve fiir zwei verschiedenen Ry, welche doch nicht reelle Gestalt annehmen
konnen.

Zur Erginzung wollen wir untersuchen, wann zwei zur Regelfliche, die
durch die Projektivitit ¢’ = A« definiert wird, gehdrenden Erzeugenden mit den
Endpunkten «, e bez. 3, i3 einander schneiden. Wir bekommen die Bedingung

I 2 5

, a®, «
1, Ae, i, A%

(7) . i = 0.
I! ﬂ’ ﬂ b ﬁ"

R LY LY

8—3298. Acta mathematica. 59. Imprimé le 18 mars 1932,



58 ' A. Wiman.
Nach Beseitigung der Faktoren « — 8, « — A8, Ae — 8, erhiilt man hieraus
(8) (o + B2 + 2 + 1) + aB(l + 1) =o.

Aus (5) hat man, wenn auch (6) gilt,

+k+2=0o0.

Do |

(9) : L+

I

Setzt man in (8) = pe, 1 + 3

+ % + 2 =0, g0 ergibt sich

(10) (04 1)(e* + 1) + zu=o.
Nun hat man .

(11) (x+1){x+2) —x=u>+ 2%+ 2.
Ist » also eine Wurzel von (6), so lisst sich (10) durch
(12) ul+ 1+ (x+2)u=o0

ersetzen. Die Losungen fir 4 werden demnach A und % Eine Erzeugende «, ia

trifft also im allgemeinen zwei andere Erzeugende in nicht auf der Cj bele-
genen Punkten. Diese Punkte gehoren zu der zweiten 5 welche als Doppel-
kurve der Regelfliche auftritt. Fiir die speziellen -Werte, welche durch (5) und
(6) bestimmt werden, schliesst sich diese zweite C, unmittelbar an die erste C; an.

35. In »Regelflichen I>; Nummer 16 haben wir 87 als die Anzahl der
Typen von rationalen R; mit einer Leitgeraden angegeben, wobei von den Fiillen,
die einer linearen Kongruenz angehoren, abgesehen wird. Da wir in Nummer 16
dieser Arbeit zwei neue Typen gefunden haben, so soll 89 die richtige An-
zahl sein.

Dortselbst wurde auch 355 als die Anzabl der Typen rationaler R4 ohne
Leitgerade angegeben. Von diesen wurden 3 in »Regelflichen I», Nummer 22
behandelt. Fir die ibrigen 52 sei auf die folgenden Nummern in der vorlie-

- genden Arbeit verwiesen:
14: 1—06;
17: 1—3;
19: 1—3;



Uber die Regelfiichen sechsten Grades ohne Leitgerade. k 59

21: 1—6;
22: 1—06;
23: 1, 2;
24: 1—7;
27:1—9;
28: 1—4;
30: 1—6.

Bei dieser Unterscheidung von Typen haben wir nicht auf die Moglichkeiten,
dass die R, einen vierfachen Punkt oder eine Ebene durch vier Linien besitzen
kann, Riicksicht genommen. Doch haben wir es im Texte versucht auch diese
Fragen klarzulegen. A

Die in den Nummern 21, 22 und 23 aufgefithrten 14 Typen charakterisie-
ren sich durch eine singulire Doppelerzeugende, indem dieselbe aus zwei Tor-
salen besteht, welche entweder gemeinsame Torsalebene oder gemeinsamen Torsal-
punkt haben. Unter diesen haben 6, ndamlich 21: 3, 5, 6 und 22: 3, 5, 6, ent-
weder einen doppelten Berithrungskegelschnitt oder einen doppelten Oskulations-
kegelschnitt. Berﬁhrungsdoppeikurven kommen auch bei 10 anderen Typen vor,
ndmlich 17:3; 19:3; 24:5,7; 27: 5,7, 8,0; 28:4; 30:6.

Ich finde jetzt, dass simtliche diese 55 Typen in meiner Dissertation auf
die eine oder andere Weise Erwihnung gefunden haben. Eine in einer anderen
Richtung gehende Ausserung in »Regelflichen I», p. 366 bezog sich auf 23: 1, 2.
Ich hatte dann nicht bemerkt, dass auf diese Typen in meiner Dissertation,
p- 95, 96 hingewiesen worden ist. Dagegen habe ich erst in dieser Arbeit die
"Existenz der beiden Typen 27:9 und 30: 6 klargelegt.

Bei Epce ist auf solche Moglichkeiten, dass Doppelerzeugende einen ver-
schiedenen Kinfluss auf die Ordnung der Doppelkurve und die Klasse der Dop-
peldeveloppablen haben koénnen, oder dass verschiedene Teile der Doppelkurve
unmittelbar an einander riicken, nicht eingegangen worden. Als drei noch bei
ihm fehlende Typen sind 14:5, 24:6 und 27:6 hervorzuheben. Das charakte-
ristische fiir diese drei Typen ist, dass jeder Teil der Doppelkurve von den Er-
zeugenden in nur einem Punkte getroffen wird. Wir hatten ja fiir die Doppel-
kurve die Zerlegungen: 2g, + 4 Cy; 9; + 3C, + Cy; 2 Cy + 2 ;. Wir bemerken,
dass es auf keine ernsthafte Schwierigkeit stosst, wenn man diese Typen in sol-
cher Weise herleiten will, dass man drei von den Doppelkurven als Leitkurven
nimmt. Ubrigens ist im Texte mehrmals auf derartige Beispiele eingegangen worden.
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Die bedeutenden Verdienste, welche nach meiner Auffassung der Arbeit
von Epce zuzuerkennen sind, liegen also nicht in der Vollstindigkeit bei der Auf-
zihlung der Typen. Seine Darstellung scheint mir streng und einwandfrei. Man
versteht nur nicht, wie seine Behauptung am Schlusse, dass dort simtliche vor-
kommenden Typen aufgezihlt werden, durch die vorhergehenden Entwicklungen
-begriindet wird.

36. Von noch drei Verfassern hat man Veroffentlichungen iiber R,. Hier ist
erstens J. BeresTEDT' zZu nennen, der insbesondere die rationalen R, mit ein-
facher, dreifacher oder vierfacher Leitgerade behandelt hat. Dazu kommen noch
rationale £y mit doppelter Leitgerade und einem vierfachen Punkte, sowie solche
ohne Leitgerade mit zwei zusammenstossenden doppelten Erzeugenden. In mei-
ner Dissertation habe ich die Arbeit von BeresTEDT eingehend beriicksichtigt.
Gewisse Berichtigungen sind zu machen. Doch scheint mir diese Abhandlung
nicht ohne Wert zu sein.

Den ersten Versuch eine vollstindige Eiunteilung der B; nach der Beschaf-
fenheit der Doppelkurve auszufiihren hat K. Fink® gemacht. Er scheint aber in
einem seltenen Grade fiir diese Arbeit unvorbereitet gewesen zu sein. Dieses
Sachverhiltnis moge durch einige Beispiele beleuchtet werden. So hat er drei
Fille (A: 28¢; B: 17¢; C: 12a), wo die Doppelkurve aus einem dreifachen und
einem doppelten Kegelschnitt mit o, 1 oder 2 Doppelerzeugenden besteht. Eine
Erzeugende wiirde also hier nicht 4 sondern nur 3 andere treffen. Nicht besser
verhilt es sich mit den Fillen (B: 21; C: 12b), wo die Doppelkurve aus einer
gewundenen (, und entweder zwei ebenen (; oder einer ebenen (), und einer
C, besteht. Und was soll man endlich von seiner Untersuchung der Gleichung
Af? + Bfyfy + Cf'* =o sagen, wo A, B, C konstante Grossen und f;, f;’ Funk-
tionen vom Grade 3 in den Koordinaten des Raumes bedeuten sollen. Die wirk-
liche Bedeutung dieser Gleichung scheint er nicht erkannt zu haben, sondern
meint, dass dieselbe eine R, bezeichnen konne, und untersucht diese R4 in allen
ihren Spezialfiillen. .

Mit der Einteilung der R, nach der Beschaffenheit der Doppelkurve ha
sich V. SyypEr in 5 verschiedenen Arbeiten beschiftigt. Bei der Abfassung der
drei ersten® waren ihm die schon ausgefiihrten Arbeiten auf dem Gebiete noch

L Om regelytor af sjetie graden. Diss. (Lund, 1886).

® Uber windschiefe Flichen im allgemeinen und ins besondere diber solche des sechsten Grades.
Diss. (Aus dem Korrespondenzblatt fiir die Gelehrten und Realschulen Wiirtembergs, 1887.)

# Amer. J. of math. XXV (1903) p. 59, 85, 261.
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unbekannt. Als inzwischen seine Aufmerksamkeit darauf gelenkt wurde, dass
die Sache schon behandelt war, nahm er die Frage in zwei neuen Arbeiten'
wieder auf. Als das hierbei angestrebte Ziel wurde angegeben »to complete
Wiman's results by deriving the equations and to add those which he over-
looked». Uber diese Verbesserungen habe ich nur zwei Angaben bei ihm finden
konnen. Er bemerkt erstens, dass ich nicht die Fille, wo eine Leitgerade mit
einer oder mehreren Erzeugenden inzident ist (»Wiman does not distinguish be-
tween them»), besonders aufnehme. Dies gilt zwar bei der Aufzihlung der Typen.
Im Texte habe ich aber den fraglichen Unterschied durchgefiihrt. Die zweite
Bemerkung (»These forms are not mentioned by Wiman but he notices the
omission p. 95») bezieht sich auf die beiden Typen 11: 3, e; und 11: 3, 8; in
»Regelflichen I». Man darf wohl dieselbe nicht so verstehen, dass diese Typen
zuerst bei SxyDpER Erwihnung gefunden haben sollten.

Dagegen gibt Sxyper nicht diejenigen Fille besonders an, welche bei ihm
unstreitiz neu sind. Das sind drei Typen mit einer gewohnlichen dreifachen
Leitgeraden, welche er so bezeichmnet: »¢} + ¢} + 3¢% ¢ + ¢f +2¢% + g% ¢} +
+ ¢; + 3¢°». Die Rg hat also hier drei Doppelerzeugende (»Finally two of these
may become tacnodal or the three may become oscnodal or all may unite in a
triple generator»). Die dreifache Leitgerade verlangt hier, dass die C, drei
scheinbare Doppelpunkte haben soll. Der Grad 6 erfordert, dass die Leitgerade
durch einen Punkt der C, geht. Die Leitlinie trifft dann eine Trisekante der
C, in einem nicht auf der C, belegenen Punkt, welche dreifache Erzeugende der
Ry wird. Dieser Fall findet sich richtig schon bei Berestepr. Wie SNYDER
hier die dreifache Erzeugendé als Spezialisierung von drei Doppelerzeugenden
erhalten hat, vermag ich nicht zu erkliiren.

In meiner Dissertation gelang es mir nicht die Frage nach der Existenz
der beiden Typen [2 Cy) + [2 G, sowie (2 C;] klarzulegen. Fiir SxypEr machte
dies natiirlich keine Schwierigkeit. Auch diese Leistuﬁg hat er nicht als von
ihm selbst herrithrend hervorgehoben. Den schwierigsten Fall, denjenigen mit
[2 G5, wo die O 2 D besitzt, hat er sogar, im scharfen Gegensatze .zu meinen
Resultaten in Nummer 32, realisiert. Hier mag es geniigen die Begriindung fiir
dieses iiberraschende Resultat anzufithren. »If a rational C; with two double
points be given and upon it a (1, 1)-correspondence with one value of the para-
meter at each node as selfcorresponding element, the resulting seroll will have this

! Amer. J. of math. XXVII (1905), p. 77, 173.
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5_0:; as tacnodal curve.» Wir begniuigen uns hier mit der kleinen Bemerkung,
dass die erhaltene Regelfliiche eine Rg wird, fiir welche die beiden D vierfache
Punkte bedeuten. Die Bedeutung der beiden sich selbst entsprechenden Elemente
besteht darin, dass in denselben sich je zwei Torsalpunkte vereinigt haben, und
hat nichts damit zu tun, ob dieselben in die D verlegt sind. Die Bedingung fiir
eine R; ist eine ganz andere, nimlich dass in den D die beiden Zweige einander
entsprechen. Nur wenn die D in Spitzen tbergehen, erhidlt man bei der obigen
Brzeugungsweise R,.

Upsala, 2 December 1931.

Bemerkung zu den Schlusszeilen.

Hier muss doch bemerkt werden, dass, falls die Tangenten in den beiden
Spitzen der C; Erzeugende der die C; enthaltenden F, sind, der Beweis in Num-
mer 32, dass die C; keine doppelte Berithrungskurve einer R sein kann, nicht
anwendbar ist, und dass auch in der Tat dieser Fall eine Ausnahme bildet. In der

Parametergestalt kann ja die Gleichung der C; z:y:2: w=0a": d?

:a®: 1 geschrieben
werden, woraus man sieht, dass die zugehorige abwickelbare Flidche einem linearen
Komplexe angehoren muss. Verbindet man dann jeden Punkt der Kurve mit den
beiden Punkten, welche noch in der oskulierenden Ebene des Punktes liegen, so
bekommt man eine dem linearen Komplexe angehorende Ry, fiir welche die Cj
eine doppelte Beriihrungskurve darstellt. Dieser Fall lisst sich also sehr viel
einfacher erledigen als derjenige, den wir in Nummer 34 untersucht haben, und
steht offenbar auch mit allgemeineren Resultaten in Zusammenhang. Auf den-
selben bin ich doch erst jetzt aufmerksam gemacht, und zwar bei Kenntniss-
nahme der Ergebnisse einer Arbeit von Sxyper (American Journal XXVIII,
1906), in welcher es sich um rationale abwickelbare Flichen in einem linearen
Komplexe handelt. In einer noch spiteren Arbeit (American Journal XXIX,
1907) hat Sxyper ganz allgemein die Bestimmung der zu einem linearen Kom-
plexe gehorigen abwickelbaren Flichen auf das einfache Problem der auf einem
K, belegenen Kurven zuriickgefiihrt; diese Arbeit griindet sich auf die in unserem
ersten Abschnitt erérterten Beziehungen.



