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Introduction. 

M. BOREL a g4n4ralis4 autrefois le th4or~me de M. PICARD de la mani~re 

su ivan te ' :  ,f(z) fi~ant une fonction m~romorphe d 'ordre ~ et 9(z) une fonction 

m~romorphe d'ordre inf~rieur, l 'exposant  de convergence des racines des ~qua- 

t ions f ( z ) - - g ( z ) = o  est ~g~l '~ # sauf pour  deux fonctions 9 (z )au  plush. M. JULIA 

a compl~t~ le th~or~me de 3~f. PICARD en ~tablissant l'~nonc~ que voiciz: ~f~z) 

~tant u n e  fonction enti~re il existe une direction singuli~re arg z--~gp telle que 

f(z) prend dans l'angle l arg z - - ~ [ <  ~, quelque soit ~, une infinit6 de fols routes 

les valeurs, saul  une au plus , .  Ce r~sultat  de M. JULIA a ~t~ fitendu par M. 

O S T R O W S K I  a ~outes les fonctions m~romorphes d 'ordre posit if  (il y a alors deux 

valeurs exeep~onnelles possibles), s Dans  un r~eent m~moire M. VALIROZ~ a fitabli 

la proposition suivante4: ~f(z) fitant une fonct ion m~romorphe d 'ordre positif #, 

2~(z) une fraction r&tionnelle e t  e > o un  nombre  posit if  arbi t ra i remeut  petit  il 

existe une suite de cercles C,~f) de cenL-res g,, et  de rayons ~,,Iz, I [lim ~n=o] 

telle que route ~quation de la forme 

( I ) f(z) - -  R (Z) = 0 

i Lemons su r  les fonc t ions  m t r o m o r p h e s .  Par is .  Gauth ie r -Vi l l a r s ,  I903, p. 66. 
ffi A n n a l e s  de EeoIe N o m a l e ,  3 s~rie, 36, I919, p. IO7. 

s M a t h e m a t i s c h e  Zei t schr i f t ,  Bd. 29, 1925, p. 2 5 7 - - 8 .  
4 Ac ta  m a t h e m a t i c a  52, 1929, p. 82, t h r  I X  e t  X.  
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poss~de au moins [ z .  [.0-~ racines dans le cercle C, d~s que . ~ ~(s, ~)  sauf pour  

deux fractions rationneUes l~(z) au plus. [Si ~ =  oo le hombre  de racines sera 

[z,[ m~ o~ l imrn , -~oo ,  la suite (m~} pouvant  d~pendre du choix de R(z).] I1 

existe donc une ~direc~ion de Borel~ x arg  z----~p telle que l 'exposant  de conver- 

gence des racines des ~quations (x) contenues  dans l 'angle  [ a r g z - ( p [ ~  est ~gal 

~, quelque soit ~, saul pour  deux  f rac t ions  rat ionneUes au plus.L> 

Je  me propose de mont re r  que l 'on peut  remplacer  dans cet  ~nonc~ de ~I. 

VALXRO~ l 'ensemble des f rac t ions  rat ionnel les  R(z) par  l 'ensemble des fouctions 

9(z) m~romorphes et  d 'ordre  inf~r ieur  ~. ~: on obtien~ ainsi un  compl~men~ du 

th~or~me de M. BOREL par fa i t emen t  analogue au compl~ment du th~or~me de 

M. PXCARD tr0uv~ par  M]K. Ju~,~x et  OSTROWSKI. ~ 

Les r~sultats de ce m~moire on t  ~t~ r~sum~s daus une Note  parue aux 

Oomptes Rendus de l 'Acad~mie des Sciences de Par is  le I juilleg I929. 

x. Supposons d 'abord,  pour  fixer les idles,  que r o r d r e  Q soit fini. D'apr~s 

les th~or~mes cites de M. X~rALIRON il existe une suite infinie de cercles C~ 

de centres zn et  de rayons kn [ l i m z ~ - ~ o o ,  l i m l ~ l ~ o  ] o S f ( z ) p r e n d  plus de 

[z,[ p-~ fois tmute valeur, saul  au  plus celles don t  Ies representa t ions  sph~riques 

I 
sont  incluses dans deux peti ts  cercles don t  les rayons  tendent  vers z~ro avec - .  

n 

Nous  pouvons ~videmment supposer  que k,  ~ x. 

I1 r~sulte de cet ~nonc~ qu' i l  existe une suite part iel le  (C,k) des cercles 
Q--e 

Cn telle que f(z) prend  plus de r ,  k fois ( r , ~ i z ,  D u n e  au moins des valeurs 

o, x, oo, la valeur oo par  exemple,  dans le cercle C~ k d~s que /c>k~. Iqous 

continuerons ~. d~signer cek~e suite part iel le  par  (C,} .  (Si c '~tait  la valeur o ou 

~--e I I 
I qui serait  prise plus de r ,  k lois il suffirai% de remplace r f p a r ~  ou p a r ~ - - ~ ,  

dans tons les ra isonnements  qui su iven t )  

x G. VALIRON loc. cir., p. 69. 
2 les ~nonc~s de ~I. ~rALIROlff sont plus precis que l'~nonc~ cit~ darts le texte. 
s ~][. WILLIAMS a consider6 comme probable un th~or~me analogue relatif aux directions de 

Julia des fonetions enti~res, il l'a ~tabH en supposant que les g(z) appartiennent ~ une classe 
particuli~re de fonctions enti~res d'ordre nul (Rend. del Circolo Mat. di Palermo 52, I928, p. 373 
--415). Les r~sultats de M. WILLIAMS son~ plus 1)r~cis que les nttres en ce qui concerne les rayon s 
des cercles Ct~. 



Sur les directions de Borel des fonctions m6romorphes. 199 

Nous supposerons qu'il existe une suite partielle (C.~} (on l 'appelera encore 

{C~}) telle que les 3 ~quations: 

f(z)--g~(z)=o, f(z)--g,_(z)--~o, 9~e)--gs(z)----o, 

or les g,(z) sont 3 fonctions m6romorphes d 'ordre < ~ < Q  [g,(z)~gk(z) si i#k] ,  
n 'au ron t  qu'au plus r~ racines dans chaque cercle C." concentrique ~. C~ et de 

rayon 4ok~ et nous arriverons s tree contradict ion:  ceci 6tablit  v is ib lementnotre  

proposition. 

Posons: 

h (z) - -  g" (~) - -  g '  (z) ]lz) -- g, (~) g~(~) _g, (~)  ~(~) = h(~) 
- -  f ( ~ ) _ g ~ ( z )  

Choisissons des nombres fixes /~, a, ~ qui sat isfont  aux in6galit6s: 

~ < / ~ < a < Z < q  

et d~signons, par a~ ( m =  I, 2, 3 , . . - )  les z~ros et  les p61es des fonctions:  g~, g~,gs, 
ainsi que les z6ros des fonctions f - -g l , f - -g~ , f - -ga ,  gl~g~, gl--g3, g~.--g3 qui 

sont contenus dans l 'ensemble des cercles 0~'. On constate de suite que tous 

les z6ros et p61es de 9(z) et t o u s l e s  z6ros de [~0(z)--I] contenus dans les 0~' 

fon t  partie des points am. Les fonct ions f--g~ (i-~ I, ~, 3) n 'ont ,  d'apr~s l'hypo- 

th~se, que r~ z~ros au plus dans 0~', les au~res fonctions consid6r6es 6rant routes 

d 'ordre < �9 elles auront  aussi moins de r~ de z6ros et de pbles dans ce cercle, 

"~ points a= s i n  est assez grand; on volt donc que On' contient  moins de I 2 ~  

d~s que n > n  o . 

D6crivons de chaque point am eomme centre un  cercle Am de rayon [a~l-~. 

Puisque k,, > i tandis que la somme des diam~tres des eerele A,, contenus dans On' 

�9 I 

est infiniment petite avec - (car �9 </~) il existe une cireonf6rence I z - z ~  I =  In 
n 

( k ~ < / ~ < 2 ~ )  qui ne passe par aueun de cercles Am, on peut  d'ailleurs supposer 

que cette circonf6rence ne passe pas par  des z6ros des fonctions:  f(e),J~e)--I, 
f ( z ) - -2 ,  et  des pbles de f~z). 

2 .  Sur la eireonf6renee Iz--z.l=  it  ezi te ,,n po i . t  oa Z'on. Ig--hl > 
> e--I~nl ~. 
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Supposons que e .  t o . t  po int  de la eireonf~renee 

[z- -z . [  ---- &. Rappelons nous que a'apr~s une proposition eonnue sur le minimum 

de module des fonetions enti~res on a, clans les C.', en aehors des eercles A~ 

(z) I log la, I I < ~ ,  I log Ig,-g~ll < ~", I loglh] l  < ,~ (i, k = ,, z, 3) 

s i n  est assez grand. 

Or f = h �9 gs--gl  + gs 
9 - - h  

on aura donc sur I~ - - z , l=& d'apr~s l'in~g'a~t~ I ~ o - h l ~ e  - '~ et les relations (z): 

I l l  > e " - ~ " ' - -  e"' 

done I l l - - ' =  (puisque ~ < a ) ,  uniform~ment avee n. De plus, la, I par exemple 

est moindre que e ~ ,  j tend done uniform6ment v e r s o  et "-~ I; en appH- 

quanf alors le prineipe de variation de l 'argument et en d6signant par P.(~) et 

~V.(~b) les nombres des p61es e~ des z6ros respectivement de la fonetion ~(e) 

dans le eercle [ z - z , l ~ l n  on aura 

d'o5 

Or, ~videmment, 

il vient done 

: v . ( f ) -  p . ( f )  = ~ v . ~ - g , )  - ~e. ( / ' -g , )  

~v.(f) = ~v . ( f -gx )+  ~ . ( / ) - ~ . ( / - g , ) .  

t , , , ~ -  ~ , , ( . : - g , )  _< P.@,)  

iv. Cf)-< l v . ( f - g , )  + P.(g~) < 2 r.'. 

D'aubre par~ l'on aura aussi Ifl ~endan~ vers 0o sur la circonf~rence I~-~.1=~: 

i v . ( / - i ) - P . ( f - ~ ) - -  N . 0 9 -  ~ . t f )  

i v . ( / - z ) - P . O ' - z )  = i v . 0 9 -  P . ( / )  

done 

~r~(f--I) = -N'n(j~ < 2rn r 

~V.tf--2)  < Z~. ~ 
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f ( z )  prendrai t  donc clans C= ~ moins de 2 r~ lois les trois valeurs o, ~, 2; ceci est en 

contradic t ion avec le thdorbme de M. VAL~RO~, citd au ddbut.  

3. Consid~rons les circonfdrences F~ de centres  ~ ,  de rayons b, compris 

en t re  4kn et  5k~ et qui ne r encon t ren t  pas les cercles A~.  

I I  existe sur F~ un po in t  o~ I~ol < e ~ .  

Supposons que l 'on air le long de /-'~ I~01--- e ~ ,  comme on y a aussi Ihl < e "= 

on volt que ~0-h  -+ ~ (car z </~). En  d~signant  par  ~r.(~0) et  P.(~p) les nombres 

de z~ros et de pbles de ~p(z) dans Fn nous  aurons  donc: 

e~ par  suite 

Or  

il vient  donc 

2r  h) = ~v,,(~) + 2 . (~ - -h ) - -  P.(~) 

-hrn(~p--h) < I4r~.  

f =  gsqD - -g lh  
~p - -  h 

~.be) _< lV.(~--h) + P,,(g~) + io. (q~) + io.(h) + P.(~)  < Q,~ 

Q 6rant un nombre fixe. 

Fn contien~ cependant  Cn s son int6r ieur  nous sommes donc en contra- 

dict ion avee l 'hypoth~se de d6but. 

s 

4. ill existe sur  T ,  un  po in t  o~ 191-- er'- 

T d~signant 1~. fonet ion eonnue de M. ~l~.vx~Lis~x formons  les fonetions 

T[b~, ~0(z+fl~)] [j '~erirai pour  abr6ger T(b. ,~0);  b, e'est  le r ayon  du eerele 

Fn,  fl~ son centre]; en ut i l isant  les in~gnlit~s eonnues s il vient :  

i l e  cercle  ]z--znl=ln c o n t i e n t  l e  cerc le  Cn "~ s o n  in t~r i eur .  

t Les fonctions gl, g2, ga sont d'ordre inf~rieur ~ v e t  l e  r a p p o r t  ]z_[I tend vers un. Tn 

$ 

T(r, f l  +f2 + " "  + f ,)  <- T(r , f , )  + T(r,f=) + . . .  + T(r, fa) + logs. 
26--30834.  Acta mathtmatlca. 86. Imprim6 le 12 septembre 1930. 
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r (b . ,  f )  < z r (~. ,  9) + r (~ . ,  m) + r (~ . ,  g~) + z r (b . ,  h) + 

+ log 4 --  log I r -- h I~=#~ �9 

O r  s u r  Fn n o u s  a v o n s  log Ig, I < '~, log Ihl < , ~  ( i =  ~, z, S) (car c e s  fonctions 

sont d'ordre inf~rieur ~. ~ e~ nous sommes en Oehors des eereles A~). D'autre 

part le nombre de pbles des fonctions g .  h, 9 clans le eerele I z - # . l < 5 / c ~  est 

moindre que ~zrl (ear ee eerele est eontenu dans ~.') tandis que leur distance 

du point #,, ezt -->,'7", s 6taut un hombre fixe. Si done p(x) d~signe le nombre 

de pbles de routes ees fonctions clans le cerele I z - - # . l < z  on aura 

b n 5 k n 

f f I2r~ p(x) d~ < n 

d x x 
o r ~  

d x  < Q1 r~, log r .  

0 5  Q~ est fixe. Rappelons nous que log I~v--hl..=~>---I#,,I ~ (w 2) et supposons 
2 

que I~o]<e" le long de F.: on volt que le second membre de (3) ne d@asse 

a+, (s > o  est arbitrairement petit si n est assez ~and).  O r f  a plus de pas ~ 

7~-' pSles dans le cerele coneentrique s F .  et de rayon 3k. (puisque ce cercle 

contient le cercle C.) donc le i ~ membre de (3) est sup~rieur 's 

f d X = l o g  3 .  ~-,  
t J  

Nous arrivons donc de nouveau ~ une contradiction. 

5. $e dis en~in qu'il existe sur F~ un point y~ oh l'on a simultangment: 

I~o1<~ ~', 19o--hl> ~, 19o'1>~-". 
En effet, d'apr6s les w 3 et 4 il e~ste  sur eette eireonf6renee un point P~ 

X 
o5 I ~ l = e  "~ et un point q. o5 I ~ l = e  "n. D~signons par •.  le premier point o5 

l 'on a I ~ l = e  r~ rencontr6 en suivant l'arc P.Q~ dans le sens direct du Pn vers 

Q~ et par Sn le dernier point oh l'on a ]~l~-e r" ( ~ < a < ~ )  que l'on rencontre 

en suivan~ l'arc :P~R~ de P~ vers /~n. Sur tout l'arc S.R~ les deux pre- 

mieres in~galit6s ~. d~montrer sont v6rifi6es (la seconde r6sulte de la relation 
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IqD--hl~l~l--lhl>e~"--e ; si la troisibme ne l'6tait en auoun point de cet aro 

on aurait, puisque 

= ~s,, + f 9~'(z)dz, q~ R,, 
q,] 

~n m,, 

I qPR,~ I <- ern -4- Qr.e -rn Q ~tazat fixe 

ceci es~ cependan~ impossible. 

6. ~I. VXLIRO~ a 6tabli la proposition suivante~: *Soit g(z) une fonction 

mgromorphe dans le cercle ] z l < R  , n'y prenant que _h r fois au plus les valeurs 

o, r, ~ .  On suppose que la plus course distance de l 'or i~ne aux points off g(z) 
prend ces valeurs o, I, ~ soit --> ~ et que Ig'(o)l ~ o .  Alors 

T R, g < 363flog + ~21og, lg(o)l + 4log/~.lg,(o)l + 0 

C ~tant une constante absolue.,> 

Considgrons les cercles /~rn de centres aux points ~,,, dont les p~riph~ries 

i 
ne rencontrent pas les cercles A~ et de rayons - e ,  compris entre Iok ,  et IS k,. 

2 

(Les cercles Iz--7~] < e, sont contenus dans les C~', tandis que les cercles con- 

centriques de rayons 8 k, contiennent les C~ s l'int~rieur.) Appliquons l'in~galit6 

de M. VALIRO~ s la fonction ~(z+7,, ) clans le cercle Iz[~e=. On pourraprendre 

pour i~ r le nombre I2 r~ e~ pour ~ le nombre r~ -~ (s fixe). I1 viendra donc, en 

tenant  compte des rdsultats du w 5 et du fair que ks > I 

T [~ e,, q~(z+ 7n)] < Qr~ log r~% I2 r~ + 4 r ~ +  U Q ~tant~ fixe 

ou encore 

quelque petit que soit ~ d~s que n > m. 

tloc. cir., p. 7 I, Thdo~me VI. 
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Or nous avons l'in~gaHt~ analogue ~. (3) du  w 4: 

il vient donc en tenant  compte des in~galit4s qui sont  satisfaites au point 7~ et 

en raisonnant  comme au w 4: 

Cependan~, j~z) a plus de. 

8k~, si donc i~(z) d~signe le nombre de 

il vient: 

o 8 /~  

~ - '  pbles dans le cercle de centre 7~ et de rayon 

ces pbles dans le cercle Iz--y~,[ < z 

-~ log-54- ~ - ' ,  

il en rdsulte immddiatement  que 

en contradiction avec le r~sultat precedent. 

7- Si Q = o o  il suffit de s 'appuyer  sur la proposit ion su ivante ' :  ~I1 exis~e 

une suite infinie de cercles C, de centres g~ et de rayons / c ~ / l i m z , = o o ,  

a-- 

L n ~  

JLm ~=o[ off f(g) prencl .plus de ,~.[P-lois (U_m| 2 route valeur saul  

au plus celles dont  les repr&entat ions  sph~riques sont incluses dans deux petits 

I 
cercles dont les rayons tendent  vers z~ro avec -~  et de raisonner exactement 

de la m~me mani~re que darts le cas de l 'ordre fini. 

' G. YALrRO~, lOC. cit. 
s La suite p~ ne ddpend que de Is fonction f(z). 


