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Einleitung.

In einigen friiheren Arbeiten' sowie in einem Buche iiber Methoden der
mathematischen Physik? habe ich gezeigt, in wie einfacher Weise man die klas-
sischen Sturm-Liouvilleschen Eigenwertprobleme fiir gewohnliche und partielle
lineare Differentialgleichungen vom Standpunkt der Variationsrechnung aus be-
herrschen kann. Wenn auch gerade auf dem Gebiete dieser Eigenwertprobleme
die Theorie der Integralgleichungen vielleicht ihre grossten Erfolge aufzuweisen
hat, so glaube ich doch, dass letzten FEndes nicht der Umweg iiber die Integral-
gleichungen sondern der unmittelbar dem Probleme adidquate Ansatz von der
Variationsrechnung aus dazu berufen ist, vollstindige Klarheit in den hier wal-
tenden einfachen Verhiltnissen zu schaffen und zur endgiiltigen Gestalt der Theorie
zu fithren. Diesen Gesichtspunkt mochte ich in der vorliegenden Abhandlung
zur Geltung bringen, indem ich zeige, dass von der Variationsrechnung aus sich
ohne jede Schwierigkeit die Theorie einer sehr umfassenden Klasse von Kigen-
wertproblemen in vollig naturgemisser Weise entwickeln lisst. Diese Problem-
klasse enthilt die Sturmschen Eigenwertprobleme gewohnlicher und partieller
Differentialgleichungen, sowie die neuerdings vor allem von A. Kneser behan-

! Vgl. vor allem: Ueber die Eigenwerte bei den Differentialgleichungen der mathematischen
Physik, Math. Zeitschr. Bd. 7.
* COURANT-HILBERT, Methoden d. math. Physik. I, Berlin, 1922.
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delten Probleme »bei Belastung», ebenso auch Aufgaben, die auf Eigenwertpro-
bleme von Integro-Differentialgleichungen fiihren, wie sie z. B. in der Theorie
der thermo-elastischen Erscheinungen' oder in der Theorie der Elektrokapillaritit
(z. B. bei Schwingungen elektrisch geladener Seifenblasen) oder bei der Behand-
lung des Wirmeausgleiches in einem Medium mit Wirmeleitung und Wirmestrah-
lung auftreten. Dariiber hinaus aber eroffnet sich ein weites Feld von Fragen,
das man bisher wohl kaum beachtet hat, und welches mir eine grosse Mannig-
faltigkeit neuartiger Erscheinungen einzuschliessen scheint. Auch abgesehen von
dem wunmittelbaren Gegenstande dieser Abhandlung diirften diese Probleme fiir
die Weiterentwicklung der Variationsrechnung iiberbaupt von Interesse sein. Es
handelt sich um Variationsprobleme, aus denen statt der iiblichen Randwertauf-
gaben FKulerscher Differentialgleichungen vielgestaltige Typen von Funktional-
gleichungen entspringen; fir ihre Behandlung liefert durchweg der Variations-
ansatz den Schliissel.?

Ich mochte nach einigen elementaren Vorbemerkungen im 1. und 2. Kapitel
die betreffenden Variationsprobleme und die zugehirigen Eigenwertprobleme auf-
stellen, sodann im 3. Kapitel die Frage nach der Entwicklung willkiirlicher Funk-
tionen nach den Eigenfunktionen, bezw. die Frage nach der Vollstindigkeit dieses
Funktionensystemes erdrtern und schliesslich im 4. Kapitel auf den Existenzbeweis
fiir die Losungen unserer Probleme eingehen, wobei ich mich allerdings auf den
Fall e¢iner unabhingigen Veriinderlichen beschrinken will, da ich die weiterge-
henden Fille an anderer Stelle gemeinsam mit der Theorie der Randwertaufgaben
partieller Differentialgleichungen zu behandeln beabsichtige. — Ubrigens ist zum
Verstindnis von Kap. 3 und 4 nicht die vollstindige Kenntnis der vorangehenden
Entwicklungen notwendig. — In den ersten drei Kapiteln isl die Ewistenz der
Loésungen eine iiberall zugrunde liegende Voraussetzung.

Wenn ich es nicht vermeide, elementare oder schon anderweitig gesagte
Dinge hier zu wiederholen, so folge ich dabei dem Bestreben, ohne Heranziehung
anderer Literatur und ohne spezielle Vorkenntnisse verstindlich zu sein.

! Auch diese Aufgaben sind von Kneser und einigen seiner Schiiler untersucht worden. Vgl.
z. B. A. KNEsSkR, Integralgleichungen, 2 Aufl. Braunschweig 1922.

? Nach Beendingung des Satzes bemerke ich, dass Herr Guipo FUBINI schon frither, von
der Variationsrechnung ausgehend, Probleme formuliert und behandelt hat, die mit den hier eror-
terten gewisse Beriihrungspunkte besitzen. »Alcuni nuovi problemi di calcolo delle variazioni con
applicazioni alla teoria delle equazioni integro-differentiale.» Annali di matematica, Serie 3, Band
20, 1913.
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Yorbemerkungen.

Alle Eigenwertprobleme der Analysis erscheinen als sinngemisse Verallge-
meinerungen des algebraischen Eigenwertproblemes, welches bei der Hauptachsen-
transformation der Flichen zweiter Ordnung oder bei der Theorie der kleinen
Schwingungen in der Mechanik diskreter Massenpunkte auftritt. Hier handelt es
sich stets um die Aufgabe, zwei gegebene quadratische Formen

n

D [x: -’L'} 1—2 Aik X; Lk (aik = aki)
i, k=1

Hlz, x] ':2 bir x: xx (bir, = b

Lk=1

n
von n Variabeln durch eine lineare Transformation x; ==Y ¢ y; gleichzeitig in die

i=1

Gestalt

Dz, ] :2 ayi H [z, x) =ibi?/?
i~1 i=1

zu transformieren. Wir setzen dabei voraus, dass eine der beiden Formen, etwa
die Form H, positiv definit ist; dann koénnen wir b; =1, a; = 4; setzen. Wenn
auch die Form D positiv definit ist, so sind die A; positive Grossen. Denken wir
uns die Werte 4; so angeordnet, dass 4; <A, 4, ist, so erhiilt man sie der Reihe
nach durch die Losung der folgenden Minimumprobleme: Es soll zunfichst der
Quotient I): H zum Minimum gemacht werden. Das entsprechende Wertsystem
der Variabeln sei x; =¢;. Es sei so gewihlt, — nur die Verhiltnisse der Grossen
x; sind bestimmt — dass H [x, x| = H[t',#!|==1 wird. Dann ist

D[z, x)= D[t t'| =4,.
Zweitens bestimmen wir unter allen Wertsystemen z; welche der Bedingung
Hz, t'|=o0

geniigen, — es bedeutet H [z, y] = Zb”‘ ziyr die Polarform von H, ebenso wie
i, k=1
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D [z, y] die Polarform von D bedeutet' — ein solches Wertsystem x; = {; fiir welches
D:H = Min. wird und wiihlen H [¢% {}]=1. Dann wird D [, 3] =4,.

Fahren wir in derselben Weise fort, so erhalten wir in den Grossen ¢; die

Koeffizienten der gesuchten linearen Transformation und in den Grossen ; die
»Bigenwerte der quadratischen Form D in Bezug auf die quadratische Form H».
Wir haben damit alle Bestimmungsstiicke fiir unser Hauptachsenproblem charak-
terisiert.
_ Beiliiufiz sei daran erinnert,-dass in den physikalischen Anwendungen auf
Schwingungsprobleme die quadratische Form 1) der potentiellen, die quadratische
Form H der kinetischen Energie entspricht. Unsere Ausdriicke entstehen nimlich
aus den Energieausdriicken, wenn man »Synchronismus» fiir die Bewegung vor-
aussetzt und demgemiss iiberall einen nur von der Zeit abhingigen gemeinsamen
Faktor unterdriickt.?

Man kann, was fiir zahlreiche Anwendungen von der grossten Bedeutung
ist, den Higenwert i, auch ohne Rekursion auf die Minimumaufgaben, welche zu
vorangehenden Eigenwerten gehdren, durch folgenden Satz charakterisieren:
Es seien vi,..., v} ({=r1,..., h—1) beliebige h—1 Wertsysteme, und es sei
dlv',..., v*7!| das Minimum von D [x, x| unter den Nebenbedingungen

Hlr,z]=1 Hlz,vi)]=0 (=1,..., h—1),

dann ist A, der grosste Wert, den dieses Minimum bei Variation der Wertsysteme
vio, v: annehmen kann; und zwar wird dieses Maximum-Minimum angenommen
fiir v =8, &= 2 (k=1,..., n), und sein Wert ist 1n

In geometrischer Sprechweise driickt sich der obige Satz, wenn auch D po-
sitiv definit ist, folgendermassen aus: Ordnet man die Hauptachsen eines »-dimen-
sionalen Ellipsoides nach abnehmender Grésse, so ist die h-te Hauptachse die kiir-

n n
! Die Polarform @z, y) =Z o T; Y, einer quadratischen Form @ [z, ) =Z 0 T; Xy
i, k=1 i, k=1

(e, =ex;) ist dadurch charakterisiert, dass fiir irgendwelche Werte der Parameter &, 8 die quadra-
tische Form @ [, x] fiir das Wertsystem x; = & a; + 8y der Identitdt geniigt @ [, x']=

=a* Q[r,x]+ 228 Qx,9]+ 8 @y, y] aus welcher sofort bei definitem Charakter von @ die
Ungleichung

® Qlx, ] Qly,yl— @z, g =0
folgt.
? Vgl. CouraNT-HILBERT, l.c. S. 229.
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zeste unter den lingsten Hauptachsen aller derjenigen FEllipsoide von n—h +1
Dimensionen, welche entstehen, wenn man das gegebene Ellipsoid mit allen mog-
lichen (h—1)-dimensionalen Ebenen durch den Mittelpunkt schneidet.

In der Theorie der kleinen Schwingungen besagt der Satz: Ordnet man
die Eigenfrequenzen oder Tonhohen eines schwingungsfihigen Systemes von # Frei-
heitsgraden nach wachsender Grosse, so ist der h-te Ton der hochste Grundton
unter den Tonen aller schwingungsfihigen Systeme, welche aus dem gegebenen
durch Auferlegung irgendwelcher h — 1 linearer Bindungen entstehen.

Auf die ganz elementaren Beweise brauche ich hier nicht einzugehen.’

Eine Verallgemeinerung bezw. ein Gfenziibergang vom algebraischen zum
transzendenten Problem ist bei der Hauptachsentransformation in zwei Hinsichten
méglich. Die eine Verallgemeinerung entspricht dem Ubergang zu einem System
aus unendlich vielen diskreten Massenpunkten, z. B. einem unendlich ausgedehnten
Kristall. Sie filhrt unmittelbar auf quadratische Formen mit unendlich vielen
Veriinderlichen, deren Hauptachsenproblem in den einfachsten Fillen mit der
Theorie der Kettenbriiche und der Differenzengleichungen verkniipft ist. Die
andere Verallgemeinerung entspricht dem Grenziibergang von der Mechanik di-
skreter Systeme zur Mechanik der Kontinua. An Stelle diskreter Koordinaten
Zy, ..., Zn tritt eine stetige Funktion (bezw. auch mehrere stetige Funktionen) ¢
von einer oder mehreren unabhingigen Verdnderlichen, welche die Lage des
Systemes charakterisiert. Aus dem Hauptachsenproblem der quadratischen Form
wird ein isoperimetrisches Variationsproblem zur Bestimmung dieser Funktion ¢.
Die beiden genannten Grenziiberginge lassen sich in wechselseitige Beziehung zu
einander bringen. Wir wollen uns jedoch auf die Betrachtung der zuletzt ge-
kennzeichneten .Va,riationsprobleme beschrinken, d. h. auf den Fall der Schwin-
gungen kontinuierlicher Medien.?

KAPITEL L

Die Variationsprobleme und Funktionalgleichungen der Schwingungen bei
einer unabhiingigen Veriinderlichen.

§ 1. Das klassische Sturm-Liouvillesche Problem bei' festen Endpunkten.

Wir erinnern zuniichst an das klassische Sturm-Liouvillesche Problem, wel-
ches aus dem Problem der eingespannten Saite entspringt. Ist ¢ (x) die Funk-

! Vgl. COURANT-HILBERT, l.e. Kap. I, § 4.
* {brigens sei daran erinnert, dass auch die Probleme der Wirmeleitung ganz ebenso wie die
Schwingungstheorie auf Eigenwertprobleme fithren. Vgl. z. B. Anhang Nr. 4 und 5.
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tion, welche die Lage einer an den Endpunkten eingespannten Saite bestimmt’
o=z=1 glo)=¢(1)=0

so sind die beiden Ausdriicke D und H gegeben durch Integrale der Form?

1

(1) D[q)]:quv'*dw

0

1

(2) Hlgp] =f7'q)2dx,

0

wobei wir voraussetzen, dass p und r stetige Funktionen im Grundgebiet 0 = x =<1

sind, dass p und r durchweg positiv sein sollen und p eine stetige Ableitung p’
besitzen moge.®

Die zugehirigen Polarausdriicke

1 1

(3) D[¢,w]=fp¢'w'dx, H[qv,w]=ff'9)wdx
0 0

sind durch die Relationen

" Degp+By|=a®Dlp]+2e¢8D[p,y]+8 D v,y
4
Hlep+8y|=c¢*Hlp|+2ap H[p, ¥+ 8 H [y,

bei konstantem ¢, 8 charakterisiert. Da fiir jedes ¢ und §
Diep+fylzo Hap+py]zo
ist, so gelten stets die Ungleichungen

Dlp] Dy = Dlp, ¢
Hlpl H[y] = H g, y)".

abgesehen von einem von der Zeit periodisch abhingigen Faktor.

(5)

1

* Der Einfachheit halber schreiben wir fiir solche Integralausdriicke D [¢p] bezw. H[p] an
Stelle von D[y, ¢] und H[g, ¢].

* Diese Differenzierbarkeitsvoraussetzung ist iibrigens keineswegs wesentlich.
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Von den Funktionen ¢ und 1 wollen wir voraussetzen, dass sie im abgeschlos-
senen Grundgebiete stetig und mit stiickweise stetiger erster und zweiter Ableitung
versehen sind.’

Wir merken die Greenschen Formeln an:

1

Dip, yl= f po vdz=— [yLlgliz+ 3 pm)vie) Sl

1

f(«pL —y Lighde— 3, plz) @ () S, [pl—w (o) 8. 1)

0

wobel

Lig)=(pg¢

gesetzt ist, die Summen rechts iiber die Sprungstellen der Ableitungen von ¢ bezw.
Y erstreckt sind und mit S, [p] bezw. S, [{] die Grosse des Sprunges der Ableitung
von @ bezw. ¥ an der Stelle x, bezeichnet wird. (Vgl. S. 13.) An den Endpunkten
des Intervalles ist dabei die Grosse S so zu bilden, als ob ausserhalb des Grund-
gebietes die Funktionen konstant wiren.

Die Eigenwerte A; und die zugehdrigen Eigenfunktionen u; (=1, 2,...),

welche die Differentialgleichungen

(7) Lu)+diru;=o
gsowie die Randbedingungen

(8) w(0)=wu:i(1)=o0

befriedigen, sind durch die folgenden Minimum-Eigenschaften charakterisiert:
Unter allen den Randbedingungen ¢ (0)=¢(1)=0 geniigenden im Grundgebiete
stetigen und mit stiickweise stetiger erster Ableitung versehenen Funktionen g (x)
ist w; diejenige, fiir welche der Quotient D:H einen moglichst kleinen Wert,
némlich 4, annimmt. Die weiteren Eigenwerte ,, ... und die zugehorigen Eigen-
funktionen u,,... erhilt man als Lésungen der folgenden Minimumprobleme.

Unter allen denselben Bedingungen wie oben und den weiteren Bedingungen

(9) H (@, u)=0 G=1,...,i—1)

! Dies bedeutet, dass die Ableitungén nur in einer endlichen Anzahl von Punkten x,, ..., x,
des Intervalles endliche Spriinge erleiden diirfen.
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geniigenden Funktionen ist diejenige zu suchen, fiir welche der Quotient D :H
einen moglichst kleinen Wert hat. Die Losung wird gegeben durch ¢=u; und
der Minimumwert des Quotienten D :H ist gleich 4.

Zu den Differentialgleichungen (7) gelangt man von dem Variationsproblem
aus ohne weitere Berufung auf die allgemeine Multiplikatorenregel der Varia-
tionsrechnung unmittelbar durch die folgende Schlussweise, die wir deswegen
hier ausfiibrlich entwickeln, weil sie wortlich ebenso fiir alle die spiter zu be-
handelnden nicht mehr unter das Schema der klassischen Variationsrechnung
fallenden Probleme anwendbar bleibt. Wir gehen, wie iiberall in diesem Kapitel,
von der Voraussetzung aus, dass die betreffenden Minimumprobleme Lésungen
besitzen, und dass diese Losungen im Grundgebiet stetige Funtionen mit stiick-
weise stetiger Ableitung erster und zweiter Ordnung sind. Bei dem vorliegenden
Problem diirfen wir von vornherein (wie sich sofort herausstellen wird) durchweg
Stetigkeit der ersten und zweiten Ableitungen voraussetzen. Es sei u=uwu, bezw.
A=1, die Losung bezw. der Minimumwert bei dem ersten unserer Minimumpro-

bleme. Wir diirfen dabei die Funktion % so normiert annehmen, dass
(10) Hlul=1
ist. Bedeutet nun { eine denselben Bedingungen wie ¢ geniigende, im iibrigen

willkiirliche Funktion, ¢ eine willkiirliche Konstante, so muss fiir jeden Wert
dieser Konstanten ¢

Diu+el]=AH[u+ el
sein, oder, was mit Riicksicht auf D [u)=2 H [u] auf dasselbe herauskommt,

2¢(Dlw,t]— A Hw ]+ (D —AHE) 2 0

gelten. Diese Ungleichung kann nur dann fiir einen beliebigen Wert von ¢
bestehen, wenn die Gleichung

(11) Dfu,l]—AH[u =0
gilt. Formen wir nun den Ausdruck D [«,{] nach der Greenschen Formel (6)

um, so ergibt sich wegen der Willkiir der Funktion { unmittelbar die Gleichung
(7) fiir u=wu, und A=1,.1

! Wenn wir von der Funktion ¢ tatsichlich nur stiickweise Stetigkeit der Ableitungen voraus-
setzen wiirden, so wiirde die Formel (6) dasselbe Resultat liefern, da wegen der Willkiir von & ()
simtliche Sprungwerte S» an den etwa auftretenden Sprungstellen sich als Null erweisen.

2—266l. Acta mathematica. 49. Imprimé le 24 mars 1926.
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Bei dem zweiten Minimumproblem, bei welchem noch die Nebenbedingung
H [p,u,)]=o0 hinzugefiigt ist, konnen wir zunichst die Giltigkeit der Gleichung

(r1) fiir #=wu,,A=2, nur unter der Voraussetzung
(12) Hf,u]=o0

schliessen. Ist nun 7 eine beliebige stetige und mit stiickweise stetiger erster
Ableitung versehene Funktion, so bestimmen wir die Zahl ¢ derart, dass die
Funktion =1+ twu, der Bedingung (12) geniigt, d. h. wir setzen t=— H [u, 7]
Weiter beachten wir, dass wir in der Gleichung (11) fiir § speziell auch die Funk-

tion u, einsetzen konnen, und dass sich daher wegen der Bedingungsgleichung

(13) H fug, w)] =0
sofort
(14) D [ug, w,) =0

ergibt. Setzen wir nun in die Gleichung (11) unsere Funktion {=17 + fu, ein,
so folgt (fiir u—=1wu,,A=21,)

Dlu, n) — 4 Hu, 7] + (D [u,w) — 4 Hlu,u,}) =0
oder mit Riicksicht auf die Gleichungen (13) und (14)
D [u, ) — 4 H [u,n] =0,

. d. h. die Gleichung (11) gilt auch hier fiir willkiirliche Funktionen 7 oder { ohne
Riicksicht auf die Nebenbedingung (12). Hieraus folgt aber unmittelbar wie
oben die Giiltigkeit der Gleichung (7) fiir /—=2. Indem wir ebenso fortfahren,
erkennen wir, dass allgemein aus der Voraussetzung der Liésbarkeit unserer
Minimumprobleme fiir deren Losungen u; bezw. die Minimumwerte ; das Be-
stehen der Differentialgleichungen (7) folgt. Fiir die gemiss (10) normierten
Losungen unserer Probleme bestehen die Relationen

I)[u,-]=li, D[u,-,uk]=o,
(15) (6 &)
Hu)=1, Hu; ,ux)=o.

Wir kénnen nun auch den n-ten Eigenwert i, und die zugehorige Eigen-
funktion %, ohnme Berufung auf die vorangehenden Eigenfunktionen durch fol-

gende Maximum-Minimum-Eigenschaft charakterisieren. Es seien v;,..., vp—
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stetige Funktionen im Grundgebiet und d[v,, ..., va_1] die untere Grenze des
Quotienten D [p]: H [p], wenn alle am Rande verschwindenden im Grundgebiete
stetigen und mit stiickweise stetiger Ableitung versehenen Funktionen ¢ zum
Vergleiche zugelassen sind, welche den »—1 Bedingungen

(16) Hp,v:i]=0 (t=1,...,n—1)

geniigen; dann ist A, der grosste Wert, welchen d [v,, ..., vs—1] annehmen kann,
wenn zum Vergleiche alle Systeme stetiger Funktionen v; zugelassen werden.
Dieses Maximum-Minimum wird erreicht fiir vi=wu:. = tx.

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich unmittelbar aus folgenden Bemer-

kungen: Erstens ist fiir v;=wu; (¢ > 1) tatsiichlich nach Definition d [uy, ..., %n1]
==An, zweitens konnen wir fiir jedes System v, ..., v,—1 eine lineare Kombination
p=c U + - + cnttp mit konstanten Koeffizienten ¢, ..., ¢n so bestimmen, dass

die Gleichungen H [p,v:]=o0 sowie die Gleichung H [p]=S¢;2==1 erfiillt sind.
Denn die ersten n—1 dieser Gleichungen stellen »—1 lineare homogene Bedin-
gungen fir die » Grossen ¢; dar, sind also stets erfiillbar; die letzte Gleichung
liefert lediglich eine Normierung des noch unbestimmten Proportionalititsfaktors
in den ¢;. Nun folgt aus D[p]=3c¢;:cr D [u:, ur] sofort wegen (15)

Dp]=Z24;¢;*

und also wegen 4; = 4;41

Dig) S in3es =Aha,

sodass in jedem Falle d[v, ..., n—1] = 4. gelten muss.’

& 2. Verallgemeinerungen. Andere Rand- und Sprungbedingungen.

Man gelangt sofort zu entsprechenden Sturm-Liouvilleschen Problemen bei
anderen Randbedingungen, sowie zu  weiteren Verallgemeinerungen, wenn man
an Stelle der obigen Ausdriicke ) und H etwas allgemeinere Ausdriicke zu-
grunde legt. Diese allgemeineren Bildungen entsprechen zuniichst der physika-
lischen Moglichkeit, dass ausser der linienhaft gemiss den obigen Integralaus-
driicken verteilten potentiellen und kinetischen Energie noch weitere Energiean-
teile in Betracht zu ziehen sind, welche ihren Sitz in einzelnen Punkten, z. B.

! Man vergleiche zu dieser Maximum-Minimum-Eigenschaft und den mannigfachen Konse-
quenzen, die man aus ibr ziehen kann u. a. das oben zitierte Buch, insbes. Kap. VI.
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den Endpunkten der Saite, haben. Wenn es sich um potentielle Energie, also
um den Ausdriick D) handelt, werden diese Energieanteile etwa durch elastische
Bindungen einzelner Punkte der Saite an die Ruhelage gegeben sein; wenn es
sich um kinetische Energie handelt, also um den Ausdriick H, werden diese
Anteile von punktférmigen in einzelnen Stellen der Saite konzentrierten Massen,
» Reitern», herriihren.

Es seien x,,...,x, die Stellen des Intervalles, in denen solche punktformig
konzentrierte Energie ihren Sitz hat. Dann besteht der mathematische Ansatz
einfach darin, dass wir statt der Ausdriicke D und H aus § 1 Ausdriicke der
folgenden allgemeineren Gestalt zu betrachten haben

1

(17) q>]+2av ()= |pop2dx+ Za, ()2,
o =1
1
(18) 9 lpl=Hg] +Zb Q(w,’-*f1q; de+ Zb., )%,
y—=1 y=—]

¢

zu welchen die Polarausdriicke

1

(19) ®[¢,w]=qu> Y dr+2a~ xy) P (),

—1
H v

.1

(20) mqo,w1=frwdx+ by ) w(a)

5 r—1
gehoren. Wir wollen dabei annehmen, dass der Funktion ¢ am Rande keine
Randbedingung auferlegt wird und dass die Randpunkte stets mit zu den Stel-
len x, gerechnet werden, dass also etwa x;=o0,xs =1 ist. Ferner sollen fiir die
Grossen a,,b, insbesondere der Wert Null zugelassen sein. Der Einfachheit hal-
ber wollen wir annehmen, dass immer b, = o ist, entsprechend der physikalischen
Vorstellung von dem positiv-definiten Charakter der kinetischen Energie. Das

1
Integral D [p]= f pg’'® dz, welches den Charakter der zu behandelnden Eigenwert-

0
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aufgaben wesentlich bestimmt, soll im folgenden als das Fiihrungsintegral be-
zeichnet werden.

Stellen wir nun mit den Ausdriicken fiir ® und 9 dieselben Minimum-
probleme auf wie oben in § 1 fiir D und H so ergibt sich — immer die Exi-
stenz der Losungen dieser Probleme vorausgesetzt — eine Folge von Eigenwerten
Ay Az . .. und zugehorigen Eigenfunktionen u,,u,, . ..

Um die Bedingungsgleichungen fiir diese Grossen 4;,u;, ohne Berufung
auf die allgemeine Variationsrechnung aufzustellen, betrachten wir zuniichst das
erste Minimumproblem ohne lineare Nebenbedingungen, nennen die Losung =,
den Minimumwert A=2;, und bemerken, dass wie oben fiir jede willkiirliche den
gestellten Stetigkeitsbedingungen geniigende Funktion { das Bestehen der Gleichung

(21) @[uyg}_l@[u)g:o

folgt. Durch Anwendung der Greenschen Formel (6) unter Beriicksichtigung
der Unstetigkeitsstellen x,,...,z, fiir die Ableitung folgt

1

—'fC«pu’)' +aru)dx + D {p @) Sy lul + (@ — Ab,) ulw,) } £ () =0.

5 y=1

Hierbei ist (vgl. S. 8)
S, [uj]= — ' (0)
Sy [u] = }fim (u (2~ 8) — ' (ar, + 9))
—0

Sy [u] ==’ (1).

Wegen der Willkiir von { ergibt sich also fiir die Losung # die Differen-
tialgleichung

(22) Lul+Aru=o Liu=(pu)
und die Rand- bezw. Unstetigkeitsbedingungen
(23) p(@) Solu] + (@av— A b)) u(x)=0 (v=1,...,h).

Die Eigenfunktion w, wird zweckmiissig wieder durch die Gleichung
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(24) Dlu]=1

normiert.

Den zweiten Eigenwert 4, und die zugehirige Eigenfunktion u, erhalten wir
als Losung des Problemes, den Quotienten ©® :$ noch unter den linearen Neben-
bedingungen

@[wiul]_':o

zum Minimum zu machen. Unter der Voraussetzung, dass eine solche Lésung
uw=1u, und ein zugehoriger Minimumwert i==1, existiert, folgt wieder, dass fiir
jede willkiirliche Funktion { die Gleichung (21) erfiillt sein muss, woraus sofort
die Differentialgleichung (22} und die Sprungbedingungen (23) fiir A=1,, w—u,
folgen. In genau derselben Weise ergibt sich fiir die »n-te Eigenfunktion u, und
den n-ten Eigenwert A, dieselbe Differentialgleichung und dieselben Sprungbe-
dingungen mit der Bedeutung uw=wu,, A=1,.

Speziell enthalten die aufgestellten Probleme, wenn h=2 ist, d. h. wenn
nur die beiden Endpunkte der Saite Triger punktféormiger Energie sind, die ge-
wohnlichen Eigenwertprobleme mit den Randbedingungen

—p(o)u (0)+(a,—Ab)u(o)=o0
p(1)d (1) + (ag— A b)) u(1)=0.

Das Auftreten von Koeffizienten b; kennzeichnet die Probleme der belasteten
Systeme, wie sie u. a.! von Kneser behandelt worden sind.

Es bedarf keines besonderen Beweises, dass bei geeigneter Normierung der
Eigenfunktionen diese den Relationen

D s = As, D {us, ] =0
(25) (t~k)
D lu)=r1, O [ui,ux]=o0

geniiger.

Ein weiterer Schritt zu allgemeineren Problemen liegt sehr nahe. Wir kénnen
uns Mechanismen vorstellen, bei welchen die von einzelnen Punkten herrithrenden
zusitzlichen Energieﬁnteile sich nicht additiv aus Anteilen der einzelnen Punkte,
sondern aus einer Wechselwirkung zwischen den verschiedenen Punkten ergeben.
Dem entspricht ein Ansatz fiir © und $, bei welchem die zusiitzlichen von den

' Vgl. z. B. auch RAYLEIGH, Theory of sound, 2 Aufl. Bd. I. 8. 1701l
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Punkten x,, ..., x, abhiingigen Ausdriicke allgemeine quadratische Formen der
Funktionswerte @ (), ..., @ (xs) sind. Demgemiiss setzen wir jetzt D und $ in
folgender Form an

1

(26) D (g =jp pidx +2 ai @ (x:) @ (zx)
(27) 9 o] =f7'¢gdbcf2 ba (21 ) ()

0

g = Qi , b = by .

Die Minimumprobleme, welche die zugehorigen Eigenfunktionen und Eigenwerte
definieren, lanten mit der verinderten Bedeutung von ® und © wortlich so wie
oben. Die Eigenfunktionen . geniigen nun aber, wie man genau nach dem obigen
Muster erkennt, den folgenden Relationen

(28) Ltn) + dnrun=(pu's) +Anrus=0
h
(29) p(xv) Sy [un] +Z(avk—)~n bvk)@(xk) =0 (‘l': I,.. .,h),
k=1

wobei 8, (us] die obige Bedeutung besitzt. Ferner gelten auch hier bei geeigneter
Normierung die Relationen (25).

§ 3. Erginzende Bemerkungen.
1. Die Randbedingungen.

Bei den Problemen des vorigen Paragraphen haben wir keinerlei besondere
Randbedingungen fiir die zulissigen Funktionen ¢ (z) gestellt. Ich nenne solche
Probleme der Variationsrechnung freie oder natirliche Probleme und die Rand-
bedingungen, welche sich dabei ganz von selbst einstellen, die zugehorigen natisr-
lichen' Randbedingungen. Sie sind durch die obigen Gleichungen (23) fiir »=1
bezw. v=h gegeben. ’

Das Problem aus § | mit der kiinstlichen Randbedingung ¢ (0)=¢ (1)=o0
ergibt sich als Grenzfall aus einem natiirlichen Problem, ndmlich aus dem Pro-
blem (17) und (18) mit h=2, b,=o0, a,=a,=t im Grenzfall fiir {— .
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Ich bemerke, dass bei unseren Variationsproblemen nur entweder natiirliche
Randbedingungen zuldssig sind, d. h. Randbedingungen, die man ebenso gut
weglassen konnte, ohne die Losung des Problemes zu modifizieren, oder solche
kiinstliche Randbedingungen, in welchen keine Ableitungen auftreten, d. h. da
wir es hier nur mit homogenen Randbedingungen zu tun haben, nur »Randbe-

dingungen» der Form
alw(xl) + - +ah¢(xh)=o-

Um einzusehen, dass andere als die gekennzeichneten kiinstlichen Randbedingungen
unzulidssig sind, beachten wir, dass z. B. durch Hinzufiigung einer Randbedingung
in' unserem ersten Minimumproblem der Minimumwert i, des freien Problemes
jedenfalls nicht verkleinert wird, sodass fiir den Minimumwert A} des kiinstlichen
Problemes i; =2, gilt; denn fiir das neue Problem ist der Bereich der zur Kon-
kurrenz zugelassenen Funktionen verengert. Wenn nun in den kiinstlichen Rand-
bedingungen Ableitungen vorkommen, so konnte man die Losung # des natiir-
lichen Problemes durch eine Funktion #* so approximieren, dass D [u*]: § [u*]
sich von 4, =D [u]: O[] um beliebig wenig unterscheidet, dass aber »* die Bedin-
gungen fiir das kiinstliche Problem erfiillt. Man braucht ja % hierzu nur in einer
beliebig kleinen Nachbarschaft des Randes bezw. der Stellen x; abzuiindern und
zwar den Funktionswert nur um beliebig wenig, den Wert der Ableitung nur um
einen beschrinkt bleibenden Betrag. Daraus folgt, dass fiir das neue kiinstliche
Problem zulissige Vergleichsfunktionen p=u* existieren, fiir welche D [u*]: § [u*]
bel1eb1g nahe an A, liegt. Also muss A} <4, +¢ fiir jedes positive ¢ gelten, und
daher miisste die Losung des neuen Problemes zugleich auch Losung des alten
natiirlichen sein, was nur dann méglich ist, wenn die gestellten Randbedingungen
mit den natiirlichen iibereinstimmen.

Ist z. B. =D, $=H und wird die kiinstliche Randbedingung ¢ (0)=¢p (1)
gestellt, so kann nicht etwa als weitere Bedingung ¢’ (0)=2¢’(1) auferlegt werden,
weil sich sofort die natiirliche Randbedingung «’' (0)=u(1) ergibt.

In den obigen Uberlegungen haben wir immer stillschweigend die Existenz
der Ableitung von % in den Randpunkten bezw. Sprungpunkten x, angenommen.
In der Tat ist diese Existenz eine unmittelbare Folge der Differentialgleichung
(22); denn aus ihr folgt pu’'=— 4 [rudz, und hier kann die Integration wegen
der Stetigkeit von % bis in die Punkte x, hinein erstreckt werden.
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2. Notwendige Beschrinkungen im Ansatz der Zusatzglieder;
Bedingung der Koppelung.

Ahnliche Uberlegungen wie in Nr. 1 zeigen uns, warum der zuniichst sich
darbietende Gedanke zu verwerfen ist, dass man in die von einzeluen Punkten
abhingigen Zusatzglieder auch die Ableitungen ¢’ (x,) der Funktionswerte auf-
nehmen konnte. Sobald niimlich derartige Zusatzglieder auftreten, konnte man
in ihnen die Ausdriicke ¢’ (z,) durch Parameterwerte ¢, ersetzen und nun das so
entstehende Minimumproblem betrachten, bei welchem neben der Funktion ¢ noch
unabhiingig von ihr diese Parameterwerte variabel und mit zu bestimmen sind.
Die untere Grenze fiir dieses neue Problem miisste mit dem Minimumwert A des
urspriinglichen {ibereinstimmen; denn wir konnen, ohne die Werte von T [gp] und
H{p) um mehr zu indern als um einen unter einer beliebig klein vorgegebenen
Schranke gelegenen Betrag, die Funktion g durch eine solche Funktion ¢* approxi-
mieren, dass die Ableitungen ¢*'(x,) vorgegebene Werte ¢, erbalten. Das erste
Problem ist also nur dann sinnvoll, d. h. es kann nur dann eine Lésung (ein
wirkliches Minimum, nicht bloss eine untere Grenze) besitzen, wenn das zweite
Problem eine Lésung «* (z) und glinstigste Parameterwerte f,=rt, besitzt, und
wenn dann zufillig *' (x,)=7, wird. Die Ersetzung von ¢ (x,) durch unabhiingige
Parameter in einem Variationsprobleme (und ebenso analoge Prozesse bei irgend
welchen Variationsproblemen) nenne ich Entkoppelung. Variationsprobleme, bei
denen eine solche Entkoppelung die untere Grenze nicht modifiziert, werden im
allgemeinen keine Ldsung besitzen, bezw. zumindest als ausgeartete Fiille anzu-
sprechen sein. Wir wollen sie als »Probleme ohne Koppelung» bezeichnen.

Als Beispiel fiir ein solches Problem ohne Koppelung betrachten wir das
Minimumproblem, welches sich fiir

h

@=H=f<p2dw= 1, Dlp|=D[gp]+ D¢ (=) +Zq>(a%-)g

=1 =1

ergibt. Entkoppeln wir hier, indem wir ¢’ (x,) durch ¢, ersetzen, so erhalten wir offen-
bar als Losung des Problemes nach Entkoppelung ¢, =7, =20, ¢ (x) = u(x), wo
u(z) die erste Eigenfunktion desjenigen Problemes bedeutet, welches sich fiir

h .
Dipl=Dlp]+ D @), Hlp]=H[p]=1 ergibt, und dessen Minimumwert wir
y=1

etwa mit 4 bezeichnen. Es wird also der Minimumwert nach Entkoppelung eben-

falls gleich 4; andererseits konnen wir die eben gekennzeichnete Funktion u (x)
3—2661. Acta mathematica. 49. Imprimé le 26 mars 1926.
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in unmittelbarer Umgebung der Stellen x, derart abindern, dass eine zulissige
Vergleichsfunktion u* (x) entsteht, fiir welche u*' (x,)=o0 ist, wihrend sich ® [u*]
von Dlul+Zu(z,)*=24 und [u*] von H[u] beliebig wenig unterscheidet. Fiir
diese Funktion wird sich D [«*]:9 [u*] beliebig wenig von 4 unterscheiden; die
untere Grenze des Problemes hat sich also bei Entkoppelung nicht geiindert.

Betrachten wir dagegen die Minimumaufgabe D [@] : § [p] =Min. mit der Be-
deutung D [p] =D [p] + T ¢’ (x.)?, H[p]=H|[gp], so erhalten wir mit und ohne Ent-
koppelung beide Male die Losung #(r)=1. Wir haben also hier den oben
erwihnten Ausnahmefall vor uns. Probleme ohne XKoppelung wollen wir von
der Betrachtung grundsiitzlich ausschliessen.

3. Definite und indefinite Probleme.

Endlich sei noch hervorgehoben, dass fiir die vorangehende und folgende
Untersuchung die Voraussetzung der Definitheit unseres Ausdruckes D [p]| nicht
ausdriicklich gemacht zu werden braucht. Wesentlich ist nur, dass die Grosse p
im Fiihrungsintegral D [p] positiv bleibt. Wie wir in § 11 sehen werden, ist
dann das Fiithrungsintegral fiir die Grossenordnung des Ausdruckes D der aus-
schlaggebende Teil; in diesem Falle konnen immer nur endlich viele negative
Eigenwerte auftreten.

Wenn man dagegen die Voraussetzung des definiten Charakters von $ [g]
fallen lisst, so ist man zu einer Modifikation unserer Uberlegungen gendtigt.
Man muss dann bei unserem Minimumproblem statt des Quotienten D [p]:  [g]
den Ausdruck |D(¢]:H[p]| zum Minimum machen. Die zugehérigen Eigenwerte
4; werden dann in unendlich grosser Anzahl positiv und in unendlich grosser
Anzahl negativ ausfallen. Wir wollen jedoch, um Weitliufigkeiten zu vermeiden,
in dieser Abhandlung iberall positiv-definiten Charakter von £ [p| voraussetzen.

§ 4. Erweiterung der Problemstellung durch Grenzilbergang.

Von dem im § 2 gewonnenen Standpunkte fiihrt uns ein weiterer natur-
gemisser Schritt, nimlich ein Grenziibergang, zu Problemen neuartigen Charak-
ters. Wir fragen, was geschieht, wenn wir die Stellen z,,...,x; immer mehr
verdichten, indem wir gleichzeitig die Grossen a;, b; bezw. air , bi geeignet gegen
Null streben lassen. In der Grenze werden dann die urspriinglich diskreten
Stellen x; — allgemein zu reden — das Grundgebiet 0 = 2 =< 1 wieder kontinuier-
lich erfiillen.
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Gehen wir bei dem Grenziibergang von den Ausdriicken (17) und (18) aus,
so wird aus den Werten «, etwa eine stetige Funktion werden, die wir mit ¢ (x)
bezeichnen, wihrend die b, in eine stetige Funktion &(x) iibergehen mogen. Es
ergibt sich also fiir ® [p] ein Ausdruck

1

(30) D lpl=Dlg) + f 0 (@) p(a)? do= f (pg + ¢ 9) da,

fiir 9[p] ein Ausdruck der oben betrachteten Gestalt (2), wobei nur 7 (x) durch
r(x)+ b(x) zu ersetzen ist. Die Behandlung der entsprechenden Variationspro-
bleme fithrt zu nichts Neuem; nur muss der Ausdruck L [#] in der Differential-
gleichung (7) durch L {u;] — qu; ersetzt werden.

Ganz anders aber liegt es, wenn wir von der allgemeineren Gestalt

Z air @ (z:) p (xr) bezw. Z bi @ (2:) ()

7, k=1 i, k=1

der Zusatzausdriicke in D und § ausgehen. Hier liegen drei verschiedene Mog-
lichkeiten fiir den Grenziibergang vor. Betrachten wir etwa den Zusatzausdruck
in Dp], so kann der Grenziibergang einmal so ausgefiihrt werden, dass in der
Grenze eine Summe der Form

(31) Zan(xy)fa.,(x)q)(x)dx

entsteht, wo wiederum die Werte «, irgendwelche feste Stellen des Intervalles
bedeuten. Entsprechend wiirden sich in § Zusatzglieder der Form

A 1

(32) ZZQ)(xy)fbv(m)q)(x)dx

=1
¥ 0

ergeben. Die Funktionen a, (), b, (x) setzen wir der Einfachheit halber als ste-
tige oder stiickweise stetige Funktionen voraus.

Zweitens kann der Grenziibergang sich gewissermassen gleichzeitiz und
unabhingig nach beiden Indizes ¢z und % erstrecken uud fiihrt dann zu Zusatzaus-
driicken der Form
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(33) f f A(5,9) @) g (o) dz dy

(34) j fB (09) 9 (2 g (9) Az dy

wobei A (x,y)=A(y,x), B(x,y)= B(y,x) symmetrische etwa als stiickweise stetig
anzunehmende Kerne sind.

Endlich kann man sich vorstellen, dass der Grenziibergang sich zwar auf.
beide Indizes erstreckt, dass diese dabei aber nicht unabhingig bleiben, sodass
sich im Limes Ausdriicke folgender Form ergeben

vy

(35) fA(z)w( ) () d

(36) f B@g®phdx

wobei £ und 7 mit der unabhingigen Variabeln durch gegebene Gleichungen
(37) E=fl@) n=g)

rusammenhiingen und jede dieser Gleichungen eine umkehrbar eindeutige stetige
Transformation des Grundgebietes in sich darstellen moge. Der Einfachheit
halber wollen wir annehmen, dass die Funktionen f und g stiickweise stetige
Ableitungen erster Ordnung besitzen.

Es bedarf keiner besonderen Hervorhebung, dass auch mehrere, etwa £,
Zusatzglieder der eben betrachteten Art additiv nebeneinander stehen kénnen;
wir bezeichnen sie dann durch einen Index u der von 1 bis & liuft.

Das einfachste Beispiel solcher Zusatzglieder der dritten Art bietet der Fall,
wo das Grundgebiet nicht die Strecke o = x < 1 sondern die ganze unendliche
Gerade — 0 < x < ® ist, und wo einfach

£ =z, n=x+1

gesetzt wird. Wir gelangen dann zu Zusatzgliedern der folgenden Form



Uber die Anwendung der Variationsrechnung. 21

@K

(38) fA(x)q)(x)qp(H da.

~-®

Indem wir Zusatzglieder der verschiedenen hier beschriebenen Typen zu
dem Ausdrucke D{gp] bezw. H|p] hinzufiigen, erhalten wir Ausdriicke D [p] bezw.
9 [p], denen vermoge der bei konstanten « und 8 geltenden Relationen

Deg+8Y)=c*Dgp] + 2e8Dp, Y] + D[y
(39)
Dleg+pyl=c*Dpl+2e¢89(p, vl + 8 9

Polarausdriicke D [, ¢] bezw. 9 [p,y] zugeordnet sind.

Die physikalische Bedeutung der in diesem Paragraphen aufgestellten Zu-
satzglieder ist die, dass neben die Energieausdriicke, welche die Mbkale Energie
und potentielle Energie der Nahewirkung benachbarter Teilchen darstellen, noch
solche Energieanteile treten, welche von wechselseitiger Fernwirkung der konti-
nuierlich ausgebreiteten und gegebenenfalls auch punktférmig konzentrierten
Substanz herriihren.

§ 5. Aufstellung der zugehorigen Integro-Differentialgleichungen und
Funktionalgleichungen.

Wie lauten nun die Gleichungen, denen die Lisungen unserer Minimum-
probleme, d. h. die Eigenfunktionen, geniigen? Genau wie oben ergibt sich fiir
alle betrachteten Probleme, wenn wir mit 4 den Minimumswert, mit » die zuge-
horige Funktion bezeichnen, und wenn [ eine willkiirliche stetige Funktion mit
stiickweise stetiger erster Ableitung ist, die Gleichung

(40) D[u,ll —AH =0

aus welcher ohne weiteres je nach der Bedeutung von ® und § die entsprech-
enden Bedingungen fir » folgen.

Beispiel 1.

@[q’]:p[lp]+fq(x)¢(x)2dx+ffA(x,y)q)(x)tp(y)dxdy



22 Richard Courant.
-@[¢]=Hiw]+ffB(x,y)qv(x)¢(y)dxdy.
Die Gleichung (40) geht mit Riicksicht auf (6) iiber in

fC(x){—LM+(q(x)—u~(x))u(x)+f(A(x,y)—w(x,y»u@)dy}dx -

—{{o)plo)u (o) +L(1)p(1)u’ (1)=o0.

Es ergibt sich also sofort das Eigenwertproblem fiir die Integro-Differentialgleichung
(41) L —l—4nu— [ (49— LB ub)dy=o

mit den Rangdbedingungen

(42) uwo)=u'(1)=0

statt deren man auch ebenso erlaubte kiinstliche Randbedingungen, z. B. die
Randbedingungen « (0)=wu (1) =0 stellen konnte. Fiir den speziellen Fall 4 (x,y)=o0
enthilt dieser Typus die von A. Kneser ausfithrlich diskutierten Probleme, auf
welche die Theorie der thermo-elastischen Erscheinungen fiihrt.

Die unendliche Folge von Eigenfunktionen u,,u,, ... geniigh bei geeigneter

Normierung wieder den Relationen'

D [uz] =l,', D [u,-,uk]zo
(43) (@ # k)
9 [w) =1, 9 [ui, ) = 0.

Beispiel 2.

D (pl=Dlgl+23 ¢ () f a0 (2) 9 (2) dz

v=1

" ! Kneser und seine Schiiler schreiben die beiden letzten Relationen als Biorthogonal-Relatio-
nen zwischen den beiden Funktionensystemen wu,(x) und v;(x)=u(x)+ f Bz, y)u;(y)dy und

fiilhren die Behandlung des Problemes auf eine unsymmetrische Integralgleichung zurick. Es
scheint mir aber, als ob die obige Darstellung den Sachverhalt deutlicher zu Tage treten lisst.
(Siehe auch Anhang Nr. 4.)



Uber die Anwendung der Variationsrechnung. 23

Dlpl=Higl+23 g (e [1.6)g @

Dann ist also wegen (40) und (6)

0=D [u, {]—2 D [u, []

=f§(.L) {~L tu]—lr u+2u(w,)(a., —lb,)}dm

o v=1

A 1

\ x,IS., x ‘a—l,uxdx.
+3 e Mm»+ju b)()}

y=1
0

Es ergibt sich also wegen der Willkiir von {

(44) Liu+Aru— D u(2,) (ay—ib,)=o0

=1
mit den »Randbedingungen»

1

(48) S, [u]p(oc,.)+f(a-,(x)—l by (x)) u (x) dx=0 (v=1,...,h).

]

Man sieht, dass hier die Randbedingungen oder besser die Sprungbedingungen
keine eigentlichen Bedingungen fiir den Funktionsverlauf in der Umgebung der
Punkte z, mehr sind, sondern dass die Randwerte und Sprungwerte der Ablei-
tung durch Integrationsprozesse mit dem Gesamtverlauf der Eigenfunktionen ver-
kniipft erscheinen.

Beispiel 3.

®

D [q)]=f(p (@)@ @)+ @@ @ @+i))de

—®

Slgl= [ r@peras.

Es ergibt sich als Eigenwert-Gleichung
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(46) L[u]+lru+u(z—l):u(x+l)=o

withrend wir auf die Form der natiirlichen Randbedingung hier nicht eingehen
wollen. Wir erhalten also hier als Extremalen-Gleichung des Problemes eine
Differenzen-Differentialgleichung.

Beispiel 4.

Es seien §=f(x), p=y¢ (x) zwei umkehrbar eindeutige und stetige Abbildungen
des Grundgebietes auf sich selbst mit stiickweise stetigen ersten Ableitungen
(vgl. (37) S. 20). Die inversen Abbildungen seien durch x= (§), x=y () gegeben;
dann setzen wir

1

D (g]=D (] + f A€ g de

0

9 lpl=H [g].
Es wird

1 1 1

Ol = [ @ Wda ] [A@u@ e dn + ] [AEunI@dn

Fihren wir in dem ersten der beiden Zusatzintegrale 7, in dem zweiten £ als unab-
hingige Verinderliche ein und nehmen dann in beiden Integralen eine Umbenen-
nung der Integrationsvariabeln vor, indem wir sie beide Male mit = bezeichnen,
so geht die Summe dieser beiden Zusatzintegrale iiber in

(48) ;—f@(x) {4y @) ul(fly @)y @+A40a) i)y @) de.

Im Hinblick auf die spiteren Verallgemeinerungen fiir mehrere unabhiingige
Verinderliche ist es zweckmiissig die obigen Transformationen des Grundgebietes

symbolisch folgendermassen zu bezeichnen
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(49) x=i|§ r=t|7y
bezw.
(50) E=i"]z n=t"|x

und fiir die Ableitungen

(51) j—“g=a<§> Z—g;=f(n)

zu schreiben. Fiihren wir nun zur Abkiirzung den Funktionalausdruck ein

(52) Oy [Auzl=~At|x)u (it 2)7(2) + - Ail u (1 z) o (z)

80 erhalten wir fiir die obige Summe (48) den Ausdruck

1

f;(x) @ [Au; x)de

(1}

sowie fiir den Funktionsverlauf «(x) die Bedingungsgleichung
(53) Lul+Aru—@;[Au; x]=0

also eine Funktionalgleichung, welche eine neuartige Verallgemeinerung der Dif-
ferenzengleichungen darstellt. Die Rand- bezw. Sprungbedingungen ergeben sich
genau wie friiher.

Das allgemeine Problem.

Alle die bei den einzelnen Beispielen erwihnten Moglichkeiten kénnen na-
tirlich auch in mannigfaltiger Kombination miteinander sowie mit Zusatzaus-
dritcken der in § 2 erorterten Art gemischt auftreten. So wird der allgemeine
Angatz fir © und 9 folgender sein

1

Dipl=Dlgl + 3 an gl plwn)+2 Sg ) [atelg w)as

7, k=1 p=1

+Z i‘x t1| dx+f[ (@9 px)py)dzdy

4—2681. Acta mathematica. 49. Tmprimé le 26 mars 1926.
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h 1

9 [p)=H [p] + 2 bik @ (2:) @ (s) +22 q)(ah)fbv (@) @ (@) dx

i, k=1 v=1

+2f3u ()@ (|2 dw+ff (@, 9) ¢ (@) @ (y) de dy

wobei .|z und t,[xr wieder umkehrbar eindeutige Transformationen des Grund-
gebietes in sich mit den oben gekennzeichneten Eigenschaften und den inversen
Transformationen .|z bezw. t, |« sind.!

Das zugehorige Eigenwertproblem fordert die Bestimmung von Konstanten
A und Funktionen wu, fiir welche $[u|=1 ist und die Relationen

k !

(o) +dru— 3 u(w.) (@ —1b,)— j (4 (,9) 4 Bla,9) wly) dy

(54) o0

-2 @, ., (4, —4 B,)u; x]=0
v=1
mit den Sprung- bezw. Randbedingungen
h 1
(55) S u]p (@) + 3 (ane — 2 bur)w (a) + f (@, @)—1b, @) u (2) dz=0
k=1

gelten.

Wir haben also hier eine Klasse von Eigenwertproblemen linearer recht all-
gemeiner Funktionalgleichungen vor uns, die in ihrer Mischung von Differential-,
Integral- und Funktionalausdriicken und ihrer Verkniipfung zwischen Randwerten
und Gesamtverlauf der Funktionen weit iiber die bisher in der Analysis behan-
delten Typen hinausgehen, und welche dennoch entsprechend ihrer naturgemissen
Entstehung sich beinahe ebenso einfach behandeln lassen, wie die bekannten
klassischen Probleme.

1
! Das in den iiblichen Darstellungen auftretende Zusatzglied jq ¢*dx fithren wir hier nicht

gesondert an, weil es als spezieller Fall in den Zusatzgliederan @ e (Ve 1z de fir

A (x)=gq (x) enthalten ist, wenn die Transformationen | und t beide die Identitiit sind.
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Aus der Existenz der Losungen u, unserer Minimumprobleme D [p]: § [¢] == Min.
unter den Nebenbedingungen

D lp, wl=o0 (t7=1,...,n—1)

folgt genau wie oben, dass bei geeigneter Normierung zwischen den Funktionen
%, und den zugehdrigen Minimumwerten A, die Relationen

D [un] = An, D [u;, wx] =0
(56) (i k)
D [un] =1, 9 [u:, me] =0

bestehen.

§ 6. Weitere Verallgemeinerungen; Auftreten hoherer Ableitungen.

Ebenso wie wir in unseren Betrachtungen von dem Fiihrungsintegral D in
§ 1 ausgingen, welches der potentiellen Energie einer Saite entspricht, hiitten
wir auch einen Ausdruck I} an die Spitze stellen konnen, welcher Ableitungen
zweiter Ordnung enthiilt, etwa den Ausdruck fiir die potentielle Energie eines
Stabes. Wenn wir unseren Betrachtungen von Anfang an ein solches Fiihrungs-
integral z. B.

1
[r@s wras

0

zugrunde legen, so ergeben sich bei jedem Schritte der Verallgemeinerung und
des Grenziiberganges neue Moglichkeiten.

Zuniichst sind neben einem solchen Fiihrungsintegral nicht nur Zusatzglieder
moglich, welche durch eine quadratische Form der Funktionswerte in einer end-
lichen Anzahl von Punkten x; gebildet werden, sondern es diirfen nunmehr in
den Zusatzgliedern auch noch die ersten Ableitungen ¢’ (x:) auftreten. Denn
das Fiihrungsintegral, welches zweste Ableitungen enthilt, ist nunmehr in der
Sprechweise von § 3 auch mit solchen Zusatzgliedern noch gekoppelt, in denen
erste Ableitungen auftreten; Ersetzung der Gréssen ¢’ (z;) durch unabhingig
variable Parameter wiirde nimlich den Charakter des Problemes zerstoren.

Von dieser Bemerkung ausgehend, erkennt man, dass auch bei den Grenz-
Ubergingen von diskreten Werten z, zu einer kontinuierten Verteilung eine
Reihe neuer Moglichkeiten auftreten.
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Ich verzichte darauf, diese hier im einzelnen zu diskutieren und betone nur,
dass alle so entstehenden Funktional-Probleme ebenso wie solche, die zu Fiithrungs-
integralen mit noch héheren Ableitungen gehoren, sich ganz nach demselben
Schema anordnen lassen, wie die in den vorigen Paragraphen erdrterten Aufgaben.
Es versteht sich von selbst, dass dieselben Typen von Zusatzausdriicken wie im
Ausdruck D auch bei dem Ausdruck § erlaubt sind.

KAPITEL II

Probleme mit mehreren unabhiingigen Veriinderlichen.

§ 7. Anufstellung der Variationsprobleme.

Ganz neue mannigfaltice Klassen von Problemen ergeben sich im Falle
mehrerer unabhingiger Verinderlicher. Ich will hier nicht systematisch alle Félle
aufziihlen und diskutieren, sondern begniige mich damit, an charakteristischen
Beispielen die auftretenden Moglichkeiten darzulegen.

Betrachten wir etwa zwei unabhingige Verinderliche x und y in einem
Grundgebiet G, dessen Berandung aus einer endlichen Anzahl analytischer ab-
geschlossener Kurvenbigen bestehe und keine Spitzen, hochstens Ecken, auf-
weisen moge. Ferner seien in dem Gebiete noch eine weitere Anzahl von abge-
schlossenen analytischen Kurvenbogen gegeben; die Gesamtheit dieser Kurven-
bogen, einschliesslich der Randkurvenbdgen wollen wir mit C, (v=1, 2, ..., h)
bezeichnen. Eine Funktion soll in dem Gebiete G stiickweise stetig heissen,
wenn sie itberall stetig bleibt, ausser beim Uberschreiten der Kurvenbdgen C,.

Die klassischen Eigenwerte;mfgaben; wie sie etwa dem Probleme der unhomo-
genen schwingenden am Rande des Gebietes eingespannten Membran entsprechen,
kniipfen sich an Ausdriicke der Form

D [g] =ffp(¢i+q)i)dxdy=1) (] (p=>o0)

gl = [fa‘go’dwdyzfl[cp} (r>o).
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Das Integral D [p), welches iiber einen positiv-definiten homogenen quadratischen
Ausdruck in den partiellen Ableitungen der Funktion ¢ erstreckt ist und welches
den Charakter der folgenden Probleme wesentlich beherrscht, wollen wir wieder
das Fihrungsintegral nennen.

Es handelt sich in dem einfachsten Falle um die Aufgabe, das Minimum
A=1; des Quotienten D [¢]: H [p] zu bestimmen. Dabei wird fiir die Funktion ¢
ausser Stetigkeit noch stiickweise Stetigkeit der ersten Ableitungen in G und die
Erfilllung der Randbedingung ¢=o0 vorausgesetzt. Die Losung u=w, des Varia-
tionsproblemes — wie immer setzen wir die Existenz der Losung voraus — muss
in G der partiellen Differentialgleichung

(58) Llu+iru=o L [u]=(puz)s + (puy)y

filr A=A4,, u=u, geniigen.
Die weiteren Eigenwerte 1,, 45, ... und zugehorigen Eigenfunktionen wu,, ug, . ..

erhalten wir als Losungen der Minimumprobleme
D] : H|p]|=Min.
unter den linearen Nebenbedingungen

(59) Hp,u:]=0 (t=1,..., n—1)

wobel

(60) H[qv,uf1=ff1‘q>ufdwdy

den Polarausdruck von H @] bedeutet, ebenso wie wir unter

(61) D@, y] =ffp(qmlh+quwy)dxdy

den Polarausdruck von D [p] verstehen wollen.

Wir modifizieren nunmehr unser Problem, indem wir zu dem Fiihrungsintegral
auf der rechten Seite noch weitere Zusatzglieder hinzufiigen. Dabei ist ein erster
Unterschied gegen die Probleme mit einer unabhingigen Veriinderlichen der, dass
jetzt keine Zusatzglieder zulissig sind, welche nur von den Funktionswerten in
einer endlichen Anzahl von Punkten abhingen. Derartige Zusatzglieder wiirden

! Es ist im Falle zweier unabh#ingiger Veriinderlicher, wenn wir von einer Transformation der
unabhéngigen Veridnderlichen absehen, das allgemeinste derartige Integral.
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mit dem Fithrungsintegral des Problemes nicht gekoppelt sein; denn man kann
eine gegebene Funktion ¢ (x,y) stets durch eine zweite, den vorgeschriebenen
Rand- uud Stetigkeitsbedingungen geniigende Funktion ¢* ersetzen, derart, dass
@* in gegebenen endlich vielen Punkten vorgegebene Werte enthiilt, und dass
D{p*] bezw. H [p*] sich von D [p] bezw. H[p] nur beliebig wenig unterscheidet.!

Es kommen aus diesem Grunde nur solche Zusatzglieder in Frage, bei welchen
Funktionswerte @ nicht.isoliert, sondern iiber gewisse ein- oder zweidimensionale
Gebiete integriert auftreten. Solche Zusatzglieder konnen sowohl zu dem Fiihrungs-
integral D[g| als auch zu dem Normierungsintegral H [p] in derselben Weise
hinzutreten. Wir unterscheiden folgende Typen:

ffffA(w,y;§,n)q)(x,y)w(in)dxdydgdn
ffffB(xy;577)‘1’(757.'/)9?(§,17)dxdyd§d7]

wobei A(z,y;&,1)=A( n;x,y), Blx,y;8n) =B n;x,y) stiickweise stetige sym-

Typus 1.

bezw.

metrische Kerne sind, und die ITntegrale sowohl in z,y als auch in §, % iiber das
ganze Gebiet G erstreckt werden sollen.

fffA’(x’y;S)(p(x’ ¥) pls) d dy ds
fffB” (z.9;5) 9 (2. 9) 9s) dw dy ds

wobei s die Bogenlinge auf einer der stiickweise analytischen Kurven (, in G

Typus 2.

bezw.

bedeutet und wobei mit @ (s) der Funktionswert von ¢ (x,y) auf dieser Kurve als
Funktion von s bezeichnet ist. Die Integration ist in x, y iiber das ganze Gebiet
G, in s iiber die ganze Kurve C, zu erstrecken. Allgemein kénnen wir fiir jede
der Kurven (), je einen mit Funktionen A, (x,y; s) bexw. B, (x,y; s) gebildeten
derartigen Zusatzausdruck in Betracht ziehen und hitten dann jedesmal die

Summe dieser Ausdriicke zu bilden.?

! Der sehr einfache Beweis dieser Tatsache mag hier iibergangen werden.
* Den Fall, dass die Kurve C» noch von dem Punkte a, y abhingt, wollen wir hier ausser
Acht lassen.
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Typus 3. '
{fA(x,y)qv(ﬁ,n)w(e,w)dxdy

bezw.

ffB(x,y)tp(&n)qv(e,w)dxdy

wobei in symbolischer Schreibweise

x,y =S| 7)
z,y=%|(g,w)

(62)

zwei umkehrbare eindeutige und stiickweise stetig differenzierbare Transforma-
tionen des Grundgebietes auf sich selbst darstellen moégen. Die inversen Trans-
formationen seien entsprechend durch die Gleichungen

§En=6""(z9)
(63)
e, 0=2T""|(z,y)
gegeben. Ferner fithren wir fiir die Funktionaldeterminanten 0lz,y) und 0(z.y)
95 m) 0, )

der Transformationen © und ¥ die Bezeichnungen ein

(64 e Y N S B!

Wenn speziell beide Transformationen die Identitdt sind, so erhalten wir als

Zusatzintegral einen Ausdruck der Form f f gz, y) @z y)?dxdy.

Typus 4.

ff A, (s, t)q)(s)q)(t) dsdt

wobei ilber die Kurve C, mit der Bogenlinge s sowie iiber die Kurve C, mit
der Bogenlinge f zu integrieren ist und mit ¢(s) bezw. @ (f) die Funktionswerte
von q}(x, y) auf diesen Kurven bezeichnet werden. Speziell konnen diese beiden
Kurven auch zusammenfallen. Obne Beschriinkung der Allgemeinheit diirfen wir
fiir das Folgende die Symmetriebedingung A, (s, f) = 4., (¢, s) voraussetzen.
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Typus s.
.{Adﬂwﬁflﬂwﬁfl@ds

- Cv
wobei
}.'s und t, s

zwei umkehrbare eindeutige stetige und stiickweise stetig differenzierbare Trans-
formationen der Kurve C, mit der Bogenlinge s in sich bedeuten. Speziell er-
halten wir, wenn die Transformationen {, und t, beide die Identitit sind, fiir das

Zusatzintegral die Form

fm@¢wm&

C

v

f@wws

wobei @, [p] ein beliebiger quadratischer homogener Differentialausdruck erster

Typus 6.

oder auch hdoherer Ordnung in der Funktion ¢(s) und den Ableitungen ¢’ (s),
@"(s),... ist und wo s die Bogenlinge auf C, bedeutet. Noch allgemeiner kinn-
ten in einem solchen Differentialausdruck sogar wieder die Funktionswerte und
Werte der Ableitungen in verschiedenen miteinander gekoppelten Punkten auf-
treten, bezw. konnte auf der Kurve C, ein aus mehreren verschiedenen Summan-
den gemiss den Uberlegungen von Kapitel I gebildeter, von der Funktion @ (s)
abhiingender, quadratischer Ausdruck d[p] gegeben sein und additiv in b [p] auf-
treten, etwa ’

bm=j$®¢@wm-z@mwwm

e, v=1
Cy fr

wo 7(s) >0 ist. Auch solche Zusatzintegrale haben einen guten physikalischen
Sinn. Z. B. treten sie bei den Problemen schwingender Systeme auf, welche lings
einzelner Linien versteift sind, etwa bei den Schwingungen von Betondecken
mit eingelassenen Eisentrigern. Doch wollen wir auf diese allgemeineren Mog-
lichkeiten hier nicht eingehen.?

Wir unterscheiden wieder kiinstliche von natiirlichen Randbedingungen,
welche sich von selbst einstellen, wenn fiir den Rand in dem Variationsproblem

! vgl. jedoch Anhang Nr. 1 und 2.
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keinerlei besondere Forderungen an die konkurrenzfihigen Funktionen ¢ gestellt
werden. Aus dhnlichen Griinden, wie schon oben in § 3 ausgefiihrt wurde, diirfen
in den kiinstlichen Randbedingungen keine normal zu den Kurven C, genommene
Ableitungen von ¢ auftreten. Wir brauchen uns allerdings nicht auf die ein-
fachste Randbedingung ¢ =0 zu beschrinken, sondern kénnen z. B. Randbedin-
gungen der Form '

als)pls)=B) g |9

stellen, wo «(s) und f(s) stetige Funktionen auf dem Rande und {|s eine um-
kehrbar eindeutige und stetige Transformation des Randes in sich bedeutet. Man
kann auch noch weiter gehen, indem man als Bedingungen derartige homogene
Relationen aufstellt, bei denen nicht nur die Funktionswerte am Rande, sondern
auch noch Funktionswerte an voi-gegebenen Kurven im Innern mit eingehen,
oder bei denen Funktionswerte linear unter éinem Integralzeichen auftreten.
Endlich besteht sogar noch die Méglichkeit, in derartige kiinstliche Randbedin-
gungen tangentiale Ableitungen der Funktionen mit aufzunehmen.

Um die Erorterungen nicht zu weit auszuspinnen, will ich im folgenden
auf die Betrachtung solcher und anderer kiinstlicher Randbedingungen verzichten
— irgendwelche besondere Schwierigkeiten oder Komplikationen bieten sie nicht
— und mich auf die Behandlung der natiirlichen oder freien Probleme beschrin-
ken. Ich weise im iibrigen darauf hin, dass man auch hier wie in Kap. I (vgl. § 3)
die kiinstlichen Randbedingungen als Grenzfall natiirlicher auffassen kann.

Wir bemerken zum Schluss, dass die Relationen (56) von S. 27 im Falle
mehrerer unabhingiger Verinderlicher genau so gelten wie bei einer unabhingigen
Verinderlichen.

§ 8. Aufstellung der zugehorigen Funktionalgleichungen.

Zu den oben charakterisierten Variationsproblemen ergeben sich nun Funk-
tionalgleichungsprobleme genau ebenso wie bei dem Fall einer unabhingigen
Verinderlichen aus der Relation

(63) D fu, §] — A9 [, g =o,

welche fiir jeden Index % durch die zugehorigen Werte A=21, bezw. u=un, er-
filllt sein muss, wenn { eine willkiirliche denselben Stetigkeitsbedingungen wie

¢ genligende Funktion ist. Diese Relation folgt hier wortlich so wie oben in
5—2661. Acta mathematica. 49. Imprimé le 29 mars 1926.
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§ 1. Aus ihr gewinnen wir die Funktionalgleichungen, indem wir nach der
Greenschen Formel das Fiihrungsintegral in ® so umformen, dass daraus die

Ableitungen von ¢ verschwinden. Diese Greensche Formel lautet:

(66) D[qo,a-—-—ffcm dzdy+ S, [ £6)5.lglds

y= lcv
wobei die einfachen Integrale iiber diejenigen Kurven C, zu erstrecken sind, bei
welchen die Stetigkeit der Ableitungen von ¢ unterbrochen ist, und S, [g| den
Sprung der normalen Ableitung von ¢ lings dieser Kurve als Funktion der Bo-
genlinge s bedeutet.

Wenn dabei iiber Existenz der Ableitungen von ¢ bei den fraglichen Kurven
selbst nichts Niheres vorausgesetzt wird, so sind die Kurvenintegrale bezw. ihre
Summe in verallgemeinerter Weise als Grenzwerte zu verstehen, welche man
folgendermassen erhidlt: Man approximiert die fragliche Kurve C, von beiden
Seiten durch je eine Kurve C,” und C,”, deren Punkte man ebenfalls durch die
Bogenlinge s bezw. s’ festlegt und einander so zuordnet, dass entsprechende
Punkte beim Grenziibergang in den Punkt s auf C, iibergehen. Wir betrachten

(9 6 7 1’
~f 7L) faf (") ds",

C.!
V

dann die Summe

wobei die Differentiation 0—6:2—, bezw. 5%;—, sich auf die zur Kurve C, bezw. C,”

normale, von der Kurve ins Innere von G weisende Richtung bezieht. Der

Grenzwert dieser Summe, wenn die Kurven C,” und C,” gegen die Kurve C,

riicken, wird mit f C(s) S[p] ds bezeichnet.!

p

! Dass dieser Grenzwert fiir jede den Stetigkeitsbedingungen des Problemes geniigende
Fuanktion § existiert, wenn fir ¢ die Losung des Variationsproblemes eingesetzt wird, erkennt man
folgendermassen. Zuniichst folgt aus der Voraussetzung der Losbarkeit des Variationsproblemes, .
wie sich in § 8 ergeben wird, die Stetigkeit des Ausdruckes I [u] im ganzen Gebiet. Wenden wir
nun die Greensche Formel (66) auf dasjenige Gebiet G an, welches aus G entsteht, wenn man
um jede der Kurven C» einen schmalen, durch die Kurven C;’ und C»” begrenzten Streifen
herausschneidet, so folgt dic Existenz des fraglichen Grenzwertes sofort ans der Bemerkung, dass
in dieser Greenschen Formel sowohl D[w,{] als auch das Integral von { L [u] mit abnehmender
Streifenbreite gegen bestimmte Grenzwerte konvergiert.
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Im iibrigen brauchen wir in Formel (66) nachher ausser dem Rande von
G rechts nur noch Kurven C, zu beriicksichtigen, iiber welche in den Zusatz-
gliedern integriert wird; denn fiir alle anderen miissen die Kurvenintegrale wegen
der Willkiir von { und dem Verschwinden des Ausdruckes (65) selbst verschwinden.!

Nunmehr konnen wir der Reihe nach den Einfluss der verschiedenen Be-
standteile von ® und $ auf die entsprechenden Funktionalgleichungen feststellen;
zuniichst ergibt bei der Umformung von D [, {] das Fiihrungsintegral den Ausdruck

o Dwi—— [ [tdear+ 3 [r0s b

v—=1 i

wobel iiber alle in den Zusatzgliedern auftretenden Kurven, sowie iiber die Rand-
kurven zu summieren ist und auf dem Rande — S, [p] die nach der Richtung
der inneren Normalen genommene Ableitung bedeutet.

Weiter gibt ein Zusatzausdruck in ® vom Typus 1 in § 7 wegen der Sym-
metrie von A(xz,y;§& 1) einen Beitrag

(68) f f £ (e, 9) de dy f f A y; &) ulE ) dE dn,

wiithrend entsprechend ein Zusatzausdruck in § zu einem Beitrag

—lffC(w,—y)dwdyfflf(x,y;E,n)u(§,n)d§d17
fithrt.

Sodann erhalten wir von einem Ausdruck des Typus 2 zwei wesentlich

verschiedene Beitrige, nimlich

(60 ;[ [revizay [ yumas

Cy
und

(70) ;—fC(S)dsffA,(w,y;S)u(x,y)dxdy

Cy

sowie entsprechende zwei Terme fiir einen analogen Zusatzausdruck in $.
Ein Zusatzausdruck des Typus 3 fiihrt zu folgender Bildung

! Wir konnten auch von vornherein in den Zulassungsbedingungen iiberall ausser auf den
Kurven C, Stetigkeit der Ableitungen von ¢ verlangen.
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(71) fj (@, y)uE nile, w)dzdy + ff (z,y)ule, w)C(E n)dady.

Wenn wir nun im ersten dieser beiden Integrale ¢, w im zweiten £ 7 als unbhiingige
Verinderliche einfithren, so erhalten wir mit den Bezeichnungen (62) (63) (64)

-;—ff/l(‘ll(g,w))u(@—‘i|(e,w))r(e,w)i(e,w)d@dw

+-;ffA(@{(g,n})u(&’i-’@f(§,ﬂ))0(§,ﬂ)§(§sﬂ)d§dﬂ-

Nehmen wir jetzt in beiden Integralen eine Umbenennung der unabhiingigen
Veriinderlichen vor, indem wir diese beide Male mit z,y bezeichnen, so erhalten
wir schliesslich fiir (71), wenn wir zur Abkiirzung

(72) De,z (A u; z,y]=~ A (T|(x,9) u (& T|(x,y)) v (x, )

+ ;—A S, u(X S| (x,y)olx,y)

getzen, den Ausdruck

(73) ff{,’ Y eldu;z,yldxdy.

Setzen wir beispielsweise speziell

Alx,y)=1, E=x+1, =y, e=ux, w=y,

80 geht D¢ o[ 4 w;2,y]in den einfachen Differenzenausdruck ; (ulx+ 1, y)—ulz—1,9)

fiir die Funktion w iiber, sodass wir durch Summen analoger Zusatzausdriicke,
wie man sieht, beliebige Differenzenausdriicke der Funktion « erhalten kionnen.
Zusatzausdriicke des Typus 4 ergeben einen Beitrag

%ffA’” (&, Duls(Odsdt + = ff v (DUt () dsde
oder
(74 fc dtf o (5, uls) ds + 2 jc zf Ay (5, D0 .

"



Uber die Anwendung der Variationsrechnung. 37
Sodann erhalten wir bei Zusatzausdriicken des Typus 5 einen Beitrag

Ao iaze s+ S A @ue L6 9

"V C‘l’

Fiithren wir hier wieder neue Veridnderliche ein, und zwar in dem einen Integral
t,™'|s in dem anderen |,7!|s, so ergibt sich, wenn wir die Integrationsvariable

wieder mit s bezeichnen und die Abkiirzung

(75) O, 1, [Ayu;s|= ; At [s)u (| 8) 7 (s) + %Ay (ol 8)u(ts Y,

8) 6, (s)

einfithren, wobei

(7o) o) =109 wl= (]
bedeutet, der Ausdruck
(77) f@ (#) @ ¢, [Ayu; 8] ds.

der Term

Endlich ergibt sich aus den Zusatzausdriicken des Typus 6 ein Beitrag von
der Gestalt

(78) ‘ﬁ®LWMMH%@MMM+CMKWM+Wﬁ

1

C‘V
wo sich s, und s, auf die Endpunkte von C, bezichen. Dabei bedeutet

0,409 _ d0g
(79)1 2 L‘V [u (8)] . Q" dS 0 u' dsg d u"

— 4 .
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den zu . [u] gehorigen Eulerschen Differentialausdruck; und

) d9¢Q, & dQ,

2 Uv [’“ (8)] :(,)ul Qaa_% 0—'”” d82 0;”7 i

(79): , ‘o0 " oo
4 [/ v
2z V‘” [u (8)] = W Qv—d"g 5'&;,—, + N wv)_ —

sind die zugehdrigen Randausdriicke.
Auf die weiter moglichen Verallgemeinerungen wollen wir hier nicht eingehen.
Die Ausdriicke (67) (68) (69) (70) (73) (74) (77) und (78) liefern uns nun
vermoge der fiir willkiirliche Funktionen { bestehenden Relation

tb[uaC]_l@[uﬁC] =0

unmittelbar die Bedingungsgleichungen, welche die Losungen u(x,y) bezw. A
unserer Variationsprobleme erfiillen miissen. Indem wir die simtlichen ange-
gebenen Umformungen beriicksichtigen, kénnen wir verschiedene zusammen-
gehorige Bestandtei_le zusammenfassen; der eine stellt sich dar als ein iber &
erstrecktes Integral eines Produktes von ((z,y) mit einem Funktionalausdruck
in u, der zweite Bestandteil als eine Summe von Integralen iiber die Kurven C,,
wobei die Integranden fiir jede Kurve C, die Form besitzen: Produkt aus {(s)
und einem Funktionalausdruck in u. Die weiteren Bestandteile beziehen sich
auf die Endpunkte der Kurven C, und ergeben sich ohne weiteres aus Formel
(78); sie treten nur auf, wenn Randausdriicke des Typus 6 vorhanden sind.
Indem wir die einzelnen Faktoren von ((z,y) bezw. {(s) fir jede Kurve

C, gleich Null setzen, erhalten wir Funktionalgleichungen der folgenden Form

(80) Li+iru— f f (e, y; Em—iB o y; & n)uE ) dEdy

=3 [ @ y; 9L B (g5 Dule)ds

v

k
—2Pe,, %, (A=A B u; z,9| =0
u=1

wo mit &,, T, Transformationen der oben gekennzeichneten Arten bezeichnet

sind und ferner fiir die Kurve C, eine »Randbedingung>» bezw. »Sprungbedingung»
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(81) S, [u]+ff(A (x,9; )—A B, (x,y; 8))ulx,y)dxdy

£ 3 f (A (5,6 — 2 Bos (5, ) u (0

u=1 C;L

+ @, ¢, (A — 2 B,)u; s} + Ly u(s)] —A M, [u(s)] =0

(r=r,.. " h)

wo L, (u(s)] und M, [u(s)] Differentialansdriicke der Form (79), sind.

Endlich erhalten wir fiir jeden Punkt E des Gebietes, in welchem eine oder
" mehrere der Kurven C, endigen eine Reihe von Eckenbedingungen, sobald in
dem Problem Zusatzglieder vom Typus 6 auftreten. Diese Bedingungen ergeben
gich daraus, dass man die Werte von §, {i, §y, ... in den Eckpunkten willkiirlich
withlen kann. Treten die Zusatzglieder etwa nur in D[] auf, so bestehen die
Eckenbedingungen darin, dass an der Stelle £ die Summen

U,

Sz, V[, Sy, V,[u

iiber siimtliche dort endigenden Kurven C, verschwinden. wx,(s),y.(s) ist dabei die
Darstellung von C, durch die Bogenlinge s und diese ist so gerechnet, dass sie
von der Ecke ausgehend auf allen Kurven C, wiichst.

Das Eigenwertproblem, welches mit unserem Minimumproblem “quivalent
ist, verlangt die Bestimmung eines Parameters 4 und einer nicht identisch ver-
schwindenden Funktion #, welche iiberall im Grundgebiet abgesehen vom Rande
und von den sonstigen Kurven C, mit ihren Ableitungen bis zur zweiten Ordnung
stetig ist, derart dass die Funktionalgleichung (80) und die Randbedingungen (81)
erfiillt sind.

Es ist bemerkenswert, dass in diesen Gleichungen der Unterschied zwischen
der eigentlichen Funktionalgleichung und den Randbedingungen teilweise ver-
wischt ist. Denn ebenso wie in der Gleichung (80) explizite die Funktionswerte
von % auf gewissen der »Randlinien» C, auftreten, geht in die Bedingungen (81)
der Gesamtverlauf der Funktion im Grundgebiet ein.
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Es mag dem Leser iiberlassen bleiben, die Uberlegungen dieses Kapitels fiir
den Fall zu verallgemeinern, dass es sich um mehr als zwei unabhingige Ver-
inderliche handelt, oder dass hohere als erste Ableitungen im Fiihrungsintegral
auftreten. In allen diesen Fillen wiichst natiirlich die Mannigfaltigkeit der
moglichen Zusatzglieder ausserordentlich.

KAPITEL IIL

Die Darstellung willkiirlicher Funktionen durch die Eigenfunktionen und das
Yerhalten der Eigenwerte.

§ 9. Die Vollstindigkeit der Eigenfunktionen.

Die wichtigste Eigenschaft der Eigenfunktionen beim klassischen Sturm-Liou-
villeschen Problem ist ihre Vollstindigkeit, d. h. die Tatsache, dass man jede
willkiirliche im Grundgebiete stetige Funktion durch eine lineare Kombination von
endlich vielen Eigenfunktionen im Mittel beliebig genau approximieren kann.
Dieser Satz dehnt sich nun sinngemiiss auf alle in den vorigen Kapiteln aufge-
stellten Eigenwertprobleme aus, wobei wir ausdriicklich die Voraussetzung wieder-
holen, dass  ein positiv-definiter Ansdruck ist. Es gilt dann der Satz: Wenn
An mit wachsendem #» gegen Unendlich strebt, dann ist das System der Eigenfunk-

tionen u,, u,, ... »vollstindig in Bezug auf den Ausdruck $»; d. h.: fiir jede
stetige Funktion f und jede noch so kleine positive Grosse ¢ kann eine lineare
Kombination

(82) @ U+t g Un= 0y

aus endlich vielen Eigenfunktionen gebildet werden, sodass

(83) DI —wi<e

wird.

Wir bemerken vorab: Die in Bezug auf den Ausdruck £ giinstigste mittlere
Approximation von f durch eine Kombination der ersten » Eigenfunktionen, d. h.
der kleinste Wert von §[f—w,] wird erreicht fiir

(84) . w=6=9[f .
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Die durch (84) definierten Grossen ¢; nennen wir die Entwicklungskoeffizienten
der Funktion f in Bezug auf das System unserer Eigenfunktionen. Die Mini-
mumseigenschaft dieser Entwicklungskoeffizienten ergibt sich hier genau in der
iiblichen Weise wie bei beliebigen Orthogonalfunktionen, indem wir in dem Aus-
druck 9 [f—w,| die Grossen «,,..., e, durch die Relationen

gézb[f—wn] =—29[f—wn, u]=0

bestimmen, was sofort mit Riicksicht auf

H w)=1, 9 (wi, us)=0 fiir ¢4k

die Gleichung (84) ergibt. Aus der Beziehung

0=§ 1/~ el =5l/1 -3

[=]
folgt unmittelbar die Konvergenz der unendlichen Reihe Zc? und genauer die

i=1

Ungleichung
[
Qa=9[f].
i=1

Die oben behauptete Vollstindigkeitseigenschaft besagt, dass stets nicht nur diese
Ungleichung sondern genauer die Gleichung (Vollstindigkeitsrelation)

(85) Si=9]7]

gilt.

Um nun diese Vollstindigkeit zu beweisen, nehmen wir zuniichst an, dass
die Funktion f den Stetigkeitshedingungen und gegebenenfalls den gestellten
kiinstlichen Randbedingungen des Problemes geniigt, und bilden mit der Funktion

fn=2n‘ciui dén Ausdruck
DI ~Al=Df1+ Dt Dld—23 D Ifs

i=1 i=1

welcher sich mit Riicksicht auf (56) und (65) in die Gestalt

6—2661. Acta mathematica. 49. Tmprimé le 29 mars 1926.
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D [f_fn]:(s [f]—z ¢ As
i=1

setzen lisst. Da nach Voraussetzung mit wachsendem » der n-te Eigenwert
Ar gegen Unendlich strebt und daher nur endlich viele Eigenwerte negativ sein

konnen, und da ferner die Reihe Zc? konvergiert, so bleiben die Ausdriicke
: =1

D[f—fa] sicherlich bei wachsendem # unterhalb einer festen positiven Schranke

M. Andererseits erfiillt die Funktion ¢ ==f—f, alle Bedingungen

D lp, u)=o0 v==r1,..., n);

also ist wegen der Minimumseigenschaft des Eigenwertes 1,41

D) =D [f—Sfal Z hnt1 O [f— fa].

Dividieren wir durch 2,+; und gehen zur Grenze fiir n— o0 iiber, so folgt wegen
M =D [p] unmittelbar die Relation

lim §1/—fl=o,

welche die behauptete Vollstindigkeitseigenschaft ausspricht.
Geniigt die stetige Funktion f nicht den Stetigkeits- und Randbedingungen
des Problemes, (ist sie z. B. nicht differenzierbar) so kann man sicherlich f

durch eine diesen Bedingungen geniigende Funktion f* so approximieren, dass
S f—f* <Z wird, sodann f* durch eine Funktion f, sodass  [/*—f"] <§ wird.

Dann ist mit Riicksicht auf

DAL= 0 = 1+0 1 —fl+201/*—f, f—f*]
und die Ungleichung
Ole. v =9gl Syl

(vergl. 8. 5) gewiss 9 [f—f:] < ¢ und wegen der Minimumseigenschaft von f;, erst
recht ©[f—f.] <& womit die Vollstindigkeitseigenschaft auch fiir solche all-
gemeinere Funktionen f bewiesen ist.

Ausdriicklich verdient bei unserem Resultat der Fall hervorgehoben zu werden,
in dem der Ausdruck £ gar kein Integral iiber das Grundgebiet enthilt, sondern
nur aus Integralen iiber Rand- oder Sprungkurven C, besteht. Ist z. B.
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@[¢]=f¢2d8

wo dieses Integral iiber den Rand von G erstreckt wird, so besagt unsere Voll-
stindigkeitseigenschaft lediglich Vollstindigkeit im gewohnlichen Sinne fiir die
Randwerte der Eigenfunktionen. Ist etwa

®=D=ff(q)§+ @;) do dy

so werden die Eigenfunktionen solche der Potentialgleichung o u=o0 geniigende
Funktionen, welche am Rande eine Randbedingung der Form

+)-0—ﬂ—o
Yo

erfilllen. Die Vollstindigkeitseigenschaft besagt, dass man durch die Randwerte
dieser Higenfunktionen im Mittel jede stetige Funktion auf dem Rande beliebig
genau approximieren kann.

Unser Beweis zeigt als wesentliche Grundlage fiir den Vollstiindigkeitssatz
das unbegrenzte Anwachsen der Eigenwerte. Dieses Anwachsen miissen wir un-
tersuchen, um der Vollstindigkeitseigenschaft ein sicheres Fundament zu geben.
In der Tat werden wir zeigen, dass bei allen Problemen mit gewissen allge-
meinen Definitheitseigenschaften diese Bedingung erfiillt ist.

§ 10. Maximum-Minimumeigenschaft der Eigenwerte und Eigenfunktionen.

Der Ausgangspunkt fiir jede genauere Untersuchung der Eigenwerte ist deren
Maximum-Minimumeigenschaft, welche sich genau wie bei dem einfachsten Pro-
blem von § 1 in folgendem Satz ausdriickt: Sind v,, ..., va—; willkiirliche stetige
Funktionen in G, und ist d[v, ..., vs—1) das Minimum (bezw. die untere Grenze)
von ® [p): D [p] unter den Nebenbedingungen

(86) 9 lp, vij=0 (=1,..., n—1)

und den vorgeschriebenen Stetigkeitsbedingungen, (gegebenenfalls auch Randbe-
dingungen), dann ist der n-te Eigenwert 1, (n>1) das Maximum von d [v,, . . ., Vn-1),
wenn zum Vergleiche alle Systeme von n—1 stetigen Funktionen vy, ..., va

zugelassen werden. Dieses Maximum-Minimum wird angenommen fiir

Q=MUn, Vi=Us, (t=1,...,n—1).
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Der Beweis verliuft hier wortlich so wie dort und braucht deshalb hier
nicht wiederholt zu werden. Nur einige erginzende Bemerkungen seien hinzuge-
fiigt. Zunichst bemerken wir, dass wir bei dem Minimumproblem fiir D [¢] : § [¢]
irgend eine quadratische Normierungsbedingung fiir die Funktion ¢ stellen kdnnen,
dass wir z. B. statt der Normierungsbedingung

(87) | Dlgl=r1
irgend eine andere Bedingung
(88) 9 [pl=1

wihlen diirfen, wobei $’[p] einen von § [p] verschiedenen quadratischen definiten
Ausdruck bedeutet, der stets zugleich mit $ [p] von Null verschieden ist.

Wenn wir ferner die untere Grenze d* (v, ..., vn—1] von D [p]: O [¢] suchen
unter den Bedingungen

(89) 9 @, vi=o0 (t=1,...,n—1)

so bleibt die Schlussweise von § 1 bestehen, dass man eine lineare Kombination
C %+ - +en un==¢ aus den ersten » Eigenfunktionen u,,..., u, bilden kann,
welche den Bedingungen (89) geniigt. Denn diese Bedingungen stellen »—1 lineare
homogene Gleichungen fiir die # Unbekannten ¢, ..., ¢, dar. Genau wie dort
schliessen wir also, dass d* [v,, . . ., vn—1] <A, ist und, da die Funktionen v,, ..., vn—1
ganz willkiirlich sind, so gilt auch fir das Maximum 2, des Minimums von
Dlpl:H[p] (bezw. fiir die obere Grenze der unteren Grenzen) unter den Bedin-
gungen (89) die Beziehung
(90) A

Diese Bemerkung dient uns zum Beweise des folgenden wichtigen Satzes:

Wenn neben D und § zwei entsprechende Ausdriicke ®' und §’ gegeben sind,
und wenn fiir jede den Stetigkeitsbedingungen geniigende Funktion ¢

(o1) Dpl=D [plz0 0=9pl=9 [g]

gilt, wenn ferner A’ der n-te Eigenwert zu den Ausdriicken D' und &’ ist, so gilt
fir alle »

(92) =W,

Nach (9o} ist niimlich 4,=4}; wobei definitionsgemiss 4, das Maximum-Mini-
mum von D:H bei den Nebenbedingungen (89) bedeutet. Andererseits ist 1, das
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Maximum-Minimum von ®’: $’ unter denselben Nebenbedingungen; und fiir jedes

System von Funktionen v, ..., ¥5—; und jede Funktion ¢ ist
D:H=D": 9.
Mithin gilt diese Ungleichheitsbeziehung bei gegebenen Funktionen vy, ..., va_

auch fiir die untere Grenze der beiden Seiten, und daher auch fiir die obere
Grenze dieser unteren Grenzen bei verinderlichen Funktionssystemen vy, ..., vs—1.
Daher ist 4'=A",, womit der Beweis unserer Behauptung erbracht ist.

Der bewiesene Satz lisst sich als das transzendente Analogon zu dem alge-
braischen Satze auffassen, dass die n-te Hauptachse eines Ellipsoides, welches ein

zweites ganz umschliesst, grosser als die n-te Hauptachse dieses zweiten sein muss.

§ 11. Das Anwachsen der Eigenwerte.

Die Anwendung des eben dargelegten Verfahrens zum Vergleiche verschie-
dener Variationsprobleme gestattet uns, die Abschitzung der Eigenwerte nach
einer Art Majorantenmethode auszufithren. Wir wollen die Methode, welche in
vielen Fillen bis zu einer feineren asymptotischen Abschitzung der Eigenwerte
fiihren kann, hier nur dazu benutzen, um das Anwachsen der Eigenwerte festzu-
stellen; und zwar wollen wir den fiir die Fundierung der Vollstindigkeitsrelation
ausreichenden Satz beweisen: Wenn der Normierungsausdruck $ [p] je nach dem,
ob es sich um eine oder zwei unabhingige Verinderliche handelt, Ungleichungen

der Form
h
(93) c"fqﬁdxé Hlpl= ch;" dx+c'2¢(xv)2
v=1
oder
h
(04) c"ffq)zdxdyéb[q)]écffq)gdxdy+c'z pids

=1
Cy

(e>o0, ¢'>0, ¢'>0)

geniigt, wobei ¢, ¢ und ¢” drei von ¢ unabhiingige Konstante bedeuten und die
Punkte z, bezw. die Kurven C, im Grundgebiet fest vorgegeben sind, dann strebt
der n-te Eigenwert 1, mit wachsendem » gegen Unendlich.

Wir fiihren den Beweis fir den Fall von zwei unabhingigen Veriinderlichen

durch, indem wir bemerken, dass fiir eine unabhingige Verinderliche dieselben



46 Richard Courant.

Betrachtungen mit entsprechenden Vereinfachungen ihre Giiltigkeit behalten. Zum
Beweise fiihren wir folgende Bezeichnung ein

09 Vigl= [ g2 +g0azty Nigl= [ [gtaziy Rigl=3 [g*as

»=1 c,

Dann gilt der wichtige Hilfssatz: Wenn N[p]==1 ist, so besteht immer die Un-
gleichung

(96) Rlgl<CVVigl+ C
und die aus ihr folgende

(97) VRIp] <C"V Vgl + "

wo C, ¢!, C”, C"" positive Konstante sind, die nicht von ¢, sondern héchstens
vom Gebiete G abhiingen. Entsprechend gelten fiir eine unabhingige Veriinder-
liche, wenn wir

1 1

(98) V[¢]=f¢'2 dr  Nlg]= [qv’ dz  Rlpl= D ¢)*

o’ v=1
0 0

setzen, fiir alle Funktionen ¢, fiir welche N [p]=1 ist, Ungleichungen derselben
Form wie (96) und (97). Wegen des nicht schwierigen Beweises dieser Integralun-
gleichung verweise ich auf eine schon genannte frithere Arbeit.!
Wir kénnen nun leicht den Ausdruck © mit Hilfe von ¥, N und R ab-
schiitzen. Sicherlich gilt
Dig)>a Vgl

wo o eine Konstante ist. Weiter gilt fitr jeden Zusatzausdruck des Typus Nr. 1
aus § 7 eine Ungleichung der Form

(99) UfffA.(x,y;§,n)w(x,y)q)(,&i,n)dxdydwn’<a1NI¢];

denn es ist, wenn M das Maximum von A (z,y;§,7n) bedeutet,

UfffA(w,y;E,n)q)(x,yhp(&n)dxtlyd§dn[éM(fflsv(w,y)ldwdy)g

! Uber die Eigenwerte bei den Differentialgleichungen der mathematischen Physik, Math.
Zeitschr. Bd. 7, 8. 13.
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und hieraus folgt wegen der Schwarzschen Ungleichung sofort

‘ffffA(x’i’/?f:’?)w(x,!/)w(é'f/)dxdydgdn <M, N g

Weiter erkennt man in ganz dhnlicher Weise fiir die siimtlichen Typen von
Zusatzausdriicken Z aus den Nr. 2 bis 6 von § 7 dass sie unter der Voraus-
setzung N [p]=1 Ungleichungen der Form

(100) _ ]Z|<a11{[q)]+a2Vﬁ[a+a3

geniigen, sodass wir schliesslich mit Riicksicht auf (96) und (97) unter der Voraus-
setzung N(p]j=1 fiir D [p] eine Abschitzung der Gestalt

(101) DlplzaVigl—2epV Vigl—yza(V Vg — 8 — ¢

erhalten, wo «, 8, y, § positive von ¢ unabhiingige Konstante sind. Also ergibt_
sich mit Riicksicht auf (94) immer unter der Bedingung

Nlpl=1

das Bestehen einer Relation der Form

S, VTlgl—gF ¢
[]: ¢+ ¢ Ry ¢’

und daher
(102) @_[99_]>a(VV[] —8)2

olol " VVigl+g

wo o', §, ¥, ebeunfalls positive Konstante sind.

Das Maximum-Minimum ; der linken Seite bei den Nebenbedingungen
Nip,vij=o0 (¢=1,...,m—1) ist nach § 10 nicht grosser als A,; andererseits ist
zufolge der Ungleichung (102) der Wert A; nicht kleiner als das Maximum-
Minimum der rechten Seite. Nun ist das Maximum-Minimum von ¥ [p] unter
der Normierungsbedingung N[p]=1 und den Nebenbedingungen N [p,v;]=0
gerade der n-te Eigenwert u, des Eigenwertproblemes von

du+pu=o0

bei freiem Rand (d. h. also bei der Randbedingung: normale Ableitung gleich
Null). Es ist bekannt!, dass bei wachsendem 7 dieser Eigenwert u, gegen Un-

! Vgl. CovrANT-HILBERT, 1. e. Kap. 6.
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endlich strebt. Bezeichnen wir die Eigenfunktionen dieses Problemes mit w,,
%y, ... und wihlen wir speziell v;=uw;:, so wird sicherlichV [p] = i, werden und

daher gewiss auch bei hinreichend grossem »

7Tl — B)2 L
“,(‘/_@ '8—), —}/’> k V‘u”
o VVigl+8
sein, wo k eine nur vom Gebiet abhingige Zahl ist. Daher ist auch fir vi=w;
das Minimum der rechten Seite von (102) und somit auch das Minimum der
linken Seite grosser als diese Zahl; folglich gilt dieses erst recht von dem

Maximum-Minimum 4. Es besteht also bei hinreichend grossem » die Beziehung
2>EV

und aus ihr folgt unmittelbar wegen i, =4, die Behauptung lim A,= oo, welche

zugleich die Aussage in sich schliesst, dass bei unserem Problem nur endlich
viele Eigenwerte negativ sein konnen.
Die oben zugrunde gelegte Annahme (94) schliesst den Fall aus, dass, z. B.
fiir zwei Variable,
Dlpl=De | p*ds
e,

oder allgemeiner

9 [¢]=Zf Votds
C"

ist, wo p, eine stetige positive Ortsfunktion auf C, ist. Um auch in diesem
Falle die Tatsache des unendlichen Anwachsens der Eigenwerte sicher zu stellen,
machen wir die beschrinkende Annahme, dass alle Zusatzglieder, welche in © zu
D hinzukommen, positiv definit sind. Dann erhalten wir ohne weiteres die Ab-
schitzung:

Dlgl Vgl

Olel ™ Vg + ¢

aus der wir alle weiteren Schliisse wie oben ziehen 'kénnen. Mithin ist auch in
diesem Falle die Vollstiindigkeit der Eigenfunktionen erwiesen.
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KAPITEL IV.

Die Existenz der Lisung.

Wir wenden uns nun der Frage nach der Existenz der Lisungen unserer
Variationsprobleme zu. Fir die Probleme mit einer unabhingigen Verinder-
lichen wollen wir den Beweis hier durch Grenziibergang vom entsprechenden
algebraischen Problem durchfiihren, wiihrend wir hinsichtlich der Probleme mit
mehreren unabhidngigen Verdnderlichen auf eine demnichst erscheinende weitere
Publikation verweisen. Der Kiirze halber wollen wir uns auf natiirliche Probleme
beschriinken, d. h. von kiinstlichen Randbedingungen absehen. Der Fall kiinstlicher
Randbedingungen lisst sich analog erledigen.

§ 12. Das einfachste Problem.

Der Gedanke des Beweiges tritt am deutlichsten bei dem einfachsten Problem
hervor, bei welchem

1 1

59[¢]=f(p9>'”+ qof)dx+tp(0)+t'e(1)*= D] +quv’dw +tp(0)f + t'p(1)

@[q>]=fr¢”dév=H[¢]
: .
gesetzt ist.

Wir weisen darauf hin, dass, auch wenn ¢ und ¢ nicht als positive Grossen
vorausgesetzt sind, dennoch aus der Integralungleichung (96) Kap. III die Be-
schrinktheit von D folgt, sobald die Beschrinktheit von ® und  feststeht, und
dass D jedenfalls oberhalb einer festen Schranke liegt, sobald  beschrinkt ist.

Wir teilen das Grundintervall o =z <1 in 7 gleiche Teile der Linge .
Mit @o, @y, -y Pry- -, Pn bEZW. Do, .., Dn; Goy- > qn; 7oy - -, s bezeichnen wir die
Werte von ¢ (x) bezw. p(x), ¢(x), r(x) in den Teilpunkten, wobei Anfangspunkt
und Endpunkt des Intervalles als nullter bezw. n-ter Teilpunkt zu zihlen sind.

Neben den Ausdriicken ® [p] und $[gp] betrachten wir die beiden quadrati-
schen Formen in den Variabeln ©»

n—1 _ 2 n~-1
Du [, 9] ZZZpy(q)’ﬂl —2’) +1 g gl + tgh + L gh
y=0 v=1

7—2661. Acta mathematics. 49. Imprimé le 31 mars 1926.
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n—1
Onlgp. @l =1 D037
v=1

Wir bezeichnen mit 4 die untere Grenze des Quotienten D [p]: $ [p], wenn zum
Vergleich im Grundgebiet stetige, mit stiickweise stetiger Ableitung versehene
Fuanktionen zugelassen werden; zu zeigen, dass diese untere Grenze fiir eine
solche Funktion ¢ (r)=wu(x) angenommen wird, ist gerade das Hauptziel unseres
Beweises. Das Minimum des Quotienten Dn [, ¢]: Hnlp, ¢l d. h. der kleinste
Eigenwert der quadratischen Form ®. mit Bezug auf die quadratische Form 9,
sei A™; dass dieses Minimum erreicht wird, ist hier selbstverstindlich. Das

Wertsystem ¢, ..., @s, fir welches es angenommen wird, bezeichnen wir mit
@»=u," oder kurz mit @,=w,; wir diirfen voraussetzen, dass es der Normie-
rungsbedingung
D [u(”), u(ﬂ)] =1
geniigt.
Das Wertsystem u,™, ... u,™ ergiinzen wir zu einer stetigen Funktion «™ (x),

der zugehorigen »Polygonfunktion», welche in jedem der Teilintervalle linear ist
und in den Teilpunkten die Funktionswerte u,™ besitzt.

Wir wollen nun beweisen: erstens dass der untere Grenzwert (limes inferior)
der A™ (n=1,2,..) nicht grosser als A ist, (es wird sich spiiter zeigen, dass er
ihm gleich ist), zweitens dass wir aus den Polygonfunktionen %™ (x) eine geeig-
nete Teilfolge auswihlen konnen, welche im ganzen Grundgebiete gleichméssig
gegen eine stetige Funktion u(z) konvergiert, und, drittens dass diese Grenzfunk-
tion die gesuchte erste Eigenfunktion unseres Variationsproblemes ist.

Um die erste dieser Behauptungen zu beweisen, betrachten wir irgend eine
zuldssige Funktion @ (z), fiir welche $[p]=1 und A =D [p] < i+ ¢ ist, unter ¢
eine beliebig klein vorgegebene Konstante verstanden. Nach der Definition von
A muss es eine solche Funktion zu jedem noch so kleinen & geben. Offenbar
wird, wenn wir » hinreichend gross wihlen, der entsprechende Ausdruck 9, (g, ¢,
bezw. der Ausdruck D, [p,q], sich nur beliebig wenig von £ [p]=1 bezw. von
Dlp] unterscheiden, sodass der Quotient Dn[p, ¢]: Hn[p, ] hochstens etwa um
2¢ von A abweicht. Also ist auch das Minimum A® von Ds (g, @] : 9 [p, @] sicher
nicht grosser als 1+ 2¢

! Dass ausser in der ersten Summe die Summation nicht mehr itber die Werte fiir y=o0
und y=n erstreckt wird, geschieht absichtlich mit Riicksicht auf eine sich spiter daraus ergebende
kleine Vereinfachung.
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AN<2+2e,
und fiir den unteren Grenzwert gilt dann!:

lim A" =1 <4,

Bevor wir den Beweis der zweiten Behauptung durchfiihren, schicken wir
folgende Bemerkung voraus, welche auch fiir die Untersuchung des nichsten
Paragraphen von Bedeutung ist: Die Gesamtheit aller stetigen Funktionen ¢ (x)

1

mit stiickweise stetiger Ableitung, fiir welche ein Integral der Form pptdx

0

unterhalb einer festen Schranke M bleibt, ist gleichartig (d. h. gleichmiissig in
Bezug auf die gesamte Funktionenmenge) stetig, sobald nur iiberall p(x)>m
wird, unter m eine feste positive Konstante verstanden.

In der Tat ist:

iw(xl)—w(xzﬂéfl ¢ (@) | do

und daher zufolge der Schwarzschen Ungleichung

lplo) —g o) <o —am |f¢'2dx§ oy |

m

Diese Gleichung driickt die behauptete gleichartige Stetigkeit aus. Wenn also
eine solche Funktionenmenge auch noch gleichmissig beschrinkt ist, so ldsst sich
aus ihr nach einem bekannten Fundamentalsatz der Analysis stets eine gleich-
missig konvergente Teilfolge auswiihlen. Die gleichmiissige Beschriinktheit einer
solchen Funktionenmenge ist aber gesichert, wenn es fiir jede Funktion eine Stelle
des Intervalles gibt, fiir die der Funktionswert unter einer festen Schranke liegt,
also sicherlich z. B., wenn § [p] unterhalb einer solchen Schranke bleibt.

Da hiernach die Funktionen u(™(x) gleichartig stetig und somit wegen
Hn [u™, 4] =1 auch gleichmissig beschrinkt sind, so kénnen wir aus ihnen eine
Teilfolge auswihlen, welche gleichmﬁ,ssig gegen eine stetige Grenzfunktion ()
konvergiert.

! Man konnte schon an dieser Stelle unmittelbar erkennen, dass A(m) gegen A konvergiert.
Hierzu braucht man sich nur davon Rechenschaft zu geben, dass bei hinreichend grossem # auch
umgekehrt der Quotient D [ul®)]: § [ul)] beliebig nahe an A" kommt; da dieser Quotient nicht
kleiner als 4 ist, so gilt dies auch fiir den nnteren Grenzwert. :
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Im folgenden wollen wir unter einer Wertfolge 1,2,...,%,... immer nur
eine solche verstehen, fiir welche die Beziehungen lim A" =4 und lim %™ (x)=u (x)
gelten.

Um schliesslich zu zeigen, dass diese Grenzfunktion  (z) stetige Ableitungen
erster und zweiter Ordnung besitzt, und dass sie die Ldsung unseres Eigenwert-
problemes ist, betrachten wir die Bedingungsgleichungen, welchen die Werte
u,=u,™ geniigen miissen. Wir gelangen zu ihnen unmittelbar entweder nach
den elementaren Regeln der Differentialrechnung oder in vollkommener Analogie
zu den Erorterungen aus § 1, indem wir beachten, dass fiir ein willkiirliches
Wertsystem &y, Ly - - -y Gn, - - ., Ln die Relation

sDﬂ [C’ u(n)] — Al @" [C) u(")]zo

erfiilllt sein muss, welche ausgeschrieben lautet:

n—1 n—1
7 Zp.,du,dé‘ +l2, Qv s Gt tug 5o+t unCn—)lZ1 wy §y==0
=0 y=1 r=1

duvzuv+l_uv-

Eine unmittelbar sich ergebende Umformung (partielle Summation) liefert uns

A Un—
Co(tuo Do l)+§,.(t Un + Pr- ]_ul )

n—l1 n—1 ~1

’ZC (ps Athy—po1 AUsr) + I\ s qyuv—)lzg 7y Uy=0,
v=1 =1
woraus sich wegen der Willkiirlichkeit des Wertsystemes §,, ..., {» zuniichst die
Randbedingungen
A u,
(103) P = =0
A YUn—

(104) t Un+ Po— 1—ul g
und sodann die Differenzengleichung
(105) %(pvdu-,—-p,_l A Uy—1)—qy thy + A7 u,=0
oder

ZI_’ A (po-1 A thy—1)— s Uy + 4 1y %,=0

ergibt.
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Die Summierung dieser Differenzengleichung (105) vom Summationsindex 1
bis zum Summationsindex » (1=<y=<n—1) bezw. n—1 ergibt mit Riicksicht auf
(103) und (104)

(106) %pvdu,,:quy Up—A 1 Dy rust tuy
u=1 w=1
I N , _ n-1 n—1 ]
(107) [P AUy = —1 un—qu,‘u,,,-}.l2 T U+ T 0y
7=1 u=1

Nochmalige Summierung von (106) nach dem Index » von 1 bis m—1 (m < n)
ergibt, wenn vorher durch p, dividiert wird,

m—1 v
I
U= —1 D) — (l D Aru—qu) u,;—tuo).
r=1 Y p=1

Wegen der gleichmissigen Konvergenz der Wertmenge %, gegen die stetige
Funktion u (z) folgt nun unmittelbar auf Grund der elementarsten Tatsachen der
Integralrechnung

z

(108) w@=ww—fd%éﬂfaum—ﬂwumdmdu@}

und aus dieser Gleichung durch Differentiation die weitere
x

(109) M@wm=jﬁUWFﬂwmmw+W@

]

und durch nochmalige Differentiation
(110) (puy = —Aru+qu,

woraus wir ersehen, dass tatsichlich u stetige Ableitungen erster und zweiter
Ordnung besitzt und der Sturm-Liouvilleschen Differentialgleichung fiir A=1 ge-
niigt. Es konvergiert aber nicht nur u{ (x) gleichmissig gegen % (z), sondern
auch der erste Differenzenquotient gleichmissig gegen die erste Ableitung; man
erkennt das unmittelbar daraus, dass die rechte Seite von (106) gleichmissig gegen
die rechte Seite von (109) konvergiert. Hieraus folgt sofort die Konvergenz der Form

et 1 1 1
‘J v 2 ’
lZp., (_lu) gegen fpu”dx; da auch die Integrale fqu” dx undf rut dx
=0
0
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n-1 n—1
Grenzwerte der entsprechenden Formen ZZ g»u,t und ZZ rythy® 8ind, so erhalten

=1 =1

wir wegen
lim ®n [u(n), u(n)]zl’ @n [u(n), u(")]———l

N—ar D

fiir die Grenzfunktion u(z)

(r11) D [u]=A4, O [u]=1.

Der Quotient A=D [u]: § [u] kann aber nicht kleiner sein, als die untere Grenze 4,

und da A auch nicht grosser ist, muss
(112) A=lim AWM=}
gelten. Damit ist erwiesen, dass u(x) eine Losung des Variationsproblemes und

somit die erste Eigenfunktion u, (x), wihrend i der erste Eigenwert 4, ist.
Dass u (x) der Eigenwertgleichung

(113) (pw) —qu+Aru=o
geniigt, folgt nun sofort aus (110); dass die erste Randbedingung

(114) p(0) u'(0)=tu(o)
erfiillt ist, ergibt sich aus (109) fir z=o.
Fir die zweite Randbedingung ziehen wir die Formel

—t' u(1)= ——f(lr—q) udn+tu(o)

heran, die sich aus (107) durch Grenziibergang ergibt. Gleichung (109) liefert

dann fir z=1
(r15) p(1) o (1)=—t"u(1).

Beide Randbedingungen sowie die Gleichung (113) folgen selbstverstindlich auch
unmittelbar als natiirliche Randbedingungen bezw. als Eulersche Differential-
gleichung aus der Tatsache, dass « die Losung des Variationsproblemes ist.
Durch eine ganz #hnliche Betrachtung erweisen wir nun die Existenz des
zweiten BEigenwertes und der zweiten Eigenfunktion. Wir bezeichnen die eben
gefundene erste Eigenfunktion mit #,, den ersten Eigenwert mit 4, und definieren
jetzt die Grosse A=1, als die untere Grenze des Quotienten D [p]: ©[p], wenn
die Funktion ¢ ausser den Stetigkeitshedingungen noch der linearen Nebenbedingung

(116) 9 lp, w]=o0
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unterworfen wird. Bezeichnen wir nunmehr mit A" den zweiten Eigenwert der
quadratischen Form 9, (@, ¢] in Bezug auf .[p, @], so behaupten wir, dass

- Hm AW=i=<i=1,

wird. Der Wert A™ ist definiert als der kleinste Wert von D, [p, @] unter der
Nebenbedingung

(117) @" [W1 w]:ly b" [wv ul(")]:Oa

wenn wir mit %, das oben kurz %™ genannte Wertsystem bezeichnen, fiir welches
Dn [ul(ﬂ), ul(ﬂ)J:ll(")’ @n [“1(")’ ul(‘ll)] ==1

ist.

Ist nun ¢ eine den Stetigkeitsbedingungen und der Nebenbedingung (116)
geniigende Funktion, fiir welche

D [pl<ite, Hlpl=1

gilt, so wird sicherlich bei hinreichend grossem » wieder D, (g, p| und 9.y, ¢]
beliebig wenig von Dp] und Olp] verschieden sein und auch H,[p, »,™] be-
liebig klein werden.

Wir ersetzen nun ¢ durch eine Funktion v, fiir die genau 9. [y, u,™]=o0
gilt; wir setzen sie mit konstantem ¢ in der Form vy (z)=¢ (z)+ o u,/” (z) an und

finden 9n (@, w,™]+ae=0; es wird also e¢ bei hinreichend grossem » beliebig klein.
Sodann folgt wegen

Dn [97) ul(ﬂ)] = '2“1(7‘) O [q), ul(‘n)]

und wegen
O [@, Y] =Dulp, 9l + 2 ¢ Hu g, u,™] + o® = Du [, ] — @?,
die Gleichung
D [0, W) = D[, ] + 2@ D [0, ) + & 1, =Dy, [, ] — 2 4,1,

Wir haben somit fiir hinreichend grosses » ein Wertsystem ,, ..., ¥ ge-
funden, das der Bedingung (116) geniigt, und fiir das Dn [y, ¥]: Ou [, ¥] beliebig
nahe an 4 liegt. So konnen wir wie frither schliessen, dass der untere Grenzwert
der A™ nicht grosser ist als 4; es ist also

A=limi" < 1.

Alle weiteren Schliisse verlaufen genau wie frither. Bezeichnen wir das
Wertsystem, fiir welches
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D [, @] =2, Onlp, pl=1
Hn [9)» “1(n)] =0

wird, mit %,™ oder kurz mit u®), so erkennen wir unmittelbar wie oben, dass
dieses Wertsystem fiir ein willkiirliches Wertsystem £, ..., , der Relation

D [, ] — A &, [u™, ] =0

geniigen muss.
Freilich besteht diese Relation zunichst nur fiir Wertsysteme ,, welche

die Relationen
Hn [C: “1(”)] =0

erfilllen. Aber man befreit sich sofort genau nach dem Muster von § 1 von
dieser einschrinkenden Bedingung.

Dann vollendet sich der Beweis wortlich so wie beim ersten Eigenwert, und
in derselben Weise vollzieht sich der Existenzbeweis fiir den zweiten, dritten
usw. Eigenwert und die ehtsprechenden Eigenfunktionen.

§ 13. Die allgemeineren Probleme.

Fir die Losungen der iibrigen im Kapitel I behandelten Probleme kann
der Existenzbeweis ganz nach dem Muster von § 12 gefiihrt werden. Es wird
geniigen, etwa folgende Fille zu betrachten:

Tpl=Dp] + Z[p] + W [p]
(118)

9 lp]=Hlg]
wobei . .
D[qv]=qu>'*dw H[q;]:f.,-wx
(119) Zlpl= D angEloE)  (an=an),

W[qv]=ffA(x;y)qv(x)qv(u)dxdy (4@, y)= A (y,2)

gesetzt ist.!
Unter den h Werten & soll §, =0 und & =1 sein. Wir bemerken wieder,

! Die Stellen §; bedeuten in diesem Paragraphen dasselbe wie die Stellen z; in Kap. I.
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dass mit Riicksicht auf die Uberlegungen vom § 12 aus der Beschriinktheit von
D die Beschriinktheit von D folgt, selbst wenn die Zusatzglieder Z und W nicht
positiv definit sind.

‘Wir teilen das Grundgebiet in » Intervalle und stellen die quadratischen
Formen auf, die den Integralen © und £ entsprechen. Hierbei ist es zweck-
miissig, den Punkt § durch den am niichsten liegenden Punkt x,, der Einteilung
des Intervalles o=x =1 zu ersetzen, wobei wir % so gross voraussetzen, dass zu
einem Teilpunkt hochstens ein Punkt & gehort. Die Integralausdriicke ® [¢] und
Hlp] ersetzen wir nun durch die quadratischen Formen in den Variabeln
Por P1y .oy Pn:

2 P
Bulp, pl= ZZJ”” (W‘JH 9’7) * 2 ik Po; Py, + 1 2’ Avu s Pu
k=

»—0 i, k—1 v, U

@n[@, q)] = lz Ty (pﬁ.

Dabei ist A,,=A,,=A(x,,x,) gesetzt und I’ bedeutet eine Summe iiber alle
Werte der Indizes mit Ausnahme der 5 Werte »;.

Wiederum gilt auf Grund genau derselben Uberlegungen wie in § 12, dass
der untere Grenzwert 1 der Eigenwerte A™ des Problemes fiir D (g, ¢]: Hx (@, @]
nicht grosser ist als der Eigenwert 1 des Problemes D ¢! : § [¢], und weiter, dass die
Polygonfunktionen «®™ (z), die wir aus den zu 4™ gehorenden Wertsystemen u,™
bilden, eine Teilfolge enthalten, die gleichmissig gegen eine stetige Grenzfunktion
u(x) konvergiert.

Fir das Wertsystem ,” =w, (v=o0,1,..,7) erhalten wir die Beziehung:

(120) Dn [u™, §] — 2§, [u, ] =0

oder ausgeschrieben

(121) ZZp,duyd§,+ Z ik Uy Co, + 12 ZAWWC —1127 #, §y=0.
=0

i, k=1

Die Umordnung nach {, liefert die Randbedingungen

h
1 1
(122) jpoduo“zalk Uy, = 0; ~—Tp,,_ldu,,_l—Za,,ku.,k:o,

8—2661. Acta mathematica. 49. Imprimé le 31 mars 1926.
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ferner die Sprungbedingungen an den Stellen x,,
I h
(123) 7(1’%4“%_1’%—14"%—1)_Zaik Uy, =0 (t=2,...,h—1)
und fiir alle anderen Teilpunkte die Differenzengleichung
I ’
(124) T8 (p,du,—p,_ldu,_l)——lz Ay + Ar,uy=o0.

"3

Summierung von (124) iiber den Index » gibt mit Riicksicht auf (122) und (123)

(125) lpvd“v A Z Qik Uy, + 1 Z 2 Auu u“—llz Ty U

%=1 pn w=1
vtSv
und
A n—1 n—1i
(126) 0= anthy + I* 2 Ay — AL D ruthy.
{,k=1 x=1 u ©=1

Die zweite Summierung von (125) iiber ¥ von 1 bis m—1 (m =) liefert:

m—1
(127) um—u1+l2 ZZa,Luvk+l52 ZZA"!‘“”"_’” Z 21 Uy
i k=1 *=1 p y— 1

vi=v
Fiihrt man nun den Grenziibergang n— o aus, so erhilt man:

u(w)==u(o)+fd§;—) Z Zaiku(§k)

Eis;

+fdgl‘;fdnfzi(n,g)u(g)dg—@fdf;;—fmdn.

Fiir die Ableitung ergibt sich hieraus

(r20)  pw =1 Zm,u<§k)+fd§fA<§,n>u(n)dn—§fmd§

.t k=0
giSz

{(128)
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und durch nochmalige Differentiation
(130) (pu') +}.ru——f (§)dE=o.

Da aus Formel (129) und (125) nunmehr auch die gleichmissige Konvergenz
des ersten Differenzenquotienten von u!® gegen die Ableitung « (z) folgt, so
ergibt sich fiir die Grenzfunktion unmittelbar wie in § 12

D=4 D=1

Da A=A und sicherlich wegen der Definition von A andererseits © [u]=1 sein
muss, so folgt

D fu] =

d. h. » 16st unser Variationsproblem. Somit erfiillt » gemiss § 5 auch die
Randbedingungen bezw. Sprungbedingungen

= > anu(E); —p(I)u’(I):ZahIe w (&)

p (&) (' (5 + o) — o' (& Zthku 5)

welche sich naturgemiss auch unmittelbar durch Grenziibergang aus (122) und
(123) vermége (126) und (129) ergeben.

Wir haben damit die Existenz der ersten Eigenfunktion nachgewiesen und
erkennen sofort, dass die Existenz der weiteren Eigenwerte und Eigenfunktionen
sich ohne jede neue Modifikation ganz nach dem Muster des vorigen Para-
graphen ergibt.

§ 14. Schlussbemerkungen.

Die in diesem Kapitel dargelegte Methode ldsst sich auch ohne weitere
Modifikation zum Existenzbeweise benutzen, wenn das Fiithrungsintegral des Pro-
blemes hohere als erste Ableitungen enthilt. Dagegen ist eine unmittelbare
Ubertragung unserer Methode fiir den Fall mehrerer unabhiingiger Variablen
nicht moglich. Immerhin ist auch hier der Weg gangbar, das Differential- oder
Funktionalgleichungsproblem durch ein entsprechendes Problem fiir Differenzen-
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gleichungen bezw. Differenzensummengleichungen zu ersetzen und dann einen
Grenziibergang auszufithren, wie ich an anderer Stelle’ ndher darlegen will.
Die Ausdehnung der in dieser Arbeit entwickelten Theorie auf den Fall,
dass es sich um die Bestimmung mehrerer unbekannter Funktionen handelt, macht,
wie zum Schluss bemerkt werden mag, keinerlei prinzipielle Schwierigkeiten.

ANHANG.
Beispiele aus der mathematischen Physik.

Als Anbang seien einige kurze Bemerkungen iiber mehrere der mathema-
tischen Physik entnommene Beispiele hinzugefiigt, welche zum Teil insofern iiber
den Rahmen der oben entwickelten Theorie hinausgehen, als es sich bei ihnen

um die Bestimmung mehrerer unbekannter Funktionen handelt.

1. Eigenschwingungen einer Membran, welche in ein Netz von elastischen
Fiden eingespannt ist,

Eine ebene homogene und gleichmissig gespannte Membran, die in der
Ruhelage das Gebiet G bedecke, sei durchsetzt von einem System geradliniger
elastischer Fiden, den Kurven C,. Der Rand sei ein aus einigen der Kurven C,
gebildetes Polygon. Bei festgehaltenen Ecken des Randpolygons sollen die Trans-
versalschwingungen dieser Membran betrachtet werden. Der potentiellen bezw.
kinetischen Energie der um ¢ (z, ) von der Ruhelage abweichenden Fliiche entspricht:

D [p] = ff¢x+q>y dxdy+2faw s
={f¢’dwdy +Z’ZQV(P(S)M8.

Hierbei sind die Konstanten a, bezw. g, der Spannung bezw. der Dichte des

bezw.

Fadens C, proportional.
Die Eigenschwingungen dieser Membran werden durch das Maximum-Mini-
mumproblem fiir D [p] : H{p] geliefert. Sie erfiillen die Differentialgleichung
dp+ip=o.

! Vgl. auch meinen Aufsatz: Uber die Theorie der linearen partiellen Differenzengleichungen.
Gottinger Nachrichten 23.X. 1925.
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Dazu treten auf den Kurven C, die Sprung- bezw. Randbedingungen

Syl —avg” (s)— A 0. @ (s)=0.
In jeder Ecke des Kurvennetzes besteht die Eckenbedingung:
Sa,p =0,

wobei die Summe iiber alle in der Ecke endigenden Kurven C, zu nehmen ist
und ¢’ die Ableitung von @ nach der von der Ecke aus wachsenden Bogenlinge
bedeutet (vgl. S. 38 f). In den Ecken des Randpolygons gilt, wie von vornherein
gefordert, ¢ =o0.

é. Eigenschwingungen einer durch Triger versteiften Platte.

Die Platte G sei durchsetzt und berandet von einem System von gerad-
linigen Trigern C,. Platte und Triger leisten Widerstand gegen Biegung; ihre
potentiellen Energien hingen also von den zweiten Ableitungen der Durchbie-
gung ¢ (z,y) ab. Der gesamten potentiellen bezw. kinetischen Energie entsprechen
Ausdriicke von der Form:

D gl = f f (AP —2(1—0)(@er gy — g} dwdy + 3 f avg” (s) ds
G e,

bezw.
9 g) =[f¢2dxdy+§lev¢(8)g ds;

o ist die Querdehnungszahl.
Die Eigenschwingungen dieser Platte erfiillen die Differentialgleichung

A4 @9 — Lo = 0.

Um die Sprungbedingungen, die sich an den Kurven O, ergeben, zu formu-
lieren, bilden wir die folgenden Ausdriicke

_ [ox\*? dx dy (03/ 2
Plyl= (072) Pzt 25° 5 Pyt 6_1;) Pyy

_ 0= 0z 0y 0y
Qlgl == 6n¢xl+(y 0n+x 0n)q)xy+y an P
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wobei sich die Differentiation (%z auf die Ableitung nach der Richtung denjenigen

Normalen bezieht, die ins Innere der in C, zusammenstossenden Gebietsteile
weisen; ' und 4’ bezeichnen die tangentialen Ableitungen.

Die erste Sprungbedingung besteht dann in der Forderung, dass der
Ausdruck

o4+ (1—0) Py

bei der Anniherung an C, von beiden Seiten denselben Wert ergibt.
Zweitens muss gelten:

(%ng(r—o)% Q [qv])1+ (;—nd¢+(l—0)d% Q [901)2
=—a, " (s)+e. @ (s),

wobei der untere Index 1 bezw. 2 bedeutet, dass der Ausdruck in der Klammer
das. eine Mal durch Anniherung von der einen, das andere mal von der anderen
Seite an die Kurve C, gewonnen werden soll.

Als Eckenbedingungen ergeben sich:

3{(1—0) Qp]+a, 9" }=0

’

Sa,9"2’=o0, Za, 9"y’ =o0.

Wieder ist die Summe iiber alle in der Ecke endigenden Kurven C, zunehmen.

3. Schwingungen einer elektrisch geladenen Seifenblase.

Ein besonderes mathematisches Interesse bieten die Probleme der Elektro-
Kapillaritit, weil hier Integrodifferentialgleichungen mit singulidren Integranden
auftreten. Ein Beispiel dafiir ist die elektrisch geladene Seifenblase, die um ihre
Gleichgewichtslage kleine Schwingungen ausfiihrt.

Das Gleichgewicht kommt dadurch zustande, dass dem Uberdruck der ein-
geschlossenen Luft und den elektrischen Kriften die Oberflichenspannung ent-
gegenwirkt. In der Ruhelage wird die Seifenblase Kugelgestalt annehmen.
R sei der Radius und v die radiale Abweichung von der Ruhelage. Die poten-
tielle Energie der Kapillaritit ist das Produkt aus dem Oberflicheninhalt und der
doppelten Oberflichenspannung 2 T. Die elektrische Ladung ¢ wird sich in der
Ruhelage gleichmissig iiber die Kugel verteilen; wir machen die Annahme, dass
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bei Verbiegungen die Ladung eines Flichenelementes erhalten bleibt. Die Ab-
hingigkeit des inneren Druckes p von dem von der Seifenblase umschlossenen
Volumen V sei durch die Gleichung pv*=const. festgelegt; bei adiabatischen

Vorgingen wird a=%’ der Quotient der spezifischen Wirmen sein. Als

potentielle Energie des Druckes in einem beliebigen Zustand setzen wir die Ar-
beit an, die der Uberdruck ¢ leistet, wenn die Fliche aus der Ruhelage gleich-
missig in jenen Zustand iibergefiihrt wird.

Auf Grund dieser Annahmen lisst sich die gesamte potentielle Energie der
um v verschobenen Seifenblase berechnen. Man findet hiernach leicht die Gleich-
gewichtsbedingung:

2

Vernachlissigen wir in der Entwicklung der potentiellen Energie nach v die
Glieder von hoherer als zweiter Ordnung in v und sehen wir von der konstanten
Energie der Ruhelage ab, so erhalten wir, da wegen der Gleichgewichtsbedingung
die linearen Glieder wegfallen, einen in v quadratischen Ausdruck D [v].

Um ihn anzugeben, fithren wir Polarkoordinaten r,&, ¢ ein. Das Flichen-
element der Einheitskugel K sei dw=sindd3dgp. Mit r; bezeichnen wir den
Abstand zweier Punkte P, und P, der Kugel in der Ruhelage. Dann wird:

@ =T ! ;2 ¥ d
bl f{sm Ty v * 18} ¢
— ff L dw dw,

K, K,

4R2 ff 7‘12 dwg dwl

K, K;

+b(fvdw) +cf'u’dw.
K K

Der kinetischen Energie entspricht:
O [i]= gf'v’dw.

K
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Dabei ist zur Abkiirzung gesetzt:

— 1 ] e 3
a= L b 8apR,
et
e=2T+ 4_7ZF -
und es ist offenbar ¢ =0 und b= o. 1—% ist die Dichte der Seifenblase, p und

g beziehen sich auf die Ruhelage.

Der erste Anteil in 9D [v] rithrt von der Kapillaritidt her, der zwefte und dritte
von der Elektrizitit und der vierte vom Druck; in den letzten beiden Anteilen
kommt zum Ausdruck, dass schon einer konstanten Dehnung Widerstand entge-
gengesetzt wird.

Die in den Integranden der Doppelintegrale auftretenden Singularititen
(ryy=0) stéren die Existenz der Integrale nicht. Man muss diese Integrale
nur im iiblichen Sinne so verstehen, dass man zunichst bei der Integration nach

dw, einen kleinen Kreis um den Punkt P; ausschliesst und dann zur Grenze

iibergeht. Bei derselben Erklirung existiert auch das Integral f f‘r—{g dw,;, wenn
. 12
J stetig und einmal stetig differenzierbar ist; zwar verschwindet f;—f, nur von

derselben Grossenordnung wie r,; aber das Integral von f;—f;, iiber einen Kreis

-um die singulire Stelle P, wird Null wie 71, und infolgedessen ist % inte-
grierbar.

Wenn man dies beachtet, macht es keine Schwierigkeit, die aus dem Ver-
schwinden der ersten Variation folgende Integrodifferentialgleichung als Eigen-

wertgleichung abzuleiten:

1 I .
T (m U(M)_*_;i;l_f)‘ (Sln19‘1)3)3 )

v 2 "% g
+2af 8 dw1+4R,,f " dw, bfvdw
¥

k, i,
—cv+Aov=no0.

An Stelle der Randbedingungen tritt die Bedingung der Regularitit auf der ganzen
Fliche.!

! Ich méchte ausdriicklich darauf hinweisen, dass es sich in diesem Abschnitt nur um einen
Ansatz handelt und dass ich die Theorie dieses Problems nicht durchgefiihrt habe.




Uber die Anwendung der Variationsrechnung. 65

4. Thermoelastische Erscheinungen bei Stében.

Ein elastischer Korper dehnt sich bei einer Temperaturerhohung aus. Be-
riicksichtigt man dies, so erhilt man nach Franz Neumann' und Duhamel® fir
das Gleichgewicht des Korpers und fiir die Temperaturstromung ein simultanes
System von Differentialgleichungen, das wieder auf Eigenwertprobleme fiihrt.
Wir betrachten zuerst einen geraden Stab. Er bedecke das Intervall osax=1.
Die longitudinale Verschiebung, d.h. die Abweichung eines seiner Punkte aus der
Ruhelage in der Liingsrichtung, sei w(x,?), ¢die Zeit. Die Temperatur des
Stabes und seiner Umgebung im Ruhezustand sei Null; @(z; ) sei die (kleine)
Temperatur wihrend des Vorganges. Dann lautet die Gleichgewichtsbedingung
fiir den Druck:

(1) Wez— 0 Oy =0
und die Wirmestromgleichung:

Cp—Co

(2) k@un—0e O+0 3

We=—0.

Dabei ist d der lineare Ausdehnungskoeffizient, £ die Wirmeleitfihigkeit, ¢ die
Dichte, ¢, und ¢, sind die spezifischen Wirmen.
Nach dem Ansatz: .
w=e"* ¢ ()

O=c¢ %z (x)

fiir exponentiell zum Ruhezustand zuriickkehrende synchrone Vorgiinge, wird aus
den Differentialgleichungen (1) und (2):

(3) ¢’'—éd7=0
(4) Adg +yr)+ed’'=o0
mit
_ G . e kd*
77 Cp—Cy elep—er)

Dies sind die Eigenwertgleichungen des Maximum-Minimumproblems:

! Abhandl. d. Berl. Akad. aus d. Jahre 1841,
* Journal de 1'Ecole polytechnique cah. 25. 36.
9—2661. Adcta mathematica. 49. Imprimé le 1 avril 1926.
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1
Dz, @] ==¢ f 7’2 dz= Max.-Min.

0

1 1 1

53[%¢P]=7fﬁdx+ 26f'rq)'dx——fq>'2d:czl.
0 0 0

Als natiirliche Randbedingungen treten auf: © =0 d. h. das Temperaturgefille
verschwindet an den Enden, und ¢'—d7z=o0, d. h. gegen die Enden wirkt kein Druck.

Als kiinstliche Randbedingungen kommen vorzugsweise in Frage

7=0 d. h. an den Enden behilt der Stab die Temperatur seiner Umgebung,
und ¢ =0 d. h. die Enden bleiben fest.

Wir haben hier ein Maximum-Minimumproblem vor uns, bei dem es sich
um die Bestimmung zweier unbekannter’ Funktioen handelt. Es ldsst sich aber!
ganz nach dem Muster der in Kap. I—IV entwickelten Theorie behandeln und
fihrt zu entsprechenden Resultaten iiber die Vollstindigkeit des Systems der
Eigenfunktionen und iiber das Verhalten der Eigenwerte.

Im iibrigen kann man ohne weiteres, wenn man @ aus den beiden Differential-
gleichungen (3) und (4) und etwa der Randbedingung @ =o0 eliminiert, sofort zu
der Integrodifferentialgleichung fiir eine unbekannte Fuanktion ¢

1
l((62 + y)r—d”f'rdx) +e7’==0
[

gelangen, die zu den Ausdriicken

1

@[¢]=sf¢'2d};

0

1 1 2

$[¢]=(62+y)fr2dx—62(f'tdx)

] 0

gehort (vgl. Beispiel 1. S. 21).

! Vgl. eine demniichst erscheinende Dissertation von O. H. MALIK.
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5. Thermoelastische Erscheinungen bei zwei- und dreidimensionalen Korpern.

Wir konnen uns auf den Fall eines zweidimensionalen Kdrpers beschrin-
ken, etwa einer Membran, die in der Ruhelage ein Gebiet G der z,y-Ebene
bedecke. Die Verschiebung eines Punktes aus der Ruhbelage in der Ebene sei
durch einen Vektor w mit den Komponenten #, v gegeben. © sei wieder die
Temperatur, die im Rnhezustand und in der Umgebung des Korpers verschwindet.

Die Gleichgewichtsbedingungen haben hier folgende Gestalt, wenn wir die
Differentiation nach x und y durch tiefgestellte Indizes bezeichnen

%du + %(uz+vy)x—6 6,=o0

(5)

:—dv + %(ux+vy),,—d‘@y=o

und die Wirmestromgleichung:

Cp—¢C, 1

(6) kdO—pc,®,—9 3 2(ux+vy)t:o-

Es ist dabeil ¢= :——:_-%, wo ¢ die Querdehnungszahl bedeutet. Der Ansatz

0 =1t e
@=ge ¥
liefert die Eigenwertgleichungen — wir bezeichnen die Komponenten von u wieder
mit #, v —:
o 1
;du + '2—(ux + /Uy)x_‘d'[x-o
(7)
@ I
2 2
®) l(6%(uz+vy)+y'r) e di—o.

Das Maximum-Minimumproblem, aus dem sie entspringen, ist bestimmt durch
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@[fz,q)]=aff(rx2+ry2)dmdy
S’;)[t,q;]=7ff12dxdy+6ffr(ux+vy)dxdy
—iff(ux+vy)2dxdy—Z-ff{(ux-—vy)2+(uy+vx)2}dmdy.
(4] G

Die natiirlichen Randbedingungen lauten:

s _,
an
a 7] dy I dzx dxr

« vy dx 1 dy dy
putl — i il - 4+ - __ —_7 —
2{(vy ux)an—*—(v,;+uy)an}+2(uI Fvy) " dt 0.

Als kiinstliche Randbedingungen kommen z=o0 und » = v =10 in Frage.

Die ganze Theorie dieses Problems (Verhalten der Bigenwerte, Vollstin-
digkeit des Losungssystems) lisst sich nach den Methoden der vorliegenden Ab-
handlung entwickeln.

Auch hier wiirden wir, wenn wir aus dem simultanen System (3), (4) % und
v oder 7 eliminieren zu Eigenwertproblemen vom Integrodifferentialgleichungstypus
filr eine unbekannte Funktion bezw. einen unbekannten Vektor gefithrt werden.



