UBER DIE PARSEVALSCHE GLEICHUNG FUR ANALYTISCHE
FASTPERIODISCHE FUNKTIONEN.
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in COPENHAGEN.

In zwei Abhandlungen in den Acta hat H. Bohr (1], [2]) die Theorie einer
Klasse von Funktionen einer reellen Variablen, den »fastperiodischen» Funk-
tionen entwickelt. Eine fiir —o <¢{<+ o stetige Funktion F(t)=U(t)+ V(2
heisst fastperiodisch, wenn es zu jedem & eine Linge I=1(s) gibt, derart dass
jedes Intervall #,<¢<#, der Linge ! mindestens eine zu & gehorige Verschiebungs-
zahl 7 enthilt, d. h. eine Zahl 7, welche fiir alle ¢ der Ungleichung

| Flt+2) —F@#)| <
geniigt.
Zu jeder fastperiodischen Funktion gehort eine »Fourierreihe»

Ftyoo S A,etnt,

und es gilt die Parsevalsche Gleichung
+T
MFW[ = lim - f | F(f) [Pdt = 3| da:.
Tesoo 2 T
-7

In einer im Druck befindlichen Abhandlung aus den Proceedings der London
Math. Society ([1]) habe ich den verallgemeinerten Begriff einer »generalisiert
Jastperiodischen> Funktion eingefithrt. Hierunter ist eine fiir —o <t<oo de-
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finierte Funktion F(f) zu verstehen, welche sm Mittel durch fastperiodische Funk-
tionen angenihert werden kann, d. h. es soll eine Folge von fastperiodischen
Funktionen

D,(t), O,(t), ..., Oult), ...

geben, welche die Limesgleichung

lim M{| F(t)— @.(&)]*} =0

M

erfiillt. Es geniigt tbrigens

+T

mn@mmml./uw—mdmm0=o

m—s0 \ T 2T
=T

vorauszusetzen, was fir das Spitere von Bedentung ist. Zu einer solchen gene-

ralisiert fastperiodischen Funktion gehort auch eine »TFourierreihe» .

(1) Flt) o SApeitat

welche der Parsevalschen Gleichung

MF@F) = 2 4a]

geniigt, und diese Fourierreihe entsteht aus den Fourierreihen der Anniherungs-
funktionen -

(2) I MOES sAm

durch den formalen Grenziibergang m-—>%, d. h. jedes .4, welches in (1) vor-
kommt, 4= _4,, kommt von einer gewissen Stelle m >m, ab auch in jeder der
Entwicklungen (2) vor, und zwar mit einem Koeffizienten, welcher fiar m— o
gegen A, strebt, wihrend jede andere reelle Zahl 4 entweder gar nicht, oder
nur endlich oft in den Entwicklungen (2) vorkommt, oder mit einem Koeffizi-
_enten, welcher fiir m— o gegen o strebt.

In einer dritten Arbeit von H. Bohr ([3]), deren Manuscript mir vom Ver-
fasser freundlichst zu Verfiigung gestellt wurde, hat er den Begriff der Fast-
periodizitit auf analytische Funktionen einer komplexen Variabeln s=o¢+ ¢t
iibertragen.
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Eine in einem Streifen «<o<p regulire analytische Funktion f{s) heisst
»fastperiodisch in («, 8)»>, wenn es zu jedem ¢ eine Linge [=1I(¢) existiert, derart
dass jedes Intervall auf der imaginiren Achse ¢,<<¢{<{, der Linge ! mindestens
eine zu ¢ gehdrige Versbhiebungszahl 7 enthilt, d. h. eine Zahl 7, welche fir
alle s im ganzen Streifen ¢<<o<p der Ungleichung

|fls+in)—fls)l =«
geniigt.
Zu einer solchen analytischen Funktion gehort eine Entwicklung, die
»Dirichletreihe> der Funktion

f(.S’) ~ EAneAns — EAneAn(aJrit)’

welche bei jedem festgehaltenen o des Intervalles «<<¢<<g gerade die Fourier-
entwicklung der Funktion Fu(f)=f(o+it) liefert, so dass bei festem o mit
a<<¢<f die Parsevalsche Gleichung

M flo+28)|% = 3|4t
besteht.

Die Definition der Fastperiodizitit einer Funktion f(s) involviert, wie leicht
zu Vsehen, ihre Beschrétnktheit, und wie Bohr gezeigt hat, gilt es andererseits,
dass eine in einem Streifen (e, B) fastperiodische Funktion f(s) von selbst im
ganzen »Maximalstreifen der Beschrinktheit> fastperiodisch ist, d. h. in dem
grossten Streifen um (¢, 8), in welchem f{s) noch regulir und beschrinkt bleibt.

Es entsteht nun die Frage, ob eine fastperiodische Funktion, falls sie iiber
ihren Beschrinktheitsstreifen hinaus analytisch fortsetzbar ist, auch in grisseren
Streifen einen gewissen fastperiodischen Charakter behilt, und zwar so, dass sie
auch dort mit ihrer Dirichletschen Reihe IdA,en* verkniipft bleibt, und dass
die Parsevalsche Gleichung immer noch besteht.

In § 1 der vorliegenden Abhandlung wird dies Problem behandelt, und
zwar werden wir zeigen, dass die Parsevalsche Gleichung giiltig bleibt, solange f(s)
von endlicher Ordnung in bezug auf die Ordinate t, und der Limes superior

T

+7 ]
lim sup éLTflf(a—Mt)Pdt
-7

endlich bleibt.
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Dieser Satz ist das Analogon zu einem bekannten Satz von F. CARLSON ([1])
iiber gewohnliche Dirichletsche Reihen 3A4,e~4e® mit

Al<.42<"’<‘4n<“' (A’ll'__)oo)y

welchen Satz er in demjenigen Falle umfasst, wo die vorgelegte gewdhnliche
Dirichletsche Reihe eine Halbebene von gleichmissiger Konvergenz (oder Sum-
mabilitit) besitzt. _

Der Beweis wird so gefiihrt, dass wir zeigen, dass die Funktion f{(s) auf
jeder Geraden o=o, des erweiterten Gebietes generalisiert fastperiodisch mit der
Fourierrethe = A,etnlootit) 4gt,

In § 2 wollen wir durch einige hinzugefiigten Bemerkungen einen weiter-
gehenden Satz erhalten, in welchem wir von der gegebenen Funktion f{s) nur
voraussetzen, 1) dass sie auf einer einzigen Geraden (statt in einem ganzen Streifen)
ein fastperiodisches Verhalten aufweist, und 2) dass sie auf dieser Geraden nur
generalisiert fastperiodisch (statt fastperiodisch) ist. A

8 1.

In genauer Formulierung besagt der zu beweisende Satz:

Satz. Es sei eine in (o, 8) fastperiodische Funktion f(s) = = Ane 2 gegeben.
In einem umfassenderen Streifen a,<<a<<f,, fiir welchen also o, =a<<B=p,, sei fls)
reguldr, besilze fiir jedes o aus a<<o<B, einen endlichen

+T
i L ARdt =
hlq]-l__iup ZTflf(a—l-zt)l dt = K,
L

und sei als Funktion von t von endlicher Ordnung gleichmdssig in o, d. h. es
existiere etne positive ganze Zahl m und eine absolute Constante C, so dass

i

) Ifloidl < 0|

n ey<o<By, |t{|>1. Dann existiert bei jedem o, des Intervalles ay<o<@, der
Mittelwert

M) floo +it) [P}
und st gleich

S| A, |Fe24n%,
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Beweis. Aus Symmetriegriinden geniigt es offenbar den Fall ¢;<e und
eine Abszisse 0, mit «,<o,<e¢ zu betrachten. Wir wihlen (siche Figur) zwei
feste Abszissen o, und o,, so dass

Max (a;, 6,—1) <0, <a,

und a<o,<f, etwa

+
Gy = ¢ . 8
B i c I
T '
| |
T TV !
| ’
E | |
& 97 g % ia 7] Iﬁ 7
| |
I |
A ‘ - D ‘

Fiir einen beliebigen Punkt s=g,+¢¢ auf der Geraden o6=yg, betrachten wir
(bei einen T>|t]) das Rechteck

A=0,—iT, B=0,+iT, C=0,+iT, D=0,—iT.

Bei jedem positiven 4 besteht dann die Gleichung

T fle)erte=?

§)=—— d

Sts) 27:@_[(2—5)(2—8—%—1)’" #
ABCD
d. h.
o, +iT T G+iT T

1 I 1 I
=+t = - +—
fts) 273 znzf 27nf 271

o—iT 06— T o +iT o—iT
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Wir vollziehen den Grenziibergang 7—o und erhalten wegen (3)

o1+t Oy+ion

(4 —-Z—H;f me

o —i% Gy—1i%

Wir betrachten zunichst das zweite Integral zur rechten Hand

[ e
P ) FERL I A 2\ S —
Wis 4) 27vzj (Z—s)(z—s-i-l)’”’ ¢

und wollen von ihm beweisen, dass es bei einem beliebigen Zahl y des Inter-
valles ¢<<0<o0, (und beliebig festgehaltenem A>0) eine im Streifen (e, y) im
Bohrschen Sinne fastperiodische Funktion ist. Denn, es sei 7=1(¢) eine be-
liebige zu ¢ gehorige Verschiebungszahl der (fastperiodischen) Funktion f{o,+z21),
dann folgt fiir jedes s=¢--7¢ des Streifens ¢, <o<y

sl

f( Z) e/’. (z—s—i7)

Wis+iv, 4) 27t | (2—s—it)(z—s—i1+ 1)’"( ‘
Oy—1%
gy+iw .
1 flz+az) et
C2mi | e—s)le—s+1)m
Oy—i 0

also

1 T{?(em) —fl e

T, ) — A -
Wis+ie, A —uls, 2) = 27t (e—s)z—s+1)" &
Gy—1i®
und daraus
a3+ ix
| . }4 N < & " el(z_ﬂ Id |
L ] —Pls, Al = — /
witin =wls Dl = 2 [ |y |14
Oy—i% '
Oy+io I
< 8— A {0y—ay) vde 2 phloe—ay)
\Zﬂe ¢ |Z—8|’”+1 6 | +Zy|m+1
Gy—1®
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wo B eine Konstante ist, d. h. nicht von ¢ und s abhiingt. Jede Verschiebungs-
zahl ©(¢) der Funktion f(o,+¢¢) ist also zugleich eine Verschiebungszahl v(eB)
der Funktion (s, ) in (e, y), womit die Fastperiodizitit dieser letzten Funk-
tion in (e, y) nachgewiesen ist.

Die - Funktion

(s) Pls) = fls) — pls, 1) = — ﬁ f(z—'f;gz():i(:il)mdz

ist ein Integral derselben Art, wie das von- Carlson betrachtete. Wir werden
es mit denselben Mitteln wie Carlson behandeln, und zwar bei einem festge-
haltenen 7'>1 das Integral

47
1 e
ZTf|q)(0'o+tt)| at
—T

abschitzen. Zu diesem Zwecke nehmen wir zuniichst, bei einem beliebigen
Punkte s=g,+:t der Strecke —7T<{¢<7T (und indem wir z=o,+7y schreiben)
die Zerlegung vor:

oy+-10 . . oy Fio " ;
gl =— L[St e f et e
2t | (2—s)(e—s+1)™ 271 (z—s)(z—s+ 1)
o—i® : oy —i®
e (01—0o)
= - 271 ((p1+q)2)
mit
o, +27i (7‘4:1'00 o—27T¢
9)1(5) = y 992(5') = +
6,—2Ti 03 +278  o—iw

Auf Grund von (3) ist dann, wenn wir die kleinste der beiden positiven Zahlen
0,—0, und 6,—(0,— 1) mit ¢ bezeichnen und |¢|< T beriicksichtigen,

el

o +i® ] C Y m_%d Y m"%d
flz) et 5 Y > Y 4C
| (Z—S) (2'— + I)m dz| = m+1 <( m+l ]/
o +2Ti * 2T [a®+ (y—t)°] 2 , (g) T

2T
37—25280. Acta mathematica. 47. Imprimé le 9 décembre 1925,
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und daher
8C

6 o] < e

(6) [l VT

Fiir ¢, erhalten wir die Abschitzung

+27 ( )
(o, +12 ,
o= [ Moroll a,

Sir @t =1 2

also nach der Schwarzschen Ungleichung

+or +ar ‘
2 |.flo, +29) IP dy i
o) = A+ (y—1)° dy [+ (y— O™

—a9r7 _a

Wegen

ist also

Bezeichnen wir
+7
1 .
o7 [ e iy =)
=7

dann ergibt sich

+T +or +T \
o7 [Nt < iz [Vosinbay [ o= < ke,
By 5t =T
Auf Grun(i von (6) haben wir
16 C 64 C*

lpir . =l + ool + =5
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und wegen
+7 +7 .
I _ {1 IR Yy
7f|¢lldt§(E—T_fl¢1|2dt)2<ﬁV2K(2T)
—r —T .

erhalten wir

+
2
LTf gt plat <2 K1) + 00Ty RGT) + B

VT

Wegen

+T N o
. e24lor—d 1 R
—Tflqv(ooﬂt)lzdtz ppe ﬁf|¢1+¢zl‘dt
_7 T

liefert also der Grenziibergang T —s oo

i L - ARdt < L 2ol | T
(7) lu?jgp , Tflgo(o‘,,—l—zt)I dt= pgret lu;lﬁiup K(2T)
= Lo K,
Wenn wir nun der Grosse 4 eine Folge von Werten
by <Ay < hyg <o (A —0)

erteilen, konvergiert die rechte Seite von (7) gegen Null. Die Funktion f{g,+71)
ist also im Mittel durch die Folge von fastperiodischen Funktionen

Or (1) = Yloo + 1t, A) (k=1,2,...)

approximierbar, d. h. flo, +¢f) ist eine generalisiert fastperiodische Funktion.
Um den Beweis unserer Behauptung

M fl, + i) |2} = 3| Aufter e

zu vollenden, haben wir daher nur noch nachzuweisen, dass die (generalisiert fast-
periodische) Funktion f{o,+¢¢) die »richtige» Fourierreihe, d. h. die Fourierreihe

3 A, elnlotil)
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besitzt. Dies ergibt sich ohne irgendwelche Rechnung durch die folgende
Uberlegung. Bei einem festen o¢* aus e<<o<y wissen wir, dass die Fourier-
reihe der (sogar im Bohrschen Sinne fastperiodischen) Funktion f{¢* +¢f) durch
SAnetnt® i gegeben wird. Da aber die obigen (x}on 6, unabhingigen) fast-
periodischen Funktionen (s, i), wie aus der obigen Rechnungen sofort zu er-
sehen ist, fir s=0¢% + (¢ fastperiodische Funktionen ergeben, die fiir m—co im
Mittel gegen f{o*+7t) konvergieren, miissen fiir s=o¢*+¢¢ ihre Fourierreihen
durch den formalen Grenziibergang m—co in die Fourierreihe = A, e iiber-
gehen. Hieraus folgt aber sofort (indem einfach der Buchstabe ¢* durch g,
ersetzt wird), dass die Fourierreihe von (g, +¢t, Ay) fiir m—oc formal in die
Reihe SA,etnlot®) iibergeht, so dass diese letzte Reihe also tatsiichlich die

Fourierreihe von flo,+<f) darstellt.

Wir bemerken schliesslich, dass in dem obigen Satze die Voraussetzung,
dass f{(s) im Streifen o, <0<, reguldr sei, durch die geringere Voraussetzung
ersetzt werden kann, dass sie in diesem Streifen nur endlich viele Pole besitze.
Bei der Bildung des Mittelwertes M({|f(o,+28)|*} sollen etwaige Pole auf der
Geraden 6=g¢, mit Hilfe kleiner Intervalle ausgeschnitten werden.

An Stelle der Gleichung (5) tritt hier die Gleichung

o+ ®i

A —ls, = — - f feetdz  p

271 | (z—s)(e—s+1)™

o;—®i

wo P(s) die Summe der Residuen einiger Pole der Funktion

fle)eHe

(z—5)(z—s+ 1)

ist (und etwaige Pole auf dem Integrationswege durch kleine Halbkreise um-
gangen werden). ’

Es ist leicht einzusehen, dass P(s) ein mit ¢~* multiplizierter echter Bruch
in s ist, und dass daher

+T
—é}ffIP(ao+it)2|dt~+o fir T—o.
-7
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Die Funktion f{o,+¢#) ist also auch in diesem Falle durch die oben angegebene
Funktion ®,(t) im Mittel approximierbar, so dass alle obigen Schliisse unver-
dndert bestehen bleiben.

§ 2.

Der verallgemeinerte Satz lautet:
Eine in einem Streifen o, <o<p, (bis auf hochstens endlich viele Pole) regulire
analytische Funktion, die fir jedes o aus a,<o<<8, einen endlichen

+T
. B NPT
llg}jgpszlj(a-i-zt)l dt= K,
7

besitzt, und gleichmdssig von endlicher Ordnung in t ist, moge auf einer ernzigen Ge-
raden o=ga, generalisiert fastperiodisch sein, etwa mit der Fourierrethe 3 Apealo*,

Dann ist sie auf jeder Geraden o=a, des Streifens generalisiert fastperiodisch
mit der »entsprechenden> Fourierrethe IAne'n'@t®)  so dass bei jedem o, des Inter-
valles ¢,<<o<@, die Parsevalsche Gleichung

M{| floog+it) [P} = S| Auf?e?nce
bestehdt. .
Wir konnen beim Beweise annehmen, dass es keine Pole im Streifen gibt;
die Verallgemeinerung auf Pole verliuft ganz wie in § 1. Wir nehmen z B.
0y<<0, an und erhalten wortlich wie in § 1 die Darstellung

oy +iw ot i
e L[ Sle)eET B fle)erte—
== e—s)e—s+ 1" T 2ni | t—s)e—st 1) 4,

oy —i® ay—im

wo o0, eine feste Abszisse aus dem -Intervalle Max (e,, 0,— 1)<<0<g, bezeichnet.

Im zweiten Integral ist die Funktion f(z)= f{o,+7¢y), nach Annahme, eine
generalisiert fastperiodische Funktion von y; wir konnen sie daher, bei beliebig
vorgegebenem d¢>>0, in der Form schreiben

fle)=f1le) + Rle),

wo f,(¢) eine gewdhnliche fastperiodische Funktion bedeutet, wirend der Rest
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R(z) generalisiert fastperiodisch ist und der Relation

MY B} = M{ Rloy+4y) [} < ¢

geniigt. Wie in § 1 wird dann die Funktion

Oyt i®

Wis, 1) = f "he)eeids

2w | (g—s)lg—s+ )™

Gy—I®

auf der Geraden o=g¢, fastperiodisch sein, und wir bekommen

oy Tie Gt i
' o L[ Sl 1 R(z)eH—)
feotitl=vlotit = =0 | st P " 2mi | =) le—st =

oy 0y—io

Die zwei Integrale auf der rechten Seite sind beide von derselben Art. Wie
in § 1 konnen wir bei gegebenem ¢ das A so gross wihlen, dass der Mittelwert

des Quadrates des ersten Integrales kleiner als : ist, und nachdem } festgelegt
ist, konnen wir (nach derselben Methode) das ¢ so klein wihlen, dass der Mittel-

wert des Quadrates des zweiten Integrales ebenfalls <i ausfillt. Dann ist

MY flo,+it)—wlog+it, WPy <e.

Hiermit ist gezeigt, dass f(o,+7¢) im Mittel durch fastperiodische Funk-
tionen angenidhert werden kann, d. h. dass flg,+7¢) generalisiert fastperiodisch
ist. Es 'eriibrigt zu beweisen, dass f{o,+¢t) die »richtige» Fourierreihe besitat,
d. h. die Fourierrethe IA,etnl®*+" welche mit der gegebenen Fourierreihe
I A,etnlati) der Funktion flo,+¢f) »iibereinstimmt».

Den Nachweis hierfiir erbringen wir in dhnlicher Weise wie in § 1. Wir
fithren eine Hilfsgeradé o=¢% ein, welche zur selben Seite von o=0, wie 0260
gelegén ist, und zwar weiter entfernt (aber immer noch im Streifen o, <0<8,).

Dann ist klar, dass die Fourierreihen von f(s,+¢?) und f{o*+:¢) mit ein-
ander iibereinstimmen (weil wir beidemal dieselben fastperiodischen Approxima-
tionsfunktionen (s, ) benutzen konnen). Nun wissen wir aber, dass f{s) auch
auf 'der Geraden o=0" generalisiert fastperiodisch ist, und wir kénnen daher
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durch genau denselben Schluss ersehen, dass die Fourierreihen von f(o,+¢t) und
flo,+71) ibereinstimmen, weil ja die Geraden o=0, und oc=0, beide zur selben
Seite von der Geraden o=c¢* liegen.
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