DIE METHODE DER GEODATISCHEN AQUIDISTANTEN UND
DAS PROBLEM VON LAGRANGE.

VON
C. CARATHEODORY

in MUNCHEN.

Einleitung.

1. Auf den folgenden Seiten soll auf das allgemeine Problem der Varia-
tionsrechnung in einem (»+ 1)-dimensionalen Raum mit p gewohnlichen Diffe-
rentialgleichungen als Nebenbedingungen die Methode der geoditischen Aqui-
distanten angewandt werden, die ich schon bei verschiedenen Gelegenheiten benutzt
habe.! ' ‘

Bei diesem sogenannten Lagrangeschen Problem bietet die Methode der geodi-
tischen Aquidistanten ausser der geometrischen grosseren Durchsichtigkeit ver-
schiedene andere Vorziige. Z. B. ist die Aufstellung der WriERsTrAss'schen E-
Funktion, die bei der gewohnlichen Behandlung hier auf eine schwierige Kon-
struktion fithren wiirde, fast unmittelbar. Ferner erhilt man fast ohne Rechnung
das Hireerr'sche Unabhingigkeitsintegral. Endlich ist man in der Lage alle
Relationen aus denen die Hamirron-Jacosr'sche Theorie besteht aufzustellen, ohne
von vorn herein ein Extremalenfeld konstruieren zu miissen. Mann kann im
Gegenteil die ziemlich komplizierte Feldkonstruktion bis nach der Einfithrung
von kanonischen Koordinaten zuriickstellen, und alle Schwierigkeiten, die aus den
Nebenbedingungen entstehen, sind dann von selbst eliminiert.

! Uber die diskontinuierlichen Losungen in der Variationsrechnung, Diss. Gott. 1904, p. 63.
— TUber das allgemeine Problem der Variationsrechnung. Gott. Nachr. 1905 p. 83/9o. — Sur une
méthode directe du Caleul des Variations. Rend. d. Cire. Matem. di Palermo 25 (1908) p. 36/49.
— RIEMANN-WEBER, Die Differential- und Integralgleichungen der Mechanik und Physik (7¢ Aufl.)
(Braunschweig, Vieweg 1925), 8. 170—212.
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KAPITEL 1.

Die geodiitischen Aquidistanten.

2. Einleitende Bemerkungen. Wir werden, um unsere Darstellung zu
vereinfachen, folgende Bezeichnungen benutzen. Wir geben uns zwei positive ganze
Zahlen p und % von denen die zweite die grissere ist; dann sollen die gewohn-
lichen Indizes ¢, j,... stets alle Zahlen von 1 bis %, die einmal gestrichenen In-
dizes 7', j', ... dagegen die Zahlen 1, 2,. .., p und endlich die zweimal gestrichenen
Indizes i, j”,... die Zahlen (p+1), (p+2),..., » durchlaufen.

3. Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir p Funktionen

Gk' (t, T, x,)

von (2 n-+1) Verdnderlichen ¢, x,,..., 24, 2,, ..., #,. Diese Funktionen und alle
iibrigen, die wir betrachten werden, nehmen wir als analytisch an. Der Leser
kann aber — wenn er Wert darauf legt — sich iiberzeugen, dass alle folgenden

Schliisse noch gelten, wenn man annimmt, dass die von uns betrachteten Funk-
tionen stetige partielle Differentialquotienten der drei ersten Ordnungen besitzen
sollen.

Ausserdem nehmen wir an, dass in einem Punkte P; mit den Koordinaten
t', xi, z; die Gleichungen

(1) Gy (t, xi, x;)=0
simtlich erfullt sind und die Matrix

0 Gy
(2) (M )

die aus p Zeilen und » Kolonnen besteht, den Rang p besitzt. Wir kénnen sogar

ohne Beschrinkung der Allgemeinheit voraussetzen, dass die Verdnderlichen von
vorn herein derart beziffert worden sind, dass unsere Voraussetzung iiber den
Rang von (2) in der Gestalt

(3) 9 G

day

geschrieben werden kann.
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3. Unter diegsen Voranssetzongen konnen die Gleichungen
(4) Gy (t, i, )=er

nach den xy aufgelist werden, wenn nur die Grossen |t—1°|, |xi—azi| |2 —aj|
und &, hinreichend klein genommen werden. Wir erhalten auf diese Weise
Gleichungen der. Gestalt

(5) x'j':(])j' (ta L, Zm', 5k’)~

Wir bezeichnen jetzt mit G (¢, x;, ;) eine Funktion unserer (2 %+ 1) Veriinderlichen,
die fiir alle Werte dieser Veriinderlichen, fiir welche die p Gleichungen (1) erfiillt
sind, verschwinden soll. Setzen wir in G statt der z; ihre Werte (5) ein, so
erhalten wir eine Relation

(6) (} (ta Lis xl):q)(fa Liy th”7 8/;’)

und unsere Voraussetzung iiber G besagt, dass die Funktion @ verschwinden muss,
wenn alle ¢ gleich Null sind.
Man wird aber in diesem Falle analytische Funktionen By der (2n-+1)

Veriinderlichen t, @i, T, & bestimmen konnen, fiir welche die Indentitiit
) o= 2 Brer
™

erfiillt ist. Fiir p>1 gibt es sogar unendlich viele verschiedene Funktionssysteme
By, die die letzte Relation befriedigen. Wir setzen jetzt, indem. wir die Glei-
chungen (4) benutzen,

By (8, @, awr, Gy)=Bp (t, 2, @);

es folgt dann aus (6) und (7) die Identitiit

(8) @EZ‘&;' Gk’.
B

Da nun umgekehrt jede Funktion G die der Bedingung (8) geniigt gleichzeitig
mit den G verschwindet, kénnen wir den Satz aussprechen:
Satz 1. Iine notwendige und hinrerchende Bedingung dafiir, dass eine I'unk-
tion G(t, z:, ©:) gleichzeitiy mit allen Gy verschwinde, besteht darin, dass man G
als lineare Form in den Gy mat reguldren analytischen Koeffizienten darstellen kann.
26—25280. Acta mathematico. 47. Imprimé le 4 décembre 1926.
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4. Wir betrachten nun zwei Systeme von p Gleichungen

(9) Gr=o0, Gm=0,

fiir welche die Matrizen

: ‘ a Gy 0 G
(10) ([7.’15;') und(ox.i)
beide in dem von uns betrachteten Punkt den Rang p besitzen.

Wir wollen zeigen, dass es fiir die Aquivalenz der beiden Systeme (9) genii-

gend ist, wenn jedes der Gn in allen Punkten verschwindet in denen die Gleich-

ungen Gp=o0 simmtlich erfillt sind.
Wegen des Satzes des vorigen Paragraphen gibt es nidmlich in dem von
uns betrachteten Punkte regulire analytische Funktionen 8,4, fiir welche die

Gleichungen
(11) Gy = Zﬂm'k’ G
o

identisch befriedigt sind, und fiir die Aquivalenz der beiden Gleichungssysteme

(9) muss nur noch gezeigt werden, dass in unserem Punkte P; die Relation

(12) Iﬂm’k’l#o
besteht. Nach Voraussetzung ist der Rang der zweiten Matrix (10} gleich p; es
gibt also p Indizes ny, n,, ..., np, sodass mit der Bezeichnung
9 Gr
Sy = 0 Tn;

d
die Determinante
(13) | Se |0
ist.
Nun folgt aus (11), wenn man noch beriicksichtigt, dass in P; alle Gy=o sind

0 Gy
D
2

,
n

und hijerans entnimmt man nach dem Multiplikationsgesetz der Determinanten

0 Gy

0 Ty

(14) | Sey | =181
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Diese letzte Relation zeigt uns, dass die Relation (12) eine Folge von (13) ist,
und wir haben den Satz:

Satz 2. Dafiir, dass die Gleichungssysteme (9), deren Matrizen (10) beide den
Rang p haben, einander dquivalent seien, ist notwendig wnd hinreichend, dass die
Gleichungen (11) bestehen, wober dann wvon selbst die Determinante |8m p |+0 ist.

g, Setzt man insbesondere, indem man von den Gleichungen (5) ausgeht

yy (t’ &L, w'm”):%" (t7 Tiy T, O)

und
(IS) 1}' (tyxi x‘i):ﬂéj’_%" (tw:cl xm”),

so zeigen die Ausfithrungen des § 3, dass die Gleichungssysteme Gy=o0 und
I'y=0 einander dquivalent sind; man kann also die I als homogene lineare For-

men der Gy schreiben, und umgekehrt.

6. Stellung des Problems. Wir betrachten in einem (n -+ 1)-dimensionalen
Raum der (¢, z;) eine beliebige Kurve C, die durch die Gleichungen

(16) ' xi=;(t)
definiert ist, und setzen léings dieser Kurve

ate

Die Gleichungen Gy=o0 stellen dann ein System von gewdhnlichen Differential-
gleichungen dar, die lings aller Kurven, die wir im Folgenden betrachten wollen,
befriedigt sein sollen.

Es ist klar, dass wir in unseren Bedingungen das System der Differentialgleich-
ungen (1) durch jedes dquivalente System G =0, insbesondere auch durch das
System der Gleichungen

(17) Iy=gzy—yy=0

ersetzen konnen.

7. Es sei nun eine Funktion L (¢, z;, z;) gegeben; wir betrachten das Kur-
veninfegral

fa
(18) I::fL (t, @, 5 1,
b
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das wir lings eines Kurvenbogens € nehmen, fiir welches die Bedingungsglei-
chungen (1) befriedigt sind, und deren Endpunkte mit P, und P, bezeichnet werden.

Die Gesamtheit der Kurven, die in P, beginnen und den Gleichungen
Gw=0 geniigen, iberdecken eine Punktmenge A des Raumes der (¢, z;) deren
Rand wir im § 43 definieren und bestimmen werden. Im Allgemeinen wird diese
Punktmenge ein (#+ 1)-dimensionales Gebiet enthalten, aber die Dimensionenzahl
kann, wie wir es sechen werden (§ 45) auch kleiner sein.

Liegt der Punkt P,, der nach Voraussetzung in 4 enthalten ist, nicht auf
dem Rande dieser Punktmenge, so gibt es unendlich viele Kurven, die P, mit P,
verbinden und die Gleichungen (1) befriedigen. Man kann dann fragen, ob unter
diesen Kurven einzelne gefunden werden konnen, fiir die das Integral (18) einen
kleineren Wert besitzt als fiir die benachbarten. ‘

Mann kann noch auf viele Weisen dieses Problem der Variationsrechnung
variieren, indem man die Randbedingungen dndert. Man kann z. B. anstatt von
den Punkten P, und P, zu fordern, dass sie fest sein sollen, verlangen, dass sie
sich auf gegebene Kurven oder Hyperflichen befinden miissen.

Wollte man nun alle diese Probleme gesondert behandeln und dazu jedes-
mal die singuldren Fille berticksichtigen, so wiirde ein derart kompliziertes Lehr-
gebdude entstehen, dass man sich nur mit Mihe in ihm zurechtfinden wiirde.
Gliicklicherweise kann man aber der Behandlung dieser Fragen eine viel ein-
fachere Theorie voranstellen, bei der die genannte Punktmenge A4 keine Rolle
spielt, und deren Ergebnisse ein Universalinstrument liefern, das alle Probleme,

die wir erwihnt haben, und noch viele andere zu behandeln erlaubt.

8. Aquivalente Probleme. Es gibt von L verschiedene Funktionen L(t,z:, )
fir welche die Gleichung

ty ty

detszdt

t fy

besteht, wenn diese Kurvenintegrale lings Kurven genommen sind, die den Neben-
bedingungen (1) geniigen.

Dazu ist notwendig und hinreichend, dass die Differenz (Li—L) auf jedem
Kurvenelement verschwindet fiir den die Gleichungen Gy =o0 erfiillt sind. Nach

dem Satze 1 des § 3 ist dazu wiederum notwendig und hinreichend, dass man
schreiben kann
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(19) ZZL—FZ(Z};' Gy,
kl

wobei die ey beliebige analytische Funktionen der {2 5+ 1) Veriinderlichen (¢, x:, 24
bedeuten. Insbesondere wird man mit Hiilfe der Gleichungen (17) diese Funktionen

so wihlen kinnen, dass L nur von den (2n-+1—p) Veriinderlichen (¢, x;, Zn")
abhiingt. (Cf. §§ 31—33).

9. Geoditischer Gradient. Wir betrachten im Raume der (¢, z;) eine ein-
parametrige Schar von n-dimensionalen Flichen, die ein gewisses Gebiet V dieses

(n + 1)-dimensionalen Raumes einfach iiberdeckt und durch die Gleichung

(20) S(t, z)=4
dargestellt wird.

Wir nehmen nun an, dass unsere Kurve (16) die Flichenschar (20) durchsetzt
und keine dieser Flidchen beriithrt. Setzen wir zur Abkiirzung

(ZI) d(t,xi,d;‘i):Sg—f'ZSxi:t-i,

so driickt sich diese letzte Tatsache durch die Relation

da
(22) E—J:#:O
aus; wir konnen sogar — indem wir gegebenenfalls in der Gleichung (20) die

Grosse A durch — 4 ersetzen — ohne Beschrinkung der Allgemeinheit voraussetzen,
dass lings unserer Kurve die Ungleichheit

(23) A>0
stattfindet.

10. Wir betrachten nun das Integral (18) zwischen einem festen Punkt
unseres Kurvenbogens, der dem Parameterwert ¢, entspricht, und einem Veridnder-
lichen Punkt vom Parameterwert ¢ Da wegen (22) und (23) lings der ganzen
Kurve

o
di
ist, konnen wir 2 als unabhingige Verinderliche wihlen, und die Gleichung (18)
in der Form
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7
I()— f 5 i
I

schreiben. Die Ableitung dieser letzten Funktion nach A d. h. der Ausdruck

dI_L
di A

hiingt in jedem Punkte des Gebietes V allein von der Richtung der Kurve (16)
in diesem Punkte ab.

Wir definieren nun als geoddtischen Gradienten unserer Flichenschar S=1
im  betrachteten Punkte diejenige unter diesen Richtungen fiiy welche der Ausdruck
L : A4 bei Beriicksichtigung der Nebenbedingungen Gp=0 mdglichst klein ist. Dieser
Menemalwert von L : 4 soll der Betrag des geoddteschen Gradienten genannt werden.

11. Fiir den geoditischen Gradienten muss hiernach der Rang der Matrix

(21 o)
dx;A° 0w )]’
die aus 7 Zeilen und (p+1) Kolonnen besteht, hochstens gleich p sein. Wire
nimlich dieser Rang gleich (p+ 1) so kéunte man die (p+ 1) Gleichungen

L

2“—'—‘%, Gk'———o,

nach (p+1) der Veriinderlichen &; auflosen und auf diese Weise Werte der z; be-
stimmen, die denjenigen, die man betrachtet, beliebig benachbart sind, und fiir welche
einerseits die Bedingungsgleichungen Gy=o0 erfiillt sind und andererseits L: 4
einen kleineren Wert besitzt als derjenige, der der kleinstmdogliche hitte sein sollen.

Zwischen den (p+ 1) Kolonnen unserer Matrix besteht also eine lineare Ab-
hiingigkeit; es gibt m. a. W. (p+1) Konstanten #,, v, . .., v, die nicht simtlich
verschwinden, derart, dass die 7 Gleichungen

d (L Gy
’Oam(2)+2”’“' 95, °
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simtlich befriedigt werden. Wir hatten nun vorausgesetzt, dass die Matrix (2)
den Rang p haben sollte, und hieraus folgt, dass in den letzten Gleichungen
v,#0 ist. Wenn wir also die Differentiation von L : .7 ausfiihren nachdem wir
4 durch seinen Wert (21) ersetzt haben, so erhalten wir Gleichungen, die mit
der nicht verschwindenden Grosse 4°: v, multipliziert und nach Einfithrung der

Bezeichnung

Vi 4

KD

Yo
folgendermassen lauten:
oL d Gy o
Wir setzen jetzt zur Abkiirzung
(24) Mt @, @, w)=L+ 3 e Gy
"

und bemerken, dass fiir jedes Linienelement in welchem die Nebenbedingungen
(1) erfiilllt sind, die Gleichung M=L besteht. Unsere letzten Gleichungen konnen
also geschrieben werden

oM

(25) =

—MS,~o0 (i=1,2,...,n).

Dieses Glecchungssystem verbunden mit den Nebenbedingungen Gy=o stellt die
notwendigen Bedingungen dar, denen der geoddtische Gradient in jedem Punkte des
Gebietes V' geniigen muss.

12. Die Weierstrasssche FE-Funktion. Wir denken uns die Bedingungen
(25) fiir das Linienelement (£, x;, #;) erfiillt und betrachten ein zweites Linien-
element (¢, ;, z’;), das durch denselben Punkt des Raumes der (¢, ;) hindurch-
geht und fiir welches die Nebenbedingungen Gy=o0 erfilllt sind. Wir fiihren

nun die Bezeichnungen ein:
I4 7
L :L(t, X, (L‘i),

M=+ Z ur G‘k'(t, Xi, x’i),
(26) K

J, :St +Z Sxix'i,

bei denen die wy ihre alten Werte beibehalten.
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Es ist nun hinreichend dafiir, dass das Linienelement (¢, x;, ;) einen geo-
diitischen Gradienten darstelle, dass fir ein hinreichend kleines positives ¢ und
tiir alle Werte «’;, die der Bedingung |x’;—z;] <e geniigen, die Relation

LI L
— — >
7 =0

stets erfilllt sei. Da wir #/>o0 angenommen haben, kénnen wir uns auf solche
Werte der «'; beschrinken fiir welche ebenfalls ./ >0 ist und dann statt der
letzten Relation schreiben

;A

Ferner bestehen aber nach unseren Voraussetzungen die Gleichungen L=M und
L'=M'; wir konnen also unsere Bedingung auch in der Form schreiben:

(27) M’—{J-Mzo.
Nun besteht aber die Identitit:

’ d’ o r__ — d’:——d
(28) M~ M=M—M—"— M,

und wir entnehmen andererseits aus (21) und (26)

J’—'JZZ S@L(x'l——xl)

Setzen wir diesen letzten Ausdruck in (28) ein und ersetzen M S;, : 4 durch seinen
Wert, der aus (25) folgt, so erhalten wir schliesslich

T d’ . » ’ .
Fihren wir also mit Wererstrass die Bezeichnung ein:
(29)

E(t, xi, fii, x,,', Hflc'):M,~M—z Mlz(x'i—x,),

so nimmt schliesslich die Bedingung (27) die Gestalt an
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(30) E(t: &Li, 1.;1'7 x,ia ALLk,)Zo'

Diese Relation st deshalb bemerkenswert, weil die Funktion S(t, z:) durch welche

unsere Fldchenschar bestimmt worden war in thr gar nicht mehr vorkommt.

13. Die Legendresche Bedingung. Die durch die Gleichung (29) definierte
Weierstrass'sche F-Funktion, kann angesehen werden als der Rest der Taylorschen
Entwickelung der Funktion M (t, 2, 's, uw) nach Potenzen der (z’;— ), wenn
man diese Entwickelung bei den linearen Gliedern abbricht. Wir kénnnen also
schreiben :

(31) B 20, . («i—a) (&i—3),

o iV
%)

wenn wir mit ij i die zweiten partiellen Ableitungen von M fiir einen Mittel-

wert ;4 (1—9)z; bezeichnen, wobei o<$<1 ist. Andererseits haben wir
nach Voraussetzung die Gleichungen Gy (f, 2, &’d=o0 wnd Gr(t, 2s;, €)=0 zu be-
riicksichtigen, aus denen auf #hnliche Weise folgt:

(5) 325 =,
1
hierbei sind die Ableitungen der Gy fiir Mittelwerte 9y 2’;+ (1 —3r) 2; genommen,

wobei die Jy den Relationen o<y <1 geniigen.

14. Wir bezeichnen nun mit &~ eine Folge von (n—p) beliebigen reellen
Zahlen, die nicht alle verschwinden sollen, und setzen

(33) &=zt sk

Wir konnen dann, wegen der Bedingung (3), fiir hinreichend kleine Werte von
s aus den p Gleichungen
Gu(t, zi, ')=o0,

in die wir die Werte (33) der «'; einsetzen, die iibrigen (n—p) Funktionen «'y

als Funktionen von s berechnen. Diese Funktionen werden von der Gestalt sein
(34) @' y=azy +5& +((s7).

Setzt man nun die Werte (33) und (34) in unsere E-Funktion ein, so wird diese

als Funktion von s betrachtet, wegen der Relation (31), der Bedingung geniigen.
27—25280. Acta mathematica. 47. Imprimé le 4 décembre 1925.
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. 2FE
(35) , ilsz]l ST—%;Mo;if;j&é-

Setzt man andererseits die Werte (33) und (34) von 2’; in die Gleichungen (32)
ein, so sind diese fiir hinreichend kleine Werte von s identisch befriedigt, und

man erhilt, wenn man s gegen Null konvergieren lisst, die Bedingungen

15. Nun betrachten wir die quadratische Form

(37) Q=2M, ;. &&.
47

Wiire diese fiir gewisse Werte & der &, die den linearen Gleichungen (36) genﬁ'—-
gen negativ, so bemerke man, dass wegen (3) nicht alle & verschwinden kénnen.
Setzt man diese letzten Werte in (33) ein und berechnet nach (34) die «'j, wobei
die dort vorkommenden &;=£§; sein miissen, so folgt aus (35), dass fiir hinreichend
kleine Werte von s die E-Funktion ebenfalls negativ sein muss.

Wir kénnen demnach folgenden Satz aussprechen:

Dafiir, dass nicht in jeder Umgebung des Anfangselements (t, x;, ;) Linien-
elemente (t, x;, ') existieren, fiir welche die E-Funktion negativ ist, ist notwendig,
dass fiir alle &, die den linearen Bedingungen (36) geniigen, die quadratische Form
QP=0 set.

16. Bekanntlich ist das Minimum der quadratischen Form (37), wenn man

zu den linearen Bedingungen (36) noch die Relation 3&7==1 hinzufiigt, gleich der
kleinsten Wurzel g, der Gleichung in ¢

| 0 Gy
39 Y e W
= =0,
’ ‘ 0 Gm. o
0a;

Der Satz des vorigen Paragraphen liefert uns die notwendige Bedingung g,=0.
Ist aber g,=0 so kann man vor der Hand gar nichts bestimmtes iiber das
Vorzeichen von FE aussprechen. Man kann leicht Beispiele bilden fiir welche
das Vorzeichen von ¥ wechselt und andere fiir welche E=o ist. Hs handelt

! Hierbei bedeutet d;; die Zahl Null oder Eins je nachdem i=:j oder i=j ist.
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sich um einen Grenzfall fiir welchen keine allgemeine Theorie moglich ist, und
den wir prinzipiell bei Seite lassen werden.

Ist dagegen g¢,>0, so gibt es — weil die Wurzeln der algebraischen
Gleichungen stetige Funktionen ihrer Koeffizienten sind — eine positive Grosse
5, derart, dass fiir

0Gy _ 0G
0% 0%

n,

|M M.

gy .@ixj‘ n’

die kleinste Wurzel von D(g)=o0 ebenfalls positiv ist, wenn man in (38) die

dwCi durch 0GF ersetzt.
dx; 0x;

Bemerkt man nun, dass K, in der Gestalt (31) geschrieben, als quadratische

M% i durch Mxtzj und die
Form der (z';—x;) erscheint, und beriicksichtigt man, dass die Bedingungen
Gy (t, ;, 2')==0 mit (32) iquivalent sind, so folgt hieraus, dass es eine Grosse
e gibt, so dass fiir alle 2'; die den Nebenbedingungen geniigen und fiir welche
|2's—x;| <e ist, die Relation E=o besteht. Ausserdem verschwindet F nur dann,
wenn die Linienelemente z’; und x; zusammenfallen.

Die Bedingung g,>0, die man die Legendresche Bedingung nennt, ist also
henreichend dafiir, dass in einer gewissen Umgebung des betrachteten Linien-
elements K=o sei. Im Folgenden werden wir stets annehmen, dass diese
Legendresche Bedingung erfiillt ist.

Aus der Tatsache, dass simtliche Wurzeln von D(¢)=o0 positiv sind, folgt
die Relation

(39) Do) = o dm +0
{06 ’
ow;  °

die im Folgenden eine wichtige Rolle spielen wird.

17. Bemerkung iiber die dquivalenten Probleme. Die geoditischen Gradi-
enten einer Flichenschar S(¢, z:)=A, die Weierstrass’'sche F-Funktion und die im
letzten Paragraphen betrachtete Grosse g, miissen nach ihrer Definition bei Kr-
setzung unseres Problems durch ein i#quivalentes unverindert bleiben. Dies
wird duch durch die Rechnung bestitigt.
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Setzen wir z. B. nach den §§ 4 und 8
L=L+ 2 ay Gy
"
(40) , ’Gm, = 2 ﬁm' 14 Gk !ﬂm' 13 | +o0
=

M=L+ > pw G

m’

und bestimmen die u, durch die Relationen

(41) wr=ay + D\ Bu i s

so erhalten wir fiir jedes Linienelement, fiir welches die Gy=o0 sind, nicht nur

M=M
sondern auch
M, =M,
ST 00@1 = Ofw i) 0 Gy Oan - Ofrm)0Gw
M, Z( M =055 ) 3% +Z(09éi T ) oa

r,n' m', U

Die Gleichungen (25) fiir den geoditischen Gradienten werden also fiir
dasselbe Linienelement befriedigt, wenn nur die Multiplikatoren wuy, die, wie wir
im nichsten Kapitel sehen werden, eine ganz untergeordnete Rolle spielen, mit
Hiilfe von (41) linear transformiert werden.

Ebenso bleibt die E-Funktion nach (29) invariant. Beriicksichtigt man
endlich, dass, wegen Gy=o0, die Gleichungen ‘

7 G;u

B

bestehen, und setzt

Méixy“’”?’ 3
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so entnimmt man aus unseren Relationen

D(o)=|Bw v [* D(e),

woraus die Invarianz von g, ebenfalls folgt.

18. Geoditische Gefidllkurven. Wir nehmen nun fiir einen Augenblick
an, dass im betrachteten Linienelement die Bedingung L>o0 befriedigt ist. Da
in diesem Falle nach (24) die Relation M >0 besteht, konnen wir die Bedingungen
(25) des geoditischen Gradienten symmetrischer schreiben. Zu diesem Zwecke

definieren wir eine Grosse ¢ durch die Relation
(42) Ad=0M,
Da nun M=o folgt jetzt aus (25)
(a3) SxizaMéi (=1, 2,..., n)

und die beiden letzten Gleichungen liefern in Verbindung mit (21)

(44) St=6(M—~ZilMa-_i a:) :

Diese Gleichungen zeigen, dass die Verhiltnisse der Grossen S, S durch
die {2n+p+1) Grossen (¢, z:, %5, ur), oder, wenn man die Nebenbedingungen
Gr=o0 beriicksichtigt, schon durch die (z %+ 1) unabhiingige Grossen (¢, z;, 25, ur)
bestimmt werden. Diese Grossen sollen die Koordinaten eines wollstidndigen

Linienelements genannt werden, das die Flichenschar S=i transversal schneidet.

19. Kennt man in irgend einem Punkte P, des Raumes ein transversales
vollstiindiges Linienelement unserer Flichenschar S=41, so konnen wir mit Hiilfe
der Gleichungen (43) und (44) die benachbarten transversalen vollstindigen Linien-

elemente berechnen, wenn nur die Funktionaldeterminante

a(aMa-,j, G, (M——Z Zi Mk))

k

(45) +0

. 0(%1, ur, G)
ist. Eine elementare Rechnung zeigt aber, dass diese Determinante gleich M o™ D{0)
gesetzt werden kann. Wegen unserer letzten Voraussetzungen und der Relation
(39) ist also die Bedingung (45) erfiillt.
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Hieraus folgt, dass die transversalen vollstindigen Linienelemente unserer
Flichenschar in einer gewissen Umgebung von P, zu Kurven vereinigt werden
konnen, die in jedem Punkte den entsprechenden geoditischen Gradienten von
S=4 beriithren; diese Kurven sollen die geoddtischen Gefillkurven der Flichenschar
genannt werden. Gleichzeitig konnen in dieser selben Umgebung von P, die
wi als Funktionen der (¢, x;) berechnet werden.

20. Geoddtisch #quidistante Flichen. Setzen wir die soeben berechneten
Werte der «; als Funktionen der (¢, ;) in den Ausdruck L: .7 ein, so erhalten
wir in allen Fillen eine Relation der Form
(46) 52 x(t, ).

Wir stellen nun folgende Definition auf:

Die Flichen der Schar S=15 sollen geoditisch dquidistant genannt werden,
wenn die Funktion y(t, x;), die in der Gleichung (46) erscheint, lings jeder Fldche

unserer Schar konstant bletbt, d. h. wenn man schretben kann

L
= w(S(t, ).

(47)

Die Eigenschaft einer Schar aus geoditisch dquidistanten Flidchen zu be-
stehen, héngt natiirlich vom betrachteten Problem der Variationsrechnung ab,
bleibt aber mnach den Ausfithrungen des § 17 bestehen, wenn man ein Problem
durch ein &quivalentes ersetzt. Sie ist eine geometrische Eigenschaft unserer
Flidchenschar; hiermit ist folgendes zu verstehen:

Ist @(«) eine monotone, stetige, differentiierbare Funktion, so kiénnen wir
unsere Flichenschar S=4 auch durch die Gleichung

S(t, %1):¢(S(t, xl)):)u
darstellen. Da aber hieraus folgt
S=¢'(8) 8, Se=9"(S) Sa,

wird, wenn man in den Gleichungen (43) und (44) die Grossen S, S; durch

Ex,-, S; ersetzt, lediglich ¢ einen anderen Wert bekommen, die geoddtischen Ce-
Sallkwrven bletben wunverdndert.
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Der Ausdruck L: bleibt dagegen nicht invariant; man muss ihn durch
L. A ersetzen, wobei

.Z:BY:'{- 2 Sql .'L.‘L':(])’ (S) A

ist. Dennoch bleibt L: . auf jeder Fliche der Schar konstant, wenn (47) erfiillt
ist, denn es gilt:

Il

_ 1 L _
_ “ =

4 ¢

o (S)
@' (8}

21. Diese letzte Formel erlaubt die Bedingung der geoditischen Aquidistanz
besonders einfach zu schreiben. Bemerkt man nimlich, dass, wegen L>>0 und
4>0 auch w(8)>o ist, so folgt, dass mann ¢  (v)=w () setzen kann, da die aus
dieser Gleichung berechnete Funktion ¢ () monoton wachsend ist. In diesem
Falle ist aber L=4. Man kann m. a. W. die Scharen geodiitisch iiquidistanten
Flichen dadurch definieren, dass man verlangt, dass in den Gleichungen (43) und
(44) die Grosse g=1 sei.

Die Bedingung der geoditischen Aquidistanz lisst sich also schreiben:

S%:Mnl
{48) 1 S :ﬂf-E QCJM]
J
l Gy =0

Wiy werdem nun im Folgenden auch dann von geoddtisch dquedistanten I'lichen
sprechen, wenn die Gleichungen (48) erfiillt sind, aber die Bedingung L>o0, die wir
bisher wesentlich benutzt haben, nicht statifindet.

Eliminiert man die (n+p) Gréssen z;, ur aus den Gleichungen (48), so erhiilt
man die Bedingung fiir die geoditische Aquidistanz der Flichenschar S=1 in
Gestalt einer partiellen Differentialgleichung fiir S, die ibrerseits — wie wir im
nichsten Kapitel sehen werden — dazu dienen kann alle Elemente unseres Pro-
blems zu berechunen. '

22. Das Hilbertsche unabhingige Integral. Wir betrachten eine Schar
geodiitisch iiquidistanter Flichen, fiir welche die Gleichungen (48) erfiillt sind, und
die ein gewisses Gebiet des Raumes der (¢, x;) einfach iiberdeckt. Zweitens be-
trachten wir eine willkiirliche Kurve
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(49) wi=x; (1),

die die Flichen unserer Schar durchsetzt, und den Nebenbedingungen Gy =o0 geniigt.

Setzt man dann

dxz’_ 7
dat ='+(!)

und bezeichnet mit P, und P, zwei Punkte der Kurve (49), die den Werten ¢, und
t, der Koordinate ¢ entsprechen, wobei f,>f, sein soll, und mit S, und S, die
Werte der Funktion S{¢, ;) in diesen Punkten, so besteht die Relation

2

t
Sg—slzfi%”—")dt
t

ty
:j {S‘+Z Ny m'j} dt
5 i

Nun kann aber mit Hiilfe der Gleichungen (48) die letzte Relation in der Gestalt

geschrieben werden:
ly
(30) 82—S1:‘/\(M+2M93j(%"j-‘€15j)}dt.
2% J

Der Wert (S,—S,;) dieses Linienintegrals hingt nur von den Endpunkten der
Kurve ab lings welcher es genommen wird und ist nichts anderes als das unab-
héingige Integral von Hinserr. In der Formel (50) sind die Grossen z;, uy, die in
der Funktion M und jhren Ableitungen MM vorkommen, die Koordinaten des
vollstindigen Linienelements, das unsere geoditisch dquidistante Flichenschar im
betreffenden Punkte transversal durchsetzt.

Nun haben wir, wegen der vorausgesetzten Gleichungen Gy (¢, z:, 2’)=o0 die
Relationen

M'=M(t, x;, s, w)=L(t, @, x's)

und das Kurvenintegral {iber L lings der Kurve (49) lautet:

ty
J*—"fM'dt
t
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Ziehen wir von dieser letzten Gleichung die Gleichung (50) gliedweise ab, und
erinnern uns an die Definition (29) der Weierstrasschen E-Funktion, so erhalten
wir schliesslich:

ts
(51) T—(8y— 8,)= f B¢, w1, 60,275, o) d.
ty

23. Losung einiger spezieller Probleme. Die Relation (51) ist die Grund-
gleichung, aus welcher die Losung aller Probleme, die wir im § 7 erwithnt haben,
entspringt.

Nehmen wir z. B. an, dass P, und P, beide auf derselben geoddtischen
Gefillkurve C unserer Schar geodiitisch iquidistanter Flichen liegen.

Fillt dann zunichst die Kurve (49) mit € zusammen, so werden wir in jedem
Punkte dieser Kurve 2’;—=z; und folglich E=o0 setzen miissen und das Kurven-

integral lings C, das wir mit I bezeichnen, geuniigt der Relation
(52) I:SQ—SI.

Fiir jede andere Kurve y, die P, mit P, verbindet, ohne das Gebiet, das durch
die Flichen S=1 iberdeckt wird, zu verlassen, und die in jedem ihrer Punkte
einen hinreichend kleinen Winkel mit der durch eben diesen Punkt gehenden
geoditischen Gefillkurve macht, ist nach unseren Voraussetzungen £>0, sodass
‘nach (51) die Relation J>(S,—.S,) gilt. Hieraus und aus (352) folgt J>1, womit
das erste Problem des § 7 gelost ist.

24. Fiir die meisten Randbedingungen, die sich gewdhnlich darbieten, eut-
stehen aber gewisse Schwierigkeiten dadurch, dass man oft gezwungen ist als An-
fangstliiche S, ein Gebilde von kleinerer als »'® Dimension zu wihlen. Das
Gebiet in dem die Flichen S=A regulir sind iiberdeckt in diesem Falle nur einen
Teil einer jeden Umgebung von P, und es ist gewohnlich unméglich von der
Vergleichskurve y festzustellen, ob sie in der Nihe von P, im Inneren des eben
erwithnten Gebietes bleiben oder nicht.

Man bedient sich dann am einfachsten eines Kunstgriffes, den Herr
L. Toxerrr vor kurzem erfunden hat.! Er besteht kurz gesagt darin, dass man auf
der Vergleichskurve y einen Punkt ¢ zwischen P, und P, wihlt, so dass der

! Bul problema isoperimetrico con un punto terminale mobile. (Mem. R. Accad. Bologna
’7) Vol. 10, 1922—23.) ‘
28—25280. Acta mathematica. 47. Imprimé le 4 décembre 1925.
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Teil von y zwischen @ und P, im Inneren des Gebietes verlduft, der durch die
Flichen S§=41 tberdeckt wird. Durch den Punkt @ geht dann eine Gefillkurve
eq dieser Flichenschar und man beweist, dass, wenn ¢ hinreichend nahe an P,
gewihlt worden ist, das Stiick von y zwischen P, und ¢ in eine Schar von geo-
ditisch dquidistanten Flichen S (¢, ;)= 4 eingebettet werden kann, die eine volle
Umgebung von P, enthiilt, deren eine Gefillkurve gerade eq ist und fiir welche
ausserdem die Funktion S(f, ) lings der singuliren Fliche S, konstant ist. Be-
handelt man dann, mit Hiilfe der Formel (51) jedes der beiden Stiicke der Ver-
gleichskurve y getrennt, so erhilt man schliesslich das Resultat, auf welches es
ankommt.

KAPITEL II.

Die kanonisechen Koordinaten.!

25. Definition. Wir setzen, wie frither:
M(ty Ziy fi, ‘LLk’) = L(t, Xy ‘Tl) + qu’k' (;L" (t7 Xiy xl)
g
und betrachten ein vollstindiges Linienelement unseres Problems, fiir welches
die Nebenbedingungen Gy =o0 erfiillt sind, und die Determinante

(7 (;L’
Moy Gy
(53) : Do)= +0
)G
T |

ist, woraus librigens schon folgt, dass der Rang der Matrix (2) gleich p sein muss.
Die Determinante (53) ist die Funktionaldeterminante der (»+ p) Funktionen
M, , Gw nach den 2; und wy; aus der Ungleichheit (53) folgt also, dass das

(Hleichungssystem _
(54) yi:lk['{'i’ 2'1)1':Gm’:]‘-'[{,(.,mr
nach den z; und uy aufgeldst werden kann. Wir erhalten aunf diese Weise die
Gleichungen
zj = (t, s, Yi, 2w)
(55) I

! Die meisten Resultate dieses Kapitals hat schon Herr J. HADAMARD in seinen Legons sur
le Calcul des Variations (Paris. Hermann, 1910) p. 217—280 in einem etwas verschiedenen Zusam-
menhang entwickelt.
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Um die Nebenbedingungen Gy=0 auszudriicken, brauchen wir blos die z,,'=0 zu
setzen, und die Gleichungen (55) lehren uns dann, dass wir unser vollstindiges
Linienelement mit Hiilfe der (2n+ 1) Grossen (¢, s, y;) charakterisieren konnen,
die wir die kanonischen Koordinaten dieses Linienelements nennen wollen. A

Die Ausfiilhrungen des § 17 zeigen ausserdem, dass die Werte der kano-
nischen Koordinaten eines vollstindigen Linienelements unverindert bleiben, falls

wir unser Variationsproblem durch ein dquivalentes ersetzen.
26. Die Hamiltonsche Funktion. Wir bilden jetzt mit Hiilfe der Gleichung
(56) H(t7 Xiy Yi, Zm’):—ﬂ['l‘zx]%‘l‘ Zﬂklzk'
j ¥

in deren rechten Seite wir fiir #; und py die Werte (55) einsetzen die Legen-
dresche Transformierte von M. Nach den bekannten Formeln der Legendreschen
Transformation folgt nun:

(57) ' Hy=—My, Hey=--My,, Hy=3;, Hop=p.

Endlich definieren wir eine Funktion H(¢, x;, 4;) durch die Gleichung
(58) Ht, 2, y))=H(t, zi, ys, 0).
Bemerken wir dass jedes mal, wo alle 2z;r verschwinden,

| H=M, H.=H., H,=H,,

ist, so folgt aus den Gleichungen (57), fiir alle Linienelemente fiir welche die
Nebenbedingungen Gy=o0 bestehen,

(39) H=—M;, H,=—M., H,=z.

Die Funktion H hitten wir direkt berechnen kionnen, ohne die Funktion /7 auf-
zustellen. Hierzu braucht man nur z; und py aus den Gleichungen

(60) yi=M: , o=0Cn

g

auszurechnen; man erhilt mit Beriicksichtigung von (55)

x.j :Z@j (t7 Lis Yi, 0):9‘01' (t7 Ly, yl):
(61)

we= X (¢, @i, yi, 0)=yp (¢, 1, 9:)-
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Dann ist

(62) H(t X, .’/l):—J‘[(f) Zj, ¢J7 Z’t,)+2!/.7 WJ’

J

und die Gleichungen (59) besagen, dass die Formeln der Legendreschen Trans-
formation auch dann erhalten bleiben, wenn die Nebenbedingungen Gy==0 vor-
handen sind, ein Resultat, das auch leicht direkt verifiziert werden kann.

 Die Funktion H(t, @, y;) heisst die Hamiltonsche Funktion unseres Problems;
sie bleibt invariant, wenn man das Problem durch ein #quivalentes ersetzt (§ 17).
Es ist nun sehr bemerkenswert, dass man alle Daten unseres Problems aus der Funk-

tion H allein (und thren Ableitungen) gewinnen kann.

- 27. Die Lengendresche Bedingung in kanonischen Koordinaten. Wir be-
ginnen damit die Determinante D (), die wir im § 16 betrachtet haben, mit Hiilfe
der Ableitungen von H auszudriicken. Zu diesem Zwecke bemerken wir, dass
nach der Definition der Funktionen (33) die Funktionaldeterminante (53) mit der

inversen Determinante

00, 00

M’ b Zy
(63)

0Xy 0Xp

Oym’ ey

komponiert gleich der Einheitsdeterminante

dim, o

07 6m'h'
ist. Wenn man also die Determinante (38) mit (63) komponiert, so bekommt man

0 0;
6[7)1"'9’0‘7”‘i,
o, 6:n’h' .

Bemerkt man endlich, dass wegen (53) und (30) die Relationen ®,=H,, bestehen,
so erhilt man schliesslich

(64) D ()=D (0) |di;—0 Hy, |-
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Die Legendresche Bedingung besteht also @n der Aussage, dass sdmtliche Wureeln
der Gleichung in ¢ ' '

(65) v |6ii_9Hyi?/j|:o
posttev seen sollen.

28. Die FE-Funktion in kanonischen Koordinaten. Es seien ¢, x;, 4; und
t, x;, 4'; die kanonischen Koordinaten von zwei vollstindigen Linienelementen, die
durch denselben Punkt gehen. Wegen der Gleichungen (59), (62) und (54) konnen.

wir schreiben:

M=—H +ZH_,,L.@/L-
M’=—H’+Z H s
Z ] — %) Z yi(H . l)
Durch Vergleichung mit (29) haben wir dann
(66) ' E=H- H’—Z Hy\yi—y').

Dieser Ausdruck ist genau wie der Ausdruck (29) gebaut und wir erhalten durch

eine dhnliche Schlussweise, wie im § 13
(67) ZIL/,W] ) W'5—vi)-

Von diesem letzten Ausdruck ausgehend kann man, dhnlich wie in den
8§ 14—13, schliessen, dass die Legendresche Bedingung erfiillt ist, wenn alle nicht
verschwindenden Wurzeln der Gleichung in ¢

(68) lHywj_dijUIZO

positiv sind. Man sieht sofort ein, indem man azé setzt, dass diese letzte Be-

dingung i#quivalent ist mit derjenigen, die wir im vorigen Paragraphen aufge-
stellt haben.
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29. Die Bedingung fiir die geoditische Aquidistanz. Die Gleichungen
(25), die den geodiitischen Gradienten einer Flichenschar definieren, lauten in
unseren kanonischen Koordinaten:

(69) Ayi=MS,.

Multipliziert man diese Gleichungen mit #; und summiert iiber ¢, so erhilt man
mit Beriicksichtigung von (21)

dZylxl—Fll[ S;=M. A,

oder, .wegen (62),

(70) 4. H=—M.5;.
Aus (69) und (70) folgt nun, falls man beachtet, dass A0 ist:
(71) HS: +y:S=o.

Mit noch grosserer Leichtigkeit lassen sich die Gleichungen (48) fir die geodi-
tische Aquidistanz der Flichen der Schar S—=4 mit Hilfe der kanonischen

Koordinaten aufstellen; man erhilt das System
(72) &ﬁ{:y?'; Sé+H(t7 Xiy %)20-

In den Relationen (71) fiir die Bestimmung des geoditischen Gradienten wnd
(72) fiir die geoddtische Aquidistanz gehen die Nebenbedingungen Gy=o0 mnicht
mehr ezn.

Insbesondere lisst sich die Integration der Differentialgleichungen (72) genau
so fithren wie fiir den gewdhnlichen Fall ohne Nebenbedingungen. Die gewdhn-
liche Methode der Charakteristiken von Cauchy fithrt hier anch zum Ziel.! Das
Hauptresultat besteht darin, dass unsere Gefillkurven mit den Cauchyschen
Charakteristiken zusammenfallen, und Losungen der kanonischen Differential-
gleichungen

(73) x-i:-H'?/,'y ?]i:-"Ha:l-

! Biehe z. B. die Darstellung, die ich in der von R. v. MISES herausgegebenen 7ten Auflage
der Differential- und Integralgleichungen der Mechanik und Physik von RIEMANN-WEBER (Braun-
schweig, Vieweg, 1925), p. 189—198 von diesen Dingen gegeben habe.
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sind, die in der Mechanik eine so bedeutende Rolle spielen. Wir brauchen bei
diesen bekannten Dingen nicht linger zu verweilen. Dagegen wollen wir sehen,
wie sich bei der Funktion H die Tatsache ausdriickt, dass wir von einem Varia-

tionsproblem mit p Differentialgleichungen als Nebenbedingungen ausgegangen sind.

30. Eigenschaften der Hamiltonschen Funktion. Wir gehen von der Be-
merkung aus, dass die Determinante (63), die mit D(o) multipliziert gleich Eins
ist (§ 27), sicher von Null verschieden ist. Dies konnen wir schreiben, indem
wir @;=H,, beachten,

0 @;

IIZ/]' Ymo —03—”
=+ 0;

0 Xy Xy

Oy,n ’ OZ/L'

aus der letzten Relation folgt aber sofort, dass der Rang der Determinante

(74) | Hvi
mindestens (n—p) ist.
Anderseits folgt aus den Ausfithrungen des § 26, dass
Gk'(ta Liy I{'Il) =0
ist; wenn wir diese Gleichung nach y; differenziieren erhalten wir die Gleichungen

0 Gy
—— Hy,;=o0.

A?-‘ dx;

Da die Matrix der %ik nach Voraussetzung den Rang p hat, lehren uns die

letzten Gleichungen, dass zwischen den Zeilen der Determinante (74) p von
einander unabhingige, lineare, homogene Beziehungen bestehen, und dass infolge-
dessen der Rang dieser Determinante hichstens gleich {n—p) ist.

Aus diesen Betrachtungen folgt, dass der Rang von (74) genau gleich (n—p)
ist und wir wollen nunmehr zeigen, dass diese Eigenschaft charakteristisch dafiir
ist, dass die Funktion H die Hamiltonsche Funktion eines Variationsproblems
mit p Differentialgleichungen als Nebenbedingungen sei.

31. Dazu wollen wir beweisen, dass wenn H eine beliebige Funktion der
t, xi, y; bedeutet, fiir welche die Hessesche Determinante (74) den Rang (n—p)
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besitzt, wir Funktionen L und Nebenbedingungen Gy==0 konstruieren konnen,
deren Hamiltonsche Funktion mit der gegebenen zusammenfillt. Da alle idqui-
valenten Probleme dieselbe Hamiltonsche Funktion besitzen, wird es geniigen,
ein bestimmtes unter diesen Problemen aufzufinden.

In der Algebra wird nun bewiesen, dass eine synmumetrische Determinante
vom Range (n—p) mindestens eine nicht verschwindende Hauptunterdeterminante
von der Ordnung (n—p) enthiilt.! Eine Hauptunterdeterminante ist bekanntlich
eine Unterdeterminante, die man durch wegstreichen von Zeilen und Kolonnen,
die sich auf der Hauptdiagonale kreuzen, erhilt.

Nach unseren Voraussetzungen iiber den Rang von (74) konnen wir also
die Bezeichnungen derart wihlen, dass die Relation

(75) ‘ Hy, e | +o0

erfiilllt sei. Infolgedessen konnen wir die (v—p) Gleichungen

(76) | zp = Hy (¢, x:, 1)

nach den (n—p) Grossen y;+ auflosen und erhalten auf diese Weise die Relationen
(77) =l @, ).

Da nun andererseits alle (n—p+ 1)-reihigen Unterdeterminanten von (74)
identisch verschwinden, werden die Funktionen, die man durch Einsetzen der
Werte w; der y, in die Hy,, erhilt, unabhingig sein von den y. Fiihrt man
diese Substitutionen in den p Gleichungen

sy=H,,

aué, so erhilt man p Relationen
(78) Ty (t, @, wi)=ar —Pr(t, @i, vjv)=0,

die die Nebenbedingungen des gesuchten Problems in der Form (15) darstellen.

32. Wir berechnen nun das totale Differential der Funktion

: ! 8. z B. Max. BOCHER, Introduction to higher Algebra (Macmillan, New York 1907),
§ 20, p. 56.
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(79) L=—H{t, zi, yr, wjr) + D W

4
-+ Z x.j" W)
i

und erhalten

_ FIe ,
(80) dL=(—II¢+2ykf ;Pt’")dtJr Z(—HMZ?M'%) da
K i K !
oY\ .
¥ JZ (“” T2 x'j,,) dej,

wenn wir bemerken, dass die Koeffizienten der ibrigen Glieder

Z (-‘II'!I/C' - l!lk’) dyy + 2 (_II?/;” +ap)day
7

g

nach dem Vorigen identisch verschwinden miissen. Die Gleichung (80) lehrt
uns nun, dass L eine Funktion der (2n—p+1) Grossen ¢, x;, 4 allein ist, und
von den p Grossen yy unabhingig ist. Hieraus folgt insbesondere, dass die wj~

lineare Funktionen der yy sein miissen, denn man kann aus (80) entnehmen:

—7 O
(81) wj”ﬂL.ij,, “kaA-' oay
’ oYy . . . .
und L,éjm 7 sind unabhingig von y. Ferner folgt dann aus (79), dass die
. jl/

Funktion H(¢, z;, yi, wj) ebenfalls eine lineare Funktion der . ist.

33. Wir wollen nun zeigen, dass die Hamiltonsche Funktion von 1;, wenn
man die Nebenbedingungen I'y=o0 beriicksichtigt, mit der gegebenen Funktion
H zusammenfillt.

Zu diesem Zwecke setzen wir

(82) M—L+ S I

! Diese Tatsache besagt, dass die Figuratrix unseres Problems eine abwickelbare Fliche ist.
S. HADAMARD, 1. c. p. 266.

29—25280. Acta mathematica. 47. Imprimé le 4 décembre 1925.
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und

Hieraus folgt erstens, wenn wir bemerken, dass L von den &y nicht abhingt
und wenn wir die Gestalt (78) der I'v beriicksichtigen

(84) ?71,-’ = [Lk' .
Zweitens folgt mit Hiilfe von (80) und (78)

01,U/c' )

Dy

2
[
g.
|

:l.'ju wjr (t7 xi; :1:""”! ?/k') + ; (?/L’-'!’_tk’)

Nun ist aber M. H G unabhiingig und die rechte Seite der letzten
Gleichung behilt ihren Wert, wenn wir fiir y» irgendwelche Werte einsetzen.
Wir schreiben z. B. ‘

?/k’:!;k':?;k'

und erhalten

(85) ty = wyr (8, i, Tme, Yr).

Die Funktionaldeterminante der w;r nach den zy- ist nach der Definition der
wy gleich der Inversen von (75) und also #=o0. Man kann also aus den letzten
Gleichungen: zu denen man (78) und (84) hinzufiigt die z; und die uy als Funk-
tionen der kanonischen Koordinaten #, x;, y; ausrechnen. Die Determinante, die
in unserem Problem der Determinante (53) entspricht, ist also, wie es sein
soll =+ o.

Unsere Hamiltonsche Funktion H lautet nun:

E(t, Xy, :’;[):~M+Z $L§l

Wegen der Nebenbedingungen Iy=o0 konnen wir in der letzten Gleichung
M=L, ty=1y setzen und erhalten

He=—1+ Spege+ a5 g
[ 3’

oder, mit Hiilfe von (79)
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H—= H(t) i, Y, wj”) + zwk:(?yk/-—yk,)
14 '
+ Z x‘j” (gj”_wj”)-
j/V

Die linke Seite dieser Gleichung ist aber unabhingig von den yy; wir kénnen
also in der rechten Seite yy=y setzen, und wir haben endlich, wenn wir (83)
beriicksichtigen:

‘ E:H(t: Zi, :'/i)7
d. h. genau die Formel, die wir beweisen wollten.

34. Die Formeln der Theorie fiir die Probleme in Parameterdarstellung.
Unsere fritheren Ergebnisse lassen sich fast ohne jede neue Rechnung auf Probleme
in Parameterdarstellung anwenden, deren Bedeutung fiir die Variationsrechnung
Weierstrass besonders hervorgehoben hat. Hierbei zeigt sich, dass die Behand-
lung der Variationsprobleme in Parameterdarstellung nur dann als komplizierter
gelten konnte, wenn man nicht schon vorher die notigen Formeln der gewdhn-
lichen Theorie entwickelt hat.

Wir nehmen also an, dass unsere Funktionen L und Gy nicht von ¢ ab-
hiingen und dass L homogen von der ersten Ordnung, die Gy homogen von
einer beliebigen Ordnung gy in den #; seien. Es sollen also fiir jeden positiven
Wert eines Parameters 4 die Formeln gelten '

(86) Lx;, A z) = AL{xs, z,).
(87) Gy (93;",72- wl) = lgyAGk' (xi, 1’1\)7,

wenn man nach (24)

M=L+ Z J1rs Gy
kl

setzt, ist also

(88) M, A g, AT pe) =AM (s, 5, ).
Diese letzte Gleichung liefert, nach #; differentiiert, die Bedingung

(89) M (s, A x‘f,{,,]‘lt?&’yk'):‘,M%(mh Zi, Mk').

‘,j i
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Ferner erhiilt man, wenn man (87), (88) und (89) partiell nach A differentiiert
und A nachtriglich gleich Eins setzt,

Gy .

(90) . Tzixzzgk' Gy
(1) Z M:i.i-'ti +Z (1—or) pw Gy =M
i 134
, : Gy
(92) Zl'fazl.fejwﬂrkz’(l-—@k')uk' e = O

35. Aus den Gleichungen (9o) und (92) folgt nun sofort, dass die Deter-
minante (53) ¢dentisch Null ist, sodass unsere ganze bisherige Theorie hinfiillig
zu werden scheint. Wir bemerken aber, dass wegen der Homogeneititsbedin-
gungen (86) und (87) der Wert unseres Linienintegrals nur von der Gestalt der
Kurve im Ralime der x;, nicht aber von der Wahl des Parameters ¢ abhingt.
Das Variationsproblem bleibt also dasselbe, wenn wir z. B. die Linge der Kurve
als Parameter wihlen, oder, was auf das Gleiche hinauskommt, wenn wir zu den

Nebenbedingungen Gy =0 noch die weitere

(93) D #i—1=0

hinzufiigen.

Fiihren wir jetzt die Funktion
(94) M*=M+%(Eaéf—1)
ein, ebenso wie die kanonischen Koordinaten
(95) =M =M, +0d,

so kénuen wir aus den Gleichungen (95), (93) und Gv=o die z;, uy und o als

Funktionen von z;, y; berechnen. Bezeichnen wir mit Hlz;, y) die zugeordnete
Hamiltonsche Funktion, die nach (62) durch die Gleichung

H=—M*"+ 3a, M,
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definiert wird, und beriicksichtigen sidmtliche letzten Gleichungen, sowohl wie
die Gleichung (91), so erhalten wir

(96) H(:, yi)=o.

36. Wir kénnten mit diesem Ergebnis zufrieden sein; wir wollen aber die
Bedingung (93), die wir kiinstlich in unser Problem hineingetragen haben, wieder
entfernen. Dazu bemerken wir, dass wenn wir die z; wie iiblich durch die

Gleichungen B
x.[:H?/i

berechnen, alle unsere Nebenbedingungen, insbesondere die Gleichung (93), be-
friedigt sein miissen. Wir erhalten auf diese Weise die Identitit

(07) S H—,

und ausserdem durch Differentiation nach y; die Gleichungen

(98) 2 Hlll ¥j Iffyi'-:o .

Nun folgt aus unserer friiheren Theorie, dass die Determinante | Hy, y;| den Rang
(n—p—1) besitzt, da wir mit (93) im Ganzen (p+ 1) Nebenbedingungen beriick-
sichtigen miissen. Hieraus folgt nun weiter, dass die Determinante

Hyy, o  Hy
Hy, —1 o0
o} o —I

den Rang (n—p+1) hat. Multiplizieren wir nun erstens die » ersten Kolonnen
mit Ejj und addieren sie zu der vorletzten, und addieren wir zweitens die Summe
der # ersten Zeilen, jede mit ltfyi multipliziert, zu der letzten Zeile, so #ndert

sich nicht der Rang. Wir erhalten aber, wegen (97) und (98)

H,, o H,

H, o o

) o o
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Wir konnen jetzt in dieser letzten Formel die Zeile und die Kolonne,
die aus lauter Nullen bestehen, streichen, ohne den Rang zu vermindern und
sehen, dass die Determinante

H!/, Ui 1{%
(99)

H,. o]

den Rang (n—p-+1) besitzt. Da wir auch alle diese Operationen riickwirts
machen konnen, schliessen wir, dass wenn bei Bestehen der Gleichungen ’(97)

und (98) die Determinante (99) demn Rang (n2—p-+1) besitzt, die Determinante

| H,, y;| den Rang (n—p—1) besitzen muss.

_ 37. Da der Parameter ¢ fiir unser Problem nur eine Hiilfsvariable sein
soll, geniigt es solche Scharen von geodiitisch diquidistanten Flichen zu betrachten,
die von ¢ unabhiingig sind, d. h. die die Gestalt S(x,, ..., ®,)=4 besitzen. BEs
muss demnach S;==0 sein, und dies in die letzte Gleichung (72) eingesetzt, zeigt,
dass wir nur solche vollstindige Linienelemente zu betrachten brauchen, fiir welche

die kanonischen Koordinaten die Bedingung

(100) H(z:, y)=o0
erfiillen.

Wir wollen nun zeigen, dass schon die Bedingung (roo) allein, nicht etwa
die Funktion H selbst, charakteristisch fiir das homogene Variationsproblem des
8§ 34 ist.

Es sei ndmlich H (x;, ;) eine beliebige Funktion, die gleichzeitig mit H ver-
schwindet, ohne dass auf der Fliche H=o alle H,, verschwinden. Nach dem

$ 3 haben wir dann identisch

(ro1) Hx:, y)=Alw:, yi) . H(xi, y3),

wobei A in allen Punkten in denen H verschwindet #o ist (cf. § 4). Fir alle
Punkte, in denen (100) gilt, erhdlt man ferner durch Differentiation von (101)

Hy, =4 .Hy, Hiy=A"H,
(102) " '

Hy,y=AHy;y+ Ay Hy+ Ay Hy,
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Wir bemerken nun wzunichst, dass die partielle Differentialgleichung fiir die

H(x;, S:)==o0 ersetzt werden kann. ’
Ebenso stellen die kanonischen Differentialgleichungen (73) dieselben Kurven

im Raume der z; dar, wenn man H durch H ersetzt wnd wenn ausserdem das
Vorzeichen von H so gewdhit worden ist, dass A>o0 ist. Diese letzte Bedingung,
die auch bei der Legendreschen Bedingung von Bedeutung ist, soll im Folgenden
stets beriicksichtigt werden; dann bedeutet einfach der Ubergang von H zu H,
dass man nicht mehr die Linge der Kurven als Parameter nimmt, sondern einen

anderen Parameter benutzt, der naturlich von der Wahl von A abhiingt.

38.  Wir wollen noch kurz die Bigenschaften der Funktionen H besprechen.
Die Relationen (102) zeigen in Verbindung mit A=-0, dass die Determinanten
(99) und '

Hyzz,{; Hy,
(103)

H, 0

denselben Rang (n+1—p) haben miissen. Ist umgekehrt H eine Funktion der
2;, 9, fir welche die Determinante (103) den Rang (7+ 1—p) besitzt, so kann
man sie als Hamiltonsche Funktion eines homogenen Variationsproblems mit p
Differentialgleichungen als Nebenbedingungen ansehen. Man bestimme zunichst
die Losung H (2, y;) der partiellen Differentialgleichung

o U\?
Z(ﬁyi) b

g

die gleiehzeitig mit H verschwindet, und deren Vorzeichen so gewihlt ist, dass
in der Gleichung (101), die hier stattfinden muss, -4 >0 ausfillt.! Dann ist nach
dem Vorhergehenden der Rang der Determinante (99) gleich (rn+ 1—p) und der

Rang der Determinante | Hy, y;| gleich (n—p—1). Die Funktion H ist nach den

8§ 31—33 die Hamiltonsche Funktion eines Variationsproblems L (z;, z;) mit
(p+1) Nebenbedingungen, die man, weil hier die Gleichung (97) nach Konstruk-
tion gilt, ersetzen kann durch p Nebenbedingungen von der Form Gy (x;, 4)=0

! Die Funktion H kann mit Hilfe von blossen Eliminationen ohne jede Integration be-
rechnet werden.
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zugleich mit der Gleichung (93). Nun hat das dquivalente homogene Variations-
problem

|/ S
J
mit den #quivalenten homogenen Nebenbedingungen

Gk'(x,-, aii)sz' Liy ——F—— =0

und der Nebenbedingung (93) dieselbe Hamiltonsche Funktion H. Folglich hat
das homogene Variationsproblem mit der Funktion L und den Nebenbedingungen
Gy =0 als Hamiltonsche Funktion die gegebene Funktion H=o.

39. Zum Schluss wollen wir die Legendresche und die Weierstrass'sche
Bedingung ausrechnen. Nach (64) kénnen wir fiir das Problem mit der Hamilton-

schen Funktion H setzen:

Dio)=D(0)]| d:s— QH;/il'{jI;

hieraus entnehmen wir die Formel

dij—oHy, o]

5

Dfe)=—D(o)
H,

Y

und aus dieser folgt, wegen (97) und (98)

- |‘§£j—§@§ #5» 'g?fj
D(e)=—D|o) .
.

o o

Fir das homogene Variationsproblem mit der Hamiltonschen Funktion H==0

haben wir also nach (102)
dij—ed ]{N, Yy H.’Ji
Hy,, o|

Da nun nach dem Vorhergehendem A>o0 ist, kénnen wir, indem wir 4g=¢
setzen, die Legendresche Bedingung in der Weise formulieren, dass wir ver-

langen, alle Wurzeln der Gleichung in o
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6i]’"‘911y”/j7 Hz/l-
(104) o
H’/j: (e}

sollen positiv sein.
Die Weierstrass'sche FE-Funktion fiir das Problem mit der Hamiltonschen
Funktion H lautet nach (66)

Setzen wir also E=4A.FE, so folgt aus den Gleichungen (102), wenn wir noch
beriicksichtigen, dass H=H'=o0 sein muss,

(105) B= 'y, i—u).

Die Lengendresche Bedingung, die wir oben aufgestellt haben, kann man dhnlich
wie im § 13 ableiten, indem man von (103) ausgeht, und die Nebenbedingungen
H=H'=0 beriicksichtigt.

40. Bei gegebenem homogenen Variationsproblem kann man die Hamil-
tonschen Funktionen H oder besser die Bedingung /H{=o0 berechnen, ohne den
Umweg iiber H zu nehmen. Dazu geniigt es in den Gleichungen (g5) die Grosse
0=0 zu setzen. Man erhilt die Gleichungen ?/L":Méi und braucht nur die z; und
wy zwischen diesen Gleichungen und den Bedingungen (=0 zu eliminieren.
Dieses ist stets moglich, weil sowoh! die ]l[” wie auch die Gy nur von den Ver-
hiiltnissen der z; abhingen.

41. Das Mayersche Problem. Wenn im homogenen Variationsproblem des
§ 34 die Funktion L von der Form ist,

(106) L=\t @,

haben wir ein Mayersches Problem vor uns, fiir welches die vorangehende Theorie
zweckmilssig ein wenig modifiziert werden muss; hierbei bedeuten die ., die
partiellen Differentialquotienten einer Funktion &(z;) nach den Veriinderlichen ;.
Die Gleichungen (95) sind niimlich hier von der Gestalt

) d Gy .
(107) ?/¢=§xi+2m-' 09; +0 ;.
5 ¢

30—25280. Acta mathematica. 47. Imprimé le 5 décembre 1925.
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Setzt man nun

(108) - n=Yi— &,

und berechnet nach dem § 35 die Funktion H=o, so erhiilt man

(109) H (s, yi) =K (21, 13);

ausserdem folgt aus (107), dass die Funktion K der Bedingung
(110) K (w;, A=A K (x5, 1y)

gentigen muss. Hieraus folgt durch Differentiation nach A

(111) me.mzf;

ist nun eine Funktion K (2;, n) durch die Gleichung K=4 . K definiert, wobei
wieder 4>0 sein moge, so entnimmt man aus (111) fiir alle Punkte des Raumes

der (z;, ) in denen K=o ist,

(112) 2 K, n=o.

42. Die partielle Differentialgleichung H (x;, S.;)=o0 fir die geoditisch dqui-
distanten Flichen kann hier mit Beriicksichtigung von (108) geschrieben werden:

(113) Kz, Se,—5:)=0.

Setzt man nun 7T(x)=S—E, so erhalten wir statt (113) eine partielle Differen-
tialgleichung

(114 K (@1, T.)—o,

die durch die Nebenbedingungen Gy=0 allein bestimmt wird, wnd von der Wahl
der Funktion § ganz unabhdngig ist.

Die kanonischen Differentialgleichungen fiir die Cauchyschen Charakteri-
stiken der partiellen Differentialgleichung (114) lauten

(IIS) z’i:K't”v Q?L:—K.Lz

Sie fallen mit den Extremalen unseres Mayerschen Variationsproblems fiir ein
beliebig vorgeschriebenes ¢ zusammen; diese erhilt man nidmlich aus (113) mit
Hilfe der Gleichungen
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N

i B =Kot X Koy B
)

und diese letzten Gleichungen kénnen geschrieben werden:

.d
Die Extremalen (115} unseres Variationsproblems liegen auf den Flichen 7'=-const.
Lings dieser Extremalen ist nimlich n—=1.,, #;—K,,, sodass die Gleichung (112)
die Gestalt annimmt:

ZT%xlzo,
i

womit unsere Behauptung bewiesen ist.

43.. Nun sei P irgend ein Punkt einer der Flichen 7T'=const, z. B. der
Fliche T=o0; wir bezeichnen mit S(x,...,x.)=0 eine Fliche, die die Fliche
T=o0 im Punkte P schreidet aber nicht beriihrt. Setzen wir nun §£=8—1, so sind die
Flichen S=J fiir unser Variationsproblem geoditisch dquidistant. Ist nun die
Legendresche Bedingung fiir dieses Variationsproblem befriedigt, so folgt aus den
Uberlegungen des ersten Kapitels, dass fiir alle Vergleichskurven, die den Nebenbe-
dingungen (fy=0 geniigen, und den Punkt P mit einem Punkte ¢ einer Fliche
S=S§8, verbinden &(¢) einen grosseren Wert hat als im Punkte der Extremalen,
der auf S, liegt. Da aber diese Extremale auf 7'=o verlduft, kénnen wir schreiben

§(Q)=8(¢)—1(¢)> 5,
und da S{Q)=S, ist, folgt hieraus T'(Q)<o. Die Vergleichskurven verlaufen also

stets auf der einen Seite der Fliche T=o0, und man kann die Exiremalen (115)
benutzen, wm die Begrenzung des Gebietes A zu bestimmen, das wir tm § 7 er-
wahnt haben.

44. Jede Funktion K (x;, 1), die homogen erster Ordnung in den 7; ist, ist
fir ein Mayersches Variationsproblem charakteristisch. Die Anzahl p der Differen-
tialgleichungen Gy=o0, kann nimlich berechnet werden, wenn man bemerkt, dass
der Rang der Determinante

Kypp Ko,

K,;, o
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gleich (in+1—p) sein muss, und die Legendresche Bedingung ist erfiillt, wenn alle

Wurzeln der Gleichung in ¢

01—

J

e K. Ky,

i

K, ., 0

J

positiv sind.

45. Die von einem Punkt P ausgehenden HExtremalen eines Mayerschen

Problems fiillen hochstens, wie es sein soll, eine (n— 1)-dimensionale Mannigfaltig-

keit B aus. In der Tat stellen, wegen der Homogeneititsbedingung (110) fiir K,

aus welcher eine @hnliche Bedingung fiir die K.,

folgt, die Losungen des Glei-

chungssystems (115) dieselbe Kurve dar, wenn man bei Festhalten der Anfangswerte

der x;, die Anfangswerte der 7; mit einem beliebigen Parameterwert 2 multipliziert.

Die Dimension der Mannigfaltigkeit B kann aber niedriger sein. Dies findet

z. B. statt, wenn die Differentialgleichungen Gy=o0 durch fdquivalente Gy=0 ersetzt

werden konnen, unter welchen sich wollstindige Differentiale befinden.
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