SUR LES INVARIANTS
DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

DU QUATRIEME ORDRE

PAR

G. H HALPHEN

4 PARIS,

Je me propose d'étudier ici la théorie détaillée des invariants pour
les équations du quatrieme ordre, et d'identifier cette théorie avec celle
des invariants” différentiels pour les courbes gauches. Une partie de cette
étude se trouve déja dans mon mémoire Sur la réduction des équations
linéaires aux formes intégrables; (') mais je ne renverrai pas le lecteur a ce
mémoire, et 'on trouvera ici une exposition compléte, suivie d’applications.

1. Soit une équation linéaire du quatriéme ordre

a‘y a4’y ary dY
(1) it 4bi g+ 6P o+ 4P, + P Y = o,

ou les lettres P désignent des fonctions de X. En dénotant par u et p
deux fonctions de X, posant

de
(2) & Y = uy,

et prenant x, y pour nouvelles variables, on obtient une transformée
b )

d*y . d% d'y dy .
(3) ot T AP g+ O+ 4p g, + Y = ©.

(') Mémoires présentés par divers savants 3 l'académie des sciences de l'institut
de Franece. T. XXVIII N° 1 (Paris 1883).
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Les nouveaux coefficients p s'‘expriment au moyen des anciens coeffi-

cients P et de w, p avec leurs dérivées u', w”, ... p', ¢, ... prises par
1 . d .
rapport & -X. Toute fonction de p, é), ... est donc exprimable par
d . .
P, d—;—, coe oty Wy ...y oy ... Siocette fonction f est telle que
“, W, ... p p ... disparaissent de son expression, on a alors

dp dP
o) =22,

et f est un invariant absolu. L’existence de telles fonctions sera bientot
prouvée. Nous la supposons d’abord.

2. Sans qu'il soit besoin de développer les relations entre les P ct
les p, observons seulement le caractére suivant:

En dénotant par A, , une fonction lindaire des coefficients P, affectés
d'indices non supérieurs a (m — 1), on a

I
Pn = ;; (Pm + )‘m—-l)'
L

nryy

T . . . . 4P, .
Généralisons cette remarque comme il suit. Attribuons a X le poids

n

(m + n). Par la méme lettre A, affectée d’un indice, désignons une fonc-
tion linéaire des P et de leurs dérivées, ou le poids de chaque terme ne
dépasse pas l'indice de 2. De la précédente formule, nous déduirons celle-ci:

d"pm 1 (d"Pm

da" /1m+" dx"

+ na )

Etendons encore la convention en admettant pour A une forme non linéaire.

. . . dP

Soit. 4, une fonction entiére des P, X0 e et dont tous les termes

soient d’'un méme poids m. Soit a, la méme fonction formée avec
d

, d—};’ ... Nous aurons

(4) a, = —l;(A,. + An——l)‘
Y7,
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On ne manquera pas d’observer que les restes A sont nuls dans le cas
particulier ol % est l'unité, et 1 une constante.

3. Considérons un invariant absolu, rationnel par rapport aux P et
leurs dérivées. Mettons les poids en évidence, en réunissant au numéra-
teur ainsi qu'au dénominateur les termes de poids commun, ordonnons
par rapport aux poids, et dénotons ces poids par des indices. Soient ainsi

4, + 4. + Ao + o Ay + A1+ Gus + ...
Bm+Bm—~1+Bm——‘2+--- bm+bm—l+bm—-2+-"
apP

les deux expressions de l'invariant, par les P,

dp

T LRRE

en vertu des relations telles que (4): c’est la ce que suppose l'invariance.
Prenons d'abord le cas simple ol # est Yunité et x une constante.

Nous aurons identiquement:

ax d’une part; par

les p, d’'autre part. Ces deux expressions doivent étre identiques,

An + An—l + An—? + ... — ,m—n An + [‘An—l + /l,An—ﬁ + ...
Bpn+ Buy+ Bpo ... Bn+ pBu s+ ¢’Bpa + ...
De 1a résulte w =m, 4, , = o, B,_, = 0, ...; linvariant se réduit au

quotient de deux fonctions 4,, B,, toutes deux homogénes quant au poids,
et toutes deux d’'un méme poids n.

Prenons maintenant le cas général; nous aurons, suivant (4), et avec
deux restes A, ,, A,_;, unc identité telle que

An + ]n—l An

Bn + In—l - E.

Or les deux restes étant de poids moindre que %, & tous leurs termes, et
4,, B, pouvant étre supposés sans facteur commun, le quotient A,_,: A,_,
ne saurait étre égal & A4,:B,. Donc les deux restes sont nuls.

Donc le numeérateur, ainsi que le dénominateur, d'un invariant absolu
est un invariant relatif, ayant la propriété que caractérise la relation

dp I P
Sﬁ(p’ﬁ’ ...) = ES&(P,E, ...).

Le nombre # est le poids de l'invariant; il est entier et positif quand ¢
est, comme dans cette analyse, une fonction entiére.
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apr
E’X, . o .
les substitutions (2), c’est & dire si cette relation

4. Si une relation algébrique entre P, est invariante pour

dP
¢(f’, K’ ...) = 0
a pour transformée
d
¢(p, ﬁ, .. ) = 0,

alors ¢, supposée fonction entiére, cst un invariant. On le prouve en
raisonnant comme tout &4 I’heure.

De telles relations invariantes peuvent étre aisément congues et
fournissent la voie la plus naturelle pour obtenir les invariants. Pour
ce but, on n’'a qu'a choisir une équation exprimant, entre les intégrales,
une relation invariable & la fois par les substitutions (2) et par le change-
ment des intégrales entre elles.

Il existe, par exemple, une telle équation exprimant que les inté-
grales sont lides par une relation quadratique homogcne a coefficients
constants. Il n'y a aucun embarras théorique, mais seulement longueur
de calcul, & former cette équation de la manicre suivante: si y est une
intégrale de l’équation proposée (3), y* satisfait & unc équation différen-
tielle linéaire du 10*™ ordre, dont on peut calculer les coefficients en
dp
—a
coefficient de la dérivée du 10*™¢ ordre fournit la fonction ¢ dont il
g'agit. Je reviendrai plus loin (n° 30) sur ce calcul. La fonction ¢ sera
d’ailleurs trouvée par une autre voie.

5. Clest la considération d'une autre transformée, celle-ci du 6°™
ordre, qui va nous fournir le plus simple des invariants. Prenons I'équa-
tion primitive privée de son second terme,

fonction de p, Dans cette équation, mise sous forme entiere, ‘le

¥+ 6py’ + 4py + py =0

et dénotons les dérivées par des accents.
Soient u, w deux intégrales, et posons

2 = uw' — wu'.
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L’inconnue 2 satisfait &4 une équation linéaire du 6°™ ordre, que nous
allons former. Suivant une notation usitée pour les déterminants, écrivons
en différentiant successivement

z = (uw’)
7 = (uw")

2" = (ww"") + (Ww").

A . . ’ye . 9, .
A la dérivée suivante, nous éliminerons »'¥ et %' au moyen de I'équation
proposce; en tenant compte des rclations précédentes, nous aurons

2" 4 6p,2" + ap,e = 2(w'w').
En continuant, nous obtenons a la dérivation suivante
(" 4 6p, 2 + 4p,2) — 2p,z2 = 2(wW'w") — 12p,(WW").
Posant ensuite
Z ="+ 6p,& + 4p,2)" + 6p,(¢" + 6p,2 + 4p,2) — 4P’ — 2Dz,
la cinquié¢me différentiation nous donne:
Z = 4(2p, — 3pi)n’).
Voici enfin la transformée cherchée:
(2p, — 3p0) Z' — (2ps — 393V Z — 2(2p, — 3P5)* (& + 6p,2 + 4p,2) = o.

Cette transformée se réduit au cinquiéme ordre, et consiste en Z = o,
dans le cas particulier ou I'on a identiquement

¢ = 2p, — 3p, = O.

La rclation ¢ = o exprime donc que les six fonctions (ww’) sont lices
linéairement. Une telle propriété est invariante pour les substitutions (2),
¢t se conserve aussi quand on change les intégrales. Donc ¢ est un
invariant.

Pour avoir les mémes notations que dans ma théoric des courbes
22 — 665007 Acta mathematica. 3
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gauches, (') je prendrai comme invariant fondamental ——3%5:, que je

désignerai par la lettre v. Voici donc le premier invariant & employer:

(5) v =5 (30— 2p)-

6. Arrétons-nous un instant pour faire une application en prenant
pour exemple 1'équation

(6) y'V—o2n(n4 1)py’" — 2n(n+ 1)p'y + [n(n + I)(n;- 3)n — 2)p"-+a]y:o.

Les lettres » et a désignent deux constantes. Quant & la lettre p, elle
représente la fonction elliptique de M. WEIERSTRASS; pour abréger 1'écriture,
jomets, aprés cette lettre p, cclle qui représente la variable indépendante.
Je rappelle, d’aprés les notations usitées, les relations

PP=4p" — g — 9
144 1
P’ = 6p"— 39

P = Izm:’.

Dans cet exemple, l'invariant v est nul; en faisant le calcul de Z,
on trouve alors que lc dernier terme manque. De la sorte, en prenant

=2 = uw” — wu”,
on a une transformée du 4*™° ordre:
(7) &7 —an(n + 1)pd— 6n(n + 1)p'C + [f— 2n(n + 1)p")¢= o,
dans laquelle la constante § est liée & a par la relation

2 2
ﬂzn(n;- 1) g, — 4a.

(Y Sur les invariants différentiels des courbes gauches, Journal de 1'Ecole Polytech-
nique. XLVII¢®e Cahier (Paris 1880).
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J’ai déja, dans mon mémoire Sur la réduction des équations linéaires
(p. 272), signalé I'équation (6), au cas on n est un nombre entier, comme
intégrable d’'une maniére analogue 4 I'équation de Lamt. On verra plus
loin (n° 22) qu'elle se raméne & I'équation de LamE elleméme.

7. J'ai pris, au n° 5, une équation privée de son second terme.

Il est facile de revenir au cas général. On fait disparaitre le second

PX

terme de l'équation (1) en prenant y = Y La transformée a les

coefficients suivants

(8) ! p1=‘—0, pgz'Pg——P;_Pf’ p3=P3—3P1P2+2PZI‘_PiI’
| 91 = P.— 4P,P, + 6PIP, — 3P\ — GP,P, + 6PP; + 3P{ — P;".

Dans un invariant ot I'on a fait p, = o, il suffit de remplacer p,, p;, 1,
par ces valeurs (8), pour obtenir la forme générale.

J’emploierai communément la méme lettre, majuscule ou minuscule,
pour un méme invariant supposé se rapporter & l'équation (1) ou &
I'équation (3). Ainsi, pour I'équation compléte (1), l'invariant (5) sera
désigné par V; il aura lexpression suivante, ou les dérivées sont prises
par rapport a X:

(9) 3OV:——-P;'+3(P;—2_P1P{)—2(P3~3P1P2+ZFI).

Son poids est égal & 3. En conséquence, la méme quantité v, exprimée
par les coefficients de (3), ct avec les dérivées prises par rapport a z,
donne lieu a l'identité

V = pv.

8. Envisageons quatre intégrales distinctes ¥, comme les coordonnées
homogénes d’un point ¥ de l'espace. Ce point varic avec X et a pour
lieu une courbe attachée a I'équation. Changer les intégrales ¥ revient
a transformer homographiquement la courbe; changer ¥ en #X ne change
pas le point; changer la variable indépendante n’altére pas la courbe.
On voit donc que la courbe attachée, définie par une quelconque de ses
homographiques, est invariante pour les substitutions (2). Donc ses in-
variants sont aussi des invariants de l'équation différentielle.
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Les coefficients de l'équation, exprimés par les intégrales, sont des
fonctions des éléments infinitésimaux de la courbe en un méme point.
Donc les invariants de I'équation, composés algébriquement avec les
coefficients et leurs dérivées, sont des invariants différentiels de la courbe
attachée.

Les déterminants (uw’), considérés au n° 5, sont les coordonnées de
la tangente & la courbe. Ainsi linvariant v a la signification suivante:
Péquation v = o caractérise toute courbe dont les tangentes appartienment a
un méme complexe linéaire.

Dans ma théorie des courbes gauches, jai employé les coordonnées
cartésiennes z, y, 2, et pris les dérivées par rapport a z. J'ai fait usage,
en outre, des notations suivantes

1 (n) s (M)

1 Y=z -—ZY
an = " 1
4.5...n Yz —zyY
”n 2 4
b I y(")z'" . yulz(n)
L 1 "

3.4...n Y& — 2"y

Tout invariant différentiel entier, divisé par une puissance convenable
de (y"2” — 2"y"), sexprime en fonction enticre des quantités a, b. Avec
ces notations, j'ai trouvé par la propriété géométrique précédente, I'invariant

v = a5 — 2b; — 3a,0; + 300, + 20;.

Les deux invariants, dénotés tous deux par v, ne peuvent différer que
par un facteur numérique. Voici comment on peut faire facilement la
comparaison.

Prenons une équation privée de ses deux derniers termes; elle admet
alors les solutions 1, . Si I'on appelle y, z deux autres solutions, on a,
d’aprés les notations précédentes,

.pl —_ -—-—a4, p, = — 2b;.
De la, en différentiant:

(k)

PW=—5.6...0+ 4)a0sa+ ...
pP=—2.5.6...0k+ )b+ ...
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formules ou sont négligés des restes contenant des dérivées, toutes d’ordre
inférieur & (& + 4).

On voit par 1a que, dans ¥, fourni par la relation (9), le terme
de lordre le plus élevé provient de — 3%1’;’; et c¢'est précisément a,.

Ainsi l'invariant », adopté ici, coincide exactement avec celui de ma
théorie des courbes. La méme précaution sera prise, dans la suite, pour
les autres invariants. La vérification pourra étre faite de la méme
mani¢re; mais je me dispenserai de la reproduire.

9. La connaissance d'dn seul invariant conduit & la formation
immédiate de tous les autres, au moyen d'unc forme réduite de I'équation
différentielle.

A cet effet, employons V'invariant V. Dans la substitution (2) prenons

) ’ . r . . I
p# de facon & réduire v & une constante numérique, soit 30’ et u de

facon & priver la transformée du second terme. Ce choix est réalisé ainsi
1 —1 —fPdx
p=3oV)E u="V % .

En appelant & 7%, au lieu de z, y, les variables nouvelles, nous avons la
forme réduite suivante

d%y A/ aH dy —
&?+2H@+2(—d—5———1)3—é_+Kﬂ-—0.
‘. . dpP
Les lettres H, K désignent deux fonctions des P, IX7 et ce sont

manifestement des invariants absolus. Leurs numérateurs sont rationnels,
leurs dénominateurs sont des puissances de V. Il en va de méme de

dH
JF ) °ar om a:

dH 1 dH
—_— = ———— = H,.
d¢ (307 )3 dX !

De méme encore les dérivées successives de H, K, prises par rapport
a &, gexpriment par une double suite d'invariants absolus, & numérateurs
rationnels, et a dénominateurs égaux & des puissances de V. Soient
H,H,..;K,K,... ces invariants absolus,
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Tout invariant absolu peut étre, sans altération, calculé sur 1'équa-
tion réduite. Donc tout invariant absolu rationnel est exprimable ration-
nellement par H, H,, H,, ...; K, K, K,, ...; et tout invariant relatif
entier, divisé par une puissance de V, est exprimable en fonction enticre
des mémes quantités.

10. Le calcul de K est immédiat ainsi: prenons I'équation privée
1

du second terme, alors » se réduit &4 ¥V *. Donc K = o exprime que
L

I'équation admet la solution ¥ ?, et le numérateur de K est l'invariant
suivant

9 1 1

¢ = v’ [(v‘;—fv + 6p, (v 7)" + 4p;,<v—“7>’ + p4v~%],

ou l'on n'a plus qu'a mettre ¥ au lieu de v, et & substituer aux p les
expressions (8), pour obtenir l'expression générale du nuwmérateur @.
On a dailleurs

. 4

7oVt

Cette analyse, faite au moyen de Tinvariant V, peut se faire de méme
au moyen de tout autre. Ainsi p,, p,, p, désignant encore les quantités
(8), et @ un invariant quelconque du poids m, la combinaison

3 3 8

3\IV ’ ’
(™) + 65,00 ™) + 4plo ™) +po ™
est un invariant.

11. Pour avoir l'expression de H, employons les formules générales
de transformation, mais en nous bornant a une formule unique qui nous
suffira.

Soit une équation privée du second terme

ay a'y dY
m+ 6P2d~Xg+ 4P3d—-X+ P,,Y——O.

Changeons ‘la variable indépendante d’'une maniére arbitraire, en posant,
comme précédemment,

dz__
ax ="
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En méme temps, changeons l'inconnue de maniére que la transformée
manque aussi du second terme. Pour ce but, il faut prendre

Posons alors
1 dpy
FdX = A.
La transformée étant

d* d* d
d;{ + 6p9d—a;% + 4p3'd_:: +P4y = 07

son coefficient p, est donné par la formule
(10) 6p, — ,L,(ep, s 4 %P).

Dans cette formule (10), facile & vérifier, la dérivée A’ est prise par
rapport a X.

1
— V’
En y mettant (30V7)® pour p, et, par conséquent, %7 pour A, nous

trouvons pour le numérateur de H:
i 1 35 12 2
d=zVV —~—36V — 3P,V

En revenant, par les formules (8), au cas d’une équation compléte,
nous avons l'invariant

(11) A:%VV’—?—%V’—g,(P?——P?—P;)V’.

De la résulte, pour H, I'expression

4
V(307 )3

Voici, & propos de 4, une observation qui sera utile. plus loin. En
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retenant sculement les premicrs termes de V, donné par (9), nous pouvons
Cerive

s o (— DY+ 3P 35 (P’ »
1=3v(FRE) = R(55) Harr 4 8

A et B ne contenant pas de dérivée au dela du second ordre.

12. D’aprés le n® g, les trois invariants V, 4, @ pcuvent servir
& la formation d'une double suite indéfinie d’invariants, par le moyen
desquels tout invariant s'exprime rationncllement. Mais 4 et @ ne sont
pas les plus simples qu'on puisse choisir; il en existe deux autres qui ne
conticnnent pas de dérivée au dela du 3™ ordre. C'est ce que je vais
“faire voir. ‘

La voie qui va étre suivie pour obtenir le premier de ces invariants

donne aussi l'invariant 7 elle s'applique aux ¢quations de tous les ordres.
Soit I’équation

(12) 2 = gz.
En faisant y = 2% on en déduit, pour y, 'équation suivante:
(13) y" — 109y" — 104’y + 3(39° — ")y = o.

Si z et z, sont deux intégrales de (12), distinctes entre elles, on a,
1 2 b ’
pour (13), les quatre intégrales

]

3

: 2 3
2, 2z, 24, &4

[Tht

Ainsi Véquation (13) cst le type de I'équation du 4™ ordre ayant quatre
intégrales satisfaisant aux relations

NVt

Yo Yy U

En d’autres termes, & I'équation (13) cst attachée la cubique gauche.
’ 1 3

Comparée 4 Iéquation générale, privée du second terme, la forme (13)
donne licu aux relations

3P, = —59, 2p,=—5¢q5 p— 339°—3a"),
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d'ou, par élimination de g,

’ 6 ’ 9 2 2
(14) 3p; — 2p, = O, ]74_“3‘])3_(3‘ p: = O.

Ces deux relations (14) peuvent étre considérées comme les équations
différentielles des cubiques gauches.

13. Voici, en maniére de digression, un exemple de I'équation (13).
Prenons

g = nln + 1p,
les notations étant les mémes qu’au n° 6. Nous avons ainsi 1'équation
y"V — 1on(n + 1)py" — 100(n + 1)p'y’
+ %n(n + 1)[12(\1’» + 1)% + (n 4 2)(n — I)F"Jy = 0.

Cette derniére est, d'aprés notre analyse, une transformée de 1'équation
de LaME dans un cas particulier

2" =mn(n 4 1)pz.

Elle est donc intégrable quand n est un nombre entier. Mais ’équa-
tion en z est aussi intégrable pour =% (voyez plus loin, n° 47). Ce

cas donne le résultat sulvant:
I'équation

I " 1 ' ’ "
y— ey — Sty + 220, — spe |y =o

a pour intégrale générale:

y = r'(g)—;%[r(g)],

& étant un polyndme du 3*™° degré i coefficients arbitraires.
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14. Revenons aux équations (14), dont la premiére est v = 0. La
seconde, tout en n'ayant pas un invariant pour premier membre, va servir
a en former un. Soit w ce premier membre, et soit £ la méme quantité
formée avec les lettres P, en supposant qu'on envisage la méme substitu-
tion quau n° 11. Je vais chercher la liaison entre w et L.

De la formule (10) ainsi que de la relation o =(IL,V, je déduis les

suivantes:
%:/—:;(‘fl%—zlﬂ + )
p, = /%(Ps — 3P, 4 ..
% =%(‘;§’—3AP3 ——'3/1‘21;’-{— )

I 18, dP,
w —7(Q+—S“AEX-+ ...).
Dans ces formules, on a négligé des restes: dans la derniére, le reste ne
contient manifestement aucune dérivée des quantités P. Il en sera tout
autant du reste R, que l'on obtiendra en écrivant la derniére égalité
sous cette autre forme:

w = /—:7(52 + 36AV + R).

Or la propriété exprimée par les relations (14) est invariante. Donc le
systéme des équations w = 0, v = 0 doit se changer en 2 =0, V = o.
Donc R = o doit se réduire & une combinaison de ces derniéres. Mais,
ne contenant aucune dérivée, R est, par suite, identiquement nul. La -
liaison cherchée est donc

© = 7“7(9 + 36A7).

En dérivant les deux membres de v = % V, on obtient
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En conséquence:
dv 1 av
w+12£=?(9+123).

J’ai donc ainsi trouvé un invariant nouveau. Pour mettre les nota-
tions d'accord avec celles de la théorie des courbes gauches, je le désignerai
par 42s;; lindice 7 rappelle qu'il est du 7°®® ordre par rapport aux
intégrales. Voici son expression pour l'équation sans second terme

;4 6 4, 81
(15) 428 = Py — 205 + TP — o Pi-

On aura l'expression générale par l'emploi des formules (8). Il est inutile

de la transcrire; on remarquera seulement que le terme de l'ordre le plus
I

élevé est — V.
5.6.7
Avec s; et v on peut former une suite indéfinie d’invariants, analogue
a la suite H, H, H,, ... Les ordres, marqués par les indices, croissent

constamment d'une unité, les poids de quatre unités:

I ’ 4 ’ I ’ 8 1 I ’ 12 !
33='8— /037—5’037 s 89—:6 088—5’088 y 81021—6 1)39—?1)39 g ses

Dans linvariant §,, le terme de I'ordre le plus élevé est

15. Les invariants 4 et S; sont tous deux du poids 8. En les
combinant linéairement, nous formerons celui-ci: S%A — ‘—;—Sw qui, d’aprés
le n° 11, ne contient plus Pi*. On y trouve un terme du second degré
en P{”, quon peut faire disparaitre en retranchant 57683 . Nous obtenons
de la sorte l'invariant

_ g __4g__7 g
(16) T‘I - 35A 3 SB 3687’
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il ne contient pas de dérivée au-dessus du 3°™ ordre. Les dérivées P,"”

et Pi"”, seules dérivées du 3™ ordre qui y figurent, y entrent linéairement.
. . 1

Enfin le terme en P, a pour coefficient —3 567 V.
Avec #; et v on forme, de méme qu'avec s, et v, une suite indéfinie

d’autres invariants:

I , 8 , I , 1z, 1 , 16 ,
ts=§(vt7—3"0t7), to-_—g(?)ts—?’vts), tlozm(vts—?vtg), e

L’invariant 7, est linéaire par rapport a Py % et P %, seules dérivées
d'ordre (n-—4) qui y figurent. Le coefficient de P{* est égal a

1 n—=6
_2.5.6...nV ’
16. Soit un invariant exprimé par s;, f,, S, &, ... Sa dérivée,
prise par rapport a la variable £ (n° g), s'exprime facilement de la méme

manicre. Par exemple, I'équation (16) donne l'expression de &. On en
déduit

I ~ 8 , 28
8t = E(vo — gv o‘) — 128§, ——g—s,ss,
. . . , . 8 . a4 ;
relation qui fournit le numérateur |vo’ — 3Y'0 de PR En conséquence,
les numérateurs des invariants H, H , ... sont exprimables en fonction

entiére de v, §;, S5y ... byy gy ...
3
En calculant l'invariant absolu v *s, sur 1'équation réduite, nous
obtenons:
4287 3 d?H’ 9 H?

(30v)8 T T sdE T o

Nous avons donc aussi le moyen d’exprimer le numérateur de K
par les mémes invariants, et, par suite, les numérateurs de K,, K, ...

Donc tout invariant relatif, multiplié par une puissance convenable
de v, est exprimable en fonction entiére des invariants fondamentaux
Uy 87y b1y Sy Lgy + o
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17. La construction des invariants fondamentaux tombe en défaut
si v est identiquement nul. Dans ce cas particulier, il est tout naturel
de procéder absolument de méme quau n° 6, mais en prenant s;, au
lien de v, pour base de la construction. Si s, et v sont nuls tous deux,

c'est alors le cas ou l'équation peut étre réduite & la forme (13), et il
n'existe plus aucun invariant.

Arrétons-nous sur le cas ou v est identiquement nul, mais non s,.
On peut, au lieu de s;, prendre la combinaison

, dv
W= %(K‘_ 781)’

qui ne contient plus de dérivée du 3*™° ordre, et reproduit — %S, dés

que V est identiquement nul. Cette combinaison W est alors un invariant
dans ce cas particulier. Pour 1'équation privée du second terme, on a:

6 , 2
— 36w = pA_g‘pa - (%) 3.

En prenant pour point de départ unme équation compléte, ot ¥ est nul,
et posant

1 3 _[n
K~ (—36WF, Y =qW e Srax,

on obtiendra la transformée réduite

a* ar ard PR
(17) d_f‘z_*_ 2J§EE‘+ 2%d_z+(l+%ﬁ§'— 2_5J2)77=0.

Le numérateur de J est

8 =>WWr— Bwr_eP,—P— P)W?
4 42 ?

et I'on a
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La quantité € n'est invariante que si ¥V est nul; mais il existe un
invariant du cas général qui se réduit & @ si ¥ devient nul. On l'ob-
tient en changeant de variable de maniére a rendre s; constant. Son
expression par les invariants fondamentaux est la suivante:

I 2 .7t .7t
0:;[26(—2—3,) +5 73937—527 si],

2

d’otr T'on peut chasser ¢ par l'emploie de la formule (16).
18. Les deux premiers invariants absolus qu'on puisse former, dans
- 83 2 \
le cas général, sont % et %, Dans le cas ot v est nul, on a pour
v
2

. . . g
premier invariant absolu —.
w

Quand ces invariants absolus sont des constantes, I'équation réduite
est & coefficients constants; la courbe attachée est ce que jappelle une
courbe anharmonique.

Quand, v étant nul, le premier invariant absolu est constant, 'équa-
tion réduite manque du premier et du troisi¢me terme. L'équation
caractéristique est donc bicarréc: soient + a, +  ses racines. Les inté-
grales sont e** e** Donc quatre intégrales satisfont a la condition
m7, = 1,7, De la une proposition de géométrie: foute courbe anhar-
monique, dont les tangentes appartiennent & un méme complexe linéaire, est
située sur une surface du 2° degré. On verra plus loin (n° 26) une réci-
proque de cette proposition.

19. La dualité géométrique s'introduit par la considération de
I'équation adjointe, due & LAGRANGE.

Soit 1'équation

¥+ 6py" + apy + Py = O;
son adjointc est
2 + 6(p2)" — 4(p?) +p2 =0,
au bien, développée:

&V 4 6p,2" — a(p, — 3p)? + (p, — 4p; + 6py’)2 = o.

En désignant par ¢, ¢,, ¢,, ¢, des constantes arbitraires, on a pour 2
I'expression suivante par les intégrales y:

2 = (YY)
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Ainsi les courbes attachées aux deux équations adjointes se correspondent
dans la dualité géométrique.

En rangeant dans une méme classe toutes les équations susceptibles
‘étre ramenées a une méme forme réduite, ou, ce qui revient au méme,
a qui est attachée une seule et méme courbe, on voit que les adjointes
des équations d'une seule classe forment ellessmémes unc seule classe.
Ces deux classes sont adjointes 'une & I'autre.

Les invariants d'une équation sont également invariants pour I'adjointe.

En faisant le calcul de 'adjointe pour I'équation (17), on retrouve
cette équation elle-méme. Ainsi chaque classe, dont Uinvariant v est nul,
est & elle-méme sa propre adjointe. Sous forme géométrique, voici la méme
proposition: les lignes droites qui, faisant partie dun complexe linéaire,
enveloppent une courbe, constituent une figure corrélative & elle-méme.

D’aprés la proposition du n® 18, toute courbe anharmowique dont les
tangentes appartiennent & un méme complexe linéaire, est aréte de rebrousse-
ment d'une développable circonscrite & ume swrface du 2° degré. (%)

20, Faisons maintenant le calcul de 'adjointe pour I'équation géné-
rale, mais réduite:

da* .d’y dH dy .
A eHGE (G — 1)+ K=o
Nous obtenons

a ar aH az _
C—i—$—4+2ﬂd—&_,+2(d—$+l)z§+Kc—o.

Pour réduire cette derniére, il suffit de changer la variable indépendante
en prenant & = — &, pour cette variable. Donc, dans le passage d'une
équation a son adjointe, les invariants H et K se conservent, tandis que
V se reproduit, sauf le signe. Ce dernier fait se vérifie aisément par

(') Les deux surfaces du 2% degré, sur 'une desquelles est 1'aréte de rebroussement,
tandis que la développable est circonscrite & l'autre, ont en commun un quadrilatére gauche.
Les tangentes communes aux deux surfaces se partagent en deux congruences distinctes.
Ce cas remarquable de décomposition a été trouvé par M. Arcmer HIirsT, qui me I'a
communiqué verbalement, il y a quelques années.
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I'expression de ¥; on reconnaitra de méme que S; se reproduit sans
altération. Conséquemment S, se reproduit au facteur (— 1)*~* pres.

Le dénominateur de H étant la puissance ; de V, et H se repro-

duisant, il en résulte que le numérateur de H se reproduit sans altération.
Cest Vinvariant 4. A cause de la formule (16), on conclut que 7, se

se modifie et se change en T; + %Sg. Par suite, T, se change en

(— 0 (T + £ 80a).

Grice & ces observations, il sera facile de trouver, pour tout in-
variant, l'expression de son adjoint. Il suffit, & cet effet, de I'exprimer
par les invariants fondamentaux, et d'y fatre les changements dont je
viens de parler.

21. J'ai terminé ici la théorie générale que j’avais en vue de traiter,
et jaborde les applications. Pour commencer ces applications, je reprends
I'analyse traitée dans le n° 5 et suivie d'un exemple dans le n° 6. J'ai
considéré, en cet endroit, une équation, dont linvariant » est nul, et
j/al construit une transformée qui est généralement du 5°"° ordre. Dans
I'exemple adopté, cette transformée manquait du dernier terme et g'abaissait
ainsi au quatriéme ordre. Je vais chercher le type général des équations
qui donnent lieu & cette circonstance.

La transformée a pour premier membre

Z = (2" + 6p,7 + 4py2)" + 6p,(¢" + 6p,7 + 4p,2) — ap,# — 2piz.
Elle manque du dernier terme sous la condition
4py’ + 24p,p, — 2p; = O.
On a dailleurs, par hypothése,
2p, — 3p; = O.

Dégignant par g une fonction arbitraire, je satisfais a la derniére relation
si je prends
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La premicre relation donne alors
[ 7 ’
Py = —9g" + 297"
AT /e v . I 9 o .
En intégrant, et désignant la constante d'intégration par — O Ja donc

2 r I
1)4 == .(/- -9 — —(3?.
4

Ainsi le type général des équations dont il s'agit est le suivant
(18) gt — 20y — 29y + ('(]2 — g — ;—r"’)y = O.

Caleulant Z et faisant 2 = £, j'ai la transformde

1V sore

(19) IV 49l — 6y o (P — 2¢")f = o.

Cette ¢quation (19) ne contenant, dans ses coefficients, quune seule fone-
tion g, n'est pas susceptible d’étre transformée, par les substitutions (2),
en une cquation quelconque. La classe, dont elle est un type, possede,
en effet, une propriété invariante, provenant de ce fait que les coordon-
nées de la droitc dans l'espace sont liées par une relation quadratique.
Pour parler le langage de lalgcbre, disons que les six déterminants
$= (yy;"), formés avee quatre intégrales de (18), sont liés par une relation
quadratique. D’aprés lidentité » = o, ils sont liés aussi par unc rela-
tion linéaire, et se réduisent ainsi & cing, distincts cntre cux. Mais,
I'égquation transformée s'étant abaissée au quatricme ordre, un de ces
déterminants & est nul. Done la relation quadratique cxiste entre les
quatre autres. Donc les intégrales de Uéquation (19) sont lices par une
relation quadratique & coefficients constants.

Pour préciser cette relation, posons

S 1 7
i =Y, — Yl i j~1.2.3.4.
Nous avons
e P s o
12934 T w1324 + sieg — O,

Supposons les y choisis de telle sorte que &, soit nul. Il reste

# »
S13%24 T w14

23 - 665007 Acta mathematica. 3
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L’équation (18) peut s'écrirc ainsi:

¥ — (y — %(’)JI} — (.’/ + }0) [.f/" — (.f/ — 50) ] == O.

Elle admet done les intégrales ¢, ¢, de I'équation du second ordre:

(20) ¢~ (o-30)s

Comme on ne change pas (18) par le changement de ¢ en —¢, clle
admet aussi les intégrales ¢, ¢, de cette autre:

(21) ¢ = (94 3)¢-

Si nous prenons

nous aurons
_ o o N P .
{2 =0, &G =0, &y == C},S"l’ sy (919"2’ 3 (9"-_15!'1 y e T CF ,,2’

Ainsi Péquation (19) a pour intégrales les produits de celles des équations
(20) et (21), et léquation (18) «, pour intégrales, celles wmémes des équa-
tions (20) et (21).

Il n'est pas sans intérét de remarquer la conséyuence snivante:

9»51,’1 . 9"?” — (,9,.9/,.
(22) (’j‘?s{’({.l‘ -= 9"5[" J— ¢l9"’.

22. Pour l'exemple choisi au n® 6, les équations (20) et (21) sont
comprises dans la forme ambigiie

¢ = [;n(n + 1)p(e) + ;—c_ g,

ou, suivant l'usage, je désigne par u la variable indépendante. La

constante «, de l'équation (6), s'exprime ainsi:

2 2
I
= " (n ij_)q (/2 — _.(‘?‘
12 ‘ 4
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Prenons, en particulier, ce cas

N |

Cc = \/3‘92
Vous avons pour ¢ les intégrales suivantes (n° 47)

r(3) — 5V |

= () | G) - ) + e

En changeant le signe de V3g,, on a ¢ et ¢,. Il en résulte pour y

la forme:
s=r () w[r2)]

ou §F est un polyndme arbitraire du 3™ degré. Nous avons déja trouvé
cette intégrale au n° 13 pour une équation formée par un autre moyen.
En effectuant le calcul, on retrouve bien ici cette méme équation.

23. Les propriétés de 1'équation (19) ont été établies d'une maniére
indirecte. Il convient d’établir directement que cette équation ecst le
type de toute équation du quatriéme ordre entre les intégrales de laquelle

existe une relation quadratique.
Soit une telle équation, et supposons la relation quadratique reduc-
tible & la forme

Y, Y,

jal une transformée admettant les solutions 1, , 7 7 En désignant
4 4

23* — 665007 Acta mathematica. 3
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Y. o Y . . . .
=2 par g, jai pour & Vexpression ar. Ainsi la transformée admet les
Y ’ Y, |

4
solutions 1, x, a, ax. Considérons les deux équations

"

[/ ’
? — . = 1.
y'=o0, Y=y

La premicre admet les solutions 1, x; la scconde 1, a.  Les quatre
produits des intégrales de la premicre par les intégrales de la scconde
sont 1, x, a, ar, cest a dirc les intégrales de la transformée. Revenant
4 la proposée ct transformant en mdéme temps, d’'une manicre convenable,
les deux équations du 2° ordre, je peux conclurc ainsi: foute équation du
£ ordre dont les intégrales somt lides par une relation quadratique, @
discriminant différent de zéro, a powr intégrales les produits des intégrales
de dewx équations du 2* ordre. (%)

24. Soient deux équations du sccond ordre, avec la meéme variable
indépendante:

: :
et ppa—o. D420 E+0B=0.

Si l'on y change les deux inconnues 4, B de maniére & fairc disparaitre

le second terme dans chacune, les seconds coefficients deviennent respective-

ment P, — P} — P, ct @, — @} — @;. L'égalité de ces deux quantités

exprime done que les intégrales 4 sont proportionnclles aux intégrales

B.  Cette propriété étant indépendante de X, on voit que la combinaison

I’HY:(\)2‘—(2?—'(2;’-(1)2_'1)3“'1);)

cst un invariant des équations simultanées. Si donc cet invariant n’est
pas nul, on pourra changer la variable indépendante de manicre a rendre
cet invariant égal & un nombre 4 volonté. Je laisse ce nombre indé-
terminé et le désigne par ¢. Si, en méme temps, je change les incounues
pour fairc disparaitre les scconds termes, jobtiens la forme réduite:

A I‘V(I, I (ZQIJ [
(e )e Bt

(S
[#3)

(") Voyez, & ce sujet, une note de M. GouRsaAT, intitulée Sur une classe d’équations
lindaires du 4 ordre (Cowptes-Rendus, XCVIL, p. 31).
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La lettre g désigne unce fonction de la variable, invariant absolu. Faisons
maintenant

y = ab.
Les différentiations sucecessives doument:

dy db da.
L=ty

d"y. da db
o = 2. + 2gab

1 (d> { b {
'—(‘fiﬁ — 2yy) — 295" + c(ai—i;— b”‘)

de \de dz
d* (d*y d{ dy 9
J—;(d_'t—)—zg!/)_zﬂ(y%)—_cab.
Donc enfin y satisfait a I'équation:
. d'y d*y dy dy 2 d’y
(“4’) ;l‘v—4—4gw—6d—‘v% + ((, —_— 2(7';,;).1/—0.

D’apres la proposition dont I'énoncé termine le n° 23, nous pouvons
conclure ainsi: foute équation du quatrieme ordre dont les intégrales sont lides
par une relation quadratique est réductible par une substitution de la forme
(1) au type (24). La constante ¢ est & volonté, sauf zéro, si le discriminant
de la relation quadratique west pas mul.

En complétant, d'une maniére bien aisée, l'analyse précédente, on
peut ajouter que, si le discriminant est nul, la forme (24) subsiste; mais
la constante ¢ est nulle.

Voici le probléme qui se présente maintenant: exprimer en fonction
des coefficients la condition sous laquelle une équation est réductible & la
forme (24); trouver la substitution qui opére cette réduction, et la fonction g.

25. Pour résoudre cc probléme, il s'offre une voie indirecte que je
ne suivrai pas, mais que jindiquerai néanmoins. C’est une conséquence
de la relation (22).

Envisagcons le déterminant formé avec trois fonctions et leurs pre-
micres et secondes dérivées, en choisissant pour ces fonctions ¢, ¢, ¢,¢,, ¢,¢,.
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Tenant compte de ce que les ¢ ct ¢ satisfont aux équations (20) et (21),
on obtient, par un calcul facile, I'expression suivante de ce déterminant,
& un facteur constant prés:

le, ¢ (5"2501)1(9’15['2)”] == ey — -
D'aprés (22), ceci est l'intégrale de c¢, ¢, .

On conclut de la que I'équation adjointe de (19) est vérifiée par les
intégrales des solutions de Véquation (19) elleeméme.  Cette propriété
s¢ reconnait d'ailleurs avee facilité sur équation. Effcctivement son
adjointe est

7" — 4y — 29’y + ¢ = o,

En dérivant cette derni¢re ct faisant »' == £, on retrouve 'équation (19).
Soit maintenant une ¢équation, de la forme générale (1). Avee trois
de scs intégrales on obtient une intégrale de I'adjointe ainsi

Z = [Y, Yy et

En employant la substitution géndérale (2), on pourra écrire

dy, (l“y:‘Jc.‘f/',:l.\’

de do*

Z == u'y’ [_?/1

Supposons maintenant que la substitution envisagée transforme 1'équation
proposée en (24). Nous aurons alors:

7 oa gt fray T PRY K UAY "y
Z=u'np’e fydw == up'e /u YdX

En différentiant les deux membres de cette égalité, on peut conclure ainsi:
 Toute équation du 4™ ordre dont les intégrales sont liées par une
relation quadratique est caractérisée par la propriété suivante:
Soit @(Z) = o son adjointe, et F(Y) =0 la transformée de cette
adjointe par la substitution

Y = AZ + BZ,

ou A et B sont des fonctions arbitraires: 1l est possible de choisir A et B
de telle sorte que F(Y) = o soit précisément Uéquation proposée.
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26. L’emploi de cette derniére proposition méne sans difficulté aux
équations d'ott dépend la solution du probléme; 1mais d’une manicre
moins simple que la méthode ci-apreés.

Soit une équation, sans second terme, et & variable X

YV + 6P,Y" 4 4P, Y + P,Y = o,

qu'il s'agit de transformer en l'équation (24). dJe poserai, comme au

o
n®, II,

dz I dp

ax =M nax =M

Je dénoterai par des accents les dérivées prises par rapport a X. Dans
I'équation (24), on a

_ 2 . 3dg _ . dy
P, =— —3_9’ Py =30 s ¢ 2307
Jen conclus d’abord
L, _dg 1,
30 = 3 2, = o 7,-(/'

Avant de poursuivre, observons cette conséquence: toute équation du
4™ ordre dont les intégrales sont libes par une relation quadratique, et dont
LPinvariant v est nl, est susceptible d'étre tramsformée en ume équation &
coefficients constants. Fn effet, Phypothése v = o cxige que g soit une
constante. De la une réciproque pour la proposition ¢énoncée au n° 18:
toute courbe située sur wune surface du 2° degré, et dont les tangentes
appartiennent « un méme complexe linéaire, est anharmonique.

Le cas ou » cst nul doit étre désormais écarté.

De la relation précédente, jointe & V = u'v, je déduis celle-ci:

2

I - 30V
1) g ="

Cest une premicre équation entre les inconnues g, p. IL'application de
la formaule (10) me donne cette autre:
1

(11 — 4y — ﬂ,(ep, — o+ 31)
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a quoi il faut joindre
(I11) A==,

Jai donc ainsi trois équations A trois incornnes g, g, A. En prenant

pour g une solution de ces équations, et déterminant y par la formule
3 7

y = Yp*, on aura une transformée telle que:

d*y d*y dg dy _
() G W T O T O
dg \
Dans le probléme actuel, Pt De la une nouvelle

équation, qui entraine une condition entre les données. J'aurai cette
équation en calculant l'invariant s,. Voici son expression

1d%

5 dz*

428, = ¢’ —=—g* + —
J’ai d’ailleurs:

dg _ 37 &y

3 7

— 2 e 3_0_ 7! 2
de = p da® ” (I ‘))‘V)'

En conséquence, la nouvelle équation du probléme est:

6 ,
(IV) =g = -;(73 — V' + 32V,

Laissons d’abord cette derniére, et voyons comment se résout le systéme
des trois premicres équations. Pour ce but, on doit différentier 1'équa-
tion (II), et chasser g’; p® disparait, et il reste:

(v) V= 3+ 24 ZPA— (P + 207) = 0.

Cest de cette équation, & la seule inconnue A, que dépend la réduction
a la forme (A) Cette équation se raméne & la forme linéaire si l'on

fait A = ——%, cest a dire p = /I—‘ La transformée est effectivement

6 p
P+ %Pap' + 5 (B + 20¥)p = o.
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Cette équation, du troisi¢me ordre, que nous notons en passant, est, comine
on voit, un covariant de 1'équation proposée.
Prenons I'équation (IV), différentions les deux membres et remplagons
g et g’ par les valeurs (I) et (II). De cette facon, p disparait, et nous
obtenons une nouvelle équation en 2: '
V' L=V 36
21V 35 2

(V1) Ny Ly 19 —o.

3

Il est & noter que cette dernicre devient linéaire, elle aussi, avec l'in-
connue p. Opérons différemment sur (IV) en y remplacant g par son
expression (II); et nous avons:

(VI) e = 6(78, — V' 4 327) + (%)’(61{_, — 52 4 %;ﬁ)?.
Cette relation donne g sans intégration, aprés qu'on a trouvé A Lnfin
la relation (II) donnera g.

La solution du probléme dépend donc des équations simultanées (V)
et (VI).

27. Eerivons les équations simultanées (V), (VI) sous la forme
abrégée

' )u’_)u2+A)\+B:O
(VII)
l N—3 + 24+ C 4+ D=o,

différentions la premicre, éliminons 27, puis éliminons 2 entre la résultante
et la premicre; nous aurons ainsi cette valeur de A:

B —D-—AB

A= ey T+ B—A

En la substituant dans la premiére, nous aurons 'équation de condition.

Le calcul des deux termes de la fraction qui représente A ecst un
peu long; mais on y trouve un guide sir, si I'on a soin de grouper les
termes de manicre a faire apparaitre les invariants fondamentaux. A cet
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effet, on chasse P, au moyen de Uinvariant 4, qu'on fait disparaitre ensuite.
Dans ce caleul, on voit sintroduire les deux invariants suivants:

l M= 8, + 2T, + L8
(IX)
l N:Ts+%S7T7_’%V‘7

et T'on obtient finalement pour A Pexpression:

. V'— 78, . 2N
(X) A=+
Sans mnous préoccuper, pour le moment, de 1'équation de condition,
calculons les deux autres inconnues.
La premiére équation (VIIT) donne
6P, — 52 + 21* = 6, + 5B + 54k — 25

sans différentiation. En y mettant la valeur (X) de 2, nous obtenons:

. 10 o re
6P, — sk + 227 = — 0 (M1, — MNS; 4+ N).
Pour abréger, éerivons
M*T, — MNS, + N* = ¢
(XI) l 1 7
| O + 4MNV* = V.
Les relations (VII), (II) nous donnent:
o¥ 2 ¢
(XII) 62/14 = V‘ﬁ,[c b g/l = 2 ;2.5[‘ .

28. Pour avoir I'équation de condition, au lieu de substituer A dans
la premiére équation (VIII), nous pouvons différentier logarithmiquement

’ . ;= ll . .

expression de p, ct égaler £ & Vexpression (X). De cette fagon nous
14

obtenons l'équation de condition sous la forme suivante:

- d ¥  46N— 7MS,
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Elle est explicitement sous forme invariante; car la quantité sous le
signe logarithme est un invariant absolu.

L'équation (XIII) admet la solution particulicre ¥ = o. Cette
condition répond & I'hypothése ¢ = o, comme l¢ montre la premicre
¢quation (XII).

Supposons d’abord ¢ différent de zéro. Les équations du 2° ordre
(23) sont comprises dans la forme ambigfic:

d*s
T (’/ x *‘)
‘n revenant b la variable X, on a la transformée:
d% ; dz b)Y .
axs fax < (J/ ko )“

Done, dapres (XIH):

VM

\ d®z V. — 78,
(\XI\T) ax: ( + 2VEM?

lzz L 3»’?7
dX* 3V ) o

Voici done la conclusion:

Légalité (XIII) exprime la condition pour que les intéyrales soient lices
par une relation quadratigne. Si " n'est pas nul, on formera les deux
équations du 2 ordre comprises dans la formule (XIV); soient alors z, une
solution de Uune delles, et z, une solution de Uautre. On aura Y par la
formule

3 3 3

Y=VIM %2,

1

En ce cas, la courbe attachée est sur uné surface du 2* degré, non conique;
ou, ¢n d’autres termes, la relation quadratique a son discriminant différent
de zéro.

Supposons maintenant ¢ nul. On a alors p par une quadrature, ce
qui modifie I'expression de Y, et voici la conclusion:

Si U est nul, soient 2z, et z, deux intégrales de Uéquation (X1V), unique
en ce cas, ces intégrales étant distinctes ou nom. On aura trois intégrales

Y par la formule
—-Gh
Y =22V 0[ IR
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La cowrbe attachée est sur un cone du 2° deyré; la relation quadratique «
son discriminant égal & zéro.

Dans ma théorie des invariants différentiels, j'avais déja trouvé I'équa-
tion "= o, pour celle des courbes tracées sur les cénes du 2¢ degré.

Si M est nul, les équations simultanées (VIII) exigent que N -soit
nul aussi. La seconde équation (VIII) résulte alors de la premicre, et A
reste indéterminée. Donc le systéme M = o, N = o caractérise le cas ow
la courle attachée est Uintersection commune d'ume infinité de surfaces du
2 degré. Ces équations se trouvent également dans ma théorie des in-
variants différentiels. Pour ce cas, les formules finales sont en défaut;
je reviendrai plus loin sur la solution qui 'y rapporte (n° 37).

29. Si T'on talcule 1'équation de condition par la substitution de A
dans la premiére relation (VIII), on trouve le résultat suivant:

Ml

(XV)  M(VN' — 4V'N) — N(VM’— §V'M) — 8IS, +

+ £ (MS, — 2N)(6N — 7MS;) = o.

Tous les termes sont des invariants qu'on peut aisément exprimer par
les invariants fondamentaux: J au moyen de la formule (16), M et N
au moyen de (IX), et les autres ainsi:

VN' — 4V'N = oT, + %(&Tzs + 8,T)
8 8 o
VM — VM = 98, + 16T, + 7 5,5,

Le cocfficient du terme en T, est, sauf un facteur numérique, l'in-
variant M. Dans 1'équation (XIII), mise sous forme enticre, ce cocfficient
est M[@(2N — MS,) 4 2M*V*]. Ainsi Véquation (XIII) est compliquée du
factewr étranger @ (2N — MS,) + 2M*V*.

A son tour, Uéquation (XV) est compliquée du factewr V?, comme je
vais le montrer maintenant. Mais il est impossible de faire disparaitre ce
facteur en conservant P'expression au moyen des invariants fondamentaux.
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30. Le procédé, que jai seulement indiqué au n° 4, tout en four-
nissant l'équation de condition sous unc forme illisible, pour ainsi dire,
la donne cependant dégagée de tout facteur. Clest ce qu'avant tout nous
allons reconnaitre.

Prenant, pour point de départ, 1'équation

v+ 6py" + 4ap,y’ + py = o,

pusant 2z = y°, différentiant successivement ct abrégeant I'écriture par
Vemploi des trois combinaisons

Z =2+ 6p2" + 4p,d + 2p,2
Z1 =2 + 4p42’
Z, = Zy 4 3p,Z + 10p,2",

on trouve les équations ci-aprés:

7= 2yy" 4 2y

(=) 2= 2yy"" 4 6y'y”
(b) | Z = 8yy" + 64" + 12p,y"
(<) Z, = 200"y — 24p,y'y" + 4(3p: — 8p,)y”
Z, = 20§ — 126p,y"" — 144p,y'y" + 4(305 — 85 + 5P, + 9Py

En différentiant cctte derniére, chassant ¥ par le moyen de l'équa-
tion proposée, et ¥y, y'y", yy” par le moyen des équations (a), (b), (c),
on obtient une nouvelle combinaison linéaire de z et de ses dérivées

jusqu'au 7°®° ordre, Z,, dont l'expression a la forme:

Z3 = a;‘y”g + ﬂsylyll + )‘3!/'2-
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Différentiant  deux fois en se servant cncore des Gquations {(a), (b), (¢),
on obtient deux équations analogues

Zl —_ a_l_’/”2 + j‘?Al.’/’y” + r_l!jl.l .
Z:, — aa"/u‘.' + /?:‘!/:!/u + i“;,._’/!2'

Iei Z, ¢t Z, sont linduires par rapport a z et ses dérivées jusqu'aux
ordres 8 et g respectivement.

Pour que 2 satisfasse & une équation lincéaire du 9*®° ordre scule-
ment, la condition est manifestement

(“xﬂd’;) == O.

Telle est la relation cherchée, dont le caleul scrait encore assez pénible.
Mais le poids du premier membre est mis en évidence. En effet, chaque
/A a son poids supéricur d'une unité a la quantité a de méme indice, et
chaque y de deux unités. Ln outre, les indices des a sont égaux a leurs
poids. Le déterminant est ainsi du poids 15. Le premier membre dc
Péquation (XV) est du poids 24; la différence est précisément égale au
poids du facteur V? dont je vais prouver lexistence dans (XV).  Ainsi
I'équation actuelle est dégagée de ce facteur.

On observera, en outre, que les conditions pour Dexistence d’une
¢quation du 8" ordre en z, sont:

=

ay,

|

WA

-
-

Par conséquent, le systéme M = o, N = o doit concorder avee cet autre:
(2,8,) =0, (a,7) = 0. M et N ont les poids 8 et 12, tandis que (a,3,)
¢t (a,7,) ont les poids 8 et 9. Il y a donc unc combinaison des ¢équa-
tions M = o, N = o qui, contenant l¢ facteur V, sc réduit au poids 9.
Cette circonstance, misc cn évidence, facilite le calcul.

31. En ordonnant suivant les puissances croissantes de ¥V, on rccon-
nait que la combinaison 6N + (V' — 78,)M fournit un polynome divisible
par V. Introduisant cette combinaison, je posc

6N + (V' — 78)M = R.
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Pour condenser les formules, jemploie les lettres minusenles et j'éeris
simplement s, au licu de s,. Jobtiens de la sorte:

1

PP
(XVT)
— ____#I,__ e My — mo _I_ 9_ o |_ U:___ "
R T 7(1 DI 78") + 6|735 (45— ")p, + 4( s ) |1,

3 r. 2 3
L0 — 3V,
4.5 70 >

Il est & remarquer que, daprés la formule (X), R est le nminérateur de
A; ct Ton a:

>
]

)"—‘—n—[.

'y . - o . Vi . s
L’équation (XV) a &té obtenue en mettant P'expression vip lieu de 2,
dans la premicre relation (VIII). Cette opération a exigé la multiplication
L on waura i multi
AI’ < <«
plier que par le seul facteur ¥, provenant de ce que A et I3 conticnnent

par V% En mettant, pour 2, I'expression réduite

ce facteur en dénominateur. Done déjiv le premier membre de (XV)
conticnt un facteur V.
En second lien, cette multiplication par ¥ cst superflue; effectivement

> . . . R, . .
I'équation ot T'on substitue o & 4 st la suivante

)\I im— )\? + 4’1)\ + B — Q.
La substitution donnc
(XVID) M(R + AR + BM)— R(M’' 4+ R) = o.
Drailleurs les expressions de 4 et I3 sont les suivantes
VA = ;—(v’ — 45),

(X VI
]r],) = %7(7.§, . 77”) _ :;:Ag_})‘l.]-. .



360 G. H. Halphen.

En les comparant au premier terme de chacune des expressions (XVI),
on voit que, dans V(AR 4+ BM), le terme indépendant de v disparait.
Done la multiplication par ¥V est superflue, et I'¢quation (XV) contient
un sccond facteur V.

Enfin le résultat de la substitution contient lui-méme le facteur o.
Effectivement, en ne prenant que le premicr terme, on trouve:’

! (0" — 78N (40" — 78 + . ..

R + AR+ BM = —

1

— (M + B) = — s — s —75)

De la résulte, d’aprés (XVI), que le premier terme disparait dans la
combinaison (XVII). ,

Il cst donc établi que le premier membre de T'équation (XV) contient
le facteur V°. Drailleurs, il n’y a pas & chercher d’autre facteur étranger:
cn effet, le coefficient de P{Y est réduit maintenant & M, dans Véquation
débarrassée du factear V°. Ce coefficient est indécomposable et ne peut
digparaitre.

~ 32. Nous avons été conduits a cette théorie des équations réductibles
aii type (24) par Vexemple (7), rencontré au n° 6 de ce mémoire. Ainsi,
dans la catégoric générale comprenant les équations (a variable indépen-
dante u)

(25) ¥ + ap@)y” + bp'(w)y’ + [ep”(n) + )y = o;

figure, en premicer lien, le type

(26) Y — 2ep(u)y” — 3ep’(w)y’ + [d —ep”(w)]y = o,

comine ¢étant explicitement sous la forme (24).

J¢ vais chercher, dans la catégorie (25), les ¢quations qui, sans dtre
du type (20), sont réductibles a la forme (24). En d’antres termecs, le
type (26) exclu, je vais chercher, parmi les équations (25), celles dont
les intégrales sont lices par une relation quadratique.
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Au lieu d'introduire explicitement les cocfficients de (25), je prends
pour inconnues des coefficients qui en dépendent, et je pose:

P, = 33ap(u), v = bp'(n), s = cp”{u) + dy,.

D’apres les expressions (5) et (15) de ¢ et de &, ces donncées entrainent,
pour T'équation (23), les cocfficients suivants:

‘ a-=5.6.7a. b-=35.6(;0—20),

2

62 R (2
‘ ¢ — 3.7(2()——.170-1: 4+ 3a + )"(1'), d— 3.7(2(1 +§3/¢?){/2.

33. Dans les formules qui vont suivee, j'éerirai simplement p, p/, ..
au licu de p(u), p'(x),

Au moyen des relations

s

PY o 0Pt — gy P n2pp, P 2P pp)
on tire facilement des formules (XVI) les résultats suivants:
M= (ap” + By, p” + Bi0n) + 1ipp”
R N A

Les coefficients «, 8, ... sont ainsi déterminés:

4c — b 2d h—¢ d l—7¢ 4 63ab
a:f—--—a——’ /)7——3~’ a} .———T, ﬂ‘:.—,—-g-, ‘[,—.-———7———,
h 3 . ’
F— | b o —1
47) Se
= o(2 5 )

La forme ci-dessus des expressions de M ct R pouvait étre prévue
par raison d’homogénéité. En considérant p, p’, p”, ... comme des poids
2, 3, 4 et g,, g, comme des poids 4, 6, on devait trouver pour M ct B
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des quantités homogénes, ayant les poids 8 et 9. Chaque quantité de
poids impair doit contenir le facteur p’; et c’est ce qui a lieu pour R.

Sans effectuer les calculs, nous allons prévoir la forme des quantités
qu'il reste a considérer.

La combinaison M (R + AR + BM) — R(M’' 4+ R) doit contenir le

facteur v, par suite le facteur p’. Comme I conticnt ce facteur, il s'ensuit
que R’ + AR + BM le contient aussi. Le quotient %(R' + AR + DM)

est du poids 7, par suite contient encore le facteur p. On a done

F‘;(R’ + AR + BM) = a,p" + 3.9,-
On aura aussi
— S+ B) = (" + Blp +
Avee ces diverses expressions, on a pour l'équation de condition:

(ap” + o) (2, p” + A0 (mp” + 3:9,) + T (p" + 3.9,)]
(28) + [ (p” + 39.) + 72 p” + 39) + T7.(ap” + po,)]pp”
I + i7,p" = o

A propos des coefficients que je n'ai pas caleulés jusqud présent, je ferai

. . 1 , .
une simple observation: dans — l—;(ﬂ[’ + R), le terme en p’’? provient de

1 .
deux sources: 1° du terme analogue dans —l_’TR; 2° du dernier terme

de M différentié. Par cons¢quent, on a:
(29) r+n+r=o

L'équation (28) doit avoir licu. identiquement. Je I'ai partagée en trois
lignes. Si les modules g, et g, sont tous deux diftérents de zéro, ce
que je suppose, chacune des trois lignes doit ¢tre nulle séparément, comme
on le voit sans peine. Donc lun des coefficients y, r, doit étre nul.
Donc deux catégories de solutions & rechercher.
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34. L'hypothése 7= o conduit & deux solutions dans lesquelles R
est identiquement zére.  L'une d'elles s'obtient par les scules suppositions

j==o0, t==o0. Ln effet, dapres (NVIII), on a:

20up” + y,) 47
(50) A = *Arﬁ-[-lp,—u-, Bo=—%p
Les quantités B, R ¢tant nulles, Téquation de condition (XVII) est satis-
faite” d’elle-méme.

Cette solution, qui laisse subsister deux arbitraires, nous conduit a
Véquation (26), déjy connue, comme cela était évident.  En eftet, la
circonstance R = o, non accompagnée de M == o, montre que 4 est nul,
ct que, par conséquent, aucune transformation n’est nécessaire pour mettre
I'équation sous la forme cherchée (24).

En fait, les équations j = o, © == o donnent

7 a{l 4 63a
[} T e— L(,’ ¢ -5 — _(___.‘.)_) y
4 4
cet, par suite, les formules (27) entrainent, en posant 3.5.7a = — 8,
a-=-—-2e, b= —3e C=—¢,

commme il le fallait vérifier.
35. La scconde solution cst fournie par les hypothcses
;‘:_—O’ a:o, 1?:‘—_0’ ;‘1_—_;0,

En ce cas, R ct M sont tous deux nuls, et, par suite N cst nul
aussi.  Comme je lai observé déja (n° 28), c'est le cas ou la courbe
attachée & Péquation est lintersection compléte de deux surfuces du 2°
degré.  Tous les cocfficients sont ici déterminés:

I 1 1
(L——-—2,~7, b:——?) (:::_?_” d = o
Les équations (27) conduisent ainsi & I’équation
~ s W15 o [ R
(31) P 3 plw)y” — 6F Wy + _21\.02 — i P '\N)> = 0.

A cette équation est attachée la cowrbe biquadratique. (')

("Y Mémoire sur la réduction des équations difiérenticlles linéaires, pages 100 et 137.
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Je vais achever lapplication des caleuls & cette équation (31). On
a déja observé (n° 28) que linconnue 2, en ce cas spécial, reste indcter-
minée. LElle est fournie par la seule équation

K~ 24 Al + I = o,
qui devient
p 4 Ao = Dp

’

g Ton fait 2= —2, Or, daprés (30), cette derniére équation devient:
‘I)

P = %F(u)/),

dont nous avons déja empioyé l'intégrale générale au n® 13. Cest

1
AN "
p=r(3) b))
Revenant & Péquation (1), nous avons

; I 0'\?
— 4yp’ = 6p, + 55— g-k’ == —Ss—p(u) —2 (‘n) .

I

y 5 g ‘l), 2
o6

La méthode générale consiste a trouver c¢’pu' par Uéquation (VII); maiy
pour simplifier le calcul, on observe quayant

=
ron’

on a g & un coefficient numérique prés; cest Uinverse de p.  L'équation
(VII) sert a déterminer cc coefficient comme il suit.

Si Yon donne &4 # une valeur qui rende 2 infini, la partie principale
2 2
de ¢’pf, daprés (VII), est la méme que celle de (%) (;5,) Y. Ainsi ep®

. . . 34t p < e ,
devient infini comme 3:}— A cct infini correspond un zéro de p ou un
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- v . . — , . y Ay
infini, et le résidu + .1 pour A. Donc pve a le résidu + 1. Daprés
cette observation, on pourra mettre cp’ sous la forme suivante, ot w
désigne un argument arbitraire:

o (5)r ()

2
ep’ == — .

o) ()T

’ 15
& S ) 3 1 . * 4 3 3 3 2 3 > > 3 €] L4 ——
LCrivons 1 expre»sxon de !]/l sgus une autre fOl']l'lQ, en rempldg_o.nt S F(M)

"

par 32 1l vient ainsi:

8 p
r S {(r\ »r Sy
m =g el o) 8"

Nous avons, en conséquence, pour 'équation du 2? ordre cherchée:

LE)

- P,('N)P,(m)'

d*z dz d2 3 2 2
(32) = -2
2

dz e 5
dn® “du T 8diw T 327 (m
[#(5) =+

)

(33)

36.  Pour intégrer I'équation (32), changcons les variables. Prenons
. 1. I . . . w .
pour variable indépendante —w; en méine temps, introduisons S au lieu

de w:

U= 2a, w=24.
24 - 665007 Acta mathematica. 3
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Soient aussi:

0 — Pt
[puw)—p(3)°
y 1 do
4w du
1
2= w's,

et premons £ pour nouvelle inconnue. La transformée est I'équation

suivante:

d*Z 1 d*e

3o ua |2
+gop %) J h

do* 1 16w da®
Le cocfficient de ¢ ¢tant développé, devient:

3 Y PP £ p (D] 3
e 2 — T T Tt e v _— T ? >
8| P(2) ple) = pU3) (P —-p | 4 Pl + 4)

Ainsi la transformée n'est autre (ue

a7 3 R
dat = A PE B

c'est & dire, sauf le changement de a ¢n a + 5, la méme équation que

nous avons déja rencontrée deux fois. Son intégrale est

1

I=y (f" "?)-:j [a + bp (”’ : "’)J.

o+

e o ()
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Prenant deux valeurs de 2 qui répondent & des signes opposés de w, les
: _3
multipliant entre elles et par le facteur p °?

, on a lintégrale y de
I'équation (31) sous la forme: '

ol | ) 5

D[ e
()5

Le second facteur est susceptible d’une transformation remarquable qui
laisse apercevoir sa nature rationnelle; on a, en effet:

o[ =)
) AT

L’expression de y peut donc s'écrire:

1) b2 '
___P,(i) 4 . 4 [a_{_br(u::w)_i_cr(u:w)
G
4
u + w u— w\
+dP( 4 )F( 4 )J
Cette formule, ou w est arbitraire, ne gagne pas en généralité a ce qu'on

y laisse cette arbitraire subsister. Un facile examen permet de la réduire
a la forme suivante:

ey ) )
45

(34) 5

Telle est la solution de Uéquation (31).
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L’arbitraire w correspond & chacune des surfaces du 2° degré passant
par la courbe biquadratique. Quatre de ces surfaces se réduisent & des
cones. On retrouve cette circonstance dans I'équation (32), qui cesse
d’étre ambigiie quand ¢ est une période.

37. Toute équation, pour laquelle les invariants M et N sont nuls,
est une transformée de (31). Pour avoir la solution d’une telle éyuation,
il v’y a donc qu'a trouver les variables # ct y en fonction de X et 1.

On y arrive aisément par le caleul des invariants absolus dans (31).
Daprés les valeurs de &, ¢ (n° 35), on a, pour Péquation (31):

o= — '—up’(u). 8 —= — :[: p(n).

Il en résulte:

s =g (s —2vs) = sulp ) — PP @),

On a dailleurs (IX)

0=M=s+ 2t + 5
on en peut tirer f,, c¢t en conclure:
5 2 I it 3 2
4"‘7+’3‘9:’_'2-uf’f' — PP

iy

En considérant les deux invariants absolus suivants &, & :

(35)

|

|

|

l
S

on trouve ainsi:

0 — Pn) o p(n)p (1

g~ piu)
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Il en résulte les formules suivantes:

]
. .Q[(6—4Ql)!2 + 9 — %1

s 23

1

(36)
g 2

fe—ag)0+ 9 —

plu) = —

En conséquence: pour une équation dans laquelle les invariants (1X) M et
N sont nuls, Uintégrale générale est ume fonction algébrique des coefficients
el sa représentation par les fonctions elliptiques s'obtient ainsi:

Au moyen des invariants absolus (35) on calcule par les formules (36)
le module et Uargument; et Uon a pour lintégrale générale

= ()

o y est donné par la formule (34). Dans cet énoncé, l'équation est supposée
privée de son second terme.

38. J'ai (n° 33) partagé les systémes de constantes a, b, ¢, d qui
rendent identique 'équation (28), en deux groupes: ceux qui font évanouir
7> et ceux qui font évanouir y,. Dans le premier de ces groupes, nous
venons d’étudier deux cas. Une discussion facile fait reconnaitre que ce
groupe ne contient aucun autre systéme favorable. J'omets ici cette
discussion, pour abréger, & cause de son résultat négatif ; j'examine
maintenant 'hypothése y, = o.

L’égalité (29) donne ici y = — ;. Donc I'évanounissement des termes
composant la seconde ligne de (28) exige les conditions

(37) @, =a, f,=74F;

puis 'évanouissement de la premiére ligne exige la condition double:

P+ fgy = — 1’ =q (6"2 " 592) s
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Les conditions sont donc, outre (37), les suivantes:

(38) r+n=o0, 6a1=—r, “1=2ﬂ1-

Mais je vais montrer que les conditions (37) sont comprises dans les rela-
tions (38). A cet effet, je forme, pour ce cas, Iéquation (28) par un
calcul direct, en substituant A dans la relation

¥ —A 4 Ax+ B=o.

D'aprés (38) les valeurs de M et R (nAo 33) donnent, pour 1, une
expression trés-simplifiée: ’

En tenant compte des expressions (30) de 4 et B, on a ainsi:
¥—X 4 A4 B= —-3‘;[1)?" — 2(ap” + f9,) + 47"
A cause de (38), la parenthése peut s'écrire
bp” — yé(ar” + fg,) + 4@ p” + B9,
et se réduit & zéro, d’aprés les valeurs de «, a;, B, B (n° 3 3).' 11 ést

donc établi que les trois conditions (38) suffisent. Elles laissent subsister
une arbitraire b, et donnent:

4 I b 25 + 1)
a="—;(b+;), C=;(3—4b), d—_—"'—'*'—'T_‘.
En employant les formules (27), et désignant 56 4 1 par n(n: I), on a,

de la sorte, I'équation suivante:
(39) 97— 4(” + n + 3)pluly” — 10n(n + 1P + 39,y =o0.

Voici donc une nowvelle équation domt les intégrales sont liées par une rela-
tion quadratique. La constante n est arbitraire.
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39. En achevant les calculs, nout allons trouver les équations du
2% ordre auxquelles se raméne I'équation (39).
La relation II (n° 26) nous donne ici:

o = (o 2o — O0ple) — 3

Dapres la valeur de 2, o me différe de ——) que par un coefficient

(

constant, Nous déterminons ce coefficient au moyen de la relation (VII),
comme nous l'avons fait, dans un cas analogue, au n° 36, et nous trouvons

u)'

S jw

+
w=x P

Nous parvenons ainsi & 1'équation ambigiie:

r]z z

d ‘ 3
. p('u) duw [(?’l + 2)(n_ I>F<u> %g -‘t% ] ‘(u)'

Ici nous distinguerons les équations données par les deux signes. Pour
le signe 4, nous changerons de variable en posant

La transformée n'est autre que I'équation de Lamg:

e -

@) R

Pour l'équation au signe —, en appelant 2. I'inconnue, nous ferons

2, = {p(u)™
et voici la transformée:
g AL
(41) P2 p % = a4 0p%0) + Lo ]

On aura, d'autre part,
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Donc léquation (39) a pour’ intégrales les produits des intégrales des
équations (40) et (41) entre elles.

40. Parmi les cas ou l'on peut intégrer les équations (40) et (41),
jen veux d’abord signaler & part le plus intéressant, qui présente un

caractére singulier. C'est celui ot 'on suppose n = -. L'équation (40),

nous l'avons déja dit, a l'intégrale générale

7= *[a+ bp (2)]:

Quant & l'équation (41), son intégrale que nous vérifierons plus loin

(n® 48), est:
Y+ dr )] o)+ 3])

= (g)_;[al

Multipliant entre elles les intégrales y, ¢ cofrespondant a

qui suffit seule & trouver toutes les autres. En effet, la double périodicité
des coefficients, dans I'équation (39), montre qu'en ajoutant des périodes
a une intégrale, on reproduit encore une intégrale.

L'homogénéité de Véquation (39) permet, par le changement de %
en cu, de supposer
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L’addition des périodes, dans l'intégrale ci-dessus, donne alors lintégrale

générale de (39), pour n = ;—, sous la forme: (")

Bu Bu 8“
A+Bsn;+00n;+an;

y =3
. w u

sn*—cn®~dn’—

2 2 2

Les intégrales sont proportionnelles & quatre polynoémes, du 4°° degré

»

par rapport a la variable p ('21) . Ainsi la courbe attachée a Uéquation

(39), pour n = %, est la courbe gauche unicursale du 4 degré. Cette

courbe est, on le sait, l'intersection d’'une surface du 2¢ degré et d'une
surface du 3™ degré, qui ont en commun deux droites ne se rencontrant

. . .« 1 . L2
pas. La derniére forme de I'intégrale, si l'on fait sn’-z— = t, donne

Yo _ Y Y% W
1t = (—kY

et met en évidence les quatre plans osculateurs stationnaires.
41. Voici maintenant, sur la méme équation, une derniére remarque.

. I ;e
En faisant #» = ~» Dous voyons qu'elle gécrit:

y — 15p()y” — 2Py + 39,9 = o.

Cest un cas de I'équation

v

Y — 49y" — 29y’ + ¢’y = o,

(") L'équation (39) est un cas particulier d'une équation intégrée dans mon mémoire
sur la réduction des équations différenticlles (page 274 et suivantes). Malheureusement,
une faute, dans le caleul des coefficients de cette équation (en haut de la page 274),
faute qu'il est aisé de corriger, masque la coincidence de 1'équation (39) avec celle qui se
rencontreé dans le mémoire ecité,
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envisagée au n° 25, adjointe de I'équation type (24). Ainsi Péquation
actuelle est I'adjointe de I'équation (24), ot l'on prend

= Zsp(u), ¢’ = 3g,.

D’aprés le n° 25, considérons les équations

" 15 V__T.; 1’ ‘3( ,
¢ =<j;l"(“)—‘ i’);’, ¢ =<I:5 /)5&,

et nous aurons y = ¢¢' — ¢’

Déja, au n° 22, nous avons indiqué les intégrales ¢ et ¢. En'les
employant, nous retrouverons lintégrale y. Clest un calcul facile sur
lequel je ne veux pas insister. On remarquera cette conséquence géomé-
trique: la développable, dont Uaréte de rebroussement est la courbe unicursale
du 4™ degré, est circonscrite & une swrface du 2% degré. On n'aurait qu'a
achever le calcul précédent pour trouver l'équation de cette seconde sur-
face, différente, bien entendu, de celle sur laquelle se trouve la courbe
elle-méme.

42. Voici un second cas de l'équation (39) qui mérite une mention
spéciale; cest le cas » = 1. L'équation est alors:

y" — 20p(@)y” — 20p'(W)y + 39,5 = ©-

I’invariant » est nul. Par conséquent, c’est une transformée d’équation
a coefficients constants.

Effectivement, les formules du n° 39 donnent ici, en supposant ¢ == 1,
ce qui est permis:

7______ gs 2___3_ 934
9t 8p)’ M T AP’
5
9=—"¢

En employant la variable z, qui attribue aux équations du second ordre :
la forme primitive, on"a:

d_z__ VE d’z .
duw — 2zp(uw)’ dz?

Ovin
-+
[§] ] —
e’
EN
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o 2 _ Vg, f du
V3 2 ) plw)’
on a, pour l'équation au signe -, les intégrales e*?; et, pour l'équation

au signe —, les intégrales e*®.
Par suite, les intégrales y sont

Ainsi, en posant

y = p’(u)[ae™® 4+ be = 4+ ce* 4 de*],

proportionnelles, comme on voit, 4 quatre puissances consécutives d'une
méme quantité €* L’équation est donc un cas particulier de 1'équation
(13). Effectivement, c’'est un cas de l'exemple cité au n° 13.

La quadrature, par laquelle s'obtient a, peut étre effectuée comme
il suit.

En employant les notations usuelles

d .
pl) = — C(u) = — 75 log 6(w),
on a la formule fondamentale:

1 p(w) — p(w) .
2 pw) —plwy — S ) — <) — L)

., on en déduit

Supposant p(w) = o, ce qui entraine p'(w) = * Vg,

Vg, [du . 6w+ w)

) T ey

Les deux signes de a correspondent aux deux signes de #. On déduit
de la une nouvelle forme des intégrales 7, et d’aprés les notations du
n° 39,

—utiy O + ).
(42) =€ W:

pour intégrale de l'équation (40), savoir

d* . .
T = 2p(u)y.
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On retrouve bien ainsi l'intégrale de ce cas particulier de I'équation de
Lamt sous la forme habituelle d’'une fonction doublement périodique de
seconde espece, forme adoptée par M. HerMITE.
L'équation (41), pour ce cas n = 1, est en méme temps intégrée.
Ainsi I'équation
ar

) o — ) 2o = (2900 + 301 )¢

a les deux intégrales %’ obtenues en mettant dans (42), 'une ou l'autre
racine de p(w) = o.

43. Mentionnons encore, pour Iéquation (39), le cas n = o, dans
lequel l'équation (41) présente une circonstance curieuse. C'est

a3 dC
p) T — P0) 52 = 596

En différentiant aux deux membres, on obtient, par disparition du facteur
p(«), le résultat suivant:

2% = bplss

La dérivée de ¢ est ainsi lintégrale d’une équation de Lamg. L'intégrale
de cette équation se présentant d’elle-méme sous la forme d'une dérivée,
on a immédiatement &

Pe)
¢— 6(u + w)e [zp(w) + r(u)]
T e(w) ’
l'argument w étant l'une ou Yautre racine de p(w) = — g—’ (") Soient
2

{ et { les deux fonctions comprises dans cette formule, on a, pour
Péquation

¥V — 12pw)y” + 39,y = 0,

les intégrales {, {, u{, u(,.

(") Mémoire sur la réduction des éguations différentielles (page 99).
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44. L'équation (40) est intégrable quand » est un nombre enticr.
Il en est tout autant de I'équation (41). Effectivement ses points singuliers
sobtiennent quand «# est une période, ou bien une racine de p(u). Les
racines de p(u) ne fournissent pas de point singulier pour I'équation (40),
ni pour I'équation (39); comme on a dailleurs y = %%, il en résulte que
{ reste uniforme aux environs d'une telle racine. D'autre part, quand
u est une période, 'équation caractéristique de (41) a les racines n et
— (n 4 1), dont la différence est impaire. Comme les coefficients de
ax . . . aZ
o et de { sont des fonctions paires et celui de ™
la différence impaire des deux racines n’entraine aucune condition sub-
sidiaire pour l'existence d'intégrales appartenant & des exposants égaux
a ces racines. Donc les intédrales de l'équation (41 sont des fonctions
uniformes de la variable w#, et on pourra, pour chaque valeur enticre
de n, les trouver par une méthode analogue a celle de I'équation de LAME.

En conséquence, léquation (39), que je transcris ici,

une fonction impaire,

Y — 4(r® + 0 + 3)p(w)y” — 1on(n + p'(Wy + 39,9 = 0

a son intégrale uniforme, partant est intégrable, quand n est un nombre entier.

Ce résultat mérite d'étre remarqué, pour la raison suivante. Au
point singulier, I'équation caractéristique a les racines o, 6 et + (2n + 1).
Les différences paires, d’aprés la forme de l'équation, n’impliquent des
intégrales appartenant a des exposants égaux aux racines que sous le
bénéfice d'une condition subsidiaire. Or on n'a aucun moyen direct, ce
me semble, de vérifier cette condition a l'égard des deux derniéres racines
dont la différence est 4n + 2, tandis que, par l'analyse précédente, on
cst assuré de l'existence de ces intégrales.

45. J’ai terminé l'examen des spplications que javais en vue de
traiter ici; il ne me reste, pour finir ce mémoire, qu'a expliquer comment
s'intégrent deux équations du 2° ordre, rencontrées dans le cours de ce
travail, et dont jai supposé connues les intégrales.

L'équation de Lamg

(43) T = [l + Dp) + s

sintegre par les fonctions elliptiques de seconde -espéce dans le cas ou
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n est un nombre entier, quelle que =oit dailleurs Parbitraire «. Elle
a donné lieu, pour ce cas, & des études dues & M. Hexmrre. Mais, en
outre, elle est intégrable aussi quand 7 est la moitié d'un nombre entier,
pourvu que la constante a soit convenablement choisie. Dans un tel cas,
lintégrale est, en quelque sorte, plus simple qu'au cas précédent: clest,

au facteur p’(§)~ prés, un polynome entier de la variable p(g) Ce

polynéme contient une constante arbitraire, et son degré est égal a 2n.
Deux cas de cette proposition ont été utilisés dans le mémoire actuel;

1 .ty . IR ,
ce sont les cas n = S etn= ‘2‘ Je vais établir ici, & nouveau, ce ré-

sultat qui se trouve d'ailleurs prouvé différemment dans mon mémoire
sur la réduction des équations différentielles.

46. Solent: m un nombre entier, a, 6, ¢ des constantes donndes, et
‘4, B, C, P quatre polynomes inconnus, tous quatre du’ degré m — 1 par
rapport a une variable x. Pour fixer les idées, nous supposerons, dans
chacun des polynomes, le coefficient unité pour le terme en z™~'. On
peut généralement trouver ces quatre polynémes de telle sorte que P,
(x — a)"d, (x — b)"B, (r— ¢)"C, soient liés par deux relations linéaires
homogeénes.

Effectivement, c’est 14 un probléme déterminé, les quatre polynémes
et les quatre constantes des deux relations linéaires fournissant 4m in-
connues, tandis que les deux relations linéaires fournissent 4m équations.

Etant liés par deux relations lindaires, les quatre polynomes P,
(* — a)°4, (x — OB, (.E—E:)"‘C sont les intégrales d'une équation
différenticlle linéaire du second ordre. Soient a, 3 deux quelconques de
ces polynomes; I'équation a la forme

(23)y" — (af")y + («3")y = o.

En prenant pour « le polynéme P, on voit que les degrés des coefficients
sont, dans leur ordre respectif, 3m — 3, 3m — 4, 3m — 5. Si S est le
polynéme (r — a)"4, la racine @ est multiple, dans ces polynomes, aux
ordres respectifs (m — 1), (m — 2), (m — 2). Comme on peut prendre,
au lieu de (z — a)"4, chacun des deux autres polynomes analogues, la
méme conclusion subsiste pour & et ¢. Soit donc

fla) = (3 — @)z — B)(z — o);
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les trois coefficients contiennent respectivement le facteur f(r) avec les
exposants (m — 1), (m— 2), (m — 2). Le facteur commun supprimé,
on voit que le premier coefficient est f(x). Le second coefficient,
avant la suppression du facteur, était la dérivée du premier, changée
de signe; il se réduit donc maintenant &4 — (m — 1)f'(x). Le dernier
coefficient est du premier degré, et peut s'écrire, on le voit aisément,
(zm — 1)(m —
_ 6
immédiatement connue. Ainsi:

I : ;
)f”(;v) + 3, ot 8 est une constante dont la valeur n'est pas

f(x) étant un polyndme du 3 degré, on peut choisir la constante f3 de
telle maniére que léquation

(2m — 1)(m — 1)

(44) fx)y” — A(m. — ')y + [ 5 ) + /9] y=o0

ait powr intégrale générale un polynime entier.

Cette intégrale est du degré (2m — 1); un.de ses cas particuliers se
réduit au degré (m — 1). Cette intégrale particuliére peut servir &
déterminer f.

Effectivement 1'équation différentielle fournit une relation récurrente,
4 quatre termes, entre les coefficients de lintégrale. En formant cette
relation, on trouvera aisément que l'existence d'une solution, du degré
(m — 1), conduit & une équation de condition. Cette équation est, par
rapport & linconnue B, du degré m. Ainsi la constante f3 est domnée par
une équation du m'™ degré.

On peut remarquer comment l'intervention de I'équation différentielle
vient éclairer la solution du probléme d’algébre, posé au début. Voici,
en effet, la conclusion: les coefficients des polynémes inconnus A, B, C, P
sont fonctions entiéres de la racine d'une équation de degré m.

47. Léquation de LaME (43), ou l'on suppose n égal a la moitié
d'un nombre entier, se réduit & la forme (44), par un changement des
variables.

Soient, dans l'équation (43),

o I u Ju 2
n:m—;, F(‘z*) =X, a=Yyp (5)
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En faisant usage de la formule de duplication:

p(u) = 7 P'(uj

2

[C] e

on trouvera, pour la transformée:

(48— 9,8 —g,)y" — (m— 1)(122°— g¢,)y’ + 4[(2m — 1)(m — 1)z —a]y = 0.
C'est précisément la forme (44). Donc l'équation (43), ot n est la moitié
d'un nombre entier, soit (m — ;—) , @ pour intégrale générale le produit de

P (32‘1)—" par un polynéme entier en p(;—b), du degré (2m — 1). Un cas

particulier de ce polyndme se réduit au degré (m — 1). La constante a west
‘pas arbitraire; c'est la racine d'une équation de degré m.
Pour m = 1, il est manifeste que a doit étre nulle. La transformée
est ¥’ = 0. Pour m = 2, le calcul est trés-simple, et méne au résultat
. |4
que nous avons appliqué au n° 22; la constante a est + %. Il vy a
pas lieu d’examiner ici d’autres cas.
48. J'ai utilisé (n° 40) l'intégrale de I'équation
d*l ds (3

) s — P T = (2970 + 39, ) &

On peut la vérifier facilement ainsi. Posant

3

wn , 4. —‘E
f(3) == c=w(3) "
on obtient Ja transformée:
1 ) .
(«’IP4 + %5’2992 + 29,7+ gyi)y"— 2(22:3 + ;—y.lx +g3)y' + (62:2 — %yQ)yzo,

dont lintégrale générale est

y = a(:v”+4iy,m—!/3) + b(x’+ ;—g,)-




