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PAR 
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Je me propose d'dtudier ici la th56rie dStaillSe des invariants pour 
les 5quations du quatriSme ordre, et d'identifier cette thdorie avec celle 
des invariants'diff~rentiels pour les courbes gauches. Une partie de cette 
dtude se trouve d~jk dans mon mdmoire Slur la rdduction des dquations 

lindaires aux formes intdgrables; (1) mais je ne renverrai pas le lecteur k ce 
mSmoire, et ron trouvera ici une exposition complSte, suivie d'applications. 

I. Soit une dquation ]indaire du quatri~me ordre 

(I) drY  d3Y d ' Y  d Y  
dX'  "]- 4P~ ~ + 6 P  2 ~ + 4 P  3 ~ -]- 1" 4 Y = o, 

oh les lettres P dSsignent des fonctions de X. En ddnotant par u et p 
deux fonctions de X, posant 

d x  

(2) d X -  ft,  Y = uy,  

et prenant x, y pour nouvelles variables, on obtient une transformde 

(3) 
d ~y d Sy d 'y dy 
dx4 -4- 4Pl ~ -{- 6P2 -{- 4_P3 Jr- p,y  = o �9 

(1) Mdmoires prdsentds par divers savants ~ l'aeaddmie des sciences de l'institut 
de France. T. X X V I I I  N ~ 1 (Paris 1883). 

A c t a  m a t h e m a t i c a .  3. Imprimd 19 Octobre 1883. 
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Les nouveaux coefficients p s 'expriment au moyen des anciens coeffi- 
cients P e t  de u, # avec leurs ddrivdes u', u",  . . .  # ' ,  # " ,  . . .  prises par 

dp est done exprimable par rapport k -X. Toute fonetion de 19, d~' " '" 

d P  
P '  d X '  " ' "  u, u',  . . .  ~,  # ,  . . .  Si cette fonetion f est telle que 

u, u',  . . .  # ,  p '  . . .  disparaissent de son expression, on a alors 

' -d~x ' . . . .  P '  d X  ' " ' "  ' 

et f cst un i n v a r i a n t  absolu. L'cxistencc de tellcs fonctions sera bientdt 

prouvde. Nous la supposons d'abord. 

2. Sans qu'il soit besoin de ddvelopper les relations entre les P et 

les _p, observons seulement le caractdre suivant: 
En ddnotant par 2m_~ une fonction lindaire des coefficients P,  affeetds 

d'indiees non sup6rieurs k ( m -  I), on a 

i p 
,,, + ), . . . .  ,) 

/L 

d,,p,,, 
Gdndralisons cette rcmarque comme il suit. Attribuons h - -~ - ;  le poids  

(m + n). Par la mdme lettre 2, affeetde d'un indict, ddsignons une fonc- 
tion li~a6aire des P e t  de leurs ddri%es, oh le poids de chaque terme ne 
d6passe pas l'indiee de ),. De la prdeddente formule, nous ddduirons eelle-ei: 

d % , _  , U"Pm 
dx" /m+--~ ~ d X ~  "t- 

�9 ~ �9 ~ 

Etcndons encore la convention en admettant pour ), une forme non hncalre. 
dP 

Soit A, une fonetion enti6re des P , - d - x ' " "  e t - d o n t  tous les termes 

soient d'un mdme poids n. Soit a~ la mdme fonction foi'm6e avee 

d_p Nous aurons ,v, ~ ,  . . .  

i A (4) a,, = -7 (  , + ~l,_,) /L 
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On ne man quera pas d'observer que les restes ~ sont nuls dana le eas 
particulier oh u est l"unit6, et # une constante. 

3. Considdrons un invariant absolu, rationnel par rapport aux P e t  

leurs d~rivdes. Mettons lea poids en ~vidence, en rdunissant au num~ra- 

teur  ainsi qu 'au d~nominateur les termes de poids commun, ordonnons 

par rapport  aux poids, et ddnotons ces poids par des indices. Soient ainsi 

A .  + A ._I  + A._~ + . . .  a,, + a._x + a . -2  + . . .  
B m +  B,._I + B,._2 + . . .  b., + b,._l + b,._2 + . . .  

,. . dP . .  d 'une part ;  par lea deux expressions de lmvar lant ,  par les P,  d - X ' "  

dp . .  d 'autre part. Ces deux expressions doivent dtre identiques, les p, ~ ,  . 

en vertu des relations tetles que (4): c'est lk ce que suppose l'invariance. 
Prenons d'abord le cas simple off u eat l 'unit6 et / t u n e  eonstante. 

Nous aurons identiquement:  

A .  + A,_I  + A,_~ + . . .  ~_ tt.,_ ~ A .  + pA._I  + I2M._~ + . . .  
B., + B,._I + B~,_~ + . . .  B m +  I~Bm_i + la~Bm_~ + " 

De lk rdsulte n = m, A._~ = o, Bm_~ ~ o, . . . ;  l ' invariant se rdduit au 
quotient de deux fonctions A. ,  B. ,  toutes deux homog~nes quant au poids, 
et routes deux d 'un mdme poids n. 

Prenons maintenant  le cas g6n6ral; nous aurons, suivant (4), et avec 
deux testes 2~_~, ~._~, une identitd telle que 

A. + 2.-1 A. 
B .  + ~'.'1 - -  B." 

Or les deux restes ~tant de poids moindre clue n, ~ tous leurs termes, et 
A , ,  B .  pouvant dtre suppos4s sans facteur commun, le quotient 2._~:2'~_~ 
ne saurait ~tre dgal ~ A. : B . .  Donc les deux restes sont nuls. 

Donc le numdrateur,  ainsi que le d~nominateur, d 'un invariant absolu 
eat un invariant relatif, ayant  la propridtd que caract~rise la relation 

. . . .  P ,  a - x ,  . . . .  

Le nombre n est le poids de l ' invariant; il est entier et positif quand ~, 
eat, comme dans cette analyse, une fonetion enti~re. 
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dP 
4. Si une relation alg~brique entre P, d X '  " '"  est invariante pour 

les substitutions (2), c'est ~ dire si cette relation 

a pour transform6e 

P ,  . . .  

P, d--~ . . .  

alors $b, suppos6e fonction enti6re, cst un invariant. On le prouvc en 
raisonnant comme tout s l 'heure. 

De telles relations invariantcs peuvent 6tre aisdment congues et 
fournissent la vole la plus naturelle pour obtenir les invariants. Pour 
ce but ,  on n'a qu'h choisir une 6quation exprimant, entre les intdgrales, 
une relation invariable '~ la lois par les substitutions (2) et par le change- 
ment des int6grales entre elles. 

I1 existe, par exemple, une telle 6quation exprimant  que les int6- 
grales sont 1ides par une relation quadratique homog(~ne s coefficients 
constants. I1 n 'y a aucun embarras th6orique, mais seulement longueur 
de calcul, b. former cette dquation de la mani6re suivante: s i y  est une 
int6grale de l '6quation proposde (3), y2 satisfait k unc 6quation diff6ren- 
tielle lin6aire du i o ~e ordre, dont on peut calculer les coefficients eh 

d p . Dans cette dquation, mise sous forme enti~rc, "le fonction de T, ~ ,  . .  

coefficient de la d~riv~e du I o ~m~ ordre fournit la fonction r dont il 
s'agit. Je reviendrai plus loin (n ~ 3 o) sur ce caleul. La fonction r sera 
d'ailleurs trouv~e par une autre vole. 

5. C'est la consideration d'une autre transform4e, c~lle-ci du 6 ~ '  
ordre, qui va nous fournir le plus simple des invariants. Prenons l'~qua- 
tion primitive privde de son second terme, 

yIV ~ 5.p~y" -~ 4P3Y' "{- P,Y ---- o 

et ddnotons les d6rivdes par des accents. 
Soient u, w deux int6grales, et posons 
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L'inconnue z satisfait k une 5quation lin6aire du 6 ~ ordre, que nous 
allons former. Suivant une notation usit6e pour les d6terminants, 6crivons 
en diff6rentiant succcssivement 

= ( u w ' )  

~' = ( u w " )  

t ' =  (uw"') + (,,'w"). 

la ddrivSe suivante, nous 51iminerons u ~v et w ~v au moyen de l'6quation 

proposde; en tenant compte des relations prSeSdentes, nous aurons 

~'" + 61~z' + 4p~z = 2(u'w"'). 

En continuant, nous obtenons b. la d6rivation suivante 

(~"' + 6p~z' + 4 p s ) ' - -  ~p,~ = :(~"w"')-  ~:_p~(u'w"). 

Posant ensuite 

z --- (z'" + 6p, z' + 4p~z)" + 6p~(z"' + 6p~z' + 4 p : , z )  - -  4p,z ' - -  2p;z, 

la cinqui(~me diff6rentiation nous donne: 

Z = 4(21~3 ~ 3p;)(u'w"). 

Voiei enfin la transform6e eherch~e: 

( 2 p ~ -  3 1 g ) Z ' - - ( 2 1 9 ;  - -  3 p ' 2 ' ) Z - -  2(2p 3 - -  3p.~)'(z'" + 6p2z '  + 4p~z)  = o .  

Cette transform6e se r6duit au cinquiSlne ordre, et consiste en Z-~--o, 
dans le cas particulier oh l'on a identiquement 

---- 2P3 ~ 3P'~ ~ o .  

La relation ~ ~ o exprime donc que les six fonctions (uw ' )  sont li6es 
lin6airement. Une telle propri6t6 est invariante pour les substitutions (2), 
et se conserve aussi quand on change les int6grales. Donc ~ est un 
invariant. 

Pour  avoir les m6mes notations que dans ma th6orie des courbes 
22-665007 Acta mathematica. 3 
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gauches, (1) 

d6signerai 

(2 

6. Arrdtons-nous un 
pour exemple l'6quation 

O. H. Ha/phen. 

I je prendrai eomme invariant fondamental ~ - ~ 9 ~ ,  que je 

par la lettre v. Voici donc le premier invariant ~ employer: 

I 

v = 3o ( 3 P ; -  2p.,). 

instant pour faire une application en prenant 

(6) .YIV--2n(n-4- i)~ry"--  2n(n Ji- I)p'Y'-3 L [~(n + I)(n 6 + 3)(~--2)P'"Jf-6tJ ~=O" 

Les lettres n e t  a d~signent deux constantes. Quant ~ la lettre /,, elle 
repr6sente la fonction elliptique de M. WEIERSTRASS; pour abr6ger l'6criture, 
j'omets, apr~s cette lettre F, celle qui reprdsente la variable inddpendante. 
Je rappelle, d'aprSs les notations usit6es, les relations 

! * '~= 41 * 3 - g ~ F - g ~  

I 

I*" = 61 *~ ~ 2g~ 

Dans eet exemple, l'invariant v e s t  nul; en faisant le calcul de Z, 
on trouve alors que le dernier terme manque. De la sorte, en prenant 

~*~ Z ~ ~ U W " ~  W/#'~ 

on a une transform6e du 4 ~ ordre: 

(7) ~ v - -  4n(- + ~ ) ~ " . -  6n(,~ + ~)~'~" + [ f l - -  2n(n + ' ) r  o, 

dans laquelle la eonstante fl est lii!e k a par la relation 

n:(n + I ) 'g  2 _ _  4~ .  
f l=  3 

(~) Sur les invaria~ts diffdrentiels des courbes gauches, Journal de l'Ecolc Polytech- 
nique. XLVII 6me Cahicr (Paris 1880). 
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J'ai d6jk, dans men m6moire Sur la rdduction des dquations lindaires 

(p. 272), signal6 l'6quation (6), au cas off n e s t  un nombre entier, comme 
int6grable d'une mani6re analogue k l'6quation de LAML On verra plus 
loin (n ~ 22) qu'elle se ram6ne k l'6quation de LA,~t$ elle-m6me. 

7. J'ai pris, au n ~ 5, une 6quation priv6e de son second terme. 
I1 est facile de revenir au cas g6n6ral. On fait disparaitre le second 

terme de l'6quation (1) en prenant y-----Ye fp'''x La transform6e a l e s  
coefficients suivants 

! - -  O ) _ _  , 2 , ,  19 , - -  , I~ - -  P2 - -  P ,  - -  P , ,  P J = P3 - -  3PIP~ + 2 t ~ - -  P ,  , 

(S) [ Pi = P,  - -  4PIP3 4- 6P~P2 - -  3 E  - -  6 e ,  Pi -4- 6P~PI + 3Pi ~ -  Pi". 

Dans un invariant oh l'on a fair Pl = o, il suffit de remplacer P2, P3, P4 

par ces valeurs (8), pour obtenir la forme g6n6rale. 
J'emploierai commun6ment la m6me lettre, majuscule ou minuscule, 

pour un m~me invariant suppos6 se rapporter k lYquation (I) ou 
l'6quation (3). Ainsi, pour l'6quation compl6te (I), rinvariant (5) sera 
d6sign6 pal- V; il aura l'expression suivante, off les d6rivdes sent prises 
par rapport k X: 

(9) 3 o V =  - -  Pi' + 2 P I P ; ) -  :(P3 - -  3PlP  + 

Son poids est dgal ~ 3. En consgquence, la mdme quantit6 v, exprim6e 
par les coefficients de (3), ct avec les d6riv6es prises par rapport k x, 
donne lieu k l'identitd 

8. Envisageons quatre int6grales distinctes Y, comme les coordonndes 
homog6nes d'un point Y de l'espace. Ce point varie avec X et a pour 
lieu une courbe attachde k l'dquation. Changer les intdgrales Y rcvient 

transformer homographiquement la courbe; changer Y en u Y n e  change 
pas le point; changer la variable ind6pendante n'alt6re pas la courbe. 
On volt donc que la courbe attach6e, d(~finie par une quelconque de ses 
homographiques, est invariante pour les substitutions (2). Donc ses in- 
variants sent aussi des invariants de l'6quation diff6rentielle. 
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Les coefficients de l'6quation, exprim6s par les int6grales, sont des 
fonctions des 616ments infinit6simaux de la courbe en un m~me point. 
Donc les invariants de l'gquation, compos6s alg~briquement avec les 
coefficients et leurs d6riv6es, sont des invar ian t s  diff~rentiels de la courbe 
attach6e. 

Les d~terminants (uw') ,  consid6r6s au n ~ 5, sont les coordonn6es de 
la tangente k la courbe. Ainsi l 'invariant v a la signification suivante: 
l 'dquation v = o caract~rise toute courbe dont Ies tangentes appar t iennent  

un  m$me complexe lindaire. 

Dans ma th6orie des courbes gauches, j 'ai employ6 les coordonndes 
cart6siennes x,  y,  z, et pris les d6rivSes par rapport k x. J'ai fait usage, 
en outre, des notations suivantes 

a n 

I y"Z  (n) - -  z " y  (n) 

4 . 5  �9 �9 �9 n y"~'" ~ z"y" 

b .  - -  

I y(n)Z'" ~ y,,tZ(n). 

3 . 4 . . . n  y " z ' " - -  z"y'" 

Tout invariant diff6rentiel entier, divisd par une puissance convenable 
de ( y " z ' " - - z " y ' " ) ,  s'exprime en fonction entidre des quantit6s a, b. Avec 
ces notations, j'ai trouv6 par la propri6t~ gdom6trique pr6c6dente, l 'invariant 

v = a6 - -  2b~ ~ 3a,  a~ "t- 3a464 "-t- 2a~. 

Les deux invariants, d6not6s tous deux par v, ne peuvent diff6rer que 
par un facteur num6rique. Voici comment on peut faire facilement la 
comparaison. 

Prenons une ~quation priv6e de ses deux derniers termes; elle admet 
alors les solutions t, x. Si l 'on appelle y, z deux autres solutions, on a, 
d'apr~s los notations pr6c6dentes, 

/~1 = - - a  4,  p ~  - -  2 b  i .  

De lk, en diff6rentiant: 

Pi*) = ~ 5 �9 6 . . .  (k -I- 4)a,+, -t- . . -  

io~ ~) = ~ 2 . 5" 6 . . .  (k "1"- 4)bk+, q'- . . .  
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formules oh sont n6glig6s des restes contenant des d~riv6es, toutes d'ordre 
inf6rieur ~ (k + 4). 

On volt par lk que, dans IT, fourni par la relation (9), le terme 

de l'ordre le plus 61ev6 provient de 3-o/"1; et c'est pr6cis6ment a t. 

Ainsi l'invariant v, adopt6 ici, coincide exactement avec celui de ma 
th6orie des courbes. La m6me pr6caution sera prise, dans la suite, pour 
les autres invariants. La vdrification pourra dtre faite de la m6me 
maniSre; mais je me dispenserai de la reproduire. 

9. La connaissance d'fln seul invariant conduit g la formation 
imlnddiate de tous les autres, au moyen d'une forme r6duite de l'6quation 
diff6rentielle. 

)k cet effet, employons l'invariant V. l)ans la substitution (2) prenons 
i 

# de fa(;on ~ r6duire v g une constante numdrique, soit 3-6; et u de 

fa~on g privet la transform6e du second terme. Ce choix est rgalis6 ainsi 

# = (3oV) ~, u-~- V-~e -fe'dx. 

En appelant $, 7/, au lieu de x, y, les variables nouvelles, nous avons la 
forine r6duite suivantc 

( d'~] 2 H ~  dH ar$--q+ + 2  - - ~ I  -+-K~7=o.  

dP 
Les lettres H, K d6signent deux fonetions des P, ~ ,  . . . ,  et ce sont 

manifestement des invariants absolus. Leurs num6rateurs sont rationnels, 
leurs d6nominateurs sont des puissances de V. I1 en va de m~me de 
dH 
d~; car on a: 

dH i dH 
d$ -- (3oV)~dX -- H,.  

De mdme encore les ddrivdes successives de H, K, prises par rapport 
$, s'expriment par une double suite d'invariants absolus, ~ num6rateurs 

rationnels, et g d~nominateurs 6gaux g des puissances de V. Soient 
H~, H~, . . . ;  K~, K 2 , . . .  ces invariants absolus. 
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Tout invariant absolu pout dtre, sans alt&ation, calculd sur l'6qua- 
/ion r~duite. Done tout in'variant absolu rationnel est exprimable ration- 
nellement par H, Hi ,  H2, . . . ;  K, K i ,  K2, . . .  ; et tout-invariant relatif 
entier, divisd par une puissance de V, est exprimable en fonction entiSre 
des mdmes quantitds. 

x o. Le caleul de K est imm~diat ainsi: prenons l'dquation pri%e 
1 

du second terme, alors u s e  rdduit g V -~  Donc K ~ o exprime que 
1 

l'6quation admet la solution V - ~ ,  et le num6rateur de /17 est l'invariant 
suivant 

2F/ -~-\Iv / _L\" / ~k 
= ' /  + 6p, tv =i + 4p.~tv-U'+ p,v-~J, 

1 

oll l'on n'a plus qu'k mettre V au lieu de v, et k substituor aux p les 
expressions (8), pour obtenir l'expression g(~nSrale du numdratcur g~. 
On a d'ailleurs 

K =  
V'(3oV)V 

Cette analyse, faite au moyen de Hnvariant V, pout se faire de m~me 
au moyen de tout autre. Ainsi p~, Pa, 194 d~signant encore les quantitds 
(8), et to un invariant quelconque du poids m, la colnbinaison 

est un invariant. 
i t .  Pour avoir l'expression de /-/, employons los formuies g&ldrales 

de transformation, mais en nous bornant k une formule unique qui nous 
suffira. 

Soit une dquation priv(~e du second terme 

d i Y  d ' Y  . d Y  
dX' "-1- 6P 2 -d-~-. P 4P~-d~ + _P,Y -~ o. 

Changeons l a  variable ind6pendante d'une mani6re arbitraire, en posant, 
comme prdc6demment, 

dz 
d--s = , u .  
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En m6me temps, changeons l ' inconnue de mani(~re que la transform6e 
manque aussi du second terme. Pour ce but, il faut prendre 

Posons alors 

La transform6e 6rant 

3 

Y = y# 

f~ dX 

d'y d~.q dy 
d# + 6p~ ~ + 4P3 ~ + p,y = o, 

son coefficient P2 est donn6 par la formule 

(,o) 

Dana eette for,nule (IO), facile ~ v6rifier, la d6riv6e ~' est prise par 
rapport fi~ X. 

1 
I V' 

En y mettant  (3oV) ~ pour /t, et, par cons6quent, 3-V pour ),, nous 

trouvons pour le num6rateur de H:  

.4 = . 5  V V "  ~ - -  35 W~ 3P~ V ~. 
36 

En revenant, par les formules (8), au cas d'une 6quation complete, 
nous avons l ' invariant 

( i  I) .4 --- ~ V V "  - -  - -  35 W2 36 - -  3(P~ - -  P ~ - -  Pi )V ~. 

De lk r6sulte, pour H, l'expression 

J 
H =  

V~(3oV)~ ' 

Voici, h propos de .4, une observation qui sera utile,  plus loin. En 
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retenant seulement les premiers termes de V, donn5 par (9), nous pouvons 
ccrlre 

(__ p~V + 3P'2") 35 (P ' , "~ '  ,,, 
.41 == 5 V 3 ~ - -  -3-6 ~ --~ l + A P ~ + B, 

A e t  B ne con~enant pas de ddrivde au delk du second ordre. 
I2. D'aprbs le n ~ 9, les trois invariants V, A, r pcuvent servir 

la formation d'une double suite ind6finie d'invariants, par le moyen 
desquels tout invariant s'exprime rationnellement. Mais A e t  q) ne sont 
pas les plus simples qu'on puisse choisir; il en existe deux autrcs qui ne 
contiennent pas de ddrivde an delk du 3 ~m~ ordre. C'est ce que je vais 

fa i re  voir. 
La voie qui va dtre suivie pour obtenir le premier de ces invariants 

donne aussi l ' invariant V; t i le s'applique aux 6quations de tousles  ordres. 
Soit l 'dquation 

z" = gz .  

En faisant y ~ z '~, on en ddduit, pour y, l '6quation suivante: 

( , 3 )  y~V__ I o g y " - -  Iog'y' + 3 ( 3 9 2 - - g " ) y  = o. 

Si z~ et z, 2 sont deux intdgrales de (i 2), distinctes entre elles, on a, 
pour (I3) , les quatre intdgrales 

Zl, Z~Z~, ZjZ~, Z2. 

Ainsi l '6quation (13) est le type de l'6qlmtion du 4 ~'me ordre ayant quatre 
int6grales satisfaisant aux relations 

y, Y, Y~ 
Y2 ?1.~ ! l ,  

En d'autres termes, k l'dquation (i3) est attach6e la cubique .qauche. 

Comparde ~t l '6quation g6n6rale, priv6e (Ill second terme, la forme (t3) 
donne lieu 'rex relations 

3P~ - -  5.q, 2p:, - -  5."1, P, ~ o(og - -  .q"), 
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d'ofl, par 61imination de g, 

(i  4) 3p.i ~ 2p:, = o ,  9 2 

Ces deux relations (I4) peuvent ~tre consid6r6es eomme lea dquations 
diff6rentielles des cubiques gauches. 

13. Voici, en mani6re de digression, un exemple de l'dquation (x3). 
r renons  

g = ~(~ + I) l ' ,  

les notations 6tant les mdmes qu'au n ~ 6. Nous avona ainsi l 'dquation 

y l v -  IOn(,n + I ) ~ / J " - -  IOn(n -31- l)pty' 

+ ~-~,, + ,/[,,!- + , ~  +/ , ,  + 2/~, ,- , /~"]y = o. 

Cette derni6re est, d'apr~s notre analyse, une transform6e de l '6quation 
de LAM~ dana un cas particulier 

z" = n(n + x)Vz. 

Elle est donc int6grable quand n eat un hombre entier. Maia l'gqua- 

r (voyez plus loin, n ~ 47). Ce tion en z e s t  aussi int6grable pour n = 2  

caa donne le r6sultat suivant:  
l '~quation 

y,V '5 '5 r(") ' J '  + 9 [3 (,,)]~ o 
2 V (u)v'' - - Y  ~ - i g , -  5I'" = 

a pour int6grale g6n6rale: 

- -  

~ 6tang un polyn6me du 3 ~m~ degr6 k coefficients arbitraires. 
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I4. Revenons aux 6quations (I4), dont la premi6re est v----o. La 
seeonde, tout en n'ayant pas un invariant pour premier membre, va servir 
& en former un. Soit to ce premier membre, et soit ~2 ]a m~me quantitd 
form6e avec les lettres P, en supposant qu'on envisage la m~me substitu- 
tion qu'au n ~ I t .  Je vais chercher la liaison entre w e t  ~. 

I 
De la formule (IO) ainsi que de la relation v - - - - ~  je d6duis les 

suivantes: 

dp, __ x ( dP~ 2,tP~ + . . . )  

= I (/98 32P2 W .) P3 /~-~ - -  �9 " 

alp. , [dt'~ 3,~P~ ,~aP. ) 
=d~ = -~ ~,--d-~ - -  3 ~ + . .  

I (  I8 . aP, ) 
,o = ~  o + T a - a - X +  . . . .  

Dans ces formules, on a n6glig6 des restes: dans la derni6re, le reste ne 
contient manifestement aucune dgrivde des quantitds P. I1 en sera tout 
autant du reste R, que l'on obtiendra en 6crivant la derni6re 6galit6 
sous cette autre forme: 

eo----~-z( + 3 6 2 V +  R). 

Or la propri6t6 exprimde par les relations (I4) est invariante. Donc le 
systSme des 6quations c o c o ,  v = o  doit se changer en ~ 2 = o ,  V = o .  
Donc R-----o doit se r6duire & une combinaison de ces derni6res. Mais, 
ne contenant aucune d~rivde, R e s t ,  par suite, identiquement nul. La .  
liaison cherch6e est donc 

~o /7 ( + 36~V). 

I 
En d~rivant les deux membres de v-------~ V, on obtient 

d~ , ( d V  ) 
d-~ = ~ ~ 3~V �9 
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En cons6quence: 

dv I ( dV ) 
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J'ai donc ainsi trouv6 un invariant nouveau. Pour mettre les nota- 
tions d'accord avec celles de la th6orie des courbes gauches, je le d6signerai 
par 42s7; l'indice 7 rappelle qu'il est du 7 ~"e ordre par rapport aux 
int6grales. Voici son expression pour l'6quation sans second terme 

(,5) 6 ,, 8I 2 

On aura l'expression gdn6rale par l'emploi des formules (8). I1 est inutile 
de la transcrire; on remarquera seulement que le terme de l'ordre le plus 

I . ~ , , t  
61ev6 est 5 �9 6 .7  1 " 

Avec s7 et v on peut former une suite ind6finie d'invariants, analogue 
la suite H, 111, H~, . . .  Les ordres, marqu6s par les indices, croissent 

constamment d'une unit6, les poids de quatre unit6s: 

i( 4 )  i( 
88 = -~ V S ; -  V'87 , 39 = "~ V S ; -  V'88 , 810 ~ - ] ' ~  VS; 3 v'89 ' "** 

Dans l'invariant 8,~, le terme de l'ordre le plus 61ev6 est 

I 

5 . 6 . . . n  

I5. Les invariants A et Ss sont tous deux du poids 8. En les 

A - -  4 88, qui, d'apr6s combinant lin6airement, nous formerons celui-ci: 35 

le n ~ i I, ne contient plus p~v. On y trouve un terme du second degr6 

en P~", qu'on peut faire disparaltre en retranchant 7 ~ .  Nous obtenons 

de la sorte l'invariant 

(I6) 
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il ne contient pas de ddrivde au-dessus du 3 +me ordre. Les ddrivdes T~" 
et P'I", seules d6riv6es du 3 +m~ ordre qui y figurent, y entrent lin6airement. 

, r ,  I V .  Enfi'n le terme en P~ a pour coefficient 2 . 5 . 6 . 7  

Avec t~ et v on forme, de mgme qu'avec s7 et v, une suite ind6finie 
d'autres invariants: 

vt ; - -  v% , T 8], t,o=  v t ; - - y  U' "'" 

L'invariant T. est lindaire par rapport K tz~ "-4j et /~n-<), seules ddrivdes 
d'ordre ( n - - 4 )  qui y figurent. Le coefficient de p~n-4) est 6gal b. 

I "~n--6, 
- -  2 . 5 . 6 . . . n  

I6. Soit un invariant exprim6 par sT, tT, s8, t8, . . .  Sa d6riv~e, 
prise par rapport ~ la variable $ ( n  ~ 9), s'exprime facilement de la mdme 
mani6rc. Par exemple, r6quation (t6) donne rexpression de & On en 
d6duit 

+ 
8 t 8 =  ~ vo ~ ' -  v'd - -  I e s9 - - - -9  s~ss, 

relation qui fournit le num6rateur v d ' - -  v'~ de ~--~. En consequence, 

les num6rateurs des invarian'ts H, Ha, . . .  sont exprimables en fonction 
enti6re de v, sT, ss, . . .  tT, ts, . . .  

3 

En calculant l 'invariant absolu v 'sT sur r6quation r6duite, nous 
obtenons: 

42s' = K 3 d~H 9 tt2.  
(3ov)~ 5 d~:' 25 

Nous avons donc aussi le moyen d'exprimer le num6rateur de K 
par les mgmes invariants, et, par suite, les num6rateurs de KI, K~, . . .  

Donc tout invariant relatif, multipli6 par une puissance convenable 
de v, est exprimable en fonetion enti6re des invariants fondamentaux 

V, 8+, t 7 ,  8 8,  t s ,  . . .  
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17. La construction des invariants fondamentaux tombe en ddfaut 
s i v  est ident iquement  nul. Dans ce cas particulier, il est tout naturel  

de proc6der absolument de m~me qu'au n ~ 6, mais en prenant sT ,  au 
lieu de v, pour base de la construction. Si s7 et v sont nuls tous deux, 

c'est alors le cas off l '6quation peut &re r6duite ~. la forme (I3), et il 

n'existe plus aucun invariant. 
Arr&ons-nous sur le cas off v est identiquement nul,  mais non sT. 

On peut, au lieu de sT, prendre la combinaison 

qui ne contient plus de d6riv6e du 3 *m' ordre, et reproduit  - - 7 8 7  d+s 

que V e s t  identiquement nul. Cette combinaison W est alors un invariant 

dans ce cas particulier. Pour  l%quation priv6e du second terme, on a: 

o 
- -  3 6w = P, - -  ~-P3 - -  io2. 

En prenant  pour point de d6part une 6quation compl6te, oh V e s t  nul ,  

et posant 

d ~  1 _ a _ f P, dX 
d X  - -  ( -  36W)~ '  Y ---- 7]W Se - -  9 

on obtiendra la transform6e r6duite 

(I7) 
d'~ �9 + 2gd5" + 2 + I -a t - - -  + O. 

5 a e  

Le num6rateur  de J e s t  

et l'on a 

0 = 5 W W " - -  45 W " ~  6(P~ - -  
4 42 

j _ _  
0 

~ 2 ( -  w)t" 

/~, - -  P;) W',  
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La quantitd 0 n'est invariante que si V e s t  nul;  mais il existe un 
invariant du cas gSn~ral qui se r~duit ~ 0 si V devient nul. On Fob- 
tient cn changeant de variable de mani5re ~ rendre s7 constant. Son 
expression par les invariants fondamentaux est ]a suivante: 

0 = 20 s7 + sgs7 27 4 
2 

d'oh l'on peut chasser 3 par l'emploie de la formule (z 6). 
z8. Les deux premiers invariants absolus qu'on puisse former, dans 

3 8 

le cas g~n~ral, sont ~ et ~ .  Dans le cas oh v est nul, on a pour 

0 l 
premier invariant absolu ~-g. 

Quand ces invariants absolus sont des constantes, l'~quation r~duite 
est ~ coefficients constants; la courbe attach~e est ce que j'appelle une 
courbe anharmonique. 

Quand, v 6tant nul, le premier invariant absolu est constant, l'Squa- 
tion rdduite manque du premier et du troisiSme terme. L'~quation 
earactSristique est donc bicarrde: soient + a, • fl ses racines. Les int& 
grales s o n t e  ~"~, e • Done quatre intSgrales satisfont h la condition 
~]:Yh ~ 7hY]3. De l~ une proposition de gdomdtrie: route courbe anhar- 
monique, dont les tangentes appartiennent d un m~me complexe lindaire, est 
situde sur une surface du 2 a degrd. On verra plus loin (n ~ 26) une r~ci- 
proque de cette proposition. 

19. La dualit4 g~omdtrique s'introduit par la considdration dc 
l'Squation adjointe, due ~ LAGRASG~. 

Soit l'Squation 

yZV q_ 6_p~y" q- 4P.aY' q-P4Y ~--- o;  
son adjointe est 

z "v q- 6(p2z)" - -  4(paz)' q- p~z ---- o, 

ou bien, d~velopp~e: 

z~V q- 6P2z" - -  4(Pa - -  3P2)Z' q- (P~ ~ 4_P'3 q- 6p'2')z = o. 

En d4signant par c~, c~, %, c~ des constantes arbitraires, on a pour z 
l'expression suivante par les int~grales y: 
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Ainsi lea courbea attaehdea aux deux dquationa adjointea se correspondent 
dans la dualitd gdomdtrique. 

En rangeant dans une mdme classe toutes les dquations susceptibles 
d'dtre ramendes k une mdme forme r4duite, ou, ce qui revient au mdme, 

qui est attach4e une seule et mdme courbe, on volt quc les adjointea 
des dquations d'une seule classe forment elles-mdmes unc seule classe. 
Ces deux classes sont ad]ointes l'une s rautre. 

Lea invariants d'une dquation sont dgalement invariants pour l'adjointe. 
En faisant le calcul de l'adjointe pour l'Squation (I7), on retrouvc 

cette 4quation elle-mdme. Ainsi chaque classe, dent l'invariant v est nul, 
est ~ elle-mdme sa propre adjointe. Soua forme g~omdtrique, voici la mdme 
proposition: les lignes droites qui, faisant pattie d'un complexe lindaire, 
enveloppent une courbe, constituent une figure corrdlative ~ elle-mdme. 

D'apr~s la proposition du n ~ I8, toute courbe anharmonique dent les 
tangentes appartiennent ~ un mdme complexe lindaire, est ardte de rebrousse- 
ment d'une d~velo_ppable circonscrite a une surface du 2 ~ degr~. (~) 

20. Faisona maintenant le calcul de l'adjointe pour l'dquation gdnd- 
rale, maia r~duite: 

d~ "~- 2 H - ~ ' ~ "  2 ~ I --~--~ K~ = o .  

Noua obtenons 

a*r d'r (dH ) dr d$,-{- 2H~-~+ 2 -~-+ ' ~nu Kr 

Pour rdduire cette derni6re, il suffit de changer la variable ind~pendante 
en prcnant $1 = -  $, pour cette variable. Done, dans le passage d'une 
6quation s son adjointe, lea invariants H et K se conservent, tandis que 
V se reproduit, sauf le aigne. Ce dernier fair se v6rifie aisdment par 

(I) Les deux surfaces du 2 d degrd, sur l'une desquelles est l'ar~te de rebroussemcnt~ 

tandis que la ddveloppable est eirconscrite ~ l'autre, ont en commun un quadrilat~re gauche. 

Les tangentes communes aux deux surfaces se partagent en deux congruences distinctes. 

Ce cas remarquable de ddoomposition a dtd trouvd par M. ARCHER HIRST~ qui me l'a 

commuuiqud verbalement~ il y a quelques anndes. 
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l'expression de V; on reconnaltra de mdme que $7 se reproduit sans 
alt6ration. Cons~quemment S, se reproduit au facteur ( - - i )  "-~ pr6s. 

Le d6nominateur de H 6rant la puissance 8 de V, et H se repro- 
3 

duisant, il en r6sulte que le num6rateur de H se reproduit  sans altdration. 
C'est l ' invariant zl. A cause de la formule (I6), on conclut que T~ se 

S S se modifie et se change en T 7 -1-~ s. Par  suite, T. se change en 

( S 8.+1) (-- ,)--' r,, + 

Grace ~ ces observations, il sera facile de trouver, pour tout in- 
variant, rexpression de son adjoint. I1 suffit, ~ cet effet, de l 'exprimer 
par les invariants fondamentaux, et d'y faive les changements dont je 
viens de parler. 

2 I. J 'ai  termin6 ici la th6orie g6n6rale que j 'avais en vue de t ra i t e r ,  
et j 'aborde les applications. Pour  commencer ces applications, je reprends 
l 'analyse trait6e dans le n ~ 5 et suivie d 'un exemple dans le n ~ 5. J 'a i  
considdr6, en cet endroit, une ~quation, dont r invar iant  v est nul, et 
j 'ai  construit une transform6e qui est g6n6ralement du 5 ~me ordre. Dans 
l 'exemple adopt6, cette transform6e manquait  du dernier terme et s'abaissait 
ainsi au quatri6me ordre. Je vais chercher le type g6n6ral des 6quations 
qui donnent lieu h eette circonstance. 

La transform~e a pour premier membre 

Z ---- (z'" -4- 6p.,z' + 4p3z)" -4- 6P2(Z'" -4- 6P2Z' -4- 4 P 3 z ) -  4 p ~ z ' - -  2p'4z. 

Elle manque du dernier terme sous la condition 

4P'a' "1- 24P2Ps - -  2p'4 = O. 

On a d'ailleurs, par hypoth6se, 

2P3 - -  3P~ ---- o. 

Ddsignant par g une fonction arbitraire, je satisfais h la derni6re relation 
si je  prends 

I I 

P~ - -  3 g '  P3 2 O '  
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La premidre relation donne alors 

v; = - -  ,q'" 4 
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En intdgrant, et ddsignant la eonstante-d'intdgration par 

P4 ~ g "~ - -  .q,, __ _I c ~. 
4 

41 c= ' j 'ai dane 

Ainsi Ie type gdndral des dquations dont il s'agit est le snivant 

( i s )  qw 2q~l" 2q'~l' -F (.q"- q" I . ) . . . . . .  r -  .~/ .---=- O . 
. . . . .  4 

Calcnlant Z et faisant z' ~ ~, j'ai la transformdc 

(i9) $ - , v  4Y-."' - -  6y'g' -}- (c" - -  ~'y").."---- o. 

Cette 6quation (I9) ne eontenant, dans ses coefficients, qu'mm seule fonc- 
tion g , 'n ' es t  pas susceptible d'dtre transformde, par le.~ substitutions (2), 
ell uric dquation quelconque. La elasse, dont elle eat un type, possdde, 
en effct, une propridtd invariante, provenant de ce fair que les eoordon- 
n6es de la droite dans l'espace sont lides par une relation quadratique. 
Pour parler le langage de l'algdbre, disons que les six ddterminants 
, - -  (.y~y~), formds avec quatre intdgrales de (18), sont lids I)ar une relation 
qnadratique, l) apres l ldentl tc v = o, ils sont lids aussi par une rela- 
tion lindaire, et se rdduisent ainsi ~ cb~q, distincts entre cux. Mais, 

) , (  l e lua tum iransformdc s'dtant abaissde au quatridmc ordre, un de ces 
ddterminants ~ e s t  nul. 1)one la relation quadratiqnc cxiste entre los 
quatre autres. Done les inldgrales de l'(~quation ( I 9 )  80111 li~;es par mw 
relation q~tadratique it coefficieuts conslants. 

Pour pr&,iser cette relation, posons 

Noll,a avons  

" -  y , "  
~' . i  - -  ~Ji - -  . l / i  " i , j = 1 . 2 ,  a,  4.  

Supposons les y ehoisis de telle sorte que ~12" salt nnl. II reste 

23- 665007 Acta m a t h e m a t i c a .  3 

~ 1 3  ~24  - - -  ~14  ~ 3  " 
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L'6quation (I8) peut s'6crire ainsi: 

[ - q " - - ( g - - ~  . . . .  - -  L c ) -  --- - - t - c  

Elle admet done Its int6grales V~, V~ de l'6quation du second ordre: 

Comme on ne change pas (I8) par lc changement de c en - - c ,  ellc 
admet aussi les int6grales ~/,~, ~,~ de cette autre: 

(~,)  

Si nous prenons 

nous aurons 

y ,  = $ ' , ,  :q"2 = $' . , ,  .,/:, - -  r  .,/, ~ -  ( ' .2 ,  

r r r z r - r 2 - -~  0 9  "a34 ~ O 9  ~13 - C~'~I Pl 9 ~14 - - ' -  (~'P'I 

Ainsi l'dquation (19) a pour iJ#,:grales les produits tie celles des ,:quations 
(20) et (2i), et I'~:quation (I8) a, pour iJtt~grales, cdles re;rues ties" t~qua- 
tions (2o) et ( 2 i ). 

II n'est pas sans in.tdrdt de remarqucr la eonsdquem.e suivantc: 

~.r _ r _ ,.~r 

(22) c j ' 9 . r  == ~.r - -  r  

22. Pour l 'exemple ehoisi au n ~ 6, les 6quations (20) et (2~) sont 
comprises dans la forme ambigi'm 

[ '1 ~-" = n(,.  + ~)!'(") + 2 c ~',. 

9 f r  ou, suivant l usa~e, je ddsigne par u la variable inddpendante. 
constante a, de l'~quation (6), s'exprime ainsi: 

q - -  ,z .q., - -  ~t . 

La 
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Prenons, en particulier, ce cas 

347 

n = : = - -  r  
2 :~ 2 "  

Vous avons pour 9' les intdgrales suivantes (n ~ 47) 

3 

3 

] 3g~ x 
2 ?~ + ~g~ " 

En changeant le signe de V3g., , on a r et r 
la forme : 

3 

Y = V '  ~ 1 '  , 

II en rgsulte pour y 

oh ~ est un polyn6me arbitraire du 3 ~me degrg. Nous avons d6jk trouv6 
�9 PO" n ~ cette mt%rale  au 13 pour une 6quation formfie par un autre moyen. 

En effectuant le calcul, on retrouve bien ici cette m~me 6quation. 
2 3. Les propri6t6s de l'(!quation (I9) ont 6t6 6tablies d'une mani6re 

indirecte. I1 convient d'6tablir directement que cette 6quation est le 
type de toute 6quation du quatri6me ordre entre les int6grales de laquelle 
existe une relation quadratique. 

Soit une tel!e 6quation, et supposons la relation quadratique reduc- 
tible ~ la forme 

Y Y, = L L .  

Prenant  pour nouvelle variable x et pour nouvelle inconnue y 

x=Y~ Y 

j 'ai une transform6e admettant  les solutions I, x, Y' Y' Y,, Y,- 
23 ~ -  665007 Acta mathemativa. 3 

En d6signant 
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- -  Y I  * " Y' par a, j'ai pour -~, 1 cxprcssmn ax. Ainsi la transformde admet los 
L 
solutions i, x, a, ax. Cor~siddrons los dc.ux 6quations 

y "  ~ O~ Y"  = a."~ y., 

La prcmidre admet los solutions I, x; la sccondc I, a. Lcs quatrc 
produits des intdgrales de la premidre par les intdgralcs dc la sccondc 
sont I, x, a, ax, c'est k dire lcs intdgrales de la transformde. Revcnant 
k la proposde ct transformant en mdmc temps, d'une manidre convenable, 
les deux 6quations du 2 a ordre, je peux conclurc ainsi: toute dquation da 

4 ~ .... ordre dont les int~grales sont lides 1mr .une relation qu~Mratique, it 

disvriminant diffdrent de zdro, a pour int~grales les produits des inNgrales 

de deux dquations du 2 ~ ordre. (1) 
24. Soient deux 6quations du second ordre, avcc la mdmc variable 

inddpendante : 

d~A d A  d~B d B  
dX' + 2 P ~  + t:,A. - - o ,  d X. ~ + 2 Q ~  + Q.,B--=o. 

Si ron y change les deux inconnues A, B de inanidre ~ fairc dispara{tre 
lc second terme dans chacune, les seconds coefficients dcviennent respectivc- 
ment 1 " ~ -  P 1 -  Pi ct Q ~ -  ( J ~ -  Q~. L'dgalitd de ces deux quantitds 
expri,ne done qu e les intdgrales A sont proportionnclles aux intdgralcs 
B. Cettc propridtd dtant inddpendante de X, on voit que la combinaison 

cst un invariant des 6quations simultan6es. Si donc cet invariant n'est 
pas nul, on pourra changer la variable ind@endante de manidre ir rendrc 
cot invariant 6gal ir un nombre ~1 volontd, de laisse ce nombre ind6- 
termin6 et lc ddsigne par c. Si, en mdnle teml)s, je change  les inconnucs 
pour fairc disparaitre lcs seconds tcrmes, j'obtiens la forint rdduitc: 

(23) d,,," --  'q + �89 a, d,,," --  g - - 2 c  b. 

(t) Voycz~ "~ ce sujet, une note de M. GOtrRSAT~ intitulde Sur une classc d'dquations 

lindaires da 4 ~ .... ordre (Comptes-Rcndus~ XCVII, p. 31). 
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La lettre g d6signe une fonction de la variable, invariant absolu. Faisons 
maintenant 

y = ab. 

Les diffdrentiations successives donnent: 

dy db b ao. 
d---; = a ~  + dz 

d2!l da db 
&c. ~ - 2-~x-~x ~ 2gab 

dz \ dx" 

d ~ {tl2g 

dy ( db da~ 
2gy = 2g ~ + c a-~x - -  b ?i~x ] 

2gy - -  Z dx g dx] = - - d a b "  

Done enf iny  satisfait i~ l'5quation: 

(-'4) 
d*,y d~y dq d?! ( d~ y \ + 

1)'apr6s la proposition dont l'6noncd termine le n ~ 23, nous pouvons 
conclurc ainsi: route dquation du quatridme ordre dont les int~groles sont li6es 

par une relation quadratique est rddactible par une substitution de la forme 

(1) au tff~e (2~). La constante c est it volontd, sauf zdro, si le discriminant 
de la relation quadratique n'est pus nul. 

En compl6tant, d'une mani6re bien aisSe, l'anal)~se prdcddentc, on 
pent ajouter que, si le discriminant est nul, la forme (24) subsiste; mais 

la constante c est nulle. 

Voici le probl6me qui se pr6sente maintenant: exprimer en fonction 

des coefficients la condition sons laquelle une dquation est ~ductible a la 

forme (24); trouver la substitution qui op&e cette rdductiou, et la fonction g. 

25- Pour r6soudre cc probl6me, il s'offre une voie indireete que je 
ne suivrai pas, mais que j'indiquerai n6anmoins. C'est une cons6quence 
de la relation (22). 

Envisageons le d6terminant form6 avec trois fonctions et leurs pre- 
mibres et secondes d6rivdes, en choisissant pour cos fonctions ~tbl, F ,~ ,  ~xtb~. 
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Tenant compte de ce quc les V c t  r satisf(,nt aux &luations (2o)et  (2t), 
on obtient, par un calcul facile, l'cxprcssion suivante de ce d6terminant, 
k un facteur constant pr6s: 

= - s.,r 

D'apr;~s (22), ccciest  l'int6gralc dc cV,~, ~. 
()n conclut de lh que l'dquation ~ldjointe dc (t9) est v6rifi6e par les 

int6gralcs des solutions de l'6quation (i9) tile-maline. Cette propri6t6 
se recommit d'aillcurs avcc facilit6 sur l'6quation. Efl~ctivemcnt son 
adjointc est 

~ iv  _ _  4 f ir / ,  - 2 i f ' r / 4 -  c : ~  ---~ o .  

En d6rivant cette dcrni6re ct fidsant ~ ' :=  ~, Oil retrouvc l'6quation (t9). 
Soit maintenant une 6quation, de la forint g6n6ralc (I). Avcc trois 

de sos int6gralcs on obticnt unc intdgrale de l'adjointc ainsi 

. . .  , , . ( 4 f p , .  

En employant la substitution g6/idrale (2), on pourra 6,crire 

Z -= u:~/L :~ [_Yl dy.~ d"q., I ~,fedx 

Supposons Inaintcnant quc la substitution envisag6e transforme l'6quation 
proposdc cn (24). Nous aurons alors: 

.I .~ 4 fviax f , .,., 4rp, ax f n 
Z = a' l~ ' ts jy<<s: -- u 1~ e " j ~  Y d X .  

Ell diffdrcntiant les deux mcmbrcs de cette 6galit6, on pout conclure ainsi: 
Toute dquation da ,4 ;''~ ordre dont les intdgrales sont lides 1mr une 

,relation quadratique est caractdrisde 1mr ht propridtd suivante: 

Soit q ) ( Z ) - - o  son adjoitde, el F(Y)~---o la tra~sformde de eette 

acUointe par la sabstitution 

Y - -  AZ' + BZ, 

oh A e t  B sont des fonctions arbitraires: l l  est possible de choisir A et B 

de telle sorte que F ( Y )  ~ o soit prdcisdment l'dqaation proposde. 
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26. L'emploi de cette derni/ere proposition mdne sans difficult6 aux 
6quations d'oh d6pend la solution du probldme; mais d'une mani6re 
moins simple que la m6thodc ci-apr6s. 

Soit une 6quation, sans second terme, et k variable X 

y , v  + 6P~_Y" + 4 P 3 Y '  Jr- P , Y =  o, 

qu'il  s'agit de transformer en l'6quation (24).  
n ~ I I~ 

& I d: ,  __  2 .  
d X  - -  1~ ~ l~ d X  

Je poserai, comme au 

Jc d6noterai par des accents les d6riv6es prises par rapport k X. 
l '6quation (24), on a 

2 3 d : l  _ c ~ tl~g 
P.2 - -  3 g ' P a ~ 2 i t . '  p , = ---: 2 d ,e ,_. . 

Dans 

Yen eonclu~ d'qbord 

3 o r ' =  3 ,tz 
d g  I , 

- - -  2p:, = ;z~ - =  - S  I "  

Avant  (lc poursuivre, observons eette consdquence: route ~quation du 

4 ~ .... or&'e doJ~t les int~grales sont lides par  une ,'elation quadratique, et dont 

l'invaria.nt v est nul, est susceptible d'dtre transfi~r.mde en une dquation it 

coefficients constants. En effet; l 'hypoth&e v-----o cxigc qlm .q soit une 
constante. De l~L unc rdciproque pour la proposition 6nonc6e au n ~ 18: 
route courbe silu@ sur une surface du 2 '~ degrd, et dant les tangentes 

appartiennent it un re:me comldexe lin:aire, est anharmonique. 

Le cas oh v est nul doit (~tre ddsormais 6cart6. 
De la relation pr6c6dente, jointe ir V =:-#'~v, je (l(~duis celle-ci: 

(I) r  3or 

C'est une premi&e 6quation entre les inconnues #, p. 
la fornmle (IO) me donne cette autre:  

L'application de 

Of) ( 5) 4g ~ /:--t 6P~ ~ 52' + 2 F  
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~ quoi il faut joindre 
t 

(III) 2 --  '* - -  - - ~  

J 'ai  donc ainsi trois 6quations h trois incorinucs .q, /~, 2. En prenant 
pour p une solution de ces 6quations, et d6terminant y par la formule 
y = Yp], on aura une transform6e tclle que: 

d4y d~y dg dy 
(A) dz" 4 # ~ - -  6 ~  + Eq = ~ 

Dans le probl~me actuel, T doit ~tre c 2 -  2 ~ .  De lk une nouvclle 

6quation, qui entralne une condition entre les donndes. J 'aurai  eette 
6quation en calculant l ' invariant sT. Voici son expression 

J 'ai d'ailleurs : 

36 x d'g 
42s7 = c ~ :~g~ + 5 dx'" 

d.q _ 3or  ,~'g ~ 3,~V) 
dz /~, , d .  ~ ~ ( V ' ~  

En eons6quence, la nouvelle 6quation du problSme est: 

(.iv) 36 ~ 6 ,  S, V' c ~ - - ~ g  = / ~ ( 7  - - -  + 32V). 

Laissons d'abord cette derniSre, et voyons comment se r6sout le syst~me 
des trois premi6res 6quations. Pour ce but, on dolt diffSrentier l'6qua- 
tion (II), et chasser g';  /1 ~ disparalt, et il reste: 

(v) 12 p22 __ 6 z'-- 3;x + ~~ + T -((P; + 2or) = o. 

C'est de cette 6quation, k la seule ineonnue 2, que d~pend la r6duetion 
k la forme (A). Cette 6quation se ram6ne k la forme lindaire si l'on 

p _ "  I 
fait 2 = , c'est k dire p = - .  La transform6e est effectivement 

I 2 ~  , 6 
p'" + Tk '~a  + ~-(P; 4- 2oV)a ---- o. 
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Cette 6quation, du troisi6mc ordre, que nous notons cn passant, est, comme 
on volt, un c o v a r i a n t  de l '6quation propos6e. 

Prcnons l'6quation (IV), diff6rentions les deux membrcs et remplacons 
.q et g' par les valeurs (I) et (II). De eette facon, # dist)arait, et nous 
obtenons une nouvelle 6qu'ttion en 2: 

V'  - -  4 S ,  7S ' ,  - -  V "  36 p~ ~ o. 
(V | )  ~ ,  ,~2 jr_ 3 v ~ -[- 2I V 35 

I1 est ~ noter que cette derniSre devient lint~aire, elle aussi, avec l'in- 
connue p. Op6rons diff6remment sur (IV) en y remplacant .q par son 
expression (II); et nous avons: 

(vn) c2# 4--= 6 ( 7 S 7 ~ V ' +  3~V) + ~ 6P._,~ 5 ) , ' +  ),~ �9 

Cette relation donne # sans intdgration, aprds qu'on a trouv6 2. Fmfin 
la. relation (II) donnera .q. 

La solution .du probl6me d6pend donc des 6quations simultan6es (V) 
et (Vl). 

2 7 . Ecrivons les 5quations simultan&,s (V), (VI) sous la forme 
abrdgde 

(VIII) I 
); - - ) , ~  + A), + B = o 

) , " ~  3)9,' + )3 + 6'2 + D = o,  

diffdrentions la premibrc, 61iminons ),", puis 61iminons 2' entre la rdsultante 
et la premidre; nous aurons ainsi cette valeur de 2: 

, ---_ B ' - - D - - A B  
C + ' A ~ +  B - - A "  

En la subsfituant dans la premi(~re, nous aurons l '6quation de condition. 
Le calcul des deux termes de la fraction qui reprdsente ), est un 

peu long; mais on y trouve un guide stir, si l'on a soin de grouper les 
termes de mani6re ~ faire apparaitrc lcs inwtriants fondamentaux. A cet 
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effet, on oh'l,~se P., au moyen (le l'invari'tnt A, qu'on f~fit disp:waitre (,n.~ulte. 
Dans cc c'd('ul, on volt s'introduirc les deux invariants suivants: 

(Ix) 
M = 5', + _oT~ + ?;S~ 

N T . + 4 S ,  T~ 3 v" 

ct l'on obtient finalement pour 2 l'expression: 

V ' - -  7,S ~ 2N 
(x)  ~ -  3-----r + v ~ -  

Sans nous pr6occuper, pour le moment, de l'dquation de condition, 
caleulons les deux autres inconnues. 

La premib, re (';quation (VIII) donne 

6P,, --- 5)/ + 5)?  _-=_ 61 r + 5 B  + 5A), - -  5 - 2 ~  
" 2 2 

sans <hffdr<,ntlatmn. l',n y mettant la w)leur (X) de 2, nous ol)tenons: 

6P., - -  5),' + 5)~ = __ _ ] o  (MVI'. - -  MN,q; + N"-) 
- 2 V ~ M  ~" ' 

Pour abr('%er, 6crivons 

[ M ~ T 7 -  M N S T  + N '  
(xl) 

i tM + 4 M ' ~ N V  4 = $: 

Les relations (VII), (II) nous donnent: 

(Xll )  c ~#' 9 ~" 5 a~ 
~= V'M" ' gl~t~" - -  2 V~M "" 

28. Pour avoir l'6quation de condition, au lieu de substituer 2 dans 
la premi6re 6quation (VIII), nous pouvons diffdrentier l ogar i thmiquemen t  

l'expression de I~, et 6g/aler ~ k l'expression (X). De eette faqon nous 
/L 

obtenons l'6quation de condition sous la forme suivante: 

(XIII) ~d m~," u  = 4 6 : V -  7M,q, 
d a  '~ M' g':/' 3 I'M 
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Elle est explicitcment sous forme it,variantc; car la qu'mtit6 sous lc 
signe logarithme est un invariant absolu. 

L'dquation (XIII) admet la solution particuli6re q , '=  o. Cette 
condition r6pond k l'hypoth6se c-----o, comme lc montre la premi6re 
6quation (XII). 

Supl)osons d'abord c diff6rent de z6ro. Les 6quations du 2" ordre 
(23) sont comprises dans la forme ambigfte: 

d~: 9_+ ~-c z. 

En rcvenant ~ la variable X, on a. la transform6c: 

Done, d'apr6s (XII): 

d~z 

dX----~ - -  Z ~-g - -  yl,'~ _-+ Old z. 

(XIV) dx"- ) v  + V ~  , ~ x - -  2v'-.~ ~ z. 

Voici done la conclusion: 
l,'ggalitd (XIII) expri,me la condition pour que les int~grales soient li('es 

par  une relation quadratiqne. ~ q'" n'est 1ms nul, on formera les deux 

dquations dtt .'2 a ordre comprises dans la formule (XIV); soient alors z~ une 

solution de l'une d'elles, et z.~ une solution de l'autre. On aura Y par  la 

for,mule 
3 3 3 

Y ~ V 2 M  ~q," Sz l z . , .  

E n  ce cas, la courbe attachde est sar un6 surface du 2 a degrG non conique; 

ou, cn d'autres tennes, la relation quadratique a son discriminant difl'~rent 

de zdro. 

Supposons maintenant c nul. On a alors l , par une quadrature, ce 
qui modifie l'expression de Y, et voici la conclusion: 

Si q" est nul, soient z~ et z.~ deux intdgrales de l'dquation (XIV), unique 

en ee cas, ces intdgrales dtant distinctes ou non. On aura trois intdgrales 

Y par  la formule 

- ~- f " ~ ' -  ~ ~x 
Y -~ z~z,,V "e  a ..,v,v 
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La coarbe attachde est sur un c6ne du 2 '~ deyrd; la relation ffua&'atique a 
son discr~mina~t dgal ~ z6ro. 

Dans ma th6orie des invariants diff~rentiels, j'avais d6jlt trouv6 l'dqua- 
tion 9 " :  o, pour celle des courbes tracdes sur les c6nes du 2 ~ degr6. 

Si M est nul, les 6quations simultan6es (VIII) exigent que N soit 
nul aussi. La seeonde ~quation (VIII) rdsulte alors de la premiere, et 
reste ind&ermin6e. Donc le systdme M = o, N = o caract&ise le cas oh 
la courbe attach@ est l'intersection commune d'une infinitd de surfaces du 
2 ~ degr& Ces 6quations se trouvent 6galement dans ma th6orie des in- 
variants diff6rentiels. Pour ce cas, les formules finales sont en d6faut; 
je reviendrai plus loin sur la solution qui s'y rapporte (n ~ 37). 

29. Si Yon tzalcule l'6quation de condition par la substitution de ), 
dans la premi6re relation (VIII), on trouve :le rdsultat suivant: 

( ) (XV) 3 I ( V N ' - - 4 V ' N ) - - N  V M ' - -  V ' M  ~ S M ' ~ S s  q 3 . 5 ~  

I 
+ - ~ ( M S 7 -  2 N ) ( 6 N - -  7MS7) -~ o. 

Tous lcs tcrmcs sont des invariants qu'on I)cut ais6mcnt exprimcr par 
les invariants fondamentaux: 3 au moyen de la formule (i6), M e t  N 
au moyen de (IX), et les autres ainsi: 

V N ' - -  4 V ' N  = 9T,~ -4- 

s $7s  
8 V ' M  = 9 S ~ +  I6Ts + y  �9 V M ' ~  

Le coefficient du terme en T0 est, sauf un facteur num6rique, Fin- 
variant M. Darts l'6quation (XIII), raise sous forine entiSre, ce coefficient 
est M[~(2N- -MS~)  + 2M3Vd]. Ainsi l'dquation (XIII) est compliqude du 

facteur dtranger qi(2N--MST) -4- 2M~Vd. 
son tour, l'dquation (XV) est compliqude du facteur V 3, comme je 

vais le montrer maintenant. Mais il est impossible de faire disparaitre cc 
factcur en conservant l'expression au moyen des in~'ariants fondamentaux. 
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3o. Le procSd6, que j 'ai seulement indiqu5 au n ~ 4, tout en four- 
nissant l '6quation de condition sous une forint  illisible, pour ainsi dire, 
la donne cependant d6gag6e de tout facteur. C'est ce qu'avant tout  nous 
allons reconnaltre. 

Prenant, pour point de d6part, l '6quation 

ylV -F 6 p J '  n t- 4P3Y' -k P4Y = o, 

posant z = yO., diff6rentiant sueeessivement et abrdgeant l'6criture par 
l 'emploi des trois combinaisons 

Z = z Iv -t- 6P2Z" -t- 4pjz' q- 2P4Z 

Z, = Z' + 4p, z' 

Z 2 = Z', nt- 3p,2Z--I- ~op,z", 

oll trouve les 6quations ci-aprds: 

(a) 

(b) 

Z ~ if" 

Z ' - -  2yy' 

z " =  2yy" 4- 2Y ''~ 

z" '  =:: 2yp '" - . -~  6y'y" 

Z ----- 8y'y'" q- 6y '''~ n t- I2p~y '2 

Z,  = 2 o y " p " ' - -  24p.~y'y" "F 4 ( 3 / ) ; -  8p~)y'" 

= :  2oy ' ' ' 2 -  126p~y ' ' ~ -  I44p~y'p" + 4(3P~' - -  S p; -t- 519, -I- 9P'~)Y". 

En diff6rentiant cette dcrni6re, chassant ylV par le moyen de l'6qua- 
tion propos6e, et y"y'", y'y'", yy'" par le moyen des 6quations (a), (b), (c), 
on obtient une nouvelle combinaison lin6aire de z et de ses d6riv6es 
jusqu'au 7 ~m~ ordre, Za, dont l'expression a la forme: 

= + flWY" + rW 
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l)iffd,'cntia,,t dcux ft,is e,, sc sc,'vant c , , c o , ' c  des (',tuati(,,,s (:,), (I,), (c), 
on obticztt dcux 6quations analogues 

z ,  = a,y": '  + i ,y'j" + . 

Ici Z, et ~ sont lindaircs par rapport ~ z et sos ddrivdcs jusqu'aux 
(,rdrcs S ct 9 respcctivcmcnt. 

Pour quc z satisfasse i~ une 6quation lin6aire du 9 ~m~ ordrc seule- 
mcnt, la condition cst manifestement 

= o .  

Telle est la relation cherchde, dont le calcul serait encore assez p6nible. 
Mais lc poids du premier mcmbrc, cst m i s c n  dvidencc. En effet, chaque 
fl a son poids supdricur d'unc unit6 b~ la quantit6 a de rnSme indice, et 
chaquc ;r de deux unit6s, l';n outre, los indices dcs a sont cgaux a leu r s  
poids. Le ddterminant cst ainsi du poids 15. Le premier membre dc 
l'6quation (XV) est du poids 24; la diffdrcncc cst prdcisdment dgale au 
poids du facteur V '~, dont je vqis prouvcr l'cxistcncc dans (XV). Ainsi 
l'dquation actuelle est. ddg-,g@ de ce factcur. 

On obscrvera, en outre, que los conditions pour l'cxistencc d'unc 
6quation du 86~ ordre en z, sont: 

Par con~qucnt,  lc systdmc M ~ o, N =- o doit concordcr avcc cot autre: 
("~{~4) = o, (%F4) = o. M c t  N ont lcs poids 8 ct I2, tandis quc (%/~.1) 
ct (a~T4) ont les poids 8 et 9- Il y a donc unc combinaison des dqua- 
tions M = o, N = o qui, contenant lc facteur V, sc rdduit au poids 9. 
Cette circonstancc, raise cn 6vidence, facilitc lc calcul. 

3 I. En ordonnant suivant les puissances croissan/es de V, on rccon- 
nait que la combinaison 6N+ (V ' - -  7S7)M fournit un polyn6me divisible 
par V. lntroduisant ccttc combinaison, jc posc 

6N + (V ' - -  7S;)M ~- R. 
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P,)m- con(ten.~ec h's fl)rmules, j'(,mploie les lettres minusen!es (4 .j'(:eris 
siml)lement s, au lieu de .r ,l'obtiens de la sorte: 

(xvl) 

3 / - - -  l I v" 5 s ' )  6 . 
, s  ('" - -  ~) (" - -  4*) + ~ ( y  ~ " 35 v,,,-,.., 

I 1 9 I d" _ _  s"') 
P,, ~ - -  2_3~7  ( # -  ,~)(v" - -  7 s ' ) +  61 ~ ( 4 ' q -  :')1''-' + 4 - (7  [ 

3 n 2 

4 . 5 . 7  p''v - -  3v'~" 

[1 est h, remnrquer que, d'lpr6s la. fort,rule (X), R e s t  h' nnm(r:m'm" de 
2; et l'on n: 

h, 
- - ~  

)' M 

VI~ 
l,Y'quation (XV) a dt6 ol>tenue en mettant l'expre.<qion //~:i' an lieu de ),, 

dans ia prelni6re relation (VIII). Cette op6ration a exigd la multiplication 

par V ~. En mettant, pour 2, lexpresslon r6duite ~-~, on nau ra  h multi- 

plier que par le seul faeteur 1/, provenant de ce que .A et B eontiennent 
e(; fa~:teur en ddnmninateur. Donc d6jh le premier metal)re de (XV) 
contient un faeteur V. 

En second lieu, cette multiplication par Ves t  superfine; efl'eetivement 
/? 

l'('.quation oh l'on substitue ~ ~ 2 est la suiv'mte 

) , ' - - 2 0 "  + A), + B ~ o .  

La substitution donne 

(XVII) M(•' + AP~ + B M ) -  R(M' + R) = o. 

I)"dlleurs les expressions dc A et B sont les suivnntes 

(XVlil) 

I 
V A  ---~ ~ (v' - - -  4s), 

I r ) - -  ! 1, 
3 . 7  
- - ( 7 . r  - -  ~;") - -  36 
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En les comparant au premicr terme de chacune des expressions (XVI), 
on volt que, dans V(AR + BM) ,  le terme ind6pendant de v disparait. 
Done la multiplication par V e s t  superflue, et l'dquation (XV) contient 
un second facteur V. 

Enfin le r6sultat de la substitution contient lui-mr le faeteur v. 
Effcetivcment, en ne prenant que le premier terme, on trouve:'  

R' + A R  + B M =  - - ~  
I 

2.~ 7..,(v"-- 7s ' ) (4v"--  7s') + . . .  

- - ( M ' +  I 
2'. 7 ( v ' - -  4s)(4v" - -  7s') + . . .  

De l'r rdsulte, d'apr~,s (XVI), que le premier terme disparalt dans la 
combinaison (XVII). 

I1 est donc 6tabli que le premier membre de rdquation (XV)contient 
le facteur V '~. D'ailleurs, il n'y a pas ~t chercher d'autre facteur 6tranger: 
en effet, le coefficient de 1~ v) est rdduit maintcnant h M, dans l'dquation 
d6barrass6e du faeteur V '~. Ce coefficient est inddcomposable et ne peut 
disparaitre. 

32. Nous avons dtd conduits 5 cette thdorie des dquations rdductibles 
au type (24) par l'exemple (7), reneontr6 au n o 6 de ce mdmoire. Ainsi, 
dans la catdgorie gdndrale comprenant les dquations (h variable ind@en- 
dante u) 

(=5) y,V + al,(@/, + bl,,(,)y, + [elr ) -4- d]y --=- o; 

figure, en premiei" lieu, le type 

yn ,__  2el,,(~t)y,, - 3elr --I- [ d -  e l , " ( , ) ]y  = o, 

comme dtant cxplicitcment sous la forme (24). 
Jc vais chercher, clans la cat6gorie (25), les dquations qui, sans dtrc 

du type (26), sont r6ductibles h la forme (24). En d'autres termcs, le 
type (26) cxclu, je vais cherchcr, parmi les 6quations (25), eelles d,mt 
le.~ intc~grale.q sont lidcs p',r une relatio~l quadratique. 
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Au lieu d ' in t roduire  expl ic i temcnt  les coefficients de (25) , je prends 
: �9 

pour  inconnues des coefficients qui en ddpendent,  et jc pose: 

v_. ~= 35~,r,( , , ) ,  ,, = & ( , , ) .  ~; .... , i f '( , , )  + ,(,/_,. 

1)'apr& les expressions (5) et (~5) de v et de s;, ees donm'es entrai, ,ent,  

pour  l 'dqu'ttion (25) , les coefficients s u i v a n t s  

(":' 7) 
r  

a ~= 5 �9 6 . 7 a .  b -:: 5 �9 6(7a - -  2b), 

( 1o 63 , '  ( 
2e . . . .  7 b-4- 3 a + -) a ' ) ,  d .= 3 - 7  2d @ -4-'t ~ 9.z" 

33- I)~ms les fomnules qui ven t  suivre, j 'derirai .aimplement F, F ' , ' "  
au lie,, de p(u), p'(u), . . .  

Au moyen des rolqtions 

P" =-  6P  ~" - -  ;-.q,,, - -  ~ 21'1", = ~ 2(1" + PI'"), 

on tire faei lement  des formules  (XVI) les rdsultats suivants: 

y)(j \ f  II  i.'2 "~[ ="=  (~p" "if-]~,,r]2)~[ l ~ -4-/~1,(]2) "Jr- r l  P ] ~  ' 

I 

i;; R = =(,~t~" + M,~)~ + rf ''~. 

Les coefficients a, fl, . . .  sent ainsi ddterminds: 

4c --  b 2d l, --- ,: ,l l, - -  7~: + 63ab 
a - -  6 ' 3~' 3" , i J' '  7 

t, I,(a + ' 4 b )  + c r =  2 - } 

Y~ = b(4~ ~ 5"2 6 a b ) .  

La forme ci-dessus des expressions de M et R pouvai t  dtre pr~vue 

pa r raison d'homogb.n~itd. En considdrant I% P', I'", " "  comme des poids 
2, 3, 4 et 9 , ,  g., comme des poids 4, 6, on devait  t rouvcr  pour 3 I  et R 
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des quantit6s homog6nes, ayant  les poids 8 et 9. Chaque quantit6 de 
poids impair doit eontenir le facteur I*'; et c'est ce qui a lieu pour R. 

Sans effectuer les calculs, nous allons prdvoir la forme des quantitds 

qu'il  reste k eonsid6rer. 
La eombinaison M(R' "-I- AR 4- BM) - - R ( M '  Jr R) dolt contenir le 

faeteur v, par suite le facteur 1"" Comme R contient ee facteur, il s'ensuit 

que R' --F AR --k B.M le contient aussi. Le quotient ! (R '  -F AR + BM) p' 

est du poids 7, par suite eontient encore ]e facteur ?'. On a done 

| t !  r,~(R' + AR + BM) = %~ + #.,.q.~. 

On aura aussi 

- -  ~, (M' + I:) = (%v" + A.q.~)v + r , , v  ' ~ .  

Avec ces diverses expressions, on a pour l'6quation de condition: 

(~s) 

(~v" + ##~)[(%F' + #,.q..,)(~,~v" + #.~.q~) + ,v (%v + #~.'/~)] 

+ [r,(%v" + #.,.m,) + r(%F' + ##~) + :-r:,(~,v" + #.q~)] ~'v" 
+ iT:,l "'~ = o. 

]~_ propos des coefficients q,,e je n'ai p~ls ('alculds jusqu'h, pr&ent, je feral 

une simple observation: d'ms - - ~ ,  (M' + R), le terme en I *'2 provient de 

deux sources: I ~ du terme .malogue dans ~ 2 ~ I cR;  du dernier terme 

de M diffdrentiS. Par  cou.~6quent, on a: 

(29) 7"+7"~ + r ~  = ~  

L'dquation (28) dolt avoir l i eu  identiquement. Je l'ai partag6e en trois 
lignes. Si les modules g~ et g:, sont tolls deux diffdrents de zdro, ce 
que je suppose, chadune des trois lignes dolt (~tre nulle s6par6ment, comme 
on le volt sans peine. Donc l 'un des coefficients y, y:, dolt 6tre nul. 
Donc deux catdgories de solutions s rcchercher. 
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34- L'hyl)()th6sc i" = o tondui t  ~ dcux  solutions dans l t squt l les  R 
sob t l cn t  1)at lts seules suppositions est i den t iquemtn t  z6ro. L'unc ,l 'cllts ' "' 

i" := o, r := o. En effct, d'al)r(',s (XVIII) ,  on a:  

(30) A = 2 ( ,, [, "t, l,, + ~!/,) , B : -  4rb l*" 

Lcs quantit6s B, R dtant nullcs, l '6(luation de condition (XVII) est satis- 

f a i t e  d 'ellc-mdme. 
Cctte solution, qui laisse subsister deux  arbitraire.% nous conduit  g 

l '&luation (26), d6jh, connue,  ( 'omme cela 6tait 6vidtnt .  En effet, la 
(.ivconstanct R = o, non accompngn6e de M = o, montre  que 2 cst nul,  

ct que, pqr eons6(luent , aucune  transformation n'cst n6cessairt 1)our met l rc  

l '((luation sous l't forme t h t r c h 6 t  (24). 
En fait, les 6quati(ms a - =  o, v := o donncnt  

- a ( l  + 6 3 . )  
b L . ,  c 

4 4 

ct ,  par suite, los fornudes (27)  entraincnt,  kn 1)osant 3" 5 "7 a : - = -  e,  

a == - -  2 e ,  b . . . .  3 e ,  e = - - e ,  

c m n m t  il le fallait v6rifier. 
35- La stcondc solution cst fournie par its hypoth&es  

2"---: O, a ~ O, i~ O, I'I ~ O. 

En ce cas, R et ~ [  sont tous deux nuls, et, par  sui t t  N cst nul  

aussi. C o m m t  je l'ai (,bscrv6 ddjh (n ~ 28), t 'est lc cas ,)h la courbe 

'tttachdc ~ l',3(luati,m tst  l ' intersccti(m compl6te de d t u x  surfaces du 2 d 

degrS. Tous Its coefficients sont ici ddt t rminds:  

I I 
t b - -  2 ' ; '  (: - -  - -  ~ '  d = -  o .  

(t - -  "24 �9 7 ' 

Les &luations (27) conduisent  ainsi k l '6quation 

[ 3~ 3 5 7 1 , " ( . ) _  J -= o. (3,) v,v ,s ,5 ( ( . ) , / ' +  w . q ,  

Jl eerie dquation est attach@ la courbe biqmtdr.tique. (~) 

(~) Mt;moire slur la r&h.:lion des r digk'renticllcs lindaires, pages lo 9 ct I37.  
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,It vais achever l 'application des calculs ~ cctte dquation (3I). On 
a ddji~ obse rv6  (n ~ 28) que l ' inconnue 2, en ee cas sp&'i'd, reste inddter- 

minde. EIIc es~ fournie par la settle dquation 

qui devient  

) , ' ~  2' + A), + B ~= o,  

/ / '  + A,o' :-. I~/, 

si l'on fait ), = ~ P - ' .  Or, d'aprds (30), cette dcrnidre dquation devient :  
P 

, ,  

dont  nous avons ddjl, employ6 l ' intdgrale gdndralc au n ~ 13. C c~t 

1 

l~even~lnt ~'~ l 'dquation (II), nous avons 

i f # ' 2  _ _  
,5 
3- ~ ~'(") + S x,', J 

La mdthode gdndrale consiste k t rouver  c'~# ~ par l '6quation (VII); reals, 

pour simplifier le calcul, on observe qu'ayant 

on a # ~r un coefficient numdr ique  pr6s; c'est l ' inversc de p. l. 'dquuti,m 
(VII) sert k ddterminer ce coefficient comme il suit. 

Si l 'on donne k u une valeur  qui rende 2 infini, la part ie principale 

de c~# ~, d'aprds (VII), est la mdme que cclle de 2 .  Ainsi c/:  

devient infini comme --.3): A eet infini correspond un zdro de p ou un 
4 
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infini, et le r6sidu + . i  pour 2. l)onc It@ a le r6sidu • I. D'apr6s 

cct te observation, on pourr:L m~:ttrc c/C sous In forme suivante, or w 
ddsigne un argument  arbitraire:  

Ecrivons l'expression de q/C sous une autre forme, en rempla~'ant I-5-P(u) 
3 2 - -  - 

5 ,,," I i  vient ainsi: par 8 p 

, - - ~  = ~  

Nous avons, en cons6quence, pour l '6quation du 2 d ordre cherchde: 

formulc oh 2 a la valour suivante: 

(33) 2 --- 
, 

p - - P  

36. Pour  int6grer l'6quation (32), changeons les wwiables. Prenons 

pour w~riablc inddpendante ~u; en m6me teml~s, introduisons w - - au lieu 
" 2 

de w: 

24-665007  Acta matl*ematica. 3 
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Soient aussi: 
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p'(o) 
[ p  ( U . ) - - -  p ( r  ~ 

I dto 

4~0 da 

1 
7J- 

Z ~ ( 0  ~ 

et prenons ~ pour nouvelle  inconnue.  La transfi)rmde est l 'dquation 

suivante:  

,l,/" t 6w {/,z ~ -+ 8- 

Le coefficient de ~, 6tant  ddvelopp6, d6vient: 
,, r 

2p(~) P("-) __ p~fi) p'(~bfp'(,z) _+ p'(,5'}] ] 3 

Ainsi la transformde n'est autre  que 

l TM 

, , _ 3r(  ~+,~), , ,  , {l't ~ 4 

c'est k dire, sauf le ehangemcnt  de a cn a 5-_ fl, la mdmc 6quatiol, que 

nous avons ddj~, rencontrde dcux  lois. Son intdgralc cst 

I 

Par suite, l'int6grale g6n6rale de (3 2) est: 

Z 

1 

~'~! {'" -~ ") . 

- - ; [ a  + br\ 4 l (,, 
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Prenant deux valeurs de z qui r~pondent k des signes opposds de w, les 
" 8  

multipliant en t re  el!es et par le faeteur ~ ~, on a l'int~grale y de 
l'~quation (3!) sous la fQrme" 

1 

(~)-~ ~(~)- ~(~ 
( T )  ~ ( T ) J  

i, + ~ , ( ~ ) +  o,("4 ~'~) 

Le second facteur est susceptible d'une transformation remarquable qui 
laisse apercevoir sa nature rationnelle; on a, en effet: 

I,(~) ~ (~)]~ 
L'expression de y peut donc s'Scrire: 

1 - ~ t  

~(4) 
+ ~ ( ~ ) ~ ( ~ ) ]  

Cette formule, oh w est arbitraire, ne gagne pas en gdn6ralitd ~ ce qu'on 
y laisse cette arbitraire subsister. Un facile examen permet de la r6duire 

la forme suivante: 

(34) 

Telle est la solution de l'dquation (3 I). 
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L'arbitraire w correspond k chacune dcs surfilces du :a degr6 passant 
par Ia com"bc biquadratique. Quatre de ces surfaces se r&|uiscnt k des 
cbnes. On retrouve cetle (.irconstance dans l'dquation (32), qui cesse 
d'dtrc ambigiie qmmd w e s t  unc pdriode. 

37. Toute 6quation, pour laquelle los inwMants M c t  N sour nuls, 
est une transformde de (3t). Pour qvoir la solution d'une telle 6quation, 
i l  n'y a donc qu'h trouver les vari.d)les u et y en fonction de X et Y. 
()n y qrrive qisdment par le calcul de.q invariants absolus dans (31). 

l)'aprbs les valeurs de b, c (n ~ 35), on % pour l'dquation (3t): 

1 I 
:0 r"(,),  . ~ ; -  : .  ~'"(,). 

I1 en r6sulte: 

, 
~, = ~ , , . ~ ; -  ,".~ --- ~ [ ( " ( , , ) -  r'(,,)r'"(,,)]. 

On a d'ailleurs (IX) 

on en peut tirer t;, et en conclure: 

Ss~__ I F'P'" 3 
4t; + ~- .,,--: - --, pp '~- 

En consid,Jrant les deux invariants absolus suivants tJ o .  

(3s )  

I-'2 --]- ~ (I 

s;(/: d--~_s~) _ o 
3 ,~,4 . . . .  1 ' 

on trouve ainsi: 

fO, )  o P(")P"(") . . . . . . . .  . 
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I1 en r6sulte les formules suivantes: 

369 

(36 ) 

. I I ~  
.Q (6 - -  4Q,)s + Q, 

.q__~.~ 

p ( u )  = - -  g '  
I 

g' ( 6 - -  4Q')J2 + ~ 2 

En consdquence: pour une dquation dans laquelle les invariants (IX) M e t  
N sont nuls, l'intdgrale g~,drale est une fonction algibrique des coefficients 
et sa reprgsentation par les fonctions elliptiques s'obtient ainsi: 

Au mayen des invariants absolus (35) on calcule par les formules (36) 
le module et l'argument; et l'on a pour l'intdgrale gdndrale 

3 
[p'(u)\~ 

Y = / - - r  y, 

o~ y est donn~ par la formule (34). Dana cet 6nonc6, l'dquation est suppos~e 
privde de son second terme. 

38. J 'ai  (n ~ 33) partag6 les systSmes de constantes a, b, c, d qui 
rendent identique l'6quation (28), en deux groupes: ceux qui font 6vanouir 
~-, et ceux qui font 6vanouir r3. Dans le premier de ces groupes, nous 
venons d'6tudier deux cas. Une discussion facile fait reconnaitre que ce 
groupe ne contient aucun autre systSme favorable. J 'omets ici eette 
discussion, pour abr6ger, k cause de son r6sultat n6gatif; j 'examine 
maintenant l'hypoth6se ~'3 =~ o. 

L'6galit6 (29) donne ici ~- =: - -  rl" Donc l'6vanouissement des termes 
composant la seconde ligne de (28) exige les conditions 

(37) % = % ,  L---- -&;  

puis l'6vanouissement de la premiSre ligne exige la condition double: 

cq?"- l - f l lg2- - - - - -v?2- - - - -a l (6?  ~ I  ) -d g ~ + fl~.% . 
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Les conditions sont donc, outre (37), les suivantes: 

(3 8 ) ~ ' + J ' t  = ~  6% = - - r ,  a I = 2ill. 

Mais je vais montrer que les conditions (37) sont comprises dans les rela- 
tions (38). )k cet effet, je forme, pour ce cas, l '~quation (28) par an 
calcul direqt, en substituant 2 dans la relation 

2 ' m 2 2  + A 2 +  B = o .  

D'apr6s (38 ) les valeurs de M e t  R (n ~ 33) donnent, pour 2, une 
expression tr6s-simplifi6e: 

2 = R  P' 
M p 

En tenant eompte des expressions (30) de A et B, on a ainsi: 

I ~ p f  

2 ' - - 2  ~ + A2 + B = --~-~p LOp - -  2(aF," + figs) + 4rf'~] �9 

cause de (38), la parenth6se peut s'6crire 

b ? " - -  2(a?" + fig,) + 4(alp" + fl~g,), 

et se r6duit ~ z6ro, d'apr6s les valeurs de a, a 1 , fl, fll (n ~ 33). I1 est 
donc 6tabli que les trois conditions (38) suffisent. Elles laissent subsister 
une arbitraire b, et donnent: 

( � 8 9  7( :b(b + 4 b +  C =  3 - -  4b), d - -  
a ----- - -  2--i- ' 7 

n(n + I) 
En employant les formules (27) , et d6signant 5 b + I par  2 

de la sorte, l '6quation suivante: 

(39) y~V 4(n 2 + n + 3)l ,(u)y"-- ,on(n + ,)l,'(U)y' + 3g~Y --- o. 

- - ,  on a, 

Voici donc une nouvelle ~quation dont les intdgrales sont lides par une rela- 

tion quadratique. La constante n e s t  arbitraire. 
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39. En aehevant les ealeuls, nou's allons trouver les 6quations du 
2 d ordre auxquelles se ram&ne l'6quation (39)- 

La relation II (n ~ 26) nous donne ici: 

g # ' =  (,, + =)(,,-- ,)e(u) s 9, 
8 p'(u) " 

I 
D'apr6s la valeur de 2, # ne diffSre de p-~ que par un coefficient 

constant. Nous d(~terminons ee Coefficient au moyen de la relation (VII), 
comme nous l'avons fait, dans un cas analogue, au n ~ 36, et nous trouvons 

3 g3 

Nous parvenons ainsi '~ l'6quation ambigae: 

d ' z  p ' (u)  dz  
d u  ~ "4- I*(u) d u  

5 3 ] z 

Ici nous distinguerons les 6quations donn~es par les deux signes. Pour 
le signe -t-, nous ehangerons de variable en posant 

1 

z = ~f, ~(u). 

La transform6e n'est autre que l '6quation de LAMI~: 

(40) d',] n(n -F ')l'(U)~. 
d u 2  - -  

Pour l'6quation au signe - - ,  en appelant  Zl. l 'inconnue, nous ferons 

et voici la transform~e: 

z , - -  r 

, . d~$ P" I 
(4') :?iu)~u,-- F,'(u)~u = [n(n -I- ')l*'(u) "4- -~&] ~. 

On aura, d'autre part, 

3 3 1 

y = # - ~ z z ,  = ~(,,)~. t,(u) ~,~. r (u ) - , r  = v r  
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Donc l'dquation (39) a pour" int~grales les produits des intdgrates des 
dquations (40) et (4I) entre riles. 

40. Parmi les cas oh l'on peut int~grer les ~quations (4o) et (4~), 
j'en veux d'abord signaler s part le plus intdressant, qui prdsente un 

I L'6quation (4o), caract6re singulier, C'est celui oh l'on suppose n ~ ~-. 

nous l'avons d6jk dit, a l'int6grale g6n~rale 

( ) - ~  ,, 
r = t , ' u  a +  

Quant k l'6quation (41), son int6grale que nous v6rifierons plus loin 
(n ~ 48), est: 

3 

Multipliant entre elles les int6grales y], ~ co~respondant b, 

a = i ,  b ~ o ;  a, : I ,  b I = -  O ;  

puis celles qui correspondent b, 

a : o ,  b ~ - -  x; a~ -~-'--0, b I = I; 

et ajoutant lcs deux p roduits, nous formons l'int6grale particuli6re de (39) 

t 
, 

qui suffit seule k trouver toutes les autres. En effet, la double p6riodicit~ 
des coefficients, dans l'6quation (39), montre qu'en ajoutant des p6riodes 

une intdgrale, on reproduit encore une int~grale. 
L'homog~n6it6 de l'dquation (39) permet, par le changement de u 

r cu, de supposer 

t,(u) = x + k '  x 
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L'addition des p6riodes, dans l 'int~grale ci-dessus, donne alors rint~grale 
I 

ggndrale de (39), pour n = ~-, sous la forme: (') 

y = 
A + Bsn 'u- + Cen 8[  + Ddn su 

2 2 2 

u ~ d  u an t - -  cn t n t _ 
2 2 2 

Les int6grales sont proportionnelles k quatre polyn6mes, du 4 ~=" degr6 

rapport k la variable ? ( ~ ) .  Ainsi la courbe attach2elt l'dquation par 

I 
(39)' pour n = ~ ,  est la courbe gauche unicursale du #"* degrd. Cette 

eourbe est, on le salt, l'intersection d'une surface du 2 a degr6 et d'une 
surface du 36m" degr6, qui ont en commun deux droites ne se reneontrant 

pas. La derni6re forme de l'int~grale, si ron  fait sn t~  ~ - t ,  donne 

YAt __ Y_zs _~_ Y~ Y* 
I t '  ( t  - -  t ) '  = ( t  - -  k ' t ) '  ' 

et met en 6vidence les quatre plans osculateurs stationnaires. 
4x. Voici maintenant, sur la mgme 6quation, une derni6,re remarque. 

I 
En faisant n = 2 ,  nous voyons qu'elle s'6crit: 

I f  ylV 
- -  151,(u)y" - -  :~ l,'(u)y' + 3g,Y = o. 

C'est un eas de l'6quation 

y~V 4 g Y " - -  2g'y' + Cgy "= O, 

(t) L'~quation (39) eat un cas particulier d'une ~luation int~gr~e dans mon m~moire 

bur la r~duction des ~quations diffdrentielles (page 274 et suivantes). Malheureusement, 
une faute, dana le ealeul des coefficients de eette ~quation (en haut de la page 274)~ 

faute qu'il eat aia6 de eorriger, masque la coincidence de l'6quation (39) avee eelle qui ee 
rencontre dana le m6moire eit~. 
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envisag~e au n ~ 25, adjointe de r~quation type (~4). 
actuelle est l'adjointe de r~quation (24), off l'on prend 

Ainsi t'~quation 

C2 ----- I~(u), = 3g~. 

D'apr~s ]e n ~ 25, consid6rons les dquations 

et nous aurons y----r 
D4jh, au n ~ 22, nous avons iiadiqu4 les intdgrales # et ~ .  E n  les 

employant, nous  retrouverons rint6grale y. C'est un calcul facile sur 
lequel je n e  veux pas insister. On remarquera cette consdqucnce g6om& 
r la ddveloppable, dont l'ar~le de rebroussement  est la courbe unicu.rsale 

du  4 ~"  degr~, est circonscrite d u n e  sur f iwe  du 2 d degrd. On n'aurait qu'g 
achever le calcul p~'dc4dent pour trouver l'dquation de cette seconde sur- 
face, diff~rente, bien entendu, de celle sur laquelle se trouve la courbe 
elle-rn~me. 

42. Voici un second cas de l'dquation (39) qui m4rite une mention 
spdciale; c'est le casn----- I. L'4quation est alors: 

y ~ v  2Ol~(u)y, ,  - 2o l , , (u )y ,  Jr- 3g2Y -~ o. 

L'invariant v e s t  nul. Par consequent, c'est une transform~e d'~quation 
b~ coefficients constants. 

Effectivement, les formules d u n  ~ 39 donnent ici, en supposant c = i, 
ce qui est permis: 

g # ~  - ~  �9 8 I~'(u) ' 4 l~2(u) ' 

5 
g~-- 6" 

En employant la variable x, qui attribue aux ~quations du second ordre 
la forme primitivei o n  a: 

d-u ~ 21~(u) ' dx ~ - -  +_ . z.  



Sur les invariants des dquations diff~rentieiles lin~aires du quatri~me ordre. 

Ainm, en posant 

375 

- - V 3 =  2 j ~ ( ~ ) '  

on a, pour l'6quation au signe + ,  leg int6grales e• et, pour l '6quation 
au signe - - ,  les int6grales e e2~. 

:Par suite, les intggrales y sont 

y ---- V~(u)[ae - ~  + be -~ + Ce ~ + fle3~], 

proportionnelles, comme on voit, k q u a t r e  puissances cons6cutives d'une 
mdme quantit6 e ~. L'dquation est donc un cas particulier de l '6quation 
(I3). Effectivement, c'est un cas de l 'exemple cit~ au n ~ 13. 

La quadrature, par laquelle s'obtient a, peut ~tre effectu6e comme 
il suit. 

En employant les notations usuelles 

r (u)  = - -  ~'(u) = - -  - -  d | 
du' log 6(u), 

on a la formule fondamentale: 

' r  = : ( u  + w ) -  : C u ) -  : ( w ) .  2 ~(u) --  I'(w) 

Supposant t,(w) = o, ce qui entralne ?'(w)  --- + i~g~,  on en d6duit  

+_i ~ du  __ loge ~ u + w ) _ _  + a. 
~ ( - , )  ~(~)~6(~) --  - -  

Les deux signes de a correspondent aux deux signes de w. On dgduit 
de li~ une nouvelle forme des int6grales z, et d'aprSs les notations du 

n~ 3 9 ,  

(42) ~ ~ e " ' : ( ' )~ (u  + w) 6(u) ' 

pour int6grale de l '6quation (40), savoir 

d'~ ~_ 2~(u)~. 
d ~  - -  
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On retrouve bien ainsi l'int~grale de ce cas particulier de l'6quation de 
LAM~ sous la forme habituelle d'une fonction doublement p6riodique de 
seconde esp$ce, forme adopt6e par M. HWaMIT~. 

L'6quation (4I), pour ce cas n = I, est en m6me temps intggr6e. 
Ainsi l'6quation 

, ,d'~" , d~ ( i )  
r ( U ) d ~ ~ ( u ) - d - ~ u ~ -  21*'(u) q- ~-g, r 

a l e s  deux int6grales 7] ~, obtenues en mettant dans (42), l'une ou l 'autre 
racine de I, (w) ---- o . 

43. Mentionnons encore, pour l'dquation (39), le cas n = o, dans 
lequel r6quation .(4I) pr6sente une circonstance curieuse. C'est 

- -  r ' ( u )  = 

En difl6rentiant aux deux membres, on obtient, par .disparition du facteur 
?(u), le r&ultat suivant: 

dS~ d~" 
du" - -  6r(U)du" 

La ddrivde de ~ est ainsi l'intdgrale d'une dquation de LAMI~. L'intdgrale 
de cette 6quation se pr6sentant d'elle-m6me sous la forme d'une d6rivde, 
on a imm6diatement ~': 

_ [ I"(w) .ffw)] u 
r  e t ~  + 

C,(u) 

l'argument w dtant l'une ou l'autre racine de I ,(W)-----  g~. (~) Soient 
g2 

et ~ les deux fonctions comprises dans cette formule, on a, pour 
l'6quation 

y , v _  x:t,(u)/' + 3g u = o, 

les int6grales ~ ,  ~ ,  u~,  u~.  

(t) Mdmoire sur la rdduction des dquations diffdrenlielles (page 99)- 
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44. L'6quation (40) est, int6grable quand n e s t  un nombre entier. 
I1 e n e s t  tout autant  de l'6quation (4I). Effecti'vement ses points singuliers 
s'obtiennent quand u est une p6riode, ou bien une racine de ?(u). Les 
racines de ?(u) ne fournissent pas de point singulier pour l'6quation (4o), 
ni pour l 'dquation (39); comme on a d'ailleurs y = r/~, il en r6sulte que 

reste uniforme aux environs d'une telle racine. D'autre part, quand 
u est une p6riode, l '6quation caract~ristique de (4t) a l e s  racines n et 
--(n-4-I), dont la diffdrence est impaire. Comme les coefficients de 
d ~  d~ 
du--=-, et de ~ sont des fonctions paires et celui de ~ une fonction impaire, 

la diff6rence impaire des deux racines n'entraine aucune condition sub- 
sidiaire pour l'existence d'int6grales appartenant k des exposants 6gaux 

ces raeines. Donc tes int6grales de l'6quation (41 sont des fonctions 
uniformes de la variable u, et l'on pourra, pour chaque valeur enti6re 
de n, les trouver par une m6thode analogue k celle de l '6quation de LAML 

En cons6quence, rdquation (39), que je transcris ici, 

y~" - -  4(,n 2 + n + 3)l,(u)y" - -  xon(n + ,)l,'(u)y' + 3g~Y = o 

a son intdgrale uniforme, partant est intdgrable, quand nes t  un hombre entier. 
Ce r6sultat m6rite d'dtre remarqu6, pour la raison suivante. Au 

point singulier, l '6quation caract6ristique a l e s  racines o, 6 et + (2n + I). 
Les diff6rences paires, d'apr6s la forme de l'6quation, n ' impliquent des 
int6grales appartenant  ~ des exposants 6gaux aux racines que sous le 
b~n6fice d'une condition subsidiaire. Or on n'a aucun moyen direct, ce 
me semble, de v6rifier cette condition k l'6gard des deux derni6res racines 
dont l a diff6rence est 4n + 2, tandis que, par l 'analyse pr6c6dente, on 
cst assur6 de l'existence de ces int6grales. 

45. J 'ai terrain6 l 'examen des ~pplications que j 'avais en rue de 
traiter ici; il ne me reste, pour finir ce m6moire, qu'k expliquer comment 
s'irrt6grent deux 6quations du 2 d ordro, rencontr6es dans le cours de ce 
travail,  et don~ j 'ai suppos6 connues les int6grales. 

L'6quation de LAM~ 

d~z 
(43) du---~, = [n(n + ,)l,(u) + ,',]z 

s'int6gre par les fonctions elliptiques de seeonde esp~ce dans le cas oil 
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n e s t  un nombre entier, quelle que soit d'ailleurs l 'arbitraire ~z. Elle 
a donn6 lieu, [)our ce eas, s des 6tudes dues s M. Hm~Mrr~:. Mais, en 
outre,  e l l e  est intdgrable aussi quand n e s t  la moiti6 d'un nombre entier, 
pourvu que la eonstante ~ soit convenablement choisie. Dans un tel cas, 
l 'int6grale est, en quelque sorte, plus simple qu'au cas pr6c6dent: c'est, 

C'V au faeteur F ~ prds, un polynome entier de la variable ? . Ce 

polynSme con/lent une eonstante arbitraire, et -son degr6 est 6gal s 2n. 
Deux eas de eette proposition ont dt~ utilis& dans le m~moire aetuel; 

i 3 Je vais "~tablir iei, ~ nouveau, ee r~- ee sont les e a s n - - - - -  et n = - .  
2 2 

sultat qui se trouvc d'ailleurs prouvd diff&emment dans mon m~moire 
sur la r&hlction des d(lt~alions difl~rentieUes. 

4 6 . Soient: m un nombre entier, a, b, c des eonstantes donndes, et 
A ,  B, 6', P quatre 1)olyndmes ineonnus, tous quatre du" degr5 m - -  I par 
rapport ~ une variable x. Pour fixer les id&s, nous supposerons, dans 
ehaeun des polyndmes, le eoeffieient unit5 pour le terme en x "-~. On 
peut gSndralement trouver ees quatre polyn6mes de telle softe que P, 
( x -  a)"A, ( x - - b ) ' B ,  (.r - -  c)"6', soient lids par deux relations lin&fires 
homog0nes. ' 

Effeetivement, e'est 1~ un probl~me ddtermind, les quatre polynSmes 
et les quatre eonstantes des deux relations lind:fires fournissant 4 m in- 
eonnues; tandis que les deux relations lineaires fournissent 4 m 5quations. 

Etant lids par deux relations lindaires, les quatre po!yndmes. P, 
(x--a) '~A, ( x - - b ) m B ,  ( . ~ - - c ) " C  sont les intdgrales d'une 5quation 
diff~rentielle lin~aire d u second ordre. Soient a, fl deux queleonques de 
ees polyndmes; l '6quation a" la forine 

- -  + = o .  

En prenant pour a l e  polynSme P, on voit que les degr& des coefficients 
sont, dans leur ordre respeetif, 3 m - - 3 ,  3 m - - 4 ,  3 m -  5. Si fl est le 
polynSme ( z -  a)"A, la racine a est multiple, dans ees polynSmes, aux 
ordres respeetifs ( m - - I ) ,  ( m - - 2 ) ,  ( m - - 2 ) .  Comme on peut prendre, 
au lieu de ( x ~ a ) " A ,  ehaeun des deux autres polyn6mes analogues, la 
m~me conclusion subsiste pour b e t  c. Soit done 

f ( x )  = - , ) ( x  - -  b ) ( x  - -  c ) ;  
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les trois coefficients contiennent respcctivement le facteur f(x) avec les 
exposants ( m - -  i), (li~-- 2), (91.-  2). Le facteur commun supprim6, 
on voit que le premier coefficient est f (z) .  Le second coefficient, 
avant la suppression du facteur, 6tait la ddrivde du premier, chang6e 
de signe; il se r6duit donc maintenant k - - ( m - - I ) f ' ( x ) .  Le dernier 
coefficient est du premier degr6, et peut s'6crire, on le voit aisdment, 
( 2 ~ -  I ) ( ~ -  I) 

6 f"(x) + 1~, off ]~ est une constante dont la valeur n'est pas 

imm6diatement connue. Ainsi: 

f(x) dtant un polyndme du 3 ~"" deg~.'~, on pent choisir la constante fl de 
telle manidre que rd~luation 

(44) �9 [ ] f(:r)~/'. - -  (,,, i)f'(.c)y' + _ ! ' ' -  i)(,,6 - - ' ) f " ( r )  + ,~ y = o 

ait pour intdgrale g~ndrale un polyn6me entier. 
Cette intSgrale est du degr6 ( 2 m -  I); .un.de ses cas particuliers se 

r6duit au degr6 (m i). Cette intdgrale particuli6re pent servir 
d6terminer /9. 

Effectivement l'6quation diff6rentietle fournit une relation r6currente, 
k quatre termes, entre les coefficients de l'int6grale. En formant cette 
relation, on trouvera ais6ment que l'existence d'une solution, du degr6 
( m - - i ) ,  conduit k une dquation de condition. Cette 6quation est, par 
rapport ~ l'inconnue fl, du degr6 m. Ainsi la constante fl est donnde par 
une dquation du m ~m~ degrd. 

On peut remarquer comment l'intervention de l'6quation diffdrentielle 
vient 6clairer la solution du probldme d'alg6bre, pos6 au d~but. Voici, 
en effet, la conclusion: les coefficients des polyndmes inconnus A, B, C, P 
sont fonctions enti~res de la racine d'une dquation de degrd m. 

47. L'6quation de LAMk (43), oh l'on suppose n 6gal k i a  moiti6 
d'un hombre entier, se rdduit ~ la forme (44), par un changement des 
variables. 

Soient, dans l'6quation (43), 

1 
- - m + ; -  i 

2'  r = x ,  



380 G . H .  Halphen. 

En  fa isant  usage de la f o rmu le  de dup l ica t ion :  

--:F~(-~-)l- (~) 
~('~) ~I~,(~I / ~r ' 

L ~ 2 / j  

on t rouvera ,  p o u r  la t r ans fo rmde :  

( 4 X a - - , ( ] 2 X - - q 3 ) y " - - ( " $  - I ) ( I  2 X 2 - - g ~ ) y ' - g f  - 4 [ ( 2 D ~ - -  I ) ( / - -  I ) X - - G t ] y  = O. 

C'est prdcis6ment  la f o rme  (44). Donc l'd~tuation (43), oit n est la moitid 

( ') d'un hombre entier, soir m - - - ~  , a pour int~grale g~m~,rale le loroduit de 

(~)- (~) ~" par  un poOn6me entier en I" , du degrd ( : m -  t). Un cas 

particulier de ce polyn6me se rdduit au degrd ( m -  i). L a  constante a n'est 
~pas arbi~raire; c'est la racine d'une dquatim~ de degrd m. 

P o u r  m = I, il est manifes te  que a doi t  dtre nul le .  La  t rans form6e  

est y " =  o. P o u r  m = 2, le calcul  est trSs-simple, et  m6ne  au  rdsul ta t  

que nous  avons app l iqud  au  n ~ 22;  la constante  a est + V3.q~ Il n 'y  a 
- -  2 

pas l ieu d ' e x a m i n e r  ici d ' au t res  cas. 

48. J 'a i  uti l is6 (n ~ 40) l ' in tdgrale  de l '6quat ion 

d~. " d~ 
~(~,) ~ - -  F(u)  ~ = 

On peu t  l a  vdrifier f ac i l ement  ainsi. 

~(~) - ~ 

on ob t i en t  la t ransform6e-  

Posan t  

(~)~ ~ - -  YI" 

x '  -F ~g ,z  -F -t- , , i -i-d g2 } Y - -  -1- Fg.~x -4- 

d o n t  l ' in t6grale  g~n6rale est 

( ~ ) ( ) y = a  x 3A-~.q~.~ . -g~ + b x ~A-4#~ �9 


