SUR LES FONCTIONS A UN NOMBRE FINI DE BRANCHES
DEFINIES PAR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU
PREMIER ORDRE.

Par
J. MALMQUIST

A STOCKHOLM.

Les fonctions analytiques les plus simples sont les fonctions uniformes et
les fonctions & un nombre fini de déterminations. Les fonctions les plus impor-
tantes de cette classe satisfont & des équations différentielles algébriques de forme
simple. Il est donc naturel de se poser la question d’étudier toutes les fonctions
de la classe considérée que l'on peut rencontrer par lintégration d’équations
différentielles algébriques, et en particulier le probléme suivant:

Etudier les propriétés des intégrales d’une équation différentielle algébrique
quand chaque intégrale est une fonction & n déterminations au plus.

Brior et BouQUET ont étudié ce probléme pour une équation différentielle
du premier ordre de la forme

dy
F (%’ ?/) =0,
F étant une fonction entiére et rationnelle de (%Z et de y, mais ne contenant pas

z,! et ils ont montré que, sous la condition posée, y doit étre ou bien une fonc-
tion algébrique de xz, ou bien une fontion algébrique de ¢##, ou bien une fonc-
tion algébrique de p(gx), g étant une constante.

€est M. PAINLEVE qui a abordé le probléme pour une équation différen-
tielle du premier ordre sans faire aucune supposition sur la forme de I’équation.?
Les méthodes qu’il a proposées pour la solution du probléme consistent a 'étude
de l'intégrale générale comme fonction des valeurs initiales, et il vient facilement

! Brror et Bouguer, Intégrations des équations différentielles an moyen des fonctions elliptiques
(Journal de I'’Ecole Polytechnique, t. XXI).

® Parmvrevi, Lecons de Stockholm, et Note swr les équations différentielles du premier ordre dont
Vintégrale générale w'a quun nombre fini de branches, publiée dans le livre de M. Bourrorx, Legons
sur les fonctions définies par les équations différentielles du premier ordre (Collection de mono-
graphies sur Ja théorie des fontions publiée sous la direction de M. FMILE Boret).
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au but quand il suppose que chaque intégrale admet le méme nombre de déter-
minations, sauf peut-étre certaines intégrales exceptionnelles formant un ensemble
dénombrable. Pour démontrer que les intégrales exceptionnelles forment effec-
tivement un ensemble dénombrable il a tenté deux méthodes différentes, mais il
n’a considéré que des cas particuliers, et il ne semble pas que ses méthodes puissent
donner la solution du probléme dans le cas général.

Dans le mémoire présent nous allons traiter le probléme en question par
une méthode qui est de tout autre nature de celle de M. PaiNLEVE. Nous ferons
appliquer les résultats intéressants de M. BouTrOUX concernant la croissance des
intégrales d’une équation différentielle du premier ordre!, & étudier la nature
d’une intégrale & un nombre fini de déterminations. Nous arrivons ainsi non
seulement & résoudre le probléme de M. PAINLEVE, mais aussi & fixer le caractére
de toute intégrale particuliére qui est une fonction & un nombre fini de déter-
minations. De plus, nous aurons un résultat général sur la nature de certains
points singuliers.

Pour obtenir une théorie compléte nous exposons dans le premier chapitre
les résultats de M. BouTroUX; dans le second chapitre nous les appliquons aun
probléme considéré.

La méthode s’applique & une équation différentielle d’un degré quelconque

par rapport a (dz—Z’ mais nous n’étudions pour le moment que P’équation suivante
du premier degré en Z—Z

dy __Plz,y)

I b
) dz~ Q(z.y)
P, Q étant des polynomes en =z, y.

I. Les résultats de M. Boutroux.

1. Pour étre complets nous rappelons certains résultats classiques que I’on
a obtenus pour 'équation (1) et dont nous aurons besoin dans la suite. Partons
du théoréme fondamental de CavcHy:

8i x,, y, sont des valeurs finies telles gque Q(x,, y,) = 0, il existe une seule série
de puissance de x— x, qui converge dans un certain cercle, qui satisfait ¢ I'équation
différentielle et qui se rédust a y, pour x ==z, Si Q(x, y) o0 pour |x—ux,|<r,
Pz, y) < M pour ces valeurs de x,y, la série converge au

Q(z,y)

moins pour |x — x,|<r(1—e 2M7),

|y — Yol <7 et s

! Bouvtrovx, Lecons suy les fonctions définies par les équalions différentielles dw premier ordre,
p. 39—54.
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Faisons le prolongement analytique de cette série le long d’un certain che-
min jusqu’a ce que 'on rencontre un point singulier. Soit a ce point singulier
et désignons par y la branche définie par les prolongements successives. On con-
clut facilement que I'un des cas suivants doit avoir lieu:

1) on a lim y=> avec Q{a, b) =o,

z) on a lim y= w,
F=a

3) ¥ ne tend vers aucune valeur déterminée (finie ou infinie) quand « tend
vers a.

En s’appuyant sur le théoréme de CavcHy, M. PAINLEVE a démontré le
théoréme fondamental que le troisiéme cas ne peut avoir liew que si a est un point
satisfaisant ¢ Uune des conditions suivantes:!

1)} Q(a, y) est identiquement nulle,

z) les équations P(a, y) =0, Q(a, y) = o ont une solution commune,

3) posant y=;— on aura une équation nouvelle, soit jd—§=P‘ (2, 2). on a

dz @z, 2)’

Pl(a’a 0)=0: Ql(a’ O)‘—"O,
4) 8l @ = ®» on pose x z%, et pour I’équation nouvelle, u = o doit satisfaire

a 'une des conditions précédentes.
Supposons que a soit distinet des points & en nombre fini définis par ces
conditions. Si I'on a limy==b et Q(a, b)=o0 et si y=> est racine d’ordre » de

r=a
I’équation @(a, y) = o, on démontre facilement qu’il existe une série de la forme
A 1
(@ —a)y+ B (x——a)"“),
avec P (o) = o, telle que

1
y="b+ (x—ay+'P ((x -—-a)'%‘)

1
pour une certaine détermination de (x—a)+.

. . I . . iz
Si on alim y = o, 0on posey = si Q,(a, 0) # o on aura une égalité de la

=g
forme

z=(x—a)*PB(x—a), Po)=o
Y= @—a)"P, (@—a).

d’ou

Si Q,(a, 0) =0 et si z=o0 est racine d’ordre v de I’équation @, (a, z) = o, on
aura une égalité de la forme

! ParsiLeve, Legons de Stockholm, p. 23.
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1 1
y=(—a) #B{@—a)™), $(o) o,
On peut donc énoncer le théoréme suivant:

A Uexception des points &, une intégrale quelconque de Uéquation (1) ne saurait
admetire d’autres points singuliers que des points singuliers algébriques.

Il est & remarquer que les séries rencontrées toute-a-I’heure sont parfaite-
ment déterminées par le point a et par leurs valeurs initiales pour xr=a: p. ex.

1 1
si Q(a, b)=o il existe une seulesérie b + (x —a)'+1 P ((:v — a)*;i) qui satisfait a
I'équation différentielle.
2. Abordons maintenant 'exposition des résultats de M. BouTroux. Nous
considérons d’abord I’équation suivante

() @=aoyP+a,yP“‘+---+—up,
dz
@y, 4y, - . .ap étant des fonctions rationnelles de x.

1l s’agit d’étudier la croissance des intégrales dans le voisinage d’un point
S, Pour simplifier I'écriture nous supposons que § = .

En général, il existe des points singuliers dans le voisinage de x = « pour
lesquels D'intégrale devient infini. Pour obtenir une exposition plus claire nous
considérons d’abord un cas particulier o de tels singularités n’existent pas. Plus
précisement, nous considérons une branche d’intégrale que ’on définie en partant
d’'une certaine série de puissance qui satisfait & ’équation (1') et en faisant des
prolongements analytiques de toutes les maniéres possibles le long de chemins &
lextérieur d’un certain cercle |x|=17; et nous supposons gque cette branche n’a
aucun point singulier & distance finie. La branche ne sera pas nécessairement
uniforme, un nombre fini ou une infinité de branches uniformes peuvent s’échanger
quand z tourne autour du point = w. Désignant la branche par f(x) nous
démontrons le théoréme suivant:

Théoréme A'. Il existe un nombre v tel que toute détermination de f(x) satis-
fait & Uinégalité
|/ (@) <]zl
pour tout point x & Uextérieur d’un cercle |x|= R assez grand.

Posons
is | I .
a;—x"(a£-°) + a&l) ;4_.‘.)’0,(3);40 {1==0, I,...p)

les séries étant convergentes si |v| est assez grand. Le second membre de
P’équation (1') s’écrit donc
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ypadola + a0t 4oL g fg) g0 4 4
0 *x Y ! 1y )

= X ip—ie g 4 (1),1 .)l
- XThp (a ap 4

e Jp ,l.).u (ago) 4 Wy (w, y))’
el _Si Yy Satisfait aux Condit'ions

[ylF > |afi—ate (i=1,...p)

¢ étant un nombre positif, et ¢ est un nombre positif plus petit que les nombres
et 1, p(x,y) satisfait 4 Pinégalité

lp (@, w <lz|~*

si |x| est assez grand. Supposons que ceci a lieu pour |z|>r.
Les conditions pour y sont remplies si I'on a

|yl 2 ||+
o désignant le plus grand des nombres
;(z.-—zo) (i=1,...p)

Maintenant, trois cas sont & distinguer:

1) on a |f(z)| <|z|°*¢ si |x| est assez grand,

2) on a |f(z)|>]x|o+e si Jx| est assez grand.

3) on a tant6ét l'une, tantdt Pautre inégalité dans un entourage arbitraire-
ment petit de x= .

Nous démontrons que c’est le premier cas seul qui peut avoir lieu. Consi-
dérons d’abord Ie second cas, en supposant que ’inégalité {f (z)| > [z]°** ait lieu pour
Jx|>7'. Nous allons tirer certaines conclusions qui aboutissent & une contradic-
tion, si ¢ satisfait a4 une certaine inégalité que nous écrirons dans un moment.

Soit y = P (¢ —a,) un élément de f(z), |z,| étant plus grand que r, »'. Inté-
grant ’équation

y"’g—iz zh(al + ¢ (v, ¥)
on aura
1‘7 x

—y PV Gy, m == (p— z)aff’} zhda + (p — I>/ zhop(, y)de,

ol y, = P (o).
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La premiére intégrale se calcule immédiatement. En la développant suivant
les puissances de z—z, on voit qu’elle peut s’écrire

r—x
(x——xo)x,’;’(r + (p(—z——“))
et que

@ (x——%&) <ké¢

<& <1, k étant un nombre positif indépendant de =z,, x.

x—x,
pour |——=2

[}

Nous prenons |z,| assez grand pour que &|z,| soit plus petit que |z, |—r,
|zo| —1". Si|z—w,|<é&|x,] on aura done, pour la seconde intégrale, en suppo-
sant que l'intégration soit effectuée le long d’une ligne droite

z x x
fxlwp(w)dw gfl 2o (z, )| dz| < [|xw—é|dx|<k1|xov~»—vtx—xol,

To

k, étant le plus grand des nombres (1 £ &')o—¢.
Si 'on écrit

Y@ 4 gD = (p- 1)@l (v - ) 2T+ (@, 20)
il résulte que
lpu (2, 00)] < ke + le ¢ < 2k
pl yLg 'a(oo)l 0 ,
si |a,| est choisi suffisamment grand. Comme on a, d’aprés la supposition,
{yo]>]2,l°+e on aura donc :
ly |22 > (p— 1) [a) | {o — 2, | | xo b (1 — 2ke') — |, [ lo— N +e),

Nous supposons le nombre ¢ assez petit pour que 2k¢ < 1, et en prenant
sur la circonférence

|2 — o] = h|xo |0 —lp— 2o +e),
de manidre que I'inégalité précédente s’écrit

lyl=#=1 > [ (p— 1) |af?| (1 — 2ke') — 1]l |- o= Do+,

nous supposons que 4 a une valeur fixe telle que
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h(p—1)|al|(1—- 2k&') 2 2.

Comme on a supposé dans le précédent que =z satisfait a Dinégalité
[ —a,| <&|x,], il faut que I'égalité |x — x,| = h|z,J-o—P—V{e+8 ne soit pas en
contradiction avec cette inégalité. A cet effet il suffit que ¢ satisfait & P'inégalité

—hy—(p—1)(0 + ) <1,

et que |z,| est plus grand qu’un certain nombre, qui dépend naturellement de
la valeur de A.

Si # est un point quelconque sur la circonférence |z —z,|=h|z, |~ p-D o+,
il résulte que l'on a

ly =1 > |z, |- tp=D(c+e),
d’ou
Iyl <lze|o*e.

D’aprés un théoréme de CavcHY-WEIERSTRASS on en conclut que

fyol <o)+

Or, ceci est contraire & I’hypothése, et il est donc démontré que le second des
trois cas énumérés ne peut pas avoir lieu.

Par des raisonnements analogues on démontre qu’il en est de méme du troi-
siéme cas. En effet, supposons que 'on ait |y,|> |z,[°* ¢, y, étant I'une des valeurs
de f(x) pour ==, et |z,| étant assez grand, et considérons I’élément y de f(z) qui
pour x = z, devient égal & y,. De I'inégalité |y,| > |x,|°+¢ nous pouvons conclure que
I'inégalité |yl>|x—‘|£—+—e doit avoir lieu pour |z —z,| <h|z, |0 —WP—Dle+5 gi K dé-

signe le plus grand des nombres K, (1 + ¢')o+¢, K, étant défini par Pégalité
Krr=h(p—1)la®|(x + 2ké) + 1.

On voit d’abord que la dite inégalité a lieu dans un certain entourage de
x = x,, supposons qu’elle ait lieu pour |z —a,|<eo < h|z,[—p—Nl+s  Par
. zrlete .
suite, on a Iylgt—}—{—— pour |z —zx,|<p. On en conclut que, pour ces derniéres
valeurs de xz, @(x,y) <|z|~?, si|z,| est choisi assez grand. Par suite, on peut
répéter les raisonnements qui nous ont conduits dans le cas 2) & 'inégalité
|, (z,2,)] < 2ke'. On aura done

[y <(p—1)|a@||x— 2, || 2, o (1 + 2ke') + |z, |- =N+
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<fh(p—1)|al{(1 + 2ke) + 1]|a, [P N+,
d’olt Yon conclut que

o+ ¢
MBS

Cette inégalité a donc lieu non seulement pour |z—z,|<p, mais aussi pour
|z— x,|=90, par suite, elle a lieu dans un cercle plus grand. De proche en
proche on voit qu’elle doit avoir lieu pour |x — | < h|x, |7~ P~ Do+,

Par les raisonnements du cas 2) on aboutit donc & l'inégalité |y,| <|ax,|°*+*,
qui est en contradicfion avee 'hypothése.

Par 14, le théoréme A’ est démontré, le nombre 7 étant égal & o 4 ¢; ¢ est
un nombre positif satisfaisant a la seule inégalité — 4, — (p — 1) (6 + &) < 1 écrite
plus haut.

3. Nous considérons maintenant le cas général ou il existe des points singuliers
dans le voisinage de ¥ = . Soit  un point dans le voisinage de r=o et soit

.1 i
y—(w—a) 71| —ap)
'intégrale qui a le point singulier #. Nous démontrons d’abord le théoréme suivant:

Théoréme B'. Si h est un nombre donné quelconque et si || est suffisumment
i
grand, la série P ((m*.%)"“) converge pour

lx_ x' <h Iil—/‘,o—(p——l)(o+f).
Supposons que le rayon de convergence g soit plus petit que & |z}~ -p—1)(o+o),

E{p-ﬂ
K

En raisonnant comme au n:o précédent on voit que linégalité jy|> a lieu

pour |x—Z|<g et que l'on a, pour ces mémes valeurs de z, |¢, (x, x)| < 2k¢,
i, (x, &) étant définie par I'égalité

—y= = —(p—1)al(x—z) 2 (1 + 9, (2, 2)).

4

Si Pon prend p' < o, il existe donc un nombre G (qui dépend de z,¢') tel

1
que |y|< G pour toute détermination de (x— z)P—! et pour ¢' <|z—2|<g. Or,
il existe nécessairement sur le cercle |x —|=p un point singulier z, tel que
1

lim y =0, si on choisit une certaine détermination de (» —%)?—7. Cette con-
2-51
tradiction démontre le théoréme.

Nous prenons maintenant le nombre & de maniére que i {p— 1)|al®|> 2,

et nous démontrons le théoréme suivant:
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Théoréme C'. Soit P(x—x,) lintégrale qui pour x = x, devient égale @ y,.
Si |z, | est assez grand et si la série B (x — x,) converge pous |z — x,| < h|z,|Po—p—late)
on a nécessairement |y,| <|z,}ote.

Nous prenons le nombre ¢ de maniére que h(p—1)|alf(x —2ke) >2 et
nous supposons que lon ait |y,|>|x,|°**. En raisonnant de la méme maniére
qu’au n:o précédent, on aboutit alors & I'inégalité |y,| <|z,|°+%. Cette contradiction
démontre le théoréme.

Nous avons énoncé les résultats de M. BouTRoUx sans introduire la notion
d’'une surface de RIEMANN appartenant 4 une intégrale donnée. C’est ce que
nous avons fait parce qu’il y a, en général, une certaine difficulté 4 concevoir
une telle surface. Mais si on introduit' la surface,! on peut énoncer, avec
M. BouTroUX les résultats précédents d’une maniére plus intuitive. Considérons,
pour chaque point singulier # d’une intégrale, un cercle sur la surface de Rik-
MANN, ayant le centre % et le rayon A|z[-%—(r—1(+a  On conclut facilement
du théoréme B' que deux cercles correspondants d des points singuliers x assez
éloignés n’ont aucun point commun, et on conclut du théoréme C' que linégalité
ly|Z|x|ote @ liew o Uextérieur de ces cercles si |x| est assez grand.

4. Nous étudions maintenant 1'équation générale (1). Il est permis, comme
on le sait, de supposer que les degrés p, ¢ des fonctions P, @ par rapport a y
sont liés par la relation p=gq + 2. Car si cette relation n’est pas remplie, on

obtiendra, par la substitution y =« + 2, une équation différentielle pour laquelle

elle a lieu, si « est une constante telle que P (z,a) et @(x,e) ne sont pas nulles
identiquement. »

Supposons que z=oco soit un point & et étudions la croissance des intégrales
dans le voisinage de ce point. Posons

P(x,y)=a,y? +- + ap

Qz,y)=by? + -+ bq
et

. I .
ai=xl‘(a(.°’+a‘-"—+~-), alol = o (1,=O,I,...p)
T i )

b’.=x:“i(b£o) +b$1)£+...), b <o (i=0,1,...9)

! Voir Poixcart, Bulletin de la Société Mathématique, 1883, et Acta mathematica, t. XXXI.
Acta mathematica. 36. Imprimé le 3 février 1913 39
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les séries étant convergentes si|z| est suffisamment grand. En posant
P A alo)
0 = ytglo—io (ﬁ + gz, y))

et en supposant que
fylzlzlo*e,

ol ¢ désigne le plus grand des nombres
I .
j‘;‘(li"‘lo) (t=1,...p)
i:'-(‘“i—.“o) (i=1,...9)
et ¢ un nombre positif, on voit que 'inégalité

lo (@, p)<|ei-*

a lieu si x| est assez grand, ¢ étant un nombre positif plus petit que les nom-
bres ¢, 1.

L’équation Q(x,y) = o donne, dans le voisinage de x = o un certain nombre
q' de séries

it (_L)
B =z P \x V| (i=1,...q).

¢ \ . cpps .
Nous posons y =i + o et nous aurons pour z une équation différentielle

de la forme

Aoj2P + - + apj
brv]-qu—"i + -+ by’

&'&
EREN)

si »; désigne 'ordre de multiplicité de la racine g de I'équation @ (x, y)=o
pour une valeur quelconque de z. Posons

1
a,-j=x2ij(az(,;)+af_})x S ), a'(_;);eo (t=o0, I,...]))
_ 1
b,—,:xusi(bg).g.b{.})x Wiy ), b <o (i=w,...9)

les séries étant convergentes si |z| est suffisamment grand.
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Ecrivons 'équation différentielle pour z sous la forme

dz wid2 hoj—ity i a( )
J viJ 9 2z
¥_21 x J l( ).+(p,~(x, )

1‘j}

et supposons que
.+ .
|22 2[%™ 9,
out o; désigne le plus grand des nombres

Hhii—hy) (i=1,...p)

i_vj(.u,-j—y,jj) (f=wvi+1,...9)

et & un nombre positif. Si ¢ est un nombre positif plus petit que les nombres
& et 1, on voit que Iinégalité
lgi(z, 2)| <|2f*

a lieu si |x| est suffisamment grand.

Cela posé, considérons d’abord une branche d’intégrale y définie par pro-
longement analytique dans un certain domaine |z|>r, dans lequel les conver-
gences et les inégalités précédentes ont lieun, et satisfaisant & la condition que
les égalités y =4V (x) n’ont aucune racine a distance finie. La branche z

définie par I'égalité y = g + E n’a donc aucun point singulier & distance finie.

Rapportons nous & la démonstration du n:o 2 en partant de I’équation

Az opo ey O
d—x=211 x vjd b(ol) + ¢j(x:2)

‘”i]
et en supposant que le nombre ¢ satisfait a I'inégalité
— (Aoj —tngs) —(vj + 1) {0j + &) < 1.
On obtiendra facilement le théoréme suivant:

Théoréme A. Pour tout point x o Uextérieur d'un cercle |z|=r de rayon
assez grand on a

<|=|%*% (G=1,...¢),

I
YT

ces inégalités ayant liew pour toute détermination de y et de 3.
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Considérons maintenant l'intégrale (x —)~! P (x — %) qui pour x = x devient
égale & «, et l'intégrale

1

A (<z—5c>

-
+1 =

y=p9+ (z —z) , Fil0)# 0
qui pour x =z devient égale & p® = ) (z), et posons
1 L
— g —\vi+1
g:IW=(x——x) H‘Bi((x-—x) * )
Si le nombre ¢ satisfait 4 I'inégalité
— (A —u,)— (0 + &) <1,

on démontre comme au n:o 3 le théoréme suivant:

Théoréme B*. Si h est un nombre donné quelconque et si || est suffisamment
grand, la série P(x—1x) converge pour

|2 —z| < h|z|-to—red—to+0)

1
et la série ‘B,-((x—i)v”l) pour

|z — 7| < h|a|™ Goimrsi) =it DG+ a),

En effet, supposons p.ex. que le rayon de convergence ¢ de y = (x — x)~ 1P (x —x)
soit plus petit que h|z|~ (o~ —(c+8  Pour |x— z|<¢ on aura

(o) _ . _
=% (z—z) T (1 + §, (, %))

avec |¢, (x,z)|<2ke. Si on prend ¢ <p il existe donc un nombre G tel que
ly] < @ pour ¢' <]z—2z|<p.
De plus on aura pour |z —z|<o¢

al®)

I5I6+t

l?/l) h—(I+2k€')’

par suite
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1Q (z, )| > 1Bz }ely]e (1 — |2})

I
> L lizielyle,

si || est assez grand.
Or, il existe nécessairement sur la circonférence |o—&|=p un point r,
tel que l'on ait ou bien lim y==ow, ou bien lim @ (x,y)=0. Cette contra-

E-J x—z

diction démontre le théoréme pour la série ‘]S(x-é:). De la méme maniére

(x——:?:)”‘l”).

on le démontre pour P;
(0)

b(a) >2,

Prenons maintenant les nombres 4, b; de maniére que A BN 2, hi{ri+1)

b(o)
et soit y =P (x —x,) I'intégrale qui pour z =z, devient égale a y,, @ (z,, y,) étant

différent de zéro. Posons de plus = P& (r—z,) en chosissant une certaine

I
y—po

détermination de . On démontre comme au n:o 3 le théoréme suivant:

Théoréme C*. 8i |z,| est assez grand et si la série P (x —x,) converge pour
| @ — 20| < b| @, |- Vo= 10~ o+ ), on g nécessasrement |y, | <|x,|°+ ¢, 8ila série PO (x — x,)

—(rg+1)(0;+ &)

converge pour | — x| < hilm, [ (") e ona <|aofei* i

—P’"’ (%)
Il importe pour le suivant de choisir les nombres ¢, ¢ de maniére que tous
les exposants

—(Ag—tty) — (0 + &), — (Aoi — Uu;5) — (vi + 1) (00 + &)

deviennent égals. Si ¢/ désigne le plus grand nombre que ’on peut obtenir de
cette maniére, et si &' désigne le plus grand des nombres %, %;, on peut énoncer,
au lieu des théorémes B*, C*, les théorémes suivants qui sont un peu moins précis,
mais se prétent mieux pour les applications:

Théoréme B. Si & est un nmombre positif donné quelconque et si |z| est
1

)1 +1

suffisamment grand, les séries P(x— z), B (( ) convergent pour

|#—z| < hjz]”.
Théoréme C. Si |z,| est assez grand et si la série P(xr—x,) converge pour
|z — x| < H %", on a nécessairement |y,|<|x,|°+=. Sila série P& (x — x,) converge

A EA LA

—_—_d&I ——
Yo— ﬂ(i) (@)=

pour | & — x| < h'|2y|¥, on a
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Introduisons maintenant une surface de RIEMANN appartenant a une intégrale
donnée, et considérons pour chaque podle = un cercle ayant le centre z et le
rayon A'|z|”. On voit que deux cercles correspondant d des piles x assez éloignés
n’ont aucun point commun, et que Uon a une inégalité de la forme |y| <|x|* pour tout
point assez éloigné situé & Uextérieur de ces cercles.

Le nombre r s’obtient de la maniére suivante. Si z est un point critique
algébrique tel que y — ¥ s’annule pour z =z, on a, pour |x —z|<A'|z|", une
égalité de la forme

s alo) I PRI
—(y— B9 = (4 1) i (20— 2) £

vit

I+ ¢3(x75))

avee |p;(x,x)| < 2ke’. Par suite, on aura une inégalité de la forme
lyl<l=]™

a l'intérieur du cercle considéré. Le nombre v est le plus grand des nombres
o+e ri(i=1,...¢).

. . . . I .

On aura facilement un énoncé analogue pour les quotients g— g mais

nous n’y insistons pas.

II. Etude Q’une intégrale particuliere a un nombre fini de déterminations.

5. Nous appliquons maintenant les résultats précédents a P'étude d’une
intégrale de 1’équation (1) qui satisfait & la condition suivante: si z, est un point
quelconque, il n’existe qu’'un nombre fini de séries de puissance de » — z,
qui appartiennent & l'intégrale considérée. On voit facilément que ce nombre
est le méme pour tout point z, qui n’est pas un point singulier de l'intégrale.
Nous le désignons par m. On dit que lintégrale considérée est une fonction a m
déterminations.

Nous commengons par 1'étude d’une fonction uniforme qui satisfait & 'équa-
tion (1). Pour une telle fonction, M. PETROvVITCH a8 démontré certains résultats
intéressants:! supposons que l’on a fait au besoin une transformation linéaire

y=c+ %, de maniére que les degrés p, ¢ des fonctions P, @ par rapport a y

sont liés par la relation p=gq + 2; alors, si I’équation @(x,y)—o0 en y a au
moins trois racines distinctes, toute intégrale uniforme est une fonction rationnelle.
Si I’équation @ (x,y) = o n’a que deux racines distinctes, il ne peut y avoir deux
inlégrales uniformes qui soient des transcendantes distinctes. Enfin, si 'équation

! Voir E. Picarp, Traité d’Analyse, t. 111, p. 356.



Sur les fonctions définies par les équations différentielles du premier ordre. 311

Q (x,y) =0 n’a qu’une seule racine, I ne peut y avoir plus de deux intégrales uni-
formes qui soient des transcendantes distinctes. Si @ (z,y) est indépendante de y,
on a une équation de Riccarti, et alors il ne peut y avoir plus de trois intégrales
transcendantes distinctes. A I’aide du théoréme A nous démontrons mainte-
nant le théoréme suivant:

Théoréme 1. S: P’équation (1) n’est pas une équation de Riccali, toute intégrale
uniforme est une fonction rationnelle.

Soit y = f(x) une fonction uniforme qui satisfait a '’équation (1). A Dlex-
ception des points &, cette fonction n’a d’autres points singuliers que des pdles.

3

. . I . - . -
Il est facile & voir que ~——— est une fonction uniforme qui n’a avcun point

Q(z,y)
singulier en dehors des points §. En effet, si & est un pole de f(x) c’est un zéro

de m, et si z, est un point régulier de f(x) on a nécessairement @ (z,, f (x,)) =0,
dy

car dans le cas contraire on aurait -~ = o« pour z =x,, les expressions P (z,, f(x,)),

dx
@ (x,, f (x,)) ne pouvant pas étre nulles en méme temps si z, est différent des points &.
En s’appuyant sur le théoréme de LAURENT on aura done, dans le voisinage
d’un point §,

Q(;,y)?G(zig) + Pz —15),

G (u) étant une fonction entiére de u. Or, il résulte du théoréme A qu’il
existe un nombre ¢ tel que

<|z—§le

_r
Q(z,y)
pour tout point z dans un certain voisinage de £. Par suite, si ¢>0 on aura
|G ()] <[]0+

pour toute valeur de u assez grande en valeur absolue. D’aprés un théoréme
connu il en résulte que G (u) se réduit & un polynome.

Tl est donc démontré que ~—— n’a d’autres points singuliers que des pdles,

Qlz,y)
c'est donc une fonction rationnelle. Par suite, f(x) est une fonction algébrique;
comme elle est uniforme elle est donc rationnelle.
6. Nous étudions maintenant une intégrale & un nombre de déterminations
qui est plus grand que 1. Nous considérons d’abord I'équation (1') (voir p. 300),
et nous démontrons le théoréme suivant:
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Théoréme 2'. Si I'équation (1') ne se transforme pas ¢ une équation de Riccati

(—ii=az2+bz+c
dz

par une transformation de la forme

Y BT 4 B
Y PR L Gyt TP

2 =

les coefficients a, b, ¢, «,,... s, Bp,...Bn élant des fonctions rationnelles de x, toute
intégrale & un nombre fini de déterminations est nécessairement une fonction algébrique.

Ce théoréme sera démontré par une démonstration indirecte: en ne faisant
& priori aucune supposition sur la forme de I’équation différentielle, nous partons
de la supposition, qu’il existe une intégrale transcendante & un nombre fini de
déterminations, et nous en conclurons que Péquation se transforme nécessairement
a une équation de Riccarr de la maniére indiquée.

Soit donc f(x) une intégrale transcendante & un nombre fini m de déter-
minations. 11 est évidemment permis de supposer que p>2z. Alors, il existe
nécessairement une infinité de points singuliers de f(z). En effet, & 'aide du
théoréme A' on démontre, comme au n:o précédent, que toute intégrale & un
nombre fini de branches et & un nombre fini de points singuliers est nécessaire-
ment une fonction algébrique.

Les points singuliers distincts des points & sont des points critiques algé-
briques. Il importe de former des expressions symétriques de certaines déter-
minations de f(x) en nombre aussi petit que possible de maniére que ces
expressions définissent des fonctions qui sont uniformes au voisinage des dits
points singuliers. On parvient & ce but de la maniére suivante. Soienty,,...ym
m déterminations de f(x) (m séries de puissances d’une méme différence z — x,).
On démontre facilement qu’elles se répartissent en groupes & un méme nombre
n' d’éléments de la maniére suivante: on peut venir d’un élément & un autre
appartenant & un méme groupe par prolongement analytique le long d’un chemin
fermé qui ne tourne autour d’aucun point £,! mais on ne peut pas venir de
cette maniére d’un élément y, & un autre élément y; qui n’appartient pas au
groupe de y,. On dit que les éléments d’'un méme groupe se permutent autour
des points singuliers de f(x) distincts des points £. On voit facilement que le
nombre n' est le méme pour tout systéme de m déterminations de f(x).

! On dit qu'un chemin fermé ne tourne pas autour du point @, si I'on peut le réduire a
un point par’ déformation continue sans qu'il passe par le point a {cf. la Note citée de M.
PANLEVE, p. 147).
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Si l'on prend certains points singuliers &' de f(z) en nombre fini distincts
des points &, et si I'on suppose que les chemins fermés ne tournent non plus
autour de ces points &', on pourrait obtenir une valeur plus petite de n'. Nous
désignons par n le plus petit nombre que ’'on peut obtenir en ajoutant de cette
mani¢re aux points § un nombre fini de points singuliers de f(z). A chaque
point z, distinct des points & et des points singuliers de f(x) correspond donc
un certain nombre de groupes & n éléments en lesquels se répartissent les séries
de puissance de z—z, appartenant & f(x), les éléments d'un méme groupe se
permutant autour des points singuliers de f(z) qui sont distincts des points §
et d’un nombre fini d’autres points choisis arbitrairement.

Supposons que les groupes sont

Yise-oYn,
Ynt1,.--Y2n,

Ym—n4+1;---Ym,

et considérons les fonctions symétriques élémentaires f,(y,,...¥n) (v =1,...10)
de y,,...y, ainsi que fy (Yn+1,---Yon)y---fo Um—n+1,---Ym) (W=1,...n). Les
expressions f, (¥,,...Yn), [ (Yn41,---Y2n)s---F» (Ym—n+1,...Ym) définissent des
éléments d’une méme fonction f, (z). Il est facile & voir que cette fonction n’a,
en dehors des points £ et des points singuliers ajoutés & ces points, d’autres
points singuliers que des pdles, ce que nous exprimons plus briévement en disant
que f,(x) est de caractére rationnelle en dehors des points £ et des points ajoutés.

En effet, prenons z distinct des points & et des points ajoutés et considérons les

1 1
. . . , . -\ p—1 —\p—1
deux cas suivants: 1:0il n’existe aucune série de la forme (x —z) #~'P ((dﬂ —z)P )

qui appartient & f(x), 2:0 il existe une telle série. Dans le premier cas le point
x est un point régulier de toutes les fonctions f, (x). Dans le second cas, les
P—1 déterminations de la série en question et certaines séries de puissance de
#—2z en nombre de n—p + 1 constituent un systéme de n déterminations de
f(x) qui se permutent autour des points singuliers distincts des points & et des
points. ajoutés; la »%®me expression symétrique de ces n déterminations, qui
définit une branche de f,(x), s’écrit sous la forme

a1, o — 51,

ou les puissances fractionnaires disparaissent. On voit donc que z est au plus
un pdle de f, (z).

Acta mathematica. 36. Imprimé le 3 février 1813, 40
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Si » < p—1 les puissances négatives disparaissent. Les fonctions f, (x),...fp—2(x)
n’ont donc aucun point singulier en dehors des points §. Cette remarque et les
théorémes B', C' nous permettrons de démontrer la proposition suivante:

Les fonctions f,(x), ... fp—2(x) sont des fonctions algébrigques.

Nous supposons que = o soit un point { et nous démontrons qu'il existe
un nombre G tel que l'inégalité

\fe @) < @lxl"te* 2

a lieu pour tout point x assez éloigné.

Prenons a cet effet le point z, assez éloigné distinct des points singuliers de
f(z), soient P, (x —=z,) (v=1,...7) n éléments de f(x) qui se permutent autour
des points singuliers distincts des points £ et des points ajoutés et posons
Ir(Br(@—2), ... Pr(—2,)) = PNz —x,) (v =1, ... p—2).

Nous cherchons d’abord le nombre maximum de points singuliers que 'on
peut rencontrer en prolongeant les séries P, (x—x,) (v=1,...n) dans le cercle

|x_x°|<4_(_’E_pi_?’.1i}lh|xo|—zo—-(p—n(a+e)_

Supposons qu’il existe un point singulier z de P, (z —=,) dans ce cercle. Dans
le voisinage de Z on aura donc

1

1
By(z—z) =(z—Z) 7P ((x ——5)‘:‘)-

Il résulte du théoréme B’ que la série au second membre converge pour

[z — ‘:&|<———-——8(n Rl I)k|5|-zo-(p—n (@+e
p—I1I

si |Z| est assez grand. Par suite, elle converge dans le cercie considéré tout-a-
Pheure si |z,| est assez grand. En prolongeant la série P,(z —z,) dans ce
cercle on ne peut donc rencontrer aucun point singulier autre que z. Or,
nous savons que p—r1 des séries P,(x —=z,) (v =1,...n) admettent le point
singulier . On voit donc que le nombre des points singuliers que I’on rencontre

. 3 ’ I3 4 ) n

en prolongeant ces séries dans le cercle considéré est au plus égal a p—1
On en conclut qu’il existe dans ce cercle une couronne circulaire de centre z, et

de largueur 4h|z,[~%—(—1(s+9 qui ne contient aucun des dits points singuliers.
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Prenons un point @, sur la circonférence de centre z, dont le rayon est la valeur
moyenne des deux rayons de la couronne. Le cercle jz — z,|< 2 k|2, |~ %—P—D e+
ne contient donc aucun des points singuliers considérés. Par suite, en prolonge-
ant les séries P,(r—=z,) (v=1,...n) le long d’un chemin de z, & z, & l'intérieur
n —1I . (e
du cercle |z — z,| <4—(—;+—731——)k|x0|—’°—‘ﬂ—1) (s + 9 on obtiendra n séries P, (r—=,)
(v=1,...n) qui convergent pour |z— z,|<zh|x,|-%—r—D+a,  Elles conver-
gent donc pour |r—ux,|<h|z |-h—(P—Dis+a si Pon a choisi z, assez éloigné, et
il résulte maintenant du théoréme C' que

[B. (0) ||z, Pte (v=1,...0).

Si |x,| est assez grand, il résulte de la supposition que les séries P (x — z,)
(v=1,...p—2) convergent pour |z —=z,|<|x,—2z,|. On peut donc écrire

[P (2, —5,)|L (Z)|x1|v(o+e) (v=1,...p—2)

et ces inégalités ont lieu pour tout point z, de la circonférence considérée. Si
Pon introduit x, au lieu de x, dans les seconds membres on aura des inégalités
de la forme

[BY (, — )| < glao|*to*+® (v=1,...p—2)

ol g désigne un certain nombre qui dépend de z, mais pas de z, et qui reste,
comme on le voit facilement, plus petit qu'un certain nombre G quand z, tend
vers l'infini.

Comme les derniéres inégalités ont lieu sur toute une circonférence de centre
Z,, on aura aussi

[BP(0)| < Gla,|to+9 (v=1,...p—2).

Comme x, est un point quelconque distinct de certains points isolés (points
singuliers de f(z)) on aura donc

@) <@laliera (v=1,...p—2)

pour tout point z assez éloigné et pour toute détermination de f,(x).

Comme les fonctions f,(z) ont un nombre fini de déterminations on peut
maintenant démontrer, comme au n:o précédent, que le point x— o est au plus
un point singulier algébrique pour les fonctions f, (), ...fs—2 (), et il est donc
démontré que c’est fonctions n’ont d’autres points singuliers que des points



316 J. Malmquist.

singuliers algébriques. Comme elles ont un nombre fini de branches elles sont
donc des fonctions algébriques.

7. Nous étudions ensuite les fonctions fp_1(z},...fn(2). A cet effet,
nous déduisons d’abord un systéme d’équations différentielles pour f, (z), ... fn ().

Soit z, un point distinct des points & et considérons n séries de puissance
de x—uz,: y,,...Yn qui satisfont & 'équation (1) (certaines de ces séries pouvant
étre identiques). Désignons par z,, ...z, les fonctions symétriques élémentaires
de y,,...ys. En dérivant 'équation

Yyl -t z=o,

ol y désigne l'une quelconque des séries y,,...yn, et en s’appuyant sur l'équa-
tion (1') on obtiendra

(Y™ + (n— )2, g™ + -+ 20-1) (@0y? + - + ap)

Ajoutons & cette équation I'équation suivante
(Bl.'/"—1 + e+ Bp)(yn tz iy 4+ Zn)=o0,

B,,...B, étant déterminés de maniére que 'on obtienne une équation de degré
n —1. Cette équation de degré n — 1 aura la forme

7n
2(21: Bp+ -+ zugpa By + Ay =0,

ywml

dz,
Ay=(rn—v+1)apz,+ - +(M—v—p+1)A24p1 + d—;—

(v=1,...n)

et z,=0 si v>n. Elle est remplie pour y=1y,, ...y =ya, et si certaines de ces
séries sont identiques, la somme des ordres de multiplicité de ses racines est égale
a n. Par suite, elle se réduit & une identité et on aura donc les équations sui-
vantes ’

2,Bp+ -+ 2yypaB, + Av=0 (r=1,...10).

On voit de suite que B,,... By, B, + (p— 1)@, 2p— s'écrivent comme des
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fonctions entiéres et rationnelles de a,, a,,...ap, 2,,...2p—2. Les derniéres équa-
tions peuvent donc s’écrire, si ’on introduit les expressions pour 4,,...4,:

dz, N G .
(2) %l=—(p—1)a.ozp~1zv + Zaf:’z,‘ + ™,
fm=p—1
(r=1,...n)

les coefficients afy), o étant des fonctions entiéres et rationnelles de a,,a,,
e ilpy 2, .. .2p—. Cest le systéme d’équations différentielles que nous voulions
obtenir.
Inversement, si z,,...2, est une solution quelconque du systéme (z), toute
golution de I’équation
yY*+ 2y 4 -+ zp=o0

A 7

satistait & DI'équation différentielle (1'). Car soient ¥, ...y les valeurs pour
x=1x, de ces solutions. Les fonctions symétriques élémentaires des intégrales
de (') correspondant aux valeurs initiales y{,...y{® pour z =z, constituent
une solution du systéme (z) correspondant a des valeurs initiales pour z =z,
égales aux valeurs pour z =z, de 2,,...2,. Cette solution est donc identique &
la solution z,,...2,, ce qui démontre notre assertion.

8. Pour préparer I'étude des fonctions fp—(z),...fs(x) dans le cas de n
quelconque nous étudions d’abord quelques cas particuliers. Afin d’avoir des
valeurs aussi petites que possibles de n nous considérons 1’équation

d
(x'") d—?;=aoy5+aly’+a,y+a3
pour laquelle p=3 (pour p quelconque on a n>p — 1), et nous étudions les cas

n=2,3, 4
Pour ces valeurs de n le systéme (3) s’écrit

_(&_._( a,—2a 3,8 2
dm‘“ 2a, 3 ozl)zz+a’ozx“alzx +azzl“2a3
n=2<dz
2
dx:"_'zaoz:+(aoz:_a|zx+2a2)zz‘—a321
( dz,
iz =302 + (28, —38,2,)2, + a,2' —a,2 +a,2, — 30,
dz,
n=3 d*—x=-—2aoz§+(3a,—a,,zl)z3+(a(,zj—a,z,+2a2)z2-——2asz,
%—:—zazz +(ap2i—a,z, +30,)2,—a,z
dx 02273 0% 1% T 383)%, 3%,
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%=3aoz3 +(2a,—3a,2,)2, + @2} —a,z] + a,2,—4a,

g%=—2aozi +4a,2, + (38, —@o2)) 23 + (@2° —a,2, + 28,)2,— 30,7,
n=4

%=—~2aozzza + (40, —a,2)z, +(a,2] —a,2, + 3a;)2,— 20,2,

g%—*——zaoz,z‘ + (@2t —ay 2, + 4a;) 2,— a3 2,

Etudions d’abord le cas n = 2. La fonction f, (z) est une fonction algébrique.
Au contraire, f,(x) est nécessairement transcendante, sinon f(x) serait algébrique.
Si z,, z, sont des éléments de f, (), f,(x) resp., la premiére équation du systéme
(2) doit donec étre indépendante de z,, par suite

2a,
z, =>21,
3a,

dz
“r=a 2 —a,2? + a,z,—2ay,

dx

ce qui donne une équation de conditon pour a,, a,, @,, a;. Si cette condition

s

est remplie, le systéme (2) se réduit pour z, = zgi a la seconde équation seule:
o

dz,
(—i—x-==——2a0z: + (@, 2} —a,z, + 2a,)2,—a,y2,.
Par suite, si 'on pose z,= —z on aura le résultat suivant:

Si z est une solution quelconque de ’équation de Riccari
dz . .
dy = 202 + (@g2] —a,z, + 2a,)2 + a,z,

toute solution de 1’équation
Y ruy=z

satisfait & I’équation différentielle (1").

Par la, le théordme 2’ est démontré dans le cas n = 2.

Cest ce cas qui a été étudié par M. PaiNLevE dans la Note citée. On voit
comment la démonstration précédente est plus simple que celle de M. PAINLEVE.
Pour Péquation générale (1) la démonstration devient un peu plus compliquée,
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mais la complication est principalement de nature formelle, comme nous allons
le voir dans le n:o 12.

Considérons maintenant le cas n=23. La fonction f, (r) est toujours une
fonction algébrique, mais f,(x) et f,(x) ne sont pas toutes deux des fonctions
algébriques. Si z, 2,, z, sont des éléments des fonctions f, (), f, (z), f,(x) resp.,
la premiére équation du systéme (2) donne pour z, une expression linéaire de z,
dont les coefficients sont des éléments de fonctions algébriques. Il est donc im-
possible que },{(x) soit une fonction algébrique. Au contraire, /,(z) pourrait étre
une fonction algébrique; a cet effet il faut que z1=33%, 2z, = —-2%‘- Ce cas se

9 (4
traite facilement comme le cas n =2: la premiére et la troisiéme équation du sys-
téme (z) donnent deux équations de conditions pour a,, a,, ,, a, et, si ces condi-
tions sont remplies, le systéme se réduit pour z, = 2%, 2y == — ;? 4 la seconde équa-
0 (]
tion seule, qui est une équation de Riccarr.
@,

2 . . . ;
Supposons que z, # =~'. Nous introduisons I’expression de z; donnée par
3 a,

la premiére équation du systéme (2) dans les deux autres équations. Nous aurons
deux équations de la forme

dz

d—x’ =—20,2) +taz, + 8,
o, 8 étant des expressions rationnelles de a,, a,, a,, a,, 2, et leurs dérivées. Ces
deux équations doivent &tre identiques car dans le cas contraire on aurait, en les
retranchant 'une de 'autre, pour 2, un élément d’une fonction algébrique. Par
suite, nous aurons deux équations différentielles pour z,. Par des calculs, qui sont
trés longues, on peut déduire de ces équations une équation de condition pour
@y, 4y, 4,, @; et pour z, une expression rationnelle de a,, a,, a,, a; et leurs déri-
vées, soit 3, =y.1 Si la dite condition est remplie, le systéme (2) se réduit pour

\ , . dz . \
z,=y & la seule équation (—i?’=—2a, 2} + az, + # écrite plus haut et & une
équation z,=4dz, + ¢, d, ¢ étant des expressions de la méme forme que a, 3, .
Par suite, nous aurons le résultat suivant qui démontre le théoréme z':
Si z est une solution quelconque de I'équation de RiccaTr

dz

b 2 —
dz = 2%? +az—f

! Nous n'essayons pas d'effectuer les calculs, car un raisonnement de M. PAINLEVE, que
nous allons reproduire dans le cas général, montre que £, doit étre une fonction rationnelle.
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toute solution de I’'équation

yvrry'te
y+d

satisfait & 1’équation différentielle (1").
Considérons maintenant le cas n=4. Si z,, 2,, 25, 2, sont des éléments des

fonctions f, (), f, (%), f,(z), f,(z) resp., la premiére équation du systéme (2) donne

pour z, une expression linéaire de z, dont les coefficients sont des éléments de

fonctions algébriques. En mettant cette expression dans les deux équations sui-

vantes du méme systéme on trouve

dz,

48,2, =2a,2} + da:z +az, + 4,

dz
(Ioal—3a0u)zl=3u(2a0z:+z;g)+al 22 + ﬂl'

. 2a . .
ou u=z— 5a—' et «, 8, a,, 8, sont des expressions rationnelles de a,, a,, @,, a5, 2,

0
et de leurs dérivées. En multipliant la premiére de ces équations par 3u et

retranchant de la seconde on aura

(2a,—3a,u)2, =a;2, + §,.

. za . .
Si u = ==! on aura donc pour z, et z, des expressions linéaires de z,, et
aO
on peut ensuite raisonner comme dans le cas n = 3.

. . . za .
Mais nous devons aussi étudier le cas u == E‘. Alors, on a nécessairement
[}

«, =0 car dans le cas contraire on aurait pour z,, et par suite aussi pour z,, z,
(en vertu des deux premiéres équations du systéme (2)), un élément d’une fonc-

. - . du
tion algébrique. On trouve facilement que o, = dz % ut + a,ut—a,u + 24a,,
et on aura donc

du
CE=aou5—a,u2 +a,u —2a,,

ce qui donne une équation de condition pour a,, @,, @,, @;. On voit que c’est
la condition qui caractérisait le cas n = 2. L’équation (1") doit donc se trans-
former & I'équation de Riccat:

z
Er—zaoz’—i- (@out—a,u+z2a,)z + a,u
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par la transformation
Y4+ uy =z.

Or, on voit immédiatement que tous les points singuliers de cette équation de
Riccarr sont des points §. Par suite, toute intégrale de (1") admet au plus deux
déterminations permutables autour des points singuliers distincts des points &,
ce qui est contre I’hypothése n=4. II est donc impossible que 'on ait u=§%-
0

Par suite, le théoréme 2' est démontré pour n = 4.
Faisons une remarque d’un certain intérét se rapportant au cas étudié

) . 2a . . . .
tout-a-Pheure. Il résulte que le cas u == a lieu effectivement si n =2, si’on

Qo
part de quatre déterminations y,, y,, ¥, ¥; de f(z), y, et y, d’une part et y,,¥,
d’autre part se permutant autour des points singuliers distincts des points &, et
i 2y, 2,,2;,2, sont les expressions symétriques de y,, ¥,, ¥s» ¥, Comme 2z, =2u
on voit facilement que le systéme (2) se réduit & I'équation linéaire

zy=1uz,—ud

et au systéme suivant d’équations différentielles

dt
JEI:“ — 28,81 + (@, ut — a,u + 2a,) 8, + 4a,t, —2a,u,

at
352= —2a,t,t, + 2(a,ut —a,u + 2a,)t, —asut,,

ou nous avons posé
L=z,—ub t,=2,.
Par suite, si ¢,, ¢, est une solution de ce systéme, toute solution de I’équation
vrtouy+ (G +ulytut,ytt,=o

satisfait & I'’équation (1"). On voit le sens de ce résultat si 'on introduit les
racines v,, v, de I’équation

v+iv+it,=o0.
Alors, 'équation algébrique en y s’écrit

(W* + uy —v)(y* + uy—v,) =o.
Acta mathematica, 36, Imprimé le 4 février 1913. 41



322 J. Malmquist.

De plus, le systéme différentiel pour ¢, f, est le systéme différentiel pour les
fonctions symétriques de deux solutions v,, ¢, de I'équation de RiccaTi

dv
dz =2a,v? + (@, u?—a,u + 2a,)v + a,u.

Par suite, le résultat énoncé tout-a-heure dit simplement que toute solution de
Péquation

(¥* + uy—o){y* +uy—v,)=o0

satisfait & P'équation (1) si v,, v, sont deux intégrales de cette équation de
Ricearr.

On retrouve, en étudiant le cas de n quelconque, la nécessité d’étudier la
supposition que le systéme (2) ne se réduise pas & une seule équation différen-
tielle. Pour » = 4 nous avons vu que cette supposition entraine I'égalité n = 2,
et la démonstration était essentiellement basée de ce que les calculs, dans le cas
n=2, étaient trés simples. Pour n quelconque les calculs devient trés compli-
qués; c’est pourquoi nous devons trouver alors une autre démonstration.

9. Dans Pétude suivante des fonctions f,_;(x), ... fn(z) nous désignons par
Yi» - - . Yn n déterminations — séries de puissance d’une méme différence z— ,,
ou #, est différent des points & et des points ajoutés — de f(x) qui se permu-
tent autour des points singuliers distincts des points & et des points ajoutés,
par z,,...2z, les séries définies par les expressions symétriques de y,, ... yn €t
par o), @) les séries que I'on obtient en posant 2z, =7,,...2, 2 =2, » dans les
expressions o), o™,

Il résulte de la proposition démontrée au n:o 6 que o, ) sont des éléments
de fonctions algébriques.

Introduisons dans le systéme (2) z, =2,,...2, =2.. Les p-—2 premiéres
équations donnent des relations linéaires entre zp—i, ...z, avec coefficients qui
sont des éléments de fonctions algébriques. Les fonctions fp—;(x),...fs(x) ne
sont donc pas des transcendantes distinctes. En employant les n —p + 2
derniéres équations du systéme (2) on pourra obtenir des relations linéaires
nouvelles. En effet, partant d’une relation lindaire

ﬂp-—lzp—l +-+ ﬁngn:{g

et dérivant on obtiendra
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;on

QdB ) S _ \ e — oy dp
2% ZV_(p—‘I)aozP—l zP’l zy + Zﬁl( 2 al;z) z, + a('))za‘/‘y

x
r=p—1 = p—1 r=p—1 Limp—1
done
7n n n
d{’)’l,_ — — - N d{)’
2 (dd: + 2 a3y fz—(p—1)a, 8 zp—1 + z g, —dz= 9
H=p—1 y=p—1 r=p—1
et c’est une relation linéaire entre z,-,, ...z, dont les coefficients sont des élé-

ments de fonctions algébriques en méme temps que gp1, . .. S, 3

Faisons ces opérations en partant de chacune des relations linéaires données
par les p —2 premiéres équations du systéme (z) et en partant ensuite des rela-
tions nouvelles que Pon pourra obtenir par ces opérations, et ainsi de suite. Il
est facile & voir que l’on ne peut obtenir de cette manitre plus de n—p + 1 rela-
tions distinctes. Car si lon obtenait n— p + 2 relations résolubles par rap-
port & z,.i,...2,, toutes ces séries seraient des éléments de fonctions algébriques.
Par suite, f(x) serait une fonction algébrique, ce qui est contre 'hypothése.

Ce résultat entraine une conséquence importante. Désignons par sv le nombre
des relations distinctes, et soient

p‘(r) Ep—l + .04 p’(:") Z;; —= p’(l‘) (y =1,... 7[)

-1

ces relations. Considérons les équations
(3) {}_(p"z]zp—l +o {)’(7’;)2":[3(") (V:I,. .. )‘[),

supposons qu’elles peuvent &tre résolues par rapport & z,,...z, et mettons les
expressions que l’on obtient par la résolution dans celles des équations

dz, v - _
iz = ~—(p—1)ay2p—12. + 2 a‘;{’z,, + e (v=p—1,...n)
n=p—1
qui correspondent aux valeurs de » distinctes de 1, ...u,. Désignant ces
valeurs par u,,...u's on aura un systéme d’équations différentielles de la forme
dzy Gd
!

(4) dx”= —(p—1)ay2zp_120, + zbi-vzu’; +e¢ (v=1,...7'),

Je=1
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oll 2,y doit &tre remplacé par son expression si p-—1 est un des nombres
.. Nous démontrons maintenant la proposition suivante:

Wyyouo
8t 2y - - 2w, est une solution quelconque du systéme (4) et st 2y, . - . 2, Sont
déterminées par les équations (3), toule solution de I'éguation

(5) yn + _zl yn—l 4+ .- +§p_2 yn—;)+2 + zp_lyn-—p-H +-Fz2p=0

satisfait & Iéquation différentielle (1').
Si I'on pose

dz 5o .
T2t P Daan— s, —d=d, (r=p—1,...n)
p=p—1

il résulte de la supposition, si 'on voit & la loi de formation du systéme (4), que
les équations 4,,, =o0,... 4w =0 sont remplies. Partons alors de I'équation

BE . zpt oo 4 Pz =

et faisons les opérations par lesquelles nous déduisions successivement les relations

linéaires entre 2,_i,...Z2,; on aura
2, [d89 2 : g _ 3
# - ; \' - i B ;
2 g+ 2 a‘;’ﬂ‘ﬁ’) 2 (p—1) 8y fP zpmr + X & B — "o = DD A,
fomp—1", Ve p—1 / vemp—1 va=p—1

Or, le premier membre peut s’écrire comme une expression linéaire et homogéne
des expressions 8"z, + -+ 8Pz, — W (A=1,... ), il est donc nul. Par suite,

on aura les équations
n
2B ~0 (h=1,...7).
vesp—1

En posant ici #4,=o0,... 4r,=o0 on aura
ﬂg',)dm 4.4 ﬂif:ldll:r:o A=1,...7),

d’oit I'on conclut que les équations

dyy=0,... 4, =0

T

sont aussi remplies. Par 13, il est démontré que z,,...zp—2,2p—1,. .. 2 est une solu-
tion du systéme (z2). Par suite, toute solution de ’équation (5) satisfait a
I'équation différentielle (1').
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On voit donc que l'intégration de I’équation (1') est réduite, par les équa-
tions (3), (5), & l'intégration du systéme (4).

Démontrons qu’il est permis de supposer que p—1 est un des nombres
wWyy...tp. Si p—1 est un des nombres y,,...u,, On a pour z,, une expression
linéaire en z,,,...zys,. Si cette expression dépend effectivement de certaines

3

des zu,,...2w, on peut résoudre par rapport & l'une d’elles et alors, 2z,
appartient aux 2,,,...2»_,. Sil'expression considérée ne dépend pas de z,, ...z,

on aura z,_; égale & un élément de fonction algébrique. Comme z,_,, ... z, satisfont

aux équations (3), on voit donc que 2z, doit étre élément d’une fonction algébrique.

Or, ceci est impossible, car il est facile & voir que f,—1 () a nécessairement une infinité

de points singuliers. C’est ce qui résulte de ce que f(x) a une infinité de points

singuliers. Car si z est un point singulier de f(x) distinct des points § et des
1 1

points ajoutés, il existe une série de la forme (x —z) #—!P ‘(x—f)—P_—_l), avec
B(o) # 0, qui appartient & f(x), et si 'on forme la (p —1):iéme fonction sy-
métrique des p — 1 déterminations de cette série et de n —p + 1 séries de puis-
sance de x—z qui se permutent avec ces déterminations autour des points sin-
guliers distincts des points & et des points ajoutés, on aura un élément de f,_,(x)
de la forme

g —1

BOPZ 3, —2)
ayant £ comme pdle. Tout point singulier de f(x) distinct des points § et des
points ajoutés est donc un podle de f,—i(x). Par 1, il est démontré que z,_;
dépend nécessairement de certaines des 2, . . . zx_,, il est donc permis de supposer
que p—1 est un des nombres g',,...u'». Nous supposons que p—1=u,.
Le systéme (4) s’écrit donc

dz,u',,, at ’
dz =_(p_1)aoz,u’1z,u’v+zb),vz‘u';'+ Cy (V=I)-~-7';)'
A=l

10. L’intégration d’un tel systéme est bien connue.! L’intégrale générale
s’écrit
Sury

z‘b1y=—g‘ (’V=I,...’/‘6')

5, 8w, (w=1,...7) étant I'intégrale générale du systéme linéaire

! Voir p. ex. Lie-Scuerrers, Continwierliche Gruppen, p. 180.



326 J. Malmquist.

dz .
de= (P—1)
di. i
My . '
in =2b;vgwl +¢§ (v=1,...7).
=1
Les coefficients b;,,c, sont des expressions rationnelles de a,,a,,... ap,
Zy,...2p—1 et de leurs dérivées, ils définissent donc des éléments de fonctions

algébriques. Il est évidemment permis de supposer que les points singuliers de
ces fonctions appartiennent aux points que nous avons ajoutés aux points §.
Par suite, écrivant

P
/

> $§000 + §101 +o+ EaCy,

gu = guooo + §,ul Ox +o 4+ §,u.1’ Ca (.U = .“v’x 3o .“'.1')3
ou C,,C,,...Cr sont les constantes d’intégration, les fonctions &,, §,. sont de
caractére entiére en dehors des points & et des points ajoutés.

11 est facile d’en conclure que le systéme (4) se réduit nécessairement & une

seule équation. En effet, supposons que ' > 1. Introduisons dans les équations

g ’ r ) .
(3) 2w, = —Z—Z (v=1,...n'), désignons par ’—7.“—’ (v=1,...7) les expressions que ’on
-

trouve pour 2, ...z, et posons

gw =00, + 10, + -+ Eup Co (=uy,...1).
L’équation (5) peut s'écrire
() S+ 2y o+ Ty PR 4 Lyt 4+ L=,

et il est visiblement possible de déterminer des valeurs non toutes nulles de
C,,0,,...Cr telles que cette équation soit remplie pour x = x,, ¥y =¥,, y, ¢tant

la valeur pour z =z, de 1'une des séries 7,,. ..y, disons de y,. Il est impossible
que on ait {~=o, {u=0 (u=p—1,...n) pour x==z,, car ces €équations ne
donnent que C,=o0,...C0x=0. On peut choisir C,,...Cr de maniére que { # o

pour x==2, sinon '’équation [-=o serait une conséquence de Véquation
LpymPH 4.+ L,=0 pour =2z, Y=Yy, et si ceci avait lieu quel que
soit z,, on aurait

§o (gp—lv?—/xn—p"'l +--+ §m:) L—:—gv (§p—l0?xn—p+l ++ §n0)

(v=1,...7'.
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Les coefficients &,, &,, sont de caractére rationnelle en dehors des points & et des
points ajoutés. Comme f(z) admet n déterminations permutables autour des
points singuliers distincts de ces points, on devait done avoir

§0 g,qufv §u0,

U~

par suite 3¥ seraient indépendants de C,, C,,...C, ce qui est impossible. Si x,

7

>
a été choisi convenablement, nous pouvons donc prendre des valeurs de C,, C,,
..Cy telles que P’équation (5') soit remplie pour z=2,,y =y, et que I'on ait
{ %0 pour ces mémes valeurs. Alors, la solution de P’équation (5) qui pour
x ==z, devient égale & y, est nécessairement une intégrale de (1'), elle est donc
y,. Par suite

LM+ 297+ Fpea ) 4 G 0P e+ D =05
de plus
TASES Elyln—l 4+ 4 Zp=0,

done

(Cpm—Czp)y, P 4.+ Ln—Lz, =0,

d’ou 'on conclut comme tout-a-I’heure que

— <

Ip—ly e bon=

=g

u~
|

sp—17== .

Cp—l gg

Les quotients >—, ... 3 devaient donc étre indépendants de constantes arbitrai-
>

res si C,,C,,...C satisfont & une certaine équation linéaire et homogéne et &
la condition d’inégalité: { =o pour z=ux,; ce qui est impossible si z'>1. Il
est donc démontré que =' =1.

11. L’équation différentielle & laquelle se réduit le systéme (4) est une
équation de Riccatr qui s’éerit

dz .
(6) E=—(p~—1)aoz +bz—c.

Si 'on écrit, en résolvant les équations (3),

Zu=0au2p+Bn (u=mp,...n)

on aura le résultat suivant:
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Si z est une solution quelconque de Uéquation (6), toute solution de I’équation

(7) y" + El yn-—l 4. +§p_2 yn—p+2 + zyn—p+1 + 2 (Ol,,z + ﬂ.) Y=o
y=p

satisfait ¢ Uéquation différentielle (1').

L’équation écrite donne donc une transformation de I’équation (1) & I'équa-
tion de Riccarr (6). Il s’agit maintenant d’étudier les coefficients b, ¢, e, £
(»=1p,...n). Ils sont des expressions rationnelles de a,, @,,...0p, 2,,...2p—2 €t de
leurs dérivées, ils définissent donc des éléments de fonctions algébriques de carac-
tére rationnelle en dehors des points & et des points ajoutés. Il reste & démont-
rer que ces fonctions sont de caractére rationnelle aussi & ces points excepteés.
A cet effet il suffit de montrer que z,,...2p—2 sont des éléments de fonctions
uniformes.

Prolongeons les séries z,,...z, le Jong d'un chemin fermé et supposons que
'on obtienne un nouvel systéme de séries Z,,...2,. En partant de ces derniéres
séries on obtiendra comme précédemment une équation de Riccari

(6") e (p—1)a,2t+ bz —7C
a laquelle se transforme ’équation (1') par une transformation de la forme

Y+ 2 YT 4 Zp gy PR o zynPt] 4 2 (@2 + Ev) Y =o.

r=p

Nous savons que z =7, satisfait & I’équation (6), par suite l'intégrale
générale de cette équation s’écrit

— I
2=zt G
De méme l'intégrale générale de (6') s’écrit
= I
2=2p1 + ——="
e+
De plus on a
Zv =0ty Zp—1 + f,
(v=2p,...n)

% =yzp—1 + B
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Par suite, nous aurons les deux équations suivantes

- — I
_7/" +zlyn—1+...+ z”_*_mm(yn—p-frl + apyn-—]? +---+an)=0,

I ‘(yn—p+l + apyn—p.f...._*_a-n):()’

"t Y b 2y
Y 1Y aC +p

dont toute solution satisfait & ’équation différentielle (1').

Posant dans ces équations z —ux,,y =y, on aura pour C, C des fonctions
rationnelles de y,: C=C(y,), C=C(y,).! Si I'on introduit pour C, C ces fonctions
rationnelles, on aura deux équations qui sont satisfaites par I'intégrale de (1')
correspondant & la valeur initiale y, pour z=z,. D’aprés la supposition,
Zi»...2p—2 ne sont pas identiques & z,,...Zp_p Tesp.; par suite, le nombre des
solutions communes de ces équations est nécessairement plus petit que ». Soit
n' le nombre des solutions communes pour une valeur arbitraire de y,. Le plus
grand commun diviseur des premiers membres s’écrit

Y+ (Wl ) YV b e (Y] ) =1 (Y, Yol %),

rys...rn étant des fonctions rationnelles de y, et de z,,...2n,2,, ... 2n, @, 8, a,p,
oy, 0y (¥V=p,...n0).

b 1 it
«Cy+ 8 ™ aCwats
égal a l'infini identiquement (pour toute valeur de z). Par suite, il n’existe non
plus une valeur de y, pour laquelle I'une des expressions r,,...r, soit égale &
I'infini identiquement. On en conclut que, pour toute valeur de y,, la fonction
r(y,y,|x) est diviseur de la fonction

Il n’existe aucune valeur de y, pour laquelle

_ . I
" Z YTt B b T
vy «Cly,) + B

(yn—r+l + py™ P + -+ tn).
En particulier, si C(y,) = rly, y,|x) est diviseur de y* + z,y" '+ --- + z,.

Or, les expressions 7, (y,|x),...7w(y,|z) définissent des éléments de fonctions
qui sont de caractére rationnelle en dehors des points & et des points ajoutés, si
P’on suppose que les points singuliers de I'équation de RiccaTI (6) appartiennent

! Pour la démonstration suivante cf. Paixteve, Lecons de Stockholm, p. 44, 45.
Acta mathematiea. 86. Imprimé le 5 février 1913. 492
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aux points ajoutés, ce qui est évidemment permis. Par suite, f(x) admet au plus »'
déterminations permutables autour des points singuliers distincts des points &
et des points ajoutés. Or, ceci est contraire 4 la définition de n. Par suite, la
supposition faite doit &tre rejetée.

Done, z,,...2p—2 sont des éléments de fonctions uniformes. Par la, le théo-
réme 2' est démontré.

Faisons une remarque au sujet du nombre n. Il pourrait arriver que
I’équation de Riccati (6) ait des points singuliers en dehors des points §. Soit
a un tel point, et démontrons qu'il n’existe qu’une seule intégrale de (6) qui
soit singuliére pour z=a. Si a est point singulier pour toute intégrale de (6),
I'équation (7) a, quelle que soit Pintégrale z de (5), une solution, singuliére pour
x =a. Cette solution, qui est intégrale de (1') est nécessairement une série

1 1
de la forme (x—a) »—1P ((:r—a)P:) parfaitement déterminée par le point a.
On en conclut que les fonctions

Y+ 2 Y+ B YRR apy P 4 0,

‘»}p yvP 4+ - .J,-/fn

ont un diviseur commun; par suite, toute intégrale de (1') et en particulier
f(z) admet moins de n déterminations permutables autour des points singu-
liers distinets des points & et des points ajoutés, ce qui est contre 'hypothése.
Le point a ne saurait donc étre point singulier pour toute intégrale de (6). En
1 !

(p—1)a, u
second ordre, et comme a n’est pas un zéro de a, (les zéros de g, appartiennent

posant z = on aura pour w une équation linéaire et homogéne du

aux points &) il résulte que cette équation linéaire a toutes ses intégrales régu-
lidres pour x=a; de plus, il n’existe qu’une seule intégrale qui a le point @ comme
zéro. Par suite, il n’existe qu’une seule intégrale de (6) qui est singuliére pour
r=a, et cette intégrale a en g un pdle. De la, on conclut que toute intégrale
de (1') admet au plus n déterminations permutables autour des points singuliers
distincts des points £. En particulier, f(z) admet n déterminations permutables
de cette maniére. Les nombre n,n’ définis & la page 312 sont donc iden-
tiques.

12. Nous étudions maintenant 1’équation générale (1), et nous supposons
alors que p=g¢ + 2. Soit f(x) une intégrale transcendante & un nombre fini m
de déterminations, prenons un point z, distinct des points & et des points singu-
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liers de f(x), et soient y,,...ym les séries de puissance de ¥ —x, qui appartien-
nent a f(x). Elles se partagent en groupes

Yise--Yn
gn+1:- “@2"
?7m—n+1y---?7m

a un méme nombre n de séries de telle maniére que les séries d’'un méme groupe
se permutent autour des points singuliers distincts des points § et de certains
points ajoutés en nombre fini, tandis que deux séries qui appartiennent & des
groupes différents ne se permutent pas de cette maniére. Les expressions symé-
triques f, (4y, .. Yn)s fo (Un+1s---Y2n)s - - fo (Um—n+1, - .Ym) définissent des éléments
d’une fonction f,(x) qui est de caractére rationnelle en dehors des points & et
des points ajoutés.

Pour étudier les fonctions f,(),...f,(x) nous étudions d’abord certaines
combinaisons de ces fonctions. Nous supposons que x, soit distinct des points
singuliers des fonctions algébriques définies par D’équation en y @ (x,y)=o,
nous désignons par 3,,...8, les séries de puissance de x— z, qui satisfont & cette
équation, certaines de ces séries pouvant étre identiques, et nous considérons les
expressions symétriques

f r .1 ) (1/=1,...'u,-)
"y — s Yn — Bl t=1,...q ’

v; désignant I'ordre de multiplicité de la racine 8; de ’équation @ (», y) = o pour
une valeur arbitraire de z. On voit facilement que ces expressions définissent
des éléments de fonctions qui n’admettent aucun point singulier en dehors des
points &, des points ajoutés et des points singuliers non polaires des fonctions
algébriques dont g,,...83, sont des éléments. En effet, supposons qu’un point
x distinct de ces points soit singulier pour la branche que T'on obtient

en prolongeant la série définie par Dexpression j,,(_ = t ) le long

vi—Bi  yn—Bi

d’un chemin de z, &4 z. En prolongeant les séries définies par les expressions
I . s I

Y — p)i’ Yn— Bi

doivent &tre infinies pour x =z. Ces branches sont données, dans le voisinage

de Z, par les déterminations d’une série de la forme

le long du méme chemin on obtiendra » branches dont certaines
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1

u~i)ﬁﬁ$“x~@ﬁ%fl

Les autres branches sont réguliéres pour x = z. Par suite, la branche définie

par prolongement analytique de f. (AHI«, :’Ir;r) g’obtient dans le voisinage
Yi— 3 Yn—pi

de z par une série de la forme

(x—-&&)_vi%‘]}, ((x-az)"‘l“),

ol les puissances fractionnaires disparaissent. Si » < »; les puissances négatives
disparaissent, le point z ne saurait donc étre point singulier.

En s’appuyant sur ce résultat et sur les théorémes B, C on démontre comme
au n:0 6 la proposition suivante.

Les fonctions dont les expressions

/(*i_.“ﬂgp) V:I,“ﬂ
=B =8 Vi=1,...¢q

définissent des éléments sont des fonctions algébrigues.
Désignons par z,, z,; les séries de puissance définies par les expressions

fo G-, B [

g oo

——L—) resp. et posons
'I/n_p)i )

Py)=y"+zy" "+t za

On aura
f (_I_. __I__) R )]
=y Yyl e(y)
par suite
T (Bi) _ (=I,-ﬂ
=y =i |
v @ () i=1,...q
Ces équations peuvent s’écrire comme des relations linéaires entre z,,...Z2, avec

coefficients qui sont des éléments de fonctions algébriques.

1 11 pourrait exister un nombre fini de points z tels que la valeur obtenue pour v = z
en prolongeant f le long du chemin considéré soit racine de l'équation @(x, ) =0 d'un ordre
de multiplicité plus grand que v;; pour un tel point, on doit remplacer v; par un nombre plus

grand, mais on voit facilement que cela ne fait aucune difficulté pour les raisonnemants suivants.
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Nous déduisons maintenant un systéme d’équations différentielles pour

fi(®),...fa (). Nous considérons n séries de puissance y,,...y, d’'une méme

différence x— x, qui satisfont & I’équation (1) et nous désignons les expressions
1]

symétriques de ces séries par z,,...z,. En dérivant I'équation

y gttt za=o,
ol y désigne I'une quelconque des séries y,,.. y, on aura

(ry*=l+ (n—1)2, 9"+ -+ 2a1)(@¥P + -+ 0p) +
(8)

DZn) Gyt + - + by == 0.

dZ, n—1
+ (d—i?/ + + dx

Ajoutons & cette équation I’équation suivante

(9) W +2,9"" 1+ +2)(ByyP  + - + Bp)=o,

B,,... B, étant déterminés de maniére que I’on obtienne une équation de degré
n—1. Soit

n

Z(ZVBP-*- + 21'+P—1B1 + Ar)yn—l'___o

ve]
cette équation, ou

di=m—v+I1)apzi_1+R—r)ap_12,+ - +(B—r—p+ 1)@ 2rsp—1 7+

v d’l’

(v==1,...10)

et z,=o0 sl v>n. Cette équation doit étre une identité. On obtiendra donc

dz dZ,,.‘.
by byl e (M— v+ 1)Ap2e_1 —
(IO) qu 0 ( ) P 1
— 2 (Bp+ (n— 1) ap_ ) — - — 2o g1 (B, + (n—r— D + 1)ap),
(v=1,...0m)
et ces équations ont lien méme si certaines des séries y,,...y, sont identiques.
En déterminant les quantités B,,...B, de proche en proche, on aura pour

B,, B,
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Bl = —"Na,,
B,=—mna, + a,z,;
mais pour B,,...B, on aura des expressions qui dépendent linéairement des
.., dz, dzn . , , . . .
dérivées a2 de Afin de résoudre les équations (10) par rapport a ces déri-
vées nous déduisons d’abord, en nous appuyants sur les dites équations, des ex-
pressions de B,,...B, qui ne dépendent pas des dérivées. A cause des équa-

tions (10), la somme des premiers membres des équations (8), (9) est identiquement
nulle. En posant y = 3; on aura donc

(Blﬂ?—l + + Bp)([«)):l+zl{)):l—1 + + Zn) +
+ T  (n—1) 2, 3T+ A zaa) (@ BT+ - Fap) =0

(1t=1,...9)
ou
p=1, . —— PP
B, pi + + By P(“)(p(/)’i) (t=1,...9)
si Pon pose
Ply)=ayy?+ - +ap. o) =y "+ 24" "'+ - + 2

Nous supposons d’abord que les racines 3,, ..., soient distinctes. En résolvant
les derniéres équations par rapport & B,,...B, on aura donc

Iﬁzq_ly 'Hﬁi; I|i==l,...q B1,'+2=

! .
B BT B Byt P T gt g

(/)(/91) i=1,...q

(v=1,...9).

Introduisons les expressions de B,, B, écrites plus haut. Si 'on pose

LR e A |
B _ o (i) =l (g )
! Iﬂ?_l,...ﬂi,lli=1,...q S

on aura donc, en s’appuyant sur les valeurs connues des déterminants

|87, .. . 8fime,.. gt

! Voir p. ex. Bavrzer, Theoric und Andwendung der Determinanten, p. 95, ou Pascar, Die
Determinanten, p. 128.
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b b, mna,\b b
By o= "a,z, —na, — + -=2} "~ °l—R, (v=1,...9).
b() . ! b\l b: bv +1 bl
En introduisant les expressions trouvées pour B,, ... B dans les équations (10)

: . . .dz,  a
et en résolvant les équations ainsi obtenues par rapport & = + 22,2, (v =1,...7)
dx  b,"!

on obtiendra le systéme suivant d’équations différentielles

dz, a, AR )
@y % ) 0 (y—
(11) Tx poat 21 ;‘la;,,,,R,,Jra,L Zo+ ™ (v=1,...n),
n=1 | A=

( . . .
o), o', «» étant des fonctions rationnelles de a,, @, .. Gp, by, by, ... bt

Si les racines B3,,...8, ne sont pas distinctes, les expressions R; deviennent
indéterminées. Mais on peut écrire R; sous la forme d’un quotient entre deux

fonctions entiéres et rationnelles de z,,...2,, b,, b,,...5,
G,
B, = q (A=1, 7),

G étant le résultant des deux fonections de y
yn_{_z‘yn—l + ot 2, boyt + - +b9'

La fonction G ne peut jamais étre identiquement nulle, car une racine g; ne
peut pas satisfaire & P'équation différentielle. Si 'on écrit R; sous cette forme,
elle ne devient donc pas indéterminée quand les racines §,,...8, ne sont pas
distinctes.

Nous avons déduit le systéme (11) sous la condition que les racines 8,, ... 8,
soient distinctes. Mais comme le systéme (11) est obtenu par la résolution des
équations (1o0) par rapport aux dérivées et comme R; =%;1 (A=1,...q) restent
finies et déterminées dans le cas ol 8,,...#, ne sont pas distincts, il est évident
que le systéme (11) subsiste méme dans ce dernier cas.

Dans le cas ou les racines g,,...8, ne sont pas distinctes nous écrivons

1 b;‘ qg“’(f, b;‘ b2 a.'f:') sont des fonctions entiéres et rationnelles de ay,a,,...ap, by, by, ... g;
r/g',) sont indépendantes de ao, ay,...ap; o1 est égale a —n? et (2, .. u®) gont nulles.
q
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R, sous une forme qui rappelle la forme primitive de R, valable si 3,,... 83, sont
distinctes. Partons de I’expression
(ﬂlv(;’i) A—r—1

([7(73'),/' ) i=1,...g9
- s
T RS P

SATYL P ()

-1
A

oU #;,...7¢ sont des indéterminés, et faisons tendre y,,...y, vers les racines
Bis...B8g- Si B; est racine d’ordre »; on voit que R; peut s’écrire comme une

fonction linéaire de

v—1 1{a. 2 — L
e I
93] P (%) t=1,...q

dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de 3,,...3,. Par suite, R;

g’écrit comme une fonetion linéaire de

™ (8:) (1/=1,...1/.-)
i=1,...q/

P (B)
Introduisant dans R; z,=2z,, ...z, = 2, on obtiendra une expression R; qui
s’écrit comme une fonction linéaire des expressions

P () 'V=I,...'Vi)
P (8:) i=1,...q/

Nous avons démontrés que ces derniéres expressions définissent des éléments de
fonctions algébriques. Par suite, il en est de méme des expressions E,,... Ry.

Considérons maintenant les équations différentielles suivantes

dz a \ J 3 () B ,
(12) a—” = —b—"zl Z + 2 Z AR+ Mz e (v=1,...n)
z ) ”

n=11;=1
qui ont la méme forme que les équations considérées au n:o 9. Elles sont

remplies pour z,=2,,...2,=2,. En partant des relations linéaires

'

g S V=1,...%
=P () = zeip (3:) ( i )
Ld 1=1,...q

et en faisant des dérivations successives on obtiendra comme au n:o cité une
suite de relations linéaires entre z,,...z, dont les coefficients sont des éléments
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de fonctions algébriques. Comme on a supposé que la fonction f(x) est trans-
cendante, il est impossible que toutes les fonctions f, (2),...f.(x) soient algébri-
ques. Par suite, on obtiendra au plus n— 1 relations linéaires distinctes. 1Dé-
signons par 7 le nombre des relations distinctes et soient

Bz, + - + 8P 2, =8W (A=1,...7)

ces relations.
Considérons les équations

(13) gHz 4 o+ 8P 2, =80 (A=1,...7)

et distinguons deux cas. Si elles peuvent étre résolues par rapport & des variables
Zuss -+ - 24, parmi lesquelles ne figure pas z,, on obtiendra, en mettant les expres-
sions trouvées pour z,,...z,, dans celles des équations (12) qui correspondent
aux valeurs u'y,...¢'» de » distinctes de ,,...y,, un systéme d’équations
différentielles de la forme

dzy, a, ! ,
(14) d.’l? = —b_z,u'lzu',‘, + zblvz‘u';. + ¢y ('V =1,...7T )i
o a=1

Ol nous avons posé z, =zu.,. Si z, figure nécessairement dans tout systéme de
variables par rapport auxquelles les équations (13) peuvent &tre résolues, on
aura pour 2z, une expression qui ne dépend d’ancune des autres variables. Cette
expression est donc égale & z, (car z,, ...z, satisfont aux équations (13)) et définit,
comme les coefficients des équations (13), un élément d'une fonction algébrique.
Par suite, f, (x) devait étre une fonction algébrique. Or, ceci est impossible, car
tout podle de f(x) distinct des points & et des points ajoutés est nécessairement
un pole de f,(x), et la fonction f(x) a une infinité de pdles, comme on le
voit en remarquant que si f(z) n’avait qu'un nombre fini de poles, cette fonction
n’aurait, en vertu des inégalités de M. BouTroux, d’autres points singuliers que
des points singuliers algébriques, et sérait par conséquent une fonction algébrique.
On voit donc que le cas considéré maintenant ne peut pas entrer.

De la m&me maniére qu’au n:o g on obtiendra maintenant le résultat suivant:

Soit 2z, ...2ze, une solution du systéme (14), déterminons 2y, ...z, par les

équations (13) et supposons que BY + 2z, 87 ' 4 -+ 270 (1=1,...q). Alors,
toute solution de Uégquation

Acta mathematica. 36, Imprimé le 6 février 1013, 43
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Y 2yt - d 2 =0
satisfait o Uéquation différentielle (1).
En voyant la démonstration du n:o g on peut facilement construire la
démonstration si 'on remarque que les équations é(p(”)(ﬂ;)zi,,; p(B:) (v=1,...%,

t=1,...q) se trouvent parmi les équations (13) et que R;, R, sont les mémes

1 ¢ (8)

expressions linéaires de -~ “~—

v @ (8)

t=1,...q) resp.,, d’ou l'on conclut que les égalités R,=R, (A=1,...q) sont

y=1,...¥,1=1I,...9) et de z.;(v=1,...9;,

’ ” . . —1 .
une conséquence des équations (13) si g +2,877 +...+z>*0(i=1,...9).
En raisonnant comme au n:o 1o on démontre ensuite que le systéme (14)

se réduit a une seule équation, qui est une équation de Riccart

dz

@z _ Qe —
iz boz + bz—ec.

Ayant donc 7' = 1 on peut résoudre les équations (13) par rapport & z,, ... zn:
Zo= 02 + o'y (u=2,...7),

et le résultat énoncé tout-a-’heure peut étre énoncé maintenant de la maniére
suivante:
Soit z une solution de I’équation

dz __ @y _
iz boz + bz—c

telle que
BE+ 28t Mzt @ )PP TR o tmz b k0 (1=1,...9).
Alors, toute solution de ’équation
yrr oyt (gt d) Yt o anz Hda=0

satisfait & 'équation différentielle (1).

Les coefficients &, ¢, a,, o'y (v =2,...n), qui sont des expressions ration-
nelles de a,, a,,...ap, bg, by,...bg Ry, ...R, et de leurs dérivées, définissent
des éléments de fonctions algébriques de caractére rationnelle en dehors des

points & et des points ajoutés, (E,,...R, sont symétriques en 8,,...8;). Par
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les raisonnements du n:o 11 on démontre que ces fonctions sont rationnelles.
Nous aurons donc le théoréme suivant.
Théoréme 2. S¢ Pégquation (I) ne se transforme pas & une équation de Riccatt

(&=azz+bz+c
dx

par une transformation de la forme

yr oyttt o+ d

2 =
yn-—l + azy”_2+ B

3

les coefficients a, b, ¢, «,, o', (v =2, ...n) étant des fonctions rationnelles de x, toute
wntégrale ¢ un nombre fini de déterminations est nécessairement une fonction algé-
brique.

De la méme maniére qu'au n:o précédent on démontre que f(z) admet n
déterminations permutables autour des points singuliers distincts des points &.

13. Considérons maintenant une équation différentielle (1) qui se transforme
a une équation de Riccarr de la manidre indiquée et qui a une intégrale trans-
cendante a4 un nombre fini de déterminations, et voyons quels sont les cas dif-
férents qui peuvent se présenter. Nous distinguons d’abord deux cas:

1) il existe des intégrales & une infinité de déterminations,

2) toute intégrale a un nombre fini de déterminations.

Etudions d’abord le premier cas, et considérons I'équation de Riccatr, a la-
quelle se transforme l’équation (1). Si z,,2,, 2, z sont des séries de puissance
de x —=x, qui satisfont 4 cette équation, on a

22,2, 2,
2—2,2,— 2

=C.

Si 2y, 2,,2; étaient des éléments de fonctions & un nombre fini de détermi-
nations on voit donc que toute intégrale de (1) aurait un nombre fini de déter-
minations. On voit donc que I'un des deux cas suivant doit avoir lieu:
ou bien il existe deux intégrales uniformes de 1’équation de Riccari, ou bien il
existe une seule intégrale a un nombre fini de déterminations, cette intégrale
étant ou bien une fonction uniforme ou bien une fonction & deux déterminations.
S'il existe deux intégrales uniformes qui sont toutes deux transcendantes, on voit
que Péquation (1) a deux intégrales transcendantes & un méme nombre de déter-
minations, toutes les déterminations se permutant autour des points singuliers
distincts des points &. En effet, si n désigne le nombre des déterminations de
Pune des intégrales et si Yon suppose que toutes ces déterminations ne se permu-
taient pas autour des points singuliers distincts des points &, '’équation de Ric-
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CATI aurait au moins trois éléments d’intégrales appartenant & des fonctions a
un nombre fini de déterminations; par suite toute intégrale de (1) aurait un
nombre fini de déterminations, ce qui est contre 'hypothése. D’autre part,
si le nombre des déterminations de 1’autre intégrale était <m, P'intégrale con-
gidérée tout-a-I'heure admettrait un nombre de déterminations < n permutables
autour des points singuliers distinctes des points §. Supposons ensuite que
Iéquation de Rirccatr ait une intégrale uniforme transcendante et une inté-
grale rationnelle. Alors, I'équation (1) a une seule intégrale transcendante a4 un
nombre fini de déterminations et un certain nombre d’intégrales algébriques qui
est au plus égal au nombre des déterminations de l'intégrale transcendante (la
somme des nombres de déterminations des intégrales algébriques est au plus
¢gale & ce nombre). Supposons enfin que I'équation de RicoaTi ait une seule
intégrale & un nombre fini de déterminations. Alors, il en est de méme de
Péquation (1).

Considérons maintenant le cas ou toute intégrale de (1) ait un nombre fini
de déterminations. Alors, on voit d’abord qu’il existe une limite supérieure pour
le nombre des déterminations des intégrales de 1’équation de Riccati, par suite,
la méme chose a lieu pour I’équation (1).! Voyons ensuite comment varie d’une
intégrale & 'autre le nombre des déterminations des intégrales. On voit d’abord
que toutes les intégrales transcendantes admettent le méme nombre de détermi-
nations permutables autour des points singuliers distincts des points &, car si n
désigne ce nombre pour 'une des intégrales transcendantes, il résulte de la dé-
monstration du théoréme 2, que ce nombre est au plus égal & n pour toute autre
intégrale transcendante. Pour une intégrale algébrique ce nombre pourrait étre
plus petit que n. Quant & Vexistence d’intégrales algébriques, on voit que pour
I'équation de Riccarr les trois cas suivants sont les seuls possibles: 1) il existe
deux intégrales rationnelles, 2) il existe une seule intégrale algébrique qui est
ou bien rationnelle ou bien une fonction 4 deux déterminations, 3) il n’existe
aucune intégrale algébrique. Dans le cas ou il existe une intégrale algébrique,
la somme des nombres de déterminations des intégrales algébriques de (1) est au
plus égale & 2n. Pour étudier comment varie d’une intégrale & 'autre le nombre
total des déterminations des intégrales il suffit de faire une telle étude pour
I'équation de RrccaTi. Désignons par m' le nombre maximum de déterminations
d’une intégrale de cette équation. Il existe au plus 2m'—2 intégrales pour
lesquelles le nombre de déterminations est plus petit que m', car l'intégrale gé-

nérale s’écrit a—g%f, et une équation de la forme

* On aura donc la solution du probléme posé par M. Paivteve dans la Note citée, p. 178, note.
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a0+ﬂ:a,0+,_6’1
C+vy C+ 7

2

ou «,f,7, a;, $,, 7, sont des fonctions de z, ne peut étre satisfaite que pour
deux valeures au plus de C.

M. PAINLEVE appelle intégrale exceptionnelle d’espéce 7, une intégrale de (1)
pour laquelle le nombre des déterminations permutables autour des points singu-
liers distincts des points & est plus petit que n, et intégrale exceptionnelle
d’espéce ¢ une intégrale dont le nombre total de déterminations est plus petit
que m =m'n;' pour les intégrales d’espéce iy nous ajoutons cette condition qu’el-
les ne soient en mé&me temps des intégrales exceptionnelles d’espéce im. Avec
cette terminologie nous pouvons énoncer le résultat suivant:

Toute intégrale exceptionnelle d’espéce i, est une fonction algébrique. La
somme des nombres de déterminations de ces intégrales est au plus égale a 2n.
Il existe au plus zm'—2 intégrales exceptionnelles d’espéce .

14. Nous allons généraliser maintenant les résultats du présent mémoire a
étre valables pour une branche d’intégrale. Appellons branche algébroide ou branche
de caractére algébrique une branche & un nombre fini de déterminations qui n’a,
& lintérieur du domaine ol elle est définie, d’autres points singuliers que des
points singuliers algébriques; au contraire, nous admettons ’existence de points
singuliers non algébriques sur la limite du domaine. Nous démontrons alors le
théoréme suivant:

Théoréme 3. Si U'égquation (1) ne se transforme pas & une équation de Riccati

de la maniére indiguée aw théoréme 2, toute branche d’intégrale & un nombre fini de
déterminations est nécessairement une branche algébroide.

Supposons qu’il existe une branche d’intégrale f(x) qui a un nombre fini de
déterminations et qui n’est pas une branche algébroide, et soit X le domaine
ou cette branche est définie. Les déterminations de f(x) se répartissent en grou-
pes & un méme nombre n de déterminations de telle maniére que les détermi-
nations d’'un méme groupe se permutent autour des points singuliers de f(z)
distincts des points § et de certains points ajoutés en nombre fini, tandis que
deux déterminations qui appartiennent & des groupes différents ne se permutent
pas de cette maniére. Soint y,,...7%, les déterminations d’un certain groupe
(séries de puissance d'une méme différence a — x,), désignons les expressions sy-
métriques de y,, ... y» par z,, ... z, et considérons les expressions

! Voir la Note de M. PAINLEvE, p. 170.
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ig’ﬂﬁ)ﬂ (V=I’~--V;‘)
v @(%) \i=1,...q9

ou p(y)=y*+2,y" 1+ - +2,. Ces expressions s’écrivent comme des séries de
puissance z,;; en partant de ces séries et en faisant des prolongements analyti-
ques de toutes les maniéres possibles & Pintérieur de X on obtiendra certaines
branches Zys. On démontre que ces branches sont des branches algébroides.
Répétons les raisonnements du n:o 13 en astreignons la variable x au do-
maine X. On aboutira alors au résultat suivant:
Il existe une équation de Riccati

dz aO 3 X X
- 3 c
d _“_b 2z +b z —

et une équation algébrique de degré n
—1 b. X =2 X X
yr+zy" 1l + (efz +e)y" 4+ -tz tag=o0

qui ont la propriété suivante: si z est une solution de I’équation de Riccari
telle que

B+ 2fi T 0¥+ @) BT foiztar = o(i=1,...q),

toute solution de I’équation algébrique satisfait a I’équation différentielle (1).

Les coefficients b%, ¢X, o}, ax (v =2, ...n) sont des branches uniformes & carac-
tére rationnelle.
Démontrons que ces coefficients sont des branches de fonctions ratiounelles.

= X | -X
Onaz,=qa; z,+ oy (W=2,...n), done

P (B _ Y (B2 + 2 (),
P{B) Y (Biz, + 1 (3)

ou
7] (y) — yn—l + ai&'yn——‘l R a;}y
1) =y + Xy 4 -+ @

En partant de z, et cn faisant des prolongements analytiques & l'intérieur de
X on obtiendra une certaine branche qui a un nombre fini de déterminations et
qui a nécessairement un point singulier essentiel & Pintérieur de X (cf. page 337).

X -X e . .
ay, o (u=12,...n) peuvent s’écrire comme des expressions rationnelles de a,,

E X . —X
@y 8pyboy by, by, 31,0 8, Zi(v=1,...7, t=1,...q). Comme Zj; sont
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des branches algébroides on conclut donc que I’on aura de méme des branches algé-
broides en partant de ¥ (8;), x (i), Y9 (), 249(3%) et en faisant des prolongements
a Yintérieur de X. Par suite, I’expression linéaire de z, écrite plus haut est né-
cessairement indépendante de z,, et on aura donc

S B _ W) x M (Bi) (# =I,...%
T e (8) Y(g) 2(8:) \i=1,...q

Or, en raisonnant comme & la fin du n:o 11 (page 330) on démontre que

bX X, a,}f, Ef (u=2,...n) sont des branches de fonctions qui sont de caractére
rationnelle en dehors des points &, et par les raisonnements précédents du n:o cité on
démontre que ces fonctions sont uniformes. Par suite, z,; sont des ¢léments de fonc-
tions & un nombre fini de déterminations (au plus égal & ¢) qui sont de caractére
rationnelle en dehors des points § et des points singuliers des fonctions algébri-
ques définies par I'équation @Q(x,y)=o. Comme au n:o 12 (page 331) on dé-
montre que ces fonctions n’ont aucun point singulier en dehors des dits points,
et par les théorémes de M. BouTroux on démontre ensuite qu’elles sont des

fonctions algébriques. Comme 5%, ¢X, Y, & (t==12,...n) peuvent s’écrire comme
des expressions rationnelles de a,, a,,...a,, by, b, ...bq, By, ... B¢, %, elles sont
donc aussi des branches de fonctions algébriques. Comme ces fonctions sont uni-
formes elles sont rationnelles. Par la, le théoréme 3 est démontré.

Le cas le plus intéressant est celui ot X contient un seul point & On ob-
tiendra alors un résultat sur la maniére dont certaines intégrales se comportent
au voisinage du point singulier £.

Considérons aussi le cas ou ’équation (1) se transforme & une équation de
RiceoaTr et il existe une branche d’intégrale & un nombre fini de déterminations
qui n’est pas une branche algébroide. On démontre comme au n:o précédent
que le ' nombre des déterminations d’une telle branche qui se permutent autour
des points singuliers de la branche distinct des points & est un invariant, il ne
varie pas d’une branche 4 une autre de la nature considérée, méme si les bran-
ches sont définies dans des domaines différents. Considérons par exemple le cas
ou il existe une intégrale transcendante & un nombre fini de déterminations et
entourons chaque point singulier essentiel de cette intégrale par un cercle arbi-
trairement petit: on obtiendra toujours le méme nombre de déterminations si 'on
tourne autour des points singuliers distincts des points § et situés dans un quel-
conque de ces cercles, et si Pon tourne autour de tous les points singuliers dis-
tincts des points §.




