
RECHERCHES SUR LE DI~VELOPPEMENT EN S]~RIES TRIGON0- 
M~:TRI(IUES DES FONCTIONS ARBITRAIRES D'UNE 
VARIABLE ET PRINCIPALEMENT DE CELLES (IUI, 

DANS UN INTERVALLE FINI, ADMETTENT UNE 
INFINITI~ DE MAXIMA ET DE MINIMA. 

PAR 

R. LIPSCHITZ. 1 

Traduit du latin par M. Pavi, MO,~TFm, h Paris. 

Les s6ries qui proc~dent suivant les sinus et les cosinus des multiples 

d 'un angle, ~ l'aide desquelles on d6veloppe une fonction arbitraire d 'une va- 

riable sont depuis longtemps trbs emp]oy6es dans les diverses branches des mathfi- 

matiques par  tous ceux qui s 'occupent de ces questions. C'est pourquoi il 

appartenait  aux g6om~tres d'6tudier s fond le champ 6tendu de ces fonctions 

et de tracer la limite entre celles qui peuvent  ~tre d6velopp6es en s6ries trigono- 

m~triqucs et celles qui ne poss6dent pas eette propri6t6. L'6minent L]~j~,u~v.- 

DIRrCHLET s'cst acquitt6 de cette charge, sans parler des efforts tent6s aupara- 

r a n t  par d 'autres,  dans son c61~bre m6moire intitul6: ))Sur la convergence des 

s6ries trigonom6triques qui servent ~ repr6senter une fonction arbitraire entre 

des limites donn6es)).' Qu'il me soit permis d'esquisser les progr6s consid6rables 

que ce mfim0ire a fait faire s l 'analyse afin de rendre plus claires la nature et 

la port4e des questions abord~es et r6solues dans ce travail. 
Le m6moire du c61bbre g6om~tre repose sur le principe suivant:  6tant 

donn6e une fonction arbitraire ~(~), dans l 'intervaUe ( ~ ,  + ~) de la variable 

z, formons la s6rie 

1 Journal de Crelle V. 63 (1864). p. 296. 
Journal de Crelle V. 4 p. 157- 
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I f ( ,  

]a  s o m m e  d e s  

d~finie 

R. Lipschitz. 

C08 x/q~(a) cos ads+ cos 2 x / ~ 0  (a)cos 2ads+.. .  

" f 
sin x j  ep(a) sin ctda+ sin 2x ~(a) sin 2ada + ...; 

2n + i premiers termes de cettc s6rie s'exprime par l'int6grale 

+" sin (n + ~) (a-- z) 
(2) ~ ~f(a) da;  

sin i (a  - -  x )  

si cette int6grale admet une [imite lorsque n eroit  ind6finiment, cette valeur 

limite n'est autre  que la somme de la s6rie (i). Tout le raisonnement va re- 
poser sur la condition que cp(x) soit finie dans tout  l 'intervalle ( - - z ,  +~r) et ne 

prdsente qu'un hombre fini de discontinuit6s et un hombre fini de maxima ou 

minima. On d6montre d'ailleurs, la proposition suivante: 

Th4or~me I. Les quantit6s g e t  h v$rifiant les in6galit6s o<_g < h < ~ ,  soit 

](fl) une fonetion ddfinie depuis la valeur fl----g jusqu'h la valeur f l = h ,  finie, 
continue, constante ou croissante dans tout  l 'intervalle consid6r6 ou bien con- 

stante ou d6croissante, alors, l'int6grale 

h 

f / (fl) sin k fl - 
s] 

a une limite lorsque k croit  ind6finiment. Cette limite est nulle lorsque la quan- 

tit6 q est positive et 6gale ;~ ~ [(o) lorsque la quantit6 g est nulle. 

On d6dui~ de ee th~or~me, sous les conditions 6nonc6es ei dessus, que 

l ' int~grale (2) converge, lorsque n croit  ind6finiment, vers la valeur 

I [~ (z-- ,)  + cp (z + ,)], 

en d4signant par e une quantit6 infiniment petite;  il en r6sulte que Ia s6rie 
(i) est convergente pour route valeur de x. On lit d 'autre par t  s la fin 
du m6moire cit~, les mot suivants: ~I1 nous resterait h consid6rer les cas off lea 
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suppositions que nous avons faites sur le hombre des solutions de continuit~ et 

sur celui des valeurs maxima et minima cessent d 'avoir  lieu. Ces eas singuliers 

peuvent  ~tre ramen4s ~ ceux que nous venons de consid~rer.~) Et, quelques 

mots plus loin: ~)mais la chose, pour ~tre faite avec toute la clart~ qu'on peut  

d~sirer, exige quelques d~tails li4s aux principes fondamentaux de l 'analyse infini- 

tdsimale et qui seront exposes dans une autre note, dans laquelle je m'oceuperai 

aussi de quelques autres propri~t4s assez remarquables de la s4rie (7),, qui est 

notre s~rie (~). Comme il est tout  ~ fait regrettable pour les g~om~tres que ce 

travail n'ait  jamais v u l e  jour, nous nous sommes proposes de retrouver les 

traces de ces recherches et d'en tirer parti dans la mesure de nos forces. Rap- 

pelons d 'abord ce qu'on a pu r4unir des ~crits de l'~minent L~JEU~E-DmmHL~T: 

nous poss4dons en effet, en outre du travail cit~ plus haut, une autre exposi- 

tion de la m~me d~monstration dans le r~pertoire de physique publi~ par  les 

distingu~s Dove  et MOSER et le c~l~bre m~moire intitul6: ))Sur les s~ries dont  

le terme g6n~ral d~pend de deux angles, et qui servent ~ exprimer des fonc- 

tions arbitraires entre des limites donn~esa. ~ 

Les fonetioas ~(z)  qui ne satisfont pas aux conditions pr~e~demment ~non- 

c6es peuvent  ~tre distributes en trois types suivant que, dans l 'intervalle 

( - - z ,  § z), elles prennent des valeurs infinies ou poss~dent un hombre infini de 

discontinuit~s ou un nombre infini de maxima et de minima. Il suffit d 'examiner 

chaeun de ces trois eas, pour ainsi dire, en lui-m~me, la r~union de deux ou de 

trois de ees eas modifiant plut6t la forme que la nature et les propri~t~s de la 

s~rie (~). 

On trouvera les restrictions auxquelles la fonetion ~(x) doit ~tre assujettie 

dans les deux premiers eas, en eherchant des conditions telles que ]es int~grales 

d~finies qui jouent  le r61e de coefficients dans la s6rie (x), aient eertainement un 

sens. Dans le premier cas, si on appelle (a, 5) un intervalle eompris entre ~ ~ 

et + ~,  il est n~eessaire que l ' int~gralet~p(x)dx demeure une fonetion finie et 

continue des variables a et 5. ~ Soient c~, c~ , . . ,  c~, toutes les valeurs de z pour les- 

quelles la fonction de x est infinie et ~ ,  ~ , . . .  ~ ,  des quantit~s aussi petites que 

l'on veut;  on peut d~taeher de l 'intervalle ( - - ~ ,  + ; r ) , u  intervalles partiels 

(c~ ~ ~ ,  c~ + ~),  ( c ~ -  ~ ,  c~ + ~)  . . . .  (c~--~ , ,  c~ + (~) que nous appelerons inter- 

valles de premiere esp~ee. Quant ~ l'espaee restant, il est compos~ d 'un nombre fini 

Jou rna l  de Crelle. Vol. X V I I  p. 35. 
J ou r na l  do Crelle. Vol. X V I I  p. 54. 
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d'intervalles d 'une seconde esp~ce, dans chacun desquels la fonction cp (x) satisfait 

aux conditions impos~es ~ la fonction /(fl) dans le th4or~me I. Pour le second 

cas, dans lequel la fonction ep (x) poss~de dans l 'intervalle fini (--7r, + z) une in- 

finit6 de discontinuit~s, il est n~cessaire que, si l 'on d~signe par a e t  b deux 

nombres places entre --~r et + Jr, on puisse toujours trouver entre a e t  b des 

nombres r et s tels que la fonetion ~#(z) demeure finie et continue dans l'inter- 

valle (r, s). 1 On d6duit de l~, par un raisonnement convenable, que l'on peut parta- 

ger l 'intervalle (--~r, + ~r) en un nombre fini d'intervalles partiels dont les deux 

esp~ces sont analogues aux deux esp~ces du premier cas. ~ Chaque intervalle de 

premiere esp~ce a une longueur arbitrairement petite et contient une infinit~ de 

discontinuitds; nous d4signerons ces intervalles par les mSmes notations que 

pr~c~demment: (cI - -~  ~, c~ + ~), (c2--~2, c2 + ~), . . . .  (c~,--~,  c~, + r Chaque 

intervalle de seconde esp~ce poss~de la propridtd que la fonction r satisfasse, 

dans tout  eet interva]le, aux conditions auxquelles est astreinte la fonction ](fl) 
dans le th4or~me I. S'il s 'agit maintenant  de d~cider de la convergence de la 

s~rie (i), le point capital r~side dans la question de savoir si l 'int~grale (e) 

s'approchc ou non d'une valeur limite lorsque n croit  ind4finiment. Pour cela, 

attribuons h x une valeur arbitraire de l'intervalle (--~r, + ~r) mais diff~rente 

des hombres c~, c~ , . . ,  c,; on peut toujours, dans l 'un comme dans l 'autre cas, ehoisir 

les quantit~s (~, d~, . . .  d~ assez petites pour que la valeur x tombe dans un inter- 

valle de seconde esp~ce. Comme l'int6grale (2)es t  ~tendue d e - - z  h + ~r, si 

on divise cet intervalle comme ci-dessus, cette int4grale sera 4gale ~ une somme 

d'int~grales de m6me. forme dont les limites seront celles des intervalles de pre- 

miere ou de seconde esp~ee. Nous appellerons int~grales de premiere esp~ce, 

celles qui sont ~tendues aux intervalles de premiere esp~ee et int~grales de se- 

conde esp~ce celles qui sont ~tendues aux intervalles de seconde esp~ce. Que 

les int~grales de premiere espi~ce puissent ~tre rendues aussi petites qu'on le 

veut, par un ehoix convenable des quantit~s ~t, ~ ,  . . .  ~ ,  quelle que soit |a 

valeur de n ,  cela a 4t~ d~montr~ au moins dans le premier cas par l '~minent 

LEJ~t~S~-Dm~CHLET ~ reals, darts le second cas, repose sur ce fait que chacune des 

int~grales est la somme d'une infinitd d'int~grales constitutes de mani~re que 

cette somme m6me puisse 6tre rendue aussi petite qu'on le veut. Pour les 

int4grales de seconde esp~ce, elles sont constitutes de telle sorte que, ~ l'aide 

du th~ordme I, il apparai t  imm~diatement que chaeune d'elles a une limite 

Journal de Crelle Vol. IV p. ~69. 
L'auteur suppose que l'ensemble des points de discontinuit~ est non dense et croit 

pouvoir en conclure que le d6riv~ de cet ensemble ne comprend qu'un nombre fini de points. 
Cette hypoth~se doit Otre introduite dans ce qui suit. (Note du Tradueteur.) 

* Journal de Crelle Vol. XVII p. if- 
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lorsque n c ro l t  ind6finiment .  On conclut  de l~, que, lorsque n c ro i t  ind6finiment ,  

l ' int6grale (2) a pour  l imite 

x [,p (x - -  ~) + ,f (x + ~)] 
2 

(off ~ est un inf in iment  pet i t ) ,  et ce t te  va leur  est  la somme de la s~rie (i).  I1 

est donc manifes te  que, sous les condi t ions ~nonc~es, no t re  s~rie est convergen te  

pour  chaque  va leur  de x en t re  - -~ r  et + ~r, les va leurs  ci, c~ . . . .  c ,  except~es.  

D'ai l leurs  on ne peu t  aff i rmer  qu' i l  n ' ex is te  aucun  cas off la s6rie (I) aura i t  un 

sens, m6me pou r  ces valeurs  part iculi~res.  Mais nous laisserons ici de c5t6 la 

recherche  de ees cas. 

I1 nous reste  h nous occuper  du  troisi~me cas, dans  lequel la fonct ion  

el(x) est  cont inue  dans l ' in terval le  ( - - z ,  + z )  sauf pour  un nombre  fini de 

valeurs  de d iscont inui t&,  mais poss~de une  infinit6 de max ima  et  de minima.  

Assur~ment,  dans  les ~crits de l '~minent  L E J E U N E - D I R I C H L E T ,  n e  se t rouve  au- 

curie indicat ion p e r m e t t a n t  de f rayer  une  rou te  pour  r~soudre ces questions,  si 

ce n ' es t  les mots  suivants  se r a p p o r t a n t  aux  trois cas, qu 'on  p eu t  lire dans  le 

premier  des m~moires cites1: , L a  res t r ic t ion  que je viens de pr~ciser, et  eelle de 

ne pas  deven i r  infinie, sen t  les seules auxquel les  la fonct ion ~(x)  soit su je t te  et  

t o u s l e s  cas qu'elles n ' exc luen t  pas p eu v en t  ~tre r am en &  h ceux que nous avons  

consid~r6s clans ce qui  pr~e~de.)) R e m a r q u o n s  que la res t r ic t ion d e n t  il s 'agi t  

ici est  celle qui  coneerne  no t r e  second cas et  le p remier  cas (off la fonct ion q0(x) 

a des valeurs  infinies) n ' a  pas (~t~ trait~ av an t  le m~moire intitul~,: ~)Sur les s~ries 

d e n t  le t e rme g6n~ral d~pend de deux  angles etc.)) Aussi &udierons  nous le 

troisi~me eas avec  le plus g rand  soin. 

Il  y a assur6ment  une grande  difference entre  les deux premiers  eas e t  le 

troisi~me, car, dans  ces premiers  cas, la fonct ion rf (x) est  a s t re in te  ~ des condi t ions 

telles que les int6grales d~finies, coefficients de la s~rie (I) a ient  un sens alors que 

dans le dern ier  cas il rSsulte de l 'hypoth~se  m6me que ces condi t ions sen t  rem- 

plies. En  effet,  d6signons p a r  a t ,  a~ . . . .  a~, les valeurs  de discontinui t~ de la 

fonct ion rf(x); chacune  des int~grales 

+~ +.~ 

J~(a) eosnada et  , f ' r f (a)  s i n n a d a  

est  ~gale h une somme d' int~grales de m6me forme,  prises ent re  les limites --~T 

et  a~, a~ e t  a~ . . . . .  a~ e t  ~ et  il n ' es t  pas d o u t e u x  que  chacune  des int~grales de 

chacune  de ces sommes et  p a r  sui te  les sommes elles-m6mes aient  un  sens. Car, la 

i Journal de Crelle. Vol. IV p. I69. 
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not ion d ' int~grale d6finie repose sur le main t ien  de la cont inui t6  de la fonct ion 

duns l ' interval le  d ' in t6gra t ion  e t  demeure  la m6me si on t rouve  une  infinit6 de 

max ima  et  de minima dans l ' in terval le  d ' in t6grat ion.  Mais on peu t  obtenir ,  de 

deux  mani6res en t i6 rement  diff6rentes,  un  nombre  infini de maxima  et de minima 

duns un  in terval le  fini de la variable.  

Consid6rons en effet un interval le  (a, b); ou bien on p eu t  in tercaler  en t re  

a e t  b les nombres  r - - 6  et r + 6  tels qu' i l  y air u n n o m b r e  fini de max ima  et  

minima dans (a, r - - 6 )  et ( r +  6, b), mais un nombre  infini en t re  r - - 6  e t r  + 6, 

quelque pe t i te  que soit  la dis tance 26 de ces deux  nombres ;  ou bien, quelles 

que soient  les quant i t~s  r e t  s, situ4es dans  l ' in terval le  (a,  b) e t  s une  dis tance  

finie l 'une  de l 'aut re ,  on ne p eu t  jamais  t r o u v e r  un  hombre  fini de max ima  eL 

de minima dans  l ' in terval le  (r, s); ou bien, l ' in terval le  consid6r6 eon t i en t  un 

nombre  fini d ' in terval les  non nuls dans lesquels l 'une ou l ' au t re  hypo th6se  est  

r6alis6e. Pou r  abr~ger, nous 6noncerons ces faits en disant  que, duns le p remier  

cas, la fonet ion a une oscillation pour  x =  r; dans le second, que la fonc t ion  a 

une oscillation duns tou t  l ' in terval le  (a, b); enfin, dans  le troisi6me, que  la 

fonc t ion  a des oscillations ~ la fois pour  cer ta ines  valeurs  e t  duns cer ta ins  inter-  

valles finis de la var iable  x. Nous voyons  que les deux  genres  d 'osci l lat ions 

sont  en t i6 rement  diff6rents,  t 

L ' e x a m e n  de t o u s l e s  fai ts  se rvan t  h ~tablir  la convergence  de ]a s6rie (z) 

mon t r e  qu' i l  est  n6cessaire de s ' ap p u y e r  sur une proposi t ion qui jouera  dans nos 

reeherches le rSle du th6or6me I, mais aura  une  g6n6ralit6 plus  grande.  C'est 

pourquoi  nous nous proposons d '6 tabl i r  le 

Th4or~me II .  D6signons p a r  q e t  h des quant i t6s  v6r i f iant  les in6galit6s 

o S g < h < - ,  
- - 2  

et  soit  /(fl), une fonct ion qui, dans l ' in terval le  (g, h) reste  comprise  en t re  les 

valeurs posi t ive et  n~gative d ' une  cons tan te ;  telle que la d i f f e r e n c e / ( g + 6 ) - - / ( g )  

t ende  vers z6ro avec  6; telle que la difference / ( f l +  6)--/(fl), pour  g<fl<h,  
air une va leur  absolue inf6rieure au produi t  d 'une  eons tan te  p a r  une puissance 

h 

' [  d~ a une ]imite lorsque posi t ive quelconque  de 6; alors l ' int~grale ( ~ ) ~ s i n  kfl 

J 

' L'auteur suppose que trois cas seulement peuvent se presenter: ou bien l'ensemble 
d~riv~ de l'ensemble des valeurs correspondant aux maxima et minima ne comprend qu'un 
hombre fini de points; ou bien cet ensemble est partout dense; ou bien I'intervalle donn~ est 
la rdunion d'un hombre fini d'intervalles partiels de chacune de cea esp~ces. La d6monstra- 
tion qui suit s'applique d'ailleurs ~ tousles cas possibles. (Note du Traducteur). 
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k augmcnte ind6finiment. Cette limite est nulle si g est positive et a pour 

valeur z_/(o) si g est nulle. On peut  ~tablir cette proposition comme il suit. 
2 

DOnonstration. On volt tr~s facilement, s l 'aide des m~moires cites plus haut 

de l'~minent L~J~.VNE-DIRrCHLET, qu'il suffit de d~montrer notre proposition 

dans l 'hypoth~se off g =  o et off la fonction /(fl) est toujours positive dans 

l 'intervalle (o, h). En eons6quence, nous l'6tablirons seulement pour le cas off, 

dans l'intervalle (o, h), la fonction /(fl) satisfait aux in6galit~s o</(f l )<A; off 

la diff6rence ](cJ)--/(o) a pour limite o avec 6; off la difference /(fl + (~')--/(fl), 
pour o < ~ < h demeure en valeur absolue, lorsque ~ d~croit, inf~rieure ~ l'ex- 

pression B6  ~, les signes A, B,  a d6signant des quantit6s positives; l'int~grale 

h 

(3) S = ; ] ( f l )  sin kfl 
, ]  
0 

possede alors la propri6t6 de converger vers - / ( o )  lorsque la quantit6 positive 
2 

k crolt  ind6finiment. Nous nous servirons des notations utilis6es par  l'6minent 

LEJEUNE-DIRIO~LET dans le m6moire qui se trouve dans le r6pertoire publi6 

par les distingu6s MOSER et DOVE et nous en extraierons quelques formules. 

En cet endroit, en supposant k 6gal au nombre impair 2n + i (et l ' introduetion 

de cette restriction est sans importance pour le th6or~me II et suffit dans la 

suite), on trouve, de la mani~re la plus simple la valeur de l'int6grale 

2 
f s in  k fl d~ = ~ 

(4) . ]  sin fl - '- ~-" 
0 

Si on d6signe alors par  -k-' le plus grand multiple de k- contenu dans h, l 'int& 

~ 2 z  r z  
grale S se partage en r + I int6grales aux limites o e t  k-' Ic- et ~ -  . . . . .  ~ -  et h 

et l'int6grale (4) en un certain nombre d'int6grales comprises entre des limites 

analogues; il vient ainsi 

(5) S = R I - -  R2 + "'" + ( - -  I)r R~+l 

(6) 
k 

sin kfl dfl 
R v ~ - - - - ( . I )  ~ -1  l ( f f )  

(v--l) .~ 

k 



2 8 8  

(7) 

(8) 

R. Lipschitz. 

~T 
- ----- e l - - q 2  + q 3 - - q 4  . . . .  
2 

k 

Q. = (__ I ) , _ x f  Sinsinkflt t dfl. 
(v - -1} : r  

k 

Ensuite ,  la quant i t6  posi t ive q,, v6rifie les in6galit6s 

(9) 
2 I 2 I 
k" w~ < e" < k ( v - - I ) ~  

sin -k- sin k 

et, si 2m d6signe un nombre  pair  que leonque  inf6rieur h r, on a 

(io) 

i > qt ~ q~ + "" + ~2,,,-1 - -  ~,,, 
< q~ --q2 + + ~m-1 - -  q'~,,~ + q'2,n+l, 

et, il on r6sulte pour  ]a quant i t6  ql 

(Io~) 
$ 1 n  

Nous  avons  encore besoin pour  notre  recherche de por te r  no t re  a t ten t ion  sur  la 

somme eompos6e de part ies  positives 

Qv+l + ~v+2 + "'" + ~ ' ,  

dans  laquelle v > I  vr<_r, et  de t rouver  une limite sup6rieure de la va leur  de 

eet te  somme. Comme, dans  l 'expression (8) de la quant i t6  0~, le fae teur  sin k fl 

ne change pas de signe dans l ' interval le  d ' int6grat ion et ne d6passe jamais  

l 'unit6, on a 

k 

q~ < ~ ,  
J 

(v - -1)  .'~ 
k 

d 'oh l 'on d6duit  la limite cherch6e 
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(II) 

k 

q~+x + q,+= + "'" + q~, < sin fl 

k 

"pt r 'Pit" 
log tg ~-~ - -  log tg ~-~- 

Posons alors 

(12) I S ' =  R~ - -  R2 + "'" + Re, , , -1  - -  R2m 

tl ~" U [ 8  = R 2 m + l - - R 2 m + 2  + " '"  + ( - - I )  r247 

do sorte que l 'on a 

(13) S - ~ - 8 ' + 8 "  

et  voyons  comment  se compor ten t  les sommes S' et  S" lorsque le nombre  k croi t  

ind6finiment.  Dans ce but,  nous ram6nerons h une forme un peu diffdrente 

l 'expression R u + l - - R u + 2  qui, si t < m est une part ie  de la somme f f  et  si t > m  

est une part ie  de la somme S". Pa r  l ' in t roduct ion  dans l 'expression de R,  de la 

nouvelle variable 7 =  kfl, il vient  

(14) 

d'ofi 

=. _ ( _ i , . _ r  =in 

(v--1):~ s i n  k --  o k sin [(v =-I ) -~  + 71 k ' k  

_ ~ . . . . . .  sin 7 d ?  

ou mieux 

(16) 

.R2t+l -- .R2/+2 

0 k in 2 t ~  + 7 
k 

i ] _  
sin (et + x)~r + 7 

k 

sin ?d 7 

~eta  mathematica. 36. Imprim~t le 14 d6cembre 19]2. 37 
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_ l_~ j [ / (2 t~vk - t -7 )_ i ( (2 t - t - i )= - t -7 ) ] I  s 1 , 
k in 2 t ~  + 7 

0 k 

+ 

+ , ] _  
sin (2t + I ) ~  + 7 

k 

sin 7d7. 
k 

Comme les facteurs qui entrent  dans ces deux int6grales 

I I , s i n  7 e t  _ _ I  + i 
sin 2t~v+7 sin ( 2 t +  I ) ~ + 7  sin 2tzc+7 sin ( 2 t +  I)ZC+7 

k k k k 

demeurent  positifs dans le champ d'int6gration, on pourra estimer ]a valeur de la 

premiere int6grale, en rempla~ant le f a c t e u r / ( ~ )  + / [ ( 2 t  + I)Zr + ~'1 Par u n e k  

quantit6 plus grande ou plus petite et ]a valeur de la seconde int6grale en rem- 

le f a c t e u r /  (2tk+~7)-- /r(2t+I)Z+k 7] par une quantit6 plus grande plagant 

ou plus petite. I1 y a lieu d'op6rer diff6remment suivant que t<m ou t>_m. 
Dans le premier cas, ne se t rouvent  sous les signes d'int6gration de la 

formule (16) que les valeurs de la fonction /(fl) qui eorrespondcnt ~ l 'intervalle 

o ,  - -  . 8i nous d6signons par [ (o) + ~. 10 maximum absolu et par [ (o ) - -  #t le 

minimum absolu de ees valeurs qui, par hypoth~se, sont positives et inf6rieures 

~ A il est clair que la somme - [ - -  + [ est comprise 
2 ~ k 

, (0 ) - - ,~  et ] ( 0 ) + 4 ,  que la diff6renee ~-] (~t -~+-- - - -~7)-~/ [ (2 t+l )~+71 entre 
2 k 

(~' + ~/ et on obtient les relations est comprise entre 4- t ~- ! 

R2t+l --/72t§ < [! (0) + ~.] (~2t§ 0~§ + ~ + #L 

(17) t<m; 

R 2 t + l  - -  R21+2 > [ / ( 0 )  - -  ~{t] ({?,2 t + l  - -  ~)2 t+2) il, + V (r  + Qlt+l). 
2 

Dans le second eas, off t>m, sous les signes d'int6gration de la formule (16) ne 

se t rouvent  que des valeurs de /(fl) eorrespondant aux valeurs de fl comprises 

ent re  ~ et  h. Rappe lons  a lors que la  somme - # ~ + 
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est  posi t ive et  inf6rieure h A.  P o u r  es t imer  la diff6rence ~-lietG+~7/--~ ~ ~ 
2 

I _  /[(2t + I ) z  + 7_] darts laquelle 7 p rend  toutes  les valeurs  en t re  o e t  z ,  il 
2 L k J' 

est permis  de supposer  le nombre  k assez grand pour  pouvo i r  util iser l ' hypo th6se  

fai te  sur la diff6rence / ( y  + $ ) - - [ ( ~ ) .  En  effet,  puisque la va leur  absolue de la 

diff6rence /(fl + ~)--/(f l) ,  si o < pC < h, devient ,  lorsque ~ est une quant i t6  posi- 

2 t z  + 7 2 m z  
rive d6croissante,  inf6rieure ~ B~ ~ et  que, dans no t re  cas, on a k - - > - k - - '  

$ = ~  on voi t  que la diff6renee i ' k - -  k est  eomprise  

en t r e  les limites + ~ B On ob t i en t  alors les re la t ions 
2 

(I8)  

R2t+i -- R~t+2 < A (,o2t+x -- r + i B 

I B (~2t+l + ~'It+2) R2t+i -- R~t+2 > -- ~ 

(r + eat+e) 

Nos formules  (i7) et  (I8) sont  applicables s routes les part ies  des sommes S' 

e t  S ' ,  except6 Rr+l si r est 6gal ~ un hombre  pair  2q ou l 'expression R~- -Rr+I  si 

r e s t  6gal s un hombre  impair  2q  + z. Comme il rdsulte des hypothAses que 

R~ > o, Rr+l > o, R~ < A,or, Rr+l < AOr+l, Qr+l < ~Or, il n 'es t  pas d o u t eu x  que ]a 

quant i t6  R~+I, s i r  = 2q, la quant i t6  R~- -  Rr+l, si r = 2q + I soient  comprises 

en t re  les m~mes limites + Aq2q. On peut  donc  6valuer  de la manibre  su ivante  

les sommes S' et  S"  

(~9) 

"S '<  [1(o) + Z ] ( q , - -  e~ + ' "  + q2 , , , - , - -  e~.,) + i+ ,, (e, + e= + " "  + e2, . -~+e2-) ,  
2 

St>[ / (O)- - , I I ] (~o i - -Q2 + " ' "  + Q 2 m - l - - k o 2 m )  
L + !l 

(r + r + " "  + Q2m-1 + q2m), 2 

S " <  A(q~, ,+l--qem+2 + "'" + q2q-l--q~q) + 2 B (q2m+l + ' ' "  + r + Aceq, 

S">--I-2 B (;)" (r + ".  + q2q)-- Aq~,. 

Maintenant ,  des formules (9), (IO), (IOa), (II) d6eoulent  les suivantes  
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2 I 

]c . 2 m T g  
s i n  - - - -  

k 
< qt - -  q2 + "'" + q~-,-1 - -  ~,~ < 2 '  

q ~ m + l - - q ~ + 2  + "'" + Q2q-l--q2q< 
2 I 2 I 

k . 2 m z '  e2q</~ . ( 2 q - - I ) ~ '  
s i n  - - - - -  s i n  

k /c 

7g 2 I 

q t + q 2  + " "  + Q 2 - , - l + ~ , ~ < 2  + k  . 
s i n  

m ~  ~g 
- - - + l o g t g  ~ - - l o g t g ~ ,  

m ~  
q2m+l + "'" + r < log tg - -  log tg -k--' 

qui, substitu6es dans les formules (i9) donnent  les nouve]les formules 

(2i) 

2 /~ ~ ~ -  - -  log tg ~ , 
s i n  k 

(~v 2 i 1 ~ . + , t ( 2 : 2  1 
2 m ~i - - ~ - -  + k ~ Sr > [ / (~  P] ksin ~ - - /  sin 

- -  + log tg - -  log tg ~ , 

S ' < ~ 2 B  l o g t g  - - l o g t g ~ - -  + A k  . 
s i n  

(2q - -  I ) z  
2 I 

+ A  
k 2 m T g  ~ 

sin - - - -  
k 

s i n  

I 

(2q - -  I)z~ 
k 

Pour  eonclure de ces relations l 'exaeti tude de notre proposition, nous donnerons 
m une valeur fixe, tandis que ]e hombre k croltra continuellement. Par  hypo- 

th~se, la diff6rence /(c~)--/(o) peut  ~tre rendue, lorsque ~ d6erolt,  aussi pet i te  
que l 'on veut, ] ( o ) +  ~ e s t  le maximum absolu, ] (o) - - te  le min imum absolu de 

( 2 k ~  ) 2 m ~  la fonetion /(fl) dans l ' intervalle o, - -  et la quanti t6 --k-- d6crolt  eontinu- 

ellement, donc les quantit6s iL et ,u ne peuvent  pas ne pas d6eroltre elles-m6mes 
ind6finiment. D'autro part ,  en utilisant des principes d'analyse eonnus, on 
peut  6erire 
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2 I 

. 7g 
s i n  ~-  

m T g  ~ 2 
- - -  + log tg - ~ - - -  log tg ~-k = ~ + l o g  2 m + w ,  

2 I 

] g  . 2 m 7 / "  
s i n  - -  

k 

I 
~--- + w r , 

m T g  

log tg ~ -  log tg ~ ; r  = log tg h m 2 --  log -~-  + w", 

2 I 2 I + W m ,  

ksin (2q--i)z~ k sin h 
k 

off les signes w, w r, w', w "r d6signent des quantit6s qui tendent vers z6ro lorsque 
k croit ind6finiment. En tenant compte de ces derni~res formules, les relations 
(21) peuvent 8tre ramen6es ~ la forme suivante 

(23) 

S '<  [/(o) + g]~ + g + , - ( ~  + 2 + log2m +w)  
2 ~ 

S" < I B log tg h m ~ I w, r I 
2 - - 1 ~  w" + A  s in~ + + m~-- + w '  , 

S " > - - ~  ~ - - l o g  k - -  + w" - - A ( k ~  +w'' ' �9 

Remarquons que, dans ces formules, l'expression 

qu'on peut 6crire 

peut 8tre rendue aussi petite qu'on le veut, lorsque k crolt ind6finiment, paree 
h que la somme log tg ~ - -  log m garde une valeur eonstante, tandis que la puis- 

sance (;)" d6erolt et, enfin, paree que la fonetion (~)~ k~-, bien que le faeteur 
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log k croisse ind6finiment, d4crolt elle-m~mc pour toute valeur positive de a. 
7g 

Et  c'est ici que se trouve le point essentiel de notre d6monstration. Si en 

effet, nous d6signons par ~, ~, ~/r, ~,, des quantit6s tendant  vers z6ro lorsque /c 

augmente ind6finiment, nous obtenons les formules 

2 A + , /  S' < /(o) + ~ S' > 2  - -m-~ 

(24) 
} S"< ~ + ,/' s" > - -  (". 
t m ~g 

D'ofi l 'on volt que, pourvu que m prenne une valeur telle que la quantit6 --A soit 

inf6rieure ~ un nombre arbitrairement petit, ce qui est manifestement toujours 

possible, la somme S r est comprise entre des limites qui different de z ](o) 
2 

d'aussi peu que l'on veut, et la somme S" est comprise entre des ]imites aussi 

voisines de z6ro qua l'on veut. Donc, puisque lorsque k cro~t ind~finiment, la 

somme S r a pour limite z-/(o) et la somme S ~ a pour limite o, il est 6vident 
2 

que la somme S = S  ~ + S" a pour limite ~ / (o ) .  C'est ee que nous voulions d6- 
2 

montrer. 

En possession d'une d6monstration rigoureuse du th6or~me II, nous sommes 

en mesure de mieux connaltre la mani~re dent  la s6rie (x) se comporte dans 

notre troisi~me cas. E1]e est, en effet, eonvergente e t a  toujours pour somme 

I 
2 [c f (x~e)  + ep(x + e)], en d6signant par e une quantit6 infiniment petite, quelle 

que soit la valeur attribu6e h x dans l'intervalle ( - - z ,  + ~v) et ee]a, lorsque la 

fonction ~(x) pr6sente des oscillations pour certaines valeurs particuli~res de la 

variable et mSme dans t o u s l e s  cas, sauf une exception, off la fonction ef (x) prd- 

sente des oscillations dans certains segments finis de l'intervalle total. Cette 

exception se pr6sente lorsque dans un segment fini, bien que la difference 

el(X+ 6)-- ,p(x)  tende vers z6ro avec ~, puisque la continuit6 est conserv6e 

dans ce segment (c'est d'ailleurs la d6finition m~me de la continuit6), ~ cette 

diff6rence diminue cependant de telle sorte qu'on ne puisse trouver aucune puis- 

sance positive de d qui lui reste sup6rieure pour routes les valeurs de la variable 

contenues clans ce segment. C'cst ce qui arrivera 6videmment si ef(x + 6)--el(x)  

1 Journal de Crelle. Vol. IV, p. I59. 
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d~crolt de la m~me mani~re ou plus lentement que la fonction x 1 D'ail- 
I log 

leurs la d~monstration demeure valable si, dans les segments off la fonction r 
a une oscillation, il arrive que, pour des valeurs particuli~res de la variable x, l~ 
diff6rence ep(x + 8)--e# (x) se comporte comme il vient d'6tre dit. 

Ce cas d'exeeption ~eart6, on pourra toujours partager l'intervalle ( - - z ,  + z) 

de la fonction ~(x) en un nombre fini d'interval]es partiels dont on obtiendra 

les extr6mit~s en rangeant par ordre de grandeur 10 les valeurs de la variable 

x pour lesquelles la fonction el(X) est discontinue, 20 celles off la fonction a 

des maxima et minima isol~s, 30 celles oh la fonction poss~de des oscillations, 

4 ~ les limites de segments dans lesqUels la fonetion a des oscillations, 5 ~ en- 

fin, les valeurs isol~es, lorsqu'elles se pr~sentent dans des segments de cette 

esp~ee, pour lesquelles ]a diff6rence ef(x + 8)--~f (x) d~croit plus lentement que 

n'importe quelle puissance positive de 8. L'intervalle d'int~gration de l'int~- 

grale (2) 6rant alors divis6 de la m~me fa~on, l'int~grale (2) devient 6gale ~ une 

somme d'int6grales de m~me forme dont chacune a une valeur limite lorsque k 

crolt  ind6finiment, limite que l'on obtient facilement par l 'application soit du 

th6or~me I, soit du th6or~me II;  les conclusions annonc6es en r6sultent. 

J 'esp~re pouvoir  6tudier ~ u n  autre moment  et dans un nouveau m6moire 

la mani~re dont  se comporte la s6rie (i), dans la derni~re hypoth~se. 

Ecrit  h Bonn, le Io Avril I864. 

AlIgemeine Lehrsiitze in Beziehung auf die in verkehrten Verhiiltnisse des Quadrats 
der Entfernung wirkenden Anziehungs- ulld Abstossungskr~tfte. Art. I6. GAvss. 


