FORMULES EXPRIMANT LES VALEURS DES COEFFICIENTS
DES SERIES DE PUISSANCES INVERSES.

PAr

FRANZ KAMBER
4 LAUSANNE.

8 1.

Soit donnée la relation
(1) 2=y"(1+mT),
ol T représente la série
(2) T=cy+ ey’ + coy® +
et o m est un nombre complexe imaginaire quelconque.

A partir de (1), on peut obtenir le développement formel de y™ suivant les

puissances croissantes de x. Nous poserons
(3) Yt =a*(1+ nS),
ou il faut faire
(4) Su==bn 1@ + by o @+ basa® + -
Considérons la série
Fv)=»v + ngv® + wg0® + -,
ordonnée suivant les puissances croissantes de la variable v. Si son rayon de

convergence u'est pas nul, il en est de méme de celui de la série représentant

la fonction
H(v)=[1 + F({v)]?,

ou l'exposant p est un nombre complexe imaginaire. En effet, dans le plan de
la variable imaginaire v, cette derniére série converge a I'intérieur du plus grand
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cercle ne contenant pas de points singuliers de H(v). Or, ceux-ci sont ou des
points singuliers de F(v) ou des racines de l'équation

1+ F(r)=

la valeur absolue desquelles est nécessairement positive.
Si donc la série (1) posséde un rayon de convergence non nul, ¢’est aussi le

cag pour la série
1

=y(1 + mT)m,
puis, d’aprés Cauchy’, pour la série inverse
y=a(1+5),
ensuite pour la série (3).
Nous nous proposons d’exprimer les coefficients bn, ., en fonction des coef-
ficients ¢,.
Nous ferons usage de la formule de Lagrange®:
Soit ¥ une racine de Véquation

(9 y—Yo—xfly) =

ot f(y) est une fonction holomorphe & l'intérieur d’'un contour C tracé dans le
plan imaginaire des y et enfermant le point y,. Une fonction ®@(y) holomorphe
a l'intérieur du contour C s’exprime pour des valeurs suffisamment petites de =
par la série

(6) = O(y,) + Z :,’ =1 (yo),

le symbole ¥/ (y) désignant la dérivée d’ordre j de la fonction

(7) Foly) = ' (y) [/ W)

La formule (6) est applicable & la question qui nous occupe, lorsque » est
un entier positif. Nous devons faire

Yo = O, .
f)=Q1+mT) ™
Qy)=y"

! Voir par ex. K. KNopp, Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen, 3° édition, 1931
p. 186.

¥ Voir GouRsaT, Cours d analyse, tome I, 1933, p. 471 et tome II, 1933, p. 116.
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La formule (7) devient

(8) W) =ny (1 +mT) ™
L’'équation (6) 8’écrit donc
1, 0 x@.
=3 5w

ou

0, o »

yn = g 2 (_,, + n)' q;i’v_:;z-—l) (O),
v

8

car ¥¥(0o) =0 pour j <n — I, ou encore
(L5 \
R e ol | W wvin-l) .
Y= [I+;(v+n)!w"+” (0)I

Comparant avec (3) et (4), il s’ensuit

q;r(v+n—-1) (0)
( - *+n 7.
9 b, ny + n)!

La relation (8) nous donne

v+n
I —
;zlf’Hn(y) =y 1 +mTl) ™.

Pour y et, par conséquent, 7 assez petits, on a

v+n

1+mT) » =1 —@w+n)T+ I—(v—!—n)(v+n-{—m)T2
: 2!

_317(”+”)(”‘f'n'*‘m)('v+n+2m)T3+..‘

(— 1)

+ v+ tntm. . e+ i—im T+

Suivant la formule polynomiale!, le coefficient de y” dans le développement de

T* a pour valeur
U_ﬂzllc‘f!c"‘*...c“’”
=12
@ a]_! 02! “ e G’v!

! Voir voN MaANGOLDT-KNOPP, Einfihrung in die hihere Mathematik, 1931, p. 34.
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la somme devant étre étendue a toutes les combinaisons des quantités entiéres,

positives ou nulles, a;, &, . .., @, qui satisfont aux conditions
(10) o Foayt+ta, =2

et

(11) o +2ayF -+ va, =

Par suite, le coefficient de y**t"~! dans le développement de ?—Izqfwn(y) est

Ly \2
Z( ml) p+n)p+tnt+tm...p+n+i—1m)U.
- !

On en déduit

— )% —
:;"I’i”jn""”(o) = Zg——l— G+t t+mp+tntem)...0+n+i—1m)U.
Portant cette valeur dans (9), on obtient!

1,7
(12) boy= (1P +n+mp+ntom...r+nt+i—1m
n ()

On a en particulier

[)1;,1:—‘(31
1
ba, 2= 5(2 +n+mé—c
1 .
b;z,3=—é(3 +nt+mi(3+n+emd+(3+n+meca—cy

bu,4'=i(4 +n+m)(4+n+2mg+n+ 3me
2
— ;(4 +n+m){4+n+2mcie +(4+n+ m)(g-’ + clcs) — 4.
La formule (12) a été établie en supposant #n entier positif. Nous en tirons

1
(13) I+Sl=1—01x—i-[5(3+m)cf—cg]x2+~-.

! Cf. R. BirreLAND, Uber die Auflisung algebraischer Gleichungen durch hypergeometrische
Funktionen, Mathematische Zeitschrift, 26. Band, 1927.
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Soit maintenant » un nombre complexe imaginaire quelconque. A l'aide de (13)
et de la relation

14+ n Sn,= (I -+ S]_)"’

nous obtiendrons le développement de S,, valable lorsque x est assez petit.
Nous aurons de la sorte des expressions bien déterminées pour les coefficients
bu,» W=1,2,3,...). Comme elles s'appliquent également au cas de » entier
positif, elles devront coincider avec les expressions (12). Celles-ci sont donc
exactes pour tout .

§ 2.

La formule (12) résout la question proposée. Elle permet de calculer by, .
sans qu'il soit nécessaire de connaitre les valeurs de b .1, bu,»—2, ... Toutefois,
la recherche des différentes combinaisons des nombres a, est assez longue. Nous
arriverons 4 une formule plus simple en remarquant que les expressions b, .
peuvent étre mises sous forme de déterminants.

On a
br,1=—0¢1,
b — I (z+n)ey 2(2+ n)ey
" 2l(2+mn) 1 (2+n+m)e
. (3+n)e; 2(3+n)e 3(3+m)ey
bn,3‘—“‘3!(3+n) 1 (3+n+m)e, (6+2n+m)el,
o 2 3+ n+2m)e
(4 +n)e, 2(4+mn)es 3(4+n)ey 4(4 +n)eq
b 1 I (4+n+mle; (8+2n+m)ey (12+ 30+ m)es
" 4!(a+mn) o 2 (4+n+zme (B+2n+2mey|
0 3 (4+n+3me
et, en général,
_(_I)va
(14) bn,v—v!(’)_i_n)’

si I'on pose
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Franz Kamber.

Appelons a;,; 1'élément situé & la #°-place de la
{eligne d'un déterminant.
Dans le cas du déterminant (15), nous avons

(16) apr=[k—1+1)(»+n)+ (I—1)m]} er—141,

. - . 1
i condition de faire ¢, = ) et ¢, =0 pour » <0,

11 s’agit de démontrer la formule (14).

Désignons par DU le mineur constitué par les
éléments de D, qui restent aprés suppression des v—s
derniéres lignes et des » —s derniéres colonnes. Soit,
de plus, DI =1,

En développant DV suivant les éléments de la
s®-colonne, on obtient la relation de récurrence

(17) D¥=[v+n+(s—1)m]e, Db=1 —
——1)[2(0 +n) + (s—2)m] e DB~ + .-

(s—1)!
(s— A

+ (—1p-tsl{v + n) e, DO

+ (—1)p? [y + n)+(s—h)m] e DI*—% + - -

Nous allons prouver que l'on a

1,8
(18) DW= D (—1)**sl(v + n)p+ntm)(y+n+t2m)
2 o

20y o,
61 C? ... C,

2

e nt A—im) Y A2
( )Z)al!ag!...as!

la somme Z' étant étendue a toutes les combinaisons
(e)

des valeurs de ap entiéres, positives ou nulles, satis-

faisant aux conditions

(19) {“1‘** @y + -+ a=1,

o +2a+ - +sa,=s.

Pour abréger, désignons par @, le coefficient de
¢rci. .. c® dans (18). Remplagant s par s — &, la
formule (18) nous donne pour DE-* une expression
qui contient entre autres le terme
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@ h—1 LhY Chy LA
Osnepiop...cte el 6

ot l'on a posé
(—1p-ma-ts— )l p+a)pd+ntm ... 0 +tn+i—2m)

20 @v— = =
(20} ok ejlagl o oapal e — 1) gl L. el

_ (= =k an O
stp+n+i—1m)

Ce coefficient s’annule lorsque ;= o0.

L’équation (17) ayant lieu quelles que soient les quantités c,, elle doit étre
satisfaite séparément par les coefficients de chacune des expressions telles que
¢ie ... ¢ On doit donc avoir

Le (s—1)!

O = g(_l)h—l(s——h)!

[h(y + n) + (s —N) m] @1,

ou, d’'aprés (20),

1,8 ; _ .
932 [y + =) + (.9" h)ym] e -6,
~ strtn+i—1m)

ou
Z‘j[h(v+ n) +(s—hmlan=sF + n+ A—1m).

Or, cette relation est vérifie en vertu des équations (19).
Nous reconnaissons donc que l'expression (18) satisfait a la relation de
récurrence (17). Comme elle est exacte pour s = I, elle I'est par suite aussi pour

=2,3,...,7
L'équation {14) peut s'écrire

(— 1) DY

b T

Portant dans cette expression la valeur de DI tirée de (18), on obtient précisément
I'équation (12). La formule (14) est done démontrée.

§ 3.

En application de ce qui précéde, considérons la relation

2
V;c_=llogl+@==ﬁ(l+?—l+y—+m)-
2 T1—Vy 3 5
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On en déduit

2Ve Loor yw—1,2 :
1 eVeq —I—[I+'Z( 1) ZPBvx,,],

ﬁ‘eﬂ/f~1—:V; (29)!

ou B, désigne le nombre de Bernoulli d'ordre ».

Dans le cas présent, il faut poser

1
m=+ —
2
1
n=-— -y
2
2
Cy )
2y +1
P (—1D, _(—1p2>*"'B,
4 v'(v~£) (29)!
2
Il g’ensuit
(21) _ (D, (2v—3)! D,
Tyl 2y — 1) (v—2)l22"2
ot Von a
Y, 2y —1) 3(py— 40— 1) ... 2v—1
3(21} 1) 5(21/ 1) 7(21/ 1) 9(21/ 1) Y T
. 29 4v—1 6v—2 2v—39+2
3 g 7 29— 1
2v 41 4 29— 59 + 4
O 2 B — e —— e —
(22) D, = 3 5 2v—3
29+ 2 298 —79v 4+ 6
0 0 3 —
3 29— §
0 o 0 0 3r=2
3

Les éléments de ce déterminant ont pour expressions

26—+ 1)v+2l—k—2
w, ;== 2k—210+3
o) » I>k+1.

lorsque I=<k+1,
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§ 4.
Soit donnée la série

(23) E=ypn+rn’+ -,

ou l'on suppose y; 0. On demande la valeur des coefficients £, de la série

inverse

(24) n=6E—FE+—+ -

Il suffira de faire m=n=1, = é: y=mn dans les formules précédentes.
Nous obtenons n
it
/8! 7

Cy =

ﬂl)’l =1,

bi,v =(— 1) Bor1y’™.
Nous avons donc
1

B = "
et nous poserons
_(—I)vbl,v__ A,
(25) N [

La formule (12) devient

bl,v==2v _I)l(7+2)(v+3)...(v+l)2

4 (e)

Q0 Ly
Vo' 75 - Vi
o lay! ...l

La relation (25) donne par suite

1,» Q) A0 Sy

. YV
6 A, = v—2 248 T fv+l
(2) ;( =t + At (Za;'allazl...a,,!

De (14) et de (25) on tire
Ay =9y D,.
D'aprés (15) on a done

+1)ys (2v+2)y; 3v+3)ys Wr+4)ys v+ 1)y

7 (+2)ye (2v+3)ys 3v+4)y0--  ¥*p
(27) A,=| © 2rn H3)y (2v+a)ys o v—1) |

o o 3n (v+4)72-~1f(w—2)7v—2

o o} o} o} e 20,
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Les éléments de ce déterminant sont
ar=[k—1+ 1)v + k] Yr—i139,

a condition de faire y, =0 quand » < 1.

§ 3.

Supposant g4 # 0, I'équation algébrique ou transcendante
(28) o=y, +yile—2) + yale—2) + -

admet une racine qui tend vers z, lorsque y, tend vers 0. Les formules du § 4
sont applicables au caleul de cette racine. Il suffit de poser §=—y,, =2 —z,.
On a en conséquence ‘

z=2,— By —Ba¥s— B3V —

ou
A

3

Yo Yo
A5 — A, — Adg— -
VosIATE 41y7?

_ %%
n zin

(29) =2,

ou, en substituant l'expression (27) de ,,

» 8y 12,
) 2 8 6 e |47 s 4

(29 bis) Z=Z(,~?———2%§'272_‘3% }%72 4;’,3'—4#}7 Y1 572 O¥s|i—
r1oen i gl 2 o 2 6y

Dans le plan de la variable imaginaire y,, cette série converge 4 l'intérieur
du plus grand cercle ayant son centre a l'origine et ne contenant pas de points
singuliers.

Parmi ceux-ci se trouvent les racines de 1'équation

Ay _

o
dz ’

c-d-d. les racines de P'équation
o=y + 2y(e—2) + 3rs(e—2) +

Portant les valeurs de z—z, qui satisfont & cette équation dans la relation (28),
on obtient les valeurs correspondantes de y,.
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§ 6.

Les formules précédentes fournissent aussi 1'expression de Zyx”‘ en fonction
des dérivées d'ordres supérieurs d'y par rapport & x.
' Soient

o= o), ot E=gp(+y),

7 = (o), T +n=1ylo + &)
Appliquant la formule de Taylor, on a

_do | n* d’c
S e P R
_dr | 8 d*x
n_§d6+2!d02

Identifiant ces séries avec (23) et (24), on obtient

1 d'e
de ™

1 d”'r__ 1
de = (T U

Remplacant ¢ par x, ¢ par y et posant

a’y
= (v)
dxry ?/ b
il s’ensuit
(»)
Yy
Vo ==

p!

— y=1 v
g =z dw

vl dy

Lorsque y 0, on tire de (25) la relation

e (—1) 4,
(30) dyv+1= (y')2v+1 :

La formule (26) devient ici

1,0 M\ /1 N\ay (v+1) a,
1) A= Sy S W B

—.
T o oyl agl .. a2l (p 4+ 1)1
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Le déterminant (27) s'éerit

v+1y,, 2v+2 ,, 31’+3y(4) 47 +4
2! 3! 4! 5t
Y ’/:fz Y 2”3';'3?/'/ 3’;';'49(4)
(32) Ay = o] 2y W:t3 ! 21’3T4 "
o o 3y v:!4
o o o )

Les éléments de ce déterminant ont pour valeurs

(k=1 +1)v+k (k=1+9)
L Py pmpY R A
& condition de poser y® = o pour » < 1.

On a de la sorte

dz _ 1
dy y
@z __y'
dy*  y*
d_s_a_','= .}_ gyl! yl!l
7 N
Yy 2y
2:’/1 ﬂ-ynl Ey“)
dtz 1 3 2
rpw e hani? 1 ’ 5 ’” § rr )y
dy vy LYy LY
O 2yl 3yll




