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Einleitung. 

Es bezeiehne ~p(x) die bekannte  I TSCHEBYSCHEF'sche Funk t ion  

(~) = ~ log p, 

wo pm alle Pr imzahlpotenzen bis x durchl~iuft, und  es sei, wie iiblich, 

o (x) = ~ log p. 

Dann ist die Relat ion 

(x) ~- o (x) + o (~x)  

unmi t te lbar  aus TSC~EBYSCH~.F'S Ergebnissen abzulesen, so dass alle Absch~ttzungen 

yon  (P(x), deren Restglied sehleehter als O (l/x) ist, aueh  fiir O(x )  gelten. Es 

werde 

T (x) ~ { ~ (x) fiir solche x > I ,  die keine Pr imzahlpotenz sind, 
(p (x) - -  �89 log Po ffir x ~ p mo 

gesetzt;  Herr  vo~  MANGOLDT 8 ha t  als erster bewiesen, dass fiir alle x >  I 

1 ~ber Bezeichnungen sowie Beweise des Bekannten und historisehe Angaben vergl, mein 
Handbuch der Lehre yon der Verteilung der _Primzahlen [Leipzig und Berlin (Teubner), I9o9]. 

2 im Literaturverzeichnis des Handbuchs. Vergl. z. B, Handbuch, S. 365, 
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(x) T ( x ) - ~ x - - l o g ( 2 ~ ) - - ~ l o g  I - - ~ -  

ist, wo Q die nicht  reellen (d. h. dem Streifen o ~ 9~ (s)_< I angehSrigen) Nullstellen 

Q ~ a + fl i  yon  ~ (s), nach  wachsenden ]ill geordnet ,  durehl~uft .  Wegen der Un-  

s te t igkei t  yon  T (x) an den Stellen p~ kann  die Reihe  

> 
Q Q 

in keinem ein pm en tha | t enden  Interval l  gleiehm~issig konvergieren.  H e r r  v o ~  

KOCH ~ waf t  nun  die Frage  auf, ob nicht  t r o t zdem T ( x )  mit  angebbarer  nieht  

tr ivialer  Ann~herung  dureh einen Ausdruck  dargestell t  werden kSnne, der  yon  

~ihnlicher B a u a r t  ist als die reehte Seite yon  (I), aber  nur  endlich viele t~ (n~im- 

lieh alle, deren Ordinate  absolut  kleiner ist wie eine passend zu w~h]ende F u n k -  

t ion y o n  x) enth~lt .  E r  bean twor te te  diese Frage  bejahend,  indem er dem all- 

Glied x~ als approximat ionserzeugenden F a k t o r  einen Ausdruck  F I I - - ~ 1  gemeinen 
Q z] 

hinzufiigte, in dem z eine Funk t ion  yon  x ist. Der  springende P u n k t  ist, dass 

die Reihe 

, 

Q 

WO X > 0 und  z > o ist, absolut  konvergier t ,  z H e r r n  yon  KOCH'S pr~gnantes tes  

Resu l t a t  8 l au te t :  Wenn  /c i rgend eine K o n s t a n t e  ist, die dem In te rva l l  x < k <  -~ 2 

angeh5r t ,  und  wenn ~t eine K o n s t a n t e  ist, die dem In te rva l l  o < ~ < i angehSrt ,  

so isO 

1 Contribution h la tMorie des nombres premiers [Acta Mathematica, Bd. XXXIII  (I9Io), S. 
293--32o]. Diese vom 3I. 8. I9o8 datierte Arbeit wurde, wie auf den Bogen vermerkt ist, am 9. 
1I. I9o 9 gedruckt, und mein Buch konnte daher keinen Einfluss mehr ausliben. In diesem Buch 
(S. 354--368) habe ich u. a. zum ersten Mal bewiesen, dass die Reihe (2) in jedem yon den pm 
freien Intervall x o ~ x H x l ,  wo xo > x ist, gleichmassig konvergiert. 

Dies ist ein Analogon zu der Tatsaehe, dass in Herrn DE LX VALL~Z POUSSIN'S berfihmten 
Primzahlarbeiten statt der schwer zu behandelnden Reihe (2) die absolut konvergente Reihe 

~ eine aussehlaggebende Rolle spielt. 
Q 

s Wenn aueh dies das Hauptergebnis seiner interessanten Arbeit ist, so m6ehte ieh doch 
nieht unerw~hnt lassen, dass er mit denselben Methoden aueh andere Rltere und neue Resultate 
beweist, yon denen in meiner vorliegenden Abhandlung nieht die Rede ist. 

4 Es sei hierbei erw~hnt, dass Herr yon Koch bei der I-Ierleitung yon (3) ganz am Sehluss 
ein Versehen maeht, welches sieh, wie er mir auf meine Anfrage hin freundliehst mitteilt, 
durch etwas veriinderte Fassung der frliheren Reehnungen beseitigen lasst. Herr voI( KOCH 
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W, X~F( ~ 1i q l ~  x 1 
(3) ~ P ( x ) = x / r  -k-~ l + O(x~-"l~ 

Also H e r r  v o ~  K o c h  h a t  d ie  y o n  i h m  ges t e l l t e  F r a g e  d u r c h  den  Bewe i s  d e r  

R e l a t i o n  (3) b e a n t w o r t e t ;  spezie l l  f i ir  ~ = -  b e s a g t  (3) 
2 

(4) ~P(x) = x - - 2  XOFlz Q l~  xt i~l<V~Q ~ - -2k~x !  q O(Vxl~ 

Meine i m  H a n d b u c h  aus f f ih r l i ch  d a r g e s t e l l t e n  M e t h o d e n  g e s t a t t e n ,  a u f  a n -  

d e r e m  als  d e m  y o n  H e r r n  y o n  K o c ~  e i n g e s e h l a g e n e n  W e g e  se ine  F r a g e  zu b e j a h e n  

u n d  z w a r  - -  da s  is t  da s  Neuo ,  we lches  ich ( n a e h d e m  in d e n  w167 x - - z  t t i l f s sE tze  

v o r a n g e s c h i c k  t s ind)  i m w  3 de r  v o r l i e g e n d e n  A r b e i t  a u s e i n a n d e r s e t z e n  will - -  o h n e  

E i n f f i h r u n g  e ines  a p p r o x i m a t i o n s e r z e u g e n d e n  F a k t o r s .  I e h  w e r d e  ganz  g l a t t  in  d e r  

v o ~  K o c H ' s e h e n  F o r m e l  (3) d e n  F - F a k t o r  w e g l a s s e n  k S n n e n  u n d  f i i r  o < tt < i ,  

a u e h  ffir t t - - - - I  

(5) ~p(x)=x-- ~ xo + O(x~_,log~x ) 
I#I <~ ~ 

beweisen .  Speziel l  fi ir  ~t-----z_ b e s a g t  d ies  
2 

(6)  q , ( z )  = - -  + O (1/x log'  x ) .  
I~1 < 1~ Q 

I 
Die  a u f  die  Q m i t  r ee l l em Tel l  a = -  bezf ig l iche  S u m m e  

2 

hatto namlich (3) zun~chst (S. 319) nut bei wachsendem x der Form ~ganze Zahl + �89 be- 
wiesen. Um dies Ergebnis auf stetig wachsendes x auszudehnen, weist er darauf hin, dass 
der Sprung yon r bei den Unstetigkeitsstellen w nur O(Iogx) ist; daraus allein folgt es 

I diskutiert aber nicht, da auch die Anderung der rechten Seite beim ~bergang yon x zu [x] + 2 

werden mtisste. Diese Diskussion wfirde allerdings im Falle o < / i < ~  nicht aber im Falle 

) ~ </~ < I leieht zu dem Ergebnis fithren, dass der Fehler gegen das Sehlussglied O(xl--~ log I x) 

vernaehl~ssigt werden kann. Herr vo~ Koch hat mir nun freundliehst mitgeteilt, dass man 
dureh folgende kleine Modifik~.tion seines Weges f~r atle erforderliehen ~t (d. h. ftir o < # < I) 
sofort zu (3) bei stetig waehsenden x gelangt: ~Man ffige den Formeln (36), (37) und (41) reehts 
das Glied O(log w) hinzu; dann ist aus der Definition (i) auf S. 296 und der in No 8 (S. 315--:t2o) 
angewandten Methode ersiehtlieh, dass diese drei Forlneln ffir stetig waehsendes x giltig bleiben~. 

Der Leser raeiner vorliegenden Abhandlung braueht die Arbeit yon I-Ierrn vo~ Koc~ 
fibrigens nieht zu kennen. 

Acta mathernatlca. 35. Imprim6 lo 14 oetobre 1911. 3 5  
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ist 

da ja bekannt l i ch  t 

I~1 < x g  Q 
1 

0</~<x,  ~ o<fl< ~ t P  

= 0 (x�89 log s x),  

X - -  O ( log  s y)  
0 < f l < y / ~  

ist. (6) l~sst sich also - -  parallel  zu einer yon H e r r n  y o n  K o c h  angegebenen Trans-  

fo rmat ion  seiner  Formel  (4) - -  auch so sehreiben:  

(7) r  x'~ - -  + O (1/x l o g  * x ) .  
I~1 < Vx Q 

:::._ 1 a . . ~  

(7) (gleichwie die yon  He r rn  y o n  K o c ~  aus (4 )abge le i t e te  en t sprechende  Formel)  

setzt  die zuers t  yon  H e r r n  v o ~  Kocr~ vor  ~o J a h r e n  s bewiesene Ta tsaehe  in 

Evidenz,  dass un te r  der  Annahme der  Rieht igkei t  der  RIEMAN~'schen Vermutung  

x 
a = -  die Rela t ion  

2 

(x) = x + O (Vx log s x) 

besteht .  

Mein Resu l t a t  (5) liisst sieh wegen 

2 
pm ~_x--I 

log p = ~ (x) + O (log x) 

aueh  so sehreiben:  

(8) ~.~ l o g p = x - -  ~ XO+O(x 1-'log ~x)  
Pm<= -'~-1 I fl I < x '~ Q 

ffir o < te__<_ i .  I n  den w167 4--5 werde ieh nun  folgende Veral lgemeinerung von  (8) 

beweisen. Q~ bedeute  fiir o < r ~ I  den in der von o bis - - ~  aufgeschni t tenen  

1 Verg l .  z. B. S. 388 d e s  H a n d b u c h s .  
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Q-Ebene eindeutigen Wert ,  der  fiir ~ > o p o s i t i v i s t ;  mi t  anderen  Worten :  es sei 

~)~ = e ~ log Q, wo der Koeffizient  yon  i in log Q zwisehen - -  ~-~ und -~ liegt. Dann  ist ffir 
2 2 

o < ~ < i ,  o < ~ t < x  

<• x - -  + O (x 1- '~  log * x). I l o g p l o g v - l l - A ~ l = X - -  2 xO 

Dies enth~lt  offenbar  (8) als Spezialfall v = x; in den w167 4--5 darf  ich mich also 

auf  o < v < x beschr~nken. 

Erster Tell. 

w  

Hilfssatz 1: E s  sei ~ > o, T > o. Dann  ist bei gerader Bahn  

I .~ + T i  

d s - - 2 ~ i  < ) ~  log y ' 

- - d s  < /iir o < y < ~ .  
s = T  - -  l o g y  

Beweis: Vergl. z. B. S. 342--346 des Handbuchs .  

I-Iilfsst~tz 2: E s  sei x < ~ < 2, T > o, o < y < 2. Dann  ist bei gerader Bahn  

v+ Ti 

C Y S d s [  < i o ~ .  
Urns I 

Beweis : '  z) Es sei o < y < x .  Die Anwendung des CiucrIY'schen Satzes.auf 

die Streeke ~ - - T i  bis V + T i und  den fiber ihr  als Sehne nach rechts besehrie- 

benen Kreisbogen mi t  dem Mit te lpunkt  o, also dem l~adius V - ~ + T  ' = R ergibt  

i Nattirlich ist der Hilfssatz 2 nicht neu. Auch der obige Beweis ist nichts als genau 
die Anwendung des CAvcn#schen Satzes, welche Herrn SCH~EE ZU einem weitergehenden 
Hilfssatz auf S, i2--I3 seiner Abhandlung geffihrt hat: Uber die Koeffizientendarstellungsformel 
in der Theorie cler Dirichletschen Reihen [Nachrichten der K6niglichen Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu G6ttingen, mathematisch-physikalische Klasse, Jahrgang I9Io, S. I--4z]. Mir genfigt 
der obige Wortlaut, und ich babe kein Interesse daran, die absolute Konstante rechts m6glichst 
klein herauszubekommen. 
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! ~ + T i  

_ -~ds <~R-~ 

2) Es sei y > z. Dann ergibt die Anwendung des CAucHY'schen Satzes auf 

dio Strecke ~ -  T i  bis ~2 + T i  und den nach links fiber ihr beschriebenen Kreis- 

bogen mit dem Mittelpunkt o 

! ~+ Ti 

d s - - 2 ~ i  < 2 ~ R ~  
- - T i  

<8~, 

, , , ,  I <Ion. 

Hilfssatz 3: Es  sei liar alle ganzen n > z 

(9)  lanl < c log n,  

also - -  was aueh a, sei - -  

I(~) = ~ a. fy/, a 
nml  

/i2r a > z konvergent. Es  sei [erner [i2r i < ~ < 2 

(,7-~) ~,1 a'l 
n m l  

beschr(inlct. 1 Dann  iat liar z < ~ < e, T > o, x > z 

~ ] ( s ) d s - - 2 ~ v i  a,~ <c~ z) 
__  n - - 1  

wo cl yon ~, T urM x ur~bh~ingig ~ ist. 

x log s x ) 
- -  + T + l o g  x , 

Aus der vorangegangenen Voraussetzung (9) s nur die Beschritnktheit 
an I 

n--1 
C 1 d a r f  a l so  n u r  y o n  d e n  an  a b h ~ n g e n .  D a s s e l b e  g i l t  i n  d e r  F o l g e  y o n  e~, c s , . . . .  

y o n  
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Beweis: Es ist fiir I < ~] < 2, T > o, x > 2 

~+ Ti  . ~ w+ Ti  
] ~  : ( x S ~ .  a," 

/ ( s ) d s - - 2 ~ a n  d s ~ n  s d s -  
~l-- Ti n- I y-- Ti ,'-I 

x--I 

2 ~ i ~ a n -  2 z i a[z] 

~l+ Ti  ~+ T i  ~+ Ti  

x . s  
11 x+l  = a," d s - - 2 . z i  + ~ a , "  U ds d s - -  

-- ~--Ti n-x ~--Ti 

2 z i a[x]. 

Nun werdo in der ersten und dritten Summe, d. h. fiir n < [ x ] - - :  und n>[x] +2 
der Hilfssatz x angewendet, dagegen in der zweiten Summe, d. h. fiir n = [x] und 

x 3 < 2  und ~-~x~-~< x < 2 _ _  n = [x] + I der Hilfssatz 2; letzterer gilt gerado, da ~ < 2  

ist. Dadurch erhs man, alsbald fiir n = Ix] und n = [x] + x die Voraussetzung 

(9) benutzend, 

n+ Ti  

Lf: l s / ( S ) d s - - 2 ~ r i ~ a , "  < ~ l a , ' l  x_____y_, 
_ , ' - 1  , ' - 1  n "  l o g  x_ 

n 

+ :o~ ( la t . l l  + lat~,j+ll) 

+~ la , ' l  
--~+~ n~ log n 

X 

- -  + z z la(,~]l 

(:o) 2x,  (~1, , loga," n ~- ~| [a~] ) 
< T .-1 n - - '  n-.+2 n~ log x 

x n + c~ log x. 

Hierin ist nach den gemachten Voraussetzungen 

"- '  la,'l 2 
..-1 n ,  log x_ 

[~] I~l la . I  la . I  + 
X n- in ,  log ~ ._[~]+, ~, log 

[~] [,]-1 : ~1~1+  ~ ~log~ 
-- , '~[2]+1 n '  log n -- 

I _  [x]--I c log x I < I - - ~ - - v l a , ' l +  2 
= log 2 ~-g~l n~/ ( - ~ 4 -  [x]  

" 2 , ' - [ 2  ]+1 l o g  - -n  
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< c ~  + .e4 log x ~ i[x ] 

- - I  x~ - Iog[x]__v  

< _s + c4 l o g  x [x~.l I , 

~-1 - -  l o g  I - -  

also (wegen der  fiir o < z < I giltigen Ungleichung - -  log (x --  z) > z) 

c4 l o g  x t ~ l  x < c~ + _ _  
- - , 2 - -  I x '  v 

~)l  I - - - -  [x] 

_ c3 + c 4 1 o g x [  ] [ z ~ x I  
- - I  x~ Lxj ~. V- 

(ii) < - %  + c s l ~  ~x. 
- -  I X ~ t -1  ~ 

ferner  ist 

co I ~ I [2x] I 

~-~+2 n, log x ~-I~]+2 n ~ log n_ 
X 

n - - [ 2 x ] + l  n~; l o g  n 

< + . . . .  
--[~]+e n'~ log n log z - -  n - - [ 2 x ] + l  

X 

< c l o g ( z x )  ~ ]  I + I ~ l a ~ ]  

x~ - - tz]+~ l o g  [ x] n ~ n~ - - - -  " n - - 1  
. + I  

[ x ] + i + v  V - - I  
~-1 log [ x ] + i  

< c6 l o g  x Ix] e~ 
X ~ 2 I - { ' - - -  , 

al~o (wogon tier ~ r o  <~ < .  ~i,~igon ~ngloiohuog lo~(. + ~) > ~) 
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2c61ogx ~ _ _ ~ z  + c9 < 
= x~ z.~ v ~ I 

[z] + i 

_ z c o log z [~1 i + _~c3_ 
z ,  

c ]~ x c~ (z2) < 7x,7_ 1 +----. 

(zI) und (iz) geben, in (io) eingesetzt, 

v+ Ti 

ds--2zi~a,~ < C s  + ~ 2 ]  / + c 2 1 o g  X, 

also, wio behauptet ,  

xV x log~x + log x) 
<c~ T ( ~ - - ~ )  + ~  

w 2. 

Es durchlaufe ~ in beliebiger Reihenfolge die nicht reellen, d. h. dem Streifen 

o < a < i  angehSrigen ~ Nullstellen a + fli der RIEMA~'schen Zetafunktion. Dann 

ist bekanntlich ~ 

) 
wo b eine Konstante ist. Ferner ist bekanntlich 3 fiir jedes T >  2, dem keine 

Nullstelle mit T als Ordinate entsprlcht, falls x > z und ~ > i ist, 

1 ~ b r i g e n s  is t  b e k a n n t l i c h  o < ~. < I. 
Vergl.  z. B. Handbuch ,  S. 316. 
Die Formel  (z4) e rg ib t  s ich n~ml ich  sofor t  du rch  A n w e n d u n g  des CxucH:Z'schen Satzes 

auf  das Rech teek  mi t  den  Ecken ~ q - T i ,  z + T i ,  wo z e ine  nega t ive  ungerade  Zahl  ist, und  
Grenzf ibergang  z = - - ~  auf  Grund  des Hi l f ssa tzes  der  S. 336. Dies is t  in  dem auf  S. 349--351 
Durchgef f ih r t en  als Spezialfal l  r = o  e n t h a l t e n ;  denn ,  dass die Zahl  T gerade  e ine  de r  dor t  m i t  
T e b e z e i c h n e t e n  Z a h l e n  ist,  war  bis  zu j ene r  Stelle noch  n i c h t  benu tz t .  
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(14) 

~l+Ti 

l "Z ~'(=) d= = - 2z i  y s ~(~ 
~--Ti 

I# l<r  e 

i t ' ~ ' ( = ) ,  i ~'~'(~)  
2 ~ i J s ~  as + 2 ~ i / s  

--oo--Ti --Qo+ Ti 

ds. 

Zur  wei teren  Ausbeu tung  dieser 

ehungen  als b e k a n n t  vo raus :  

Ers tens  1 ist fiir a < -  i ,  t > 2 

Identifier  setze ich folgende vier  Unglei-  

] ~'(=)1 

a l s o  o 

~ 1  <c' I~1 

(r5) < C, log t.  
t 

Zweitens s ist fiir - -  i __< a < 2, t > 2 

,i6, t i  +ill Ifl--tl~l ' ~  ~ < C 3 1 ~  

die Summe bedeute t ,  dass # alle komplexen  Nullstel len durohliiuft ,  die n icht  inner-  

halb des Streifens t - -  i </~ < t + i gelegen sind. 

Dr i t t ens  4 geniigt  die Anzahl der  Q in t ~ x < { t < t + z  fiir t > 2  der  Un- 

gleiohung 

(I7) Anzahl  < C4 log t. 

(~8) 

Vier tens  6 ist fiir - -  i < a < 2, t ~ 2 

+It 
< G5 log t. 

i Vergl.  z. B. Handbuch ,  S. 336. J e t z t  b e z e i c h n e n  im Text  C1, C~ . . . .  absolute  Kons tan ten .  

I n  der  Tat  n i m m t  f i r  y=>e  die F u n k t i e n  log.y, m i t  w a c h s e n d e m  y ab, und  fiir 
Y 

. log t 
a < - - I , t  > e i s t  [ s l > t = > e ;  f i r  a ~ - - I , 2 < t < e  ist und  ~ : ~ - -  beschrank t .  

8 Vergl.  z. B. H a n d b u c h ,  8. 339" 
4 Vergl .  z. B. Handbuch ,  S. 137. 

Vergl.  z. B. H a n d b u e h ,  S. 334. 



tiber einige 8ummen, die von den Nullstellen der Riemann'schen Zetafunktion abh~ngen. 281 

ist. 

w  

Satz 1: Es gibt eine absolute Konstante K derart, dass /i~r x > 3 ,  T >  3 

g J ( x ) - - x + l ~ l < T - ~ | < K  x log  ~ x ~ + x ~ + l o g x  

Beweis: Nach ( I 5 )  ist fiir x > I ,  T > 2  

~ l + T i  --1 

G~ log T 
(I9) --  T x  log z" 

da 

Nach (I3), (i6), ( I 7 ) u n d  ( i 8 ) i s t  fiir wurzelfreies t > 2  u n d - - i < _ a < 2  

[~'(s) ~< i [  
(2o) [~(s)  I~ 1"--'~ < C, logt ;  

fiir wurzelfreies T > 2, x > 1, i < 7 < 2 ist daher  

~ + T i  

(s) sl~_rl<l  s e ds 
--1 " --1 " 

~+T~ 

I~ <~ d s S--el 
- - I + T ~  

(2i) 

Ce log T / x  . da 
+ T 

--1 

Ce log T / '  
T x ~  

- - 0 0  

I# < ~ _ j  s+r~ r log X 

Es werdo nun yon - - z  + T i  bis 7 + T i  in jedem einzelnen Summengliede 
de~ Weg nach folgender Vorschrift deformiert.  Wenn fl dem Intervall  T - -  i </~ < T 
angehSrL werde um a + T i  (d. h. die senkrechte Projekt ion yon Q auf den Integra- 
tionsweg) die halbkreisfSrmige Ausbuchtung a - -  (7 ~ 1) + T i  bis a + ( 7 - -  1) + T i  

nach oben gemacht;  wenn T < fl < T + I i s t ,  werde diese halbkreisfSrmige Aus- 
buchtung  nach unten  gemacht.  Dann ist unterwegs durchweg I s - -  r I > 7 - -  i ,  also 
der Beitrag des Halbkreises 

Acfa mathematiea. 35. Imprim6 1o 16 octObre 1911. 36 
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X a+O/-1) I 
<ff(~--l) T--I ~--I 

Zt+(rt--t) 

<= T--z 

x~ 
_< 2 = ~ ,  

der Beitrag der horizontalen Wegteile 

i /  
<T(~---  1) xod~ 

--1 
X~ 

< T (~? - -  1) log x 

Nach (22) ist also, da die Anzahl der Glieder in der Summe rechts wegen (17) 
kleiner als C4 log T ist, 

~+Ti 
I s  I ~ x~ ) C 6 log T xn 

<C4logT  2 ~ r ~ + T ( ~ _ _ z ) l o g x  + ~ l o g x  

<C7 ~ l o g T (  1 ) 
T z+(~__l)iogz " 

Dies und (19) ergeben zusammen fiir wurzelfreies T > 2, x > I ,  i < ~ < 2 

(22) 
,~+Ti 

J ,9 ;(s)  ] <C8 T I + ( ~ - - z ) l o g z  " 
--r + Ti 

Das ist eine Abschgtzung des letzten Integrals in (14) und gilt aus Symme- 
triegrfinden auch fiir das vorletzte Integral ebenda. (14) und (22) liefern also fiir 
wurzelfreies T > 2, x > z, 1 < ~ < 2 

(23) 

~+Ti I i s 
2--~iJr~ ; (s--U a8 2 i~l<Tq | 

T (~--I) 

Nach dem Hilfssatz 3, wenn er auf 
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log v 

_ ~' (s)  

angewendet ~ wird, ist nun ffir T > o, x > 2, i < ~ < 2 

(24) 

v+Ti  

I2z:_JrS ~(s) ds+qj(x) <C~ T ( ~ - - I )  + T + l o g x .  

Aus (23) und (24) folgt fiir x > 2 ,  wurzelfreies T > 2 ,  i < 7 < 2  

(25)  l a l < r  I 
log T x '  log T 1 Cio ~x ' - -T--  + ( ~ - - I ) l o g x  .T 

x ~ I I ) 
+ ~ - - I T  + x I ~  Iogx 

Die linke Seite yon (25) h/ingt yon ~/ gar nieht ab. Ieh verffige zur Er- 
zielung einer mSgliehst giinstigen Abschi~tzung fiber ~ so, dass ieh x=>3 annehme 

i 
und ~ ---- i + ~ g  x setze, was wirklieh zwisehen z und 2 liegt. Dadureh erhalte 

ieh fiir x > 3 nebst wurzelfreiem T > 2 

= (xlog ~ x ~  x ~ +  �9 (26) i,,x)_x+ la,<r l<G, z+ log T logx) 

Jetz t  lasse ich auch zu, dass die Ordinate T Nullstellen enthglt. Wegen 

xo = lim ~ xd 
Ifll<Tq ~-o  I~IKT--~ r 

(wo das positive 6 zu Null abnimmt) ist k]arl dass (26) fiir x > 3  und alle T >  2 

bestehen bleibt. 
Damit ist der Satz i bewiesen. 
Folgerung:  Bisher waren x und T ganz unabh~ngig. Es bezeichne nun T~T(x) 

irgend eine Funktion von x, die yon einem x an => 3 ist. Dann besagt der Satz I 

I~I<T 

. ~ l o g p  
1 De r  H i l f s s a t z  3 i s t  a n w e n d b a r ,  wei l  I an  I < log n u n d  l ira (7 - -  I) 1 .  ~ =- i i s t .  

,/=1 �9 
p ,  m 
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Speziell fiir T = z , ,  we o < # <  I ist, ergibt sioh 

(x) = x - -  2 xo + 0 (xl--g log' x), 

womit (5), das Hauptziel  dieser Abhandlung, erreicht ist und damit  auch die in 
der Einlei tung angegebenen Konsequenzen (6) und (7) daraus. 

Zweiter  Tell .  

} 4 .  

Je tz t  sei durchweg o < ~ < i ,  und es bedeute s �9 den in der yon o bis - -  
aufgeschnit tenen Ebene eindeutigen Zweig, der fiir s > o pos i t iv i s t .  

Hilfssatz 4: Es sei ~ > o, T > o. Dann isb bei gerader Bahn 

*l + Ti  
~---1 yn [ ~ d s - -  .log Yl< 2 

T ~ log 
~ - - T i  

/iir y > i ,  

I~+/~ s I z Y~ /iir o < y < i .  ~ d s  < T , ~  log y 

Beweis:  Es ist fiir alle s=[= o, auch auf beiden Ufern des Schnittes 

l y,] yO 
~ 6~ ~ log �9 

gO 
e~ 1o g [ �9 [ 

yt~ 
(27)  = 

also fiir a < - - i  und a >  I 

z) Es sei y > z, Dann w~hle ieh ein z < o und wende den CAuoHY'sehen Satz 
auf das Rechteck mit  den Ecken ~ ~ T i ,  z •  T i  an, welches yon z bis o aufge- 
sehnit ten ist, so dass beide Ufer dieses Schnittes in den Integrat ionsweg einge- 
schaltet werden. Dann ergiebt sich 
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~ + T i  z + T i  z 0 z z---Ti rl--Ti  

-/= f+ f_.+f+f+ f +f 
Ti ~+Ti z~-a~ z 0 Z z--Ti 

= I ,  + I2 + I3 + I4 + I5 + Io, 

wo alle Wego geradlinig sind und in 18 am oberen, in I4 am unteren Ufer des 
Schnittes integriert wird. Natiirlich daft in a = o hinein integriert werden. 

Aus (28) folgt, dass jedes dieser 6 Integra/e ffir z = -  o0 einen Limes hat, 

davon I3 und 15 den Limes o. Das liefert 

Hierin ist nach (27) 

ebenso aus Symmetriegriinden 

~ + Ti  - - ~  + Ti  0 - - ~  ~ - - T i  

= 17 + I s + I .  + I,o. 

II, I 

I y" 
111o1 < T, logy" 

Ferner ist am oberen Ufer des Schnittes 

am unteren Ufer 

daher ist 

X e--v (log (--o) +:~i) 

__ (--~)'-~ e-~ ~ 

I 

8 ~ 

0 

= - -  2i  sin (~v) ;y-'~ u'-~du 
t 

0 
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oo  

= - -  2 i  sin (z v)fe-~,o,v u-, d u  

o 

= - -  2 i sin ( z  v) log *-1 yfl d ,  

o 

= - -  2 i log ~-1 y sin (z,v) F (I  - -  v) 

�9 l o g  ~ -1  y 

r(v) 

D a h e r  k o m m t  he raus  

{'y" , . l o g  ~ - l y l <  2 y'~ 

wie b e h a u p t e t .  

2) Es  sei 0 < y < I .  D a n n  ist  in der  fiir z > 0 gi l t igen Gleiehung 

~I+I~ z+Ti ,--I'6 *l--l'i 

nach  (28) der  Limes  jedes der  drei  I n t eg ra l e  rechts  fiir z = ~ v o r h a n d e n  u n d o  

be im zweiten.  D a h e r  ist 

9+Ti oo+Ti ~-Ti 

- f  = f§  , 
~ . -  T i  ~ + Ti  o~...- T i  

also nach  (27) 

I 9 + T i  00 if if 
~ - - T i  ~ 

2 y '  

T ~ - -  log y 

H i l f s s a t z  5: F/~r I < ~ < 2 ,  T > o ,  o < y < 2  ist 

~ + ~  

~ d s  i - -  v 



l:Tber einige Summen, die yon den l~ullstellen der Riemann'schen Zetafunktion abhhngen. 287 

B e w e i s :  Es ist auf dem Wege 

l Y ' ]  ----- Yv 

also 
<4,  

�9 ,+yr~ Tdt 

T 
= 8 f d t  

8 T1---y 

Hilfssatz 6: Es  sei ]iir alle ganzen n > 2 

(9) la.I < c logn, 

also - -  was auch al sei - -  

]i~r a > i konvergent. Es  sei /erner /iir i < ~ < 2 

(~ - - I )  a"l 
- -  n ~l 

beschrdnkt. Dann  ist ]i~r i < ~ < 2 ,  T > o, x > 2 

I ~+T i  

~ / ( s ) d s  F 0,) n~s an log (x) ( b ,  T~(~]__I) 
x log  8 x 

+ T" + Tl-~l~ 

wo 5~ yon ~, T und x unabh~ingig ist (abet yon den a ,  und # abhdngt). 

B e w e i s :  Es ist fiir i < ~ < 2 ,  T > o ,  ~ > z  

~ + ~  �9 ~ 1  

/ ,  (#) an log ~-1 
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' "  fi'l .., _ 
~--1 2 ~ i  n 

= 2 a ,  ds - -  F--~ log~-I + 2 a n  - - :r  a,  
n - - =  ~ 8 n - - z + 2  ~--Ti n--1 ~-- Ti ~l--- Ti 

ds.  

Es werde fiir n < [ x ] - - I  und n>[x] + 2 der Hilfssatz 4 angewendet, fiir n----[x] 
und n-----[z] + x der Hilfssatz 5. Dadurch kommt heraus: 

(29) 

n+ Ti 

](s)d8 2~:i 2 ~-1 z~ 
r ( v ) ~  a ~ l ~  < ~  ~ la~lnnlog ~ 

~--T/ n--1 n--1 

8 T 1-~ 2 ~ ,  
+ ~ (lat.ll + lat.l+~l) + 

n--m-F-2 
Jan I X~ 

n'~ log n 

Nun war beim Beweise des Hilfssatzes 3 festgestellt, dass 

ist. Also ist die rechte Seite yon (29) 

< ~-~ + x log  s x + T log  z , 

womit der Hilfssatz 6 bewiesen ist. 
Hilfssatz z 7 : E 8  ,el q irgend eine ]e,te 7~oaitive Konstante. 

e < - - r , t > q  

I~ 
'(a) I 

~-~l< D, logl*l �9 

B e w e i s :  B e k a n n t l i c h  t ist  

Dann i,$ /i2r 

~ ' ( I - - a )  log (2 re) + ~ 8re r ' ( s )  ~'(,) 

Ich beweise dies w0rtlich so, wie man die in w 2 benutzte  Relation 

I C'(8) I ~-~ [ < e~ log bl 

�9 ftlr ~ < ~ - -  x, t ~ 2  zu beweisen pflegt. 
Verg|. z. B. Handbuch,  8. 336. 
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8 ~rg e ~ t l  ~ I J 
Hier in  ist fiir t < - -  q 

und fiir a >  2 bekanntlich 

r (s) J 

also ist fiir a > 2, t < - -  q 

~ (I s) < log (2 ~) 

folglich fiir a ~ - - I ,  t > q  

e - ~ t  + I 
< - -  

e ~rq -]- I 
< - -  

e ~rq - -  I 

D~ 

<D~logJsJ;  

~g 
+ ~- D2 + D g l o g l s ] ~ - -  

< D~ log ] s ], 

l og l I - - s l  

< D4 log (D~ J s J) 

= Do + D, log [ s [ 

<D, loglsJ. 

w 

Satz 2: Es gibt eine nur von r abhdngige Konstante b derart, dass /iir x >  3, 

T > 3  

J ]~ l ~  x~[ ( i logT TI_, , ) 

, p r o < x _  1 I Z I < T  Q = 

ist. 

Verg l .  z. ]3. H a n d b u c h ,  S. 334. 
A c t a  ma~htrmaHca. B5. Imprim6 le 20 ootobre 1911. 37 
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Beweis: leh wghle eine absolute Konstante  1 q derart, dass o < q <  2 und q 
kleiner als die kleinste positive Ordinate fi eines Q ist. Da ieh mir v und q fest 

denke, diirfen alle in der Folge fortlaufend numerierten Konstanten von v und 
q abhiingen. 

Es sei T > 2  und T yon allen ~ verschieden. Es sei x > o .  Ich wende den 
CAuc~ry'schen Satz bei beliebigem z < o auf 

/ _~ ~'(8). 

und den Integrationsweg an, der dureh sukzessive geradlinige Verbindung folgender 
Punkte  entsteht:  

2 - -  T i ,  2 + T i ,  z + T i ,  z + gi,  qi,  - - q i ,  z - - q i ,  z - -  T i ,  2 - -  T i .  

Der Integrand ist auf dem Wege bis auf den nicht stSrenden Punkt  8 =  o re- 

gul~ir; er ist in dem umlaufenen Gebiet regulgr bis auf die Pole erster Ordnung 

, = x und die s----@, fiir welche ]ill < T ist. Da eine Nullstelle /c-ter Ordnung 
T0 

8----@ als Pol des Integranden das Residuum /c~ liefert, kommt heraus: 

2 + T i  # - T i  z - - q i  - -  " " z + q l  z + T i  2 + T i  

=-  s -T /  . - / ' i  , ~i z+gi z+T/ I/~I<TQ~ 

�9 x o  

= I l l + I 1 2 + I l s + I l t + I 1 5 + - / 1 6 + l t T - - 2 ~ ' i x +  2 z ' ~  Z i-~-. 
I~I<T Q 

Nun sei x > z. Dann behaupte ieh, dass die seehs von z abh~ingigen Inte- 

grale rechts fiir z = - - o ~  einen Limes haben, davon I12 und I16 den Limes o. 

In der Tat  ist nach dem Hilfssatz 7 in der Viertelebene ~ < - - z ,  t > q ,  also auch 
in der Viertelebene a=< - -  i ,  t < - -  q 

z__ ~' (s) ] log l 
l <D, 

< bs, 

1 Es w~re leicht, ein q numer isch  anzugeben;  doch brauche ich dies ffir meine  Zwecke 
nicht,  
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;'(s) I 

daraus folgt es unmittelbar. Somit erhalte ieh 

(30) 

2+ Ti --oo--Ti --ql qi ~w+qi  2+ Ti 

( f f f f f  �9 ---- + + + + - - 2 ~ i x + 2 ~ ,  ~ G 

2"--Ti 2--Ti --,'~--qi --qi ql --~+Ti I~I<TQ 

. 2gO 
= I t s  + Ix9 + I2o + I2t + I22 - -  2~rix + 2~s ~ ~ .  

IBl<r Q 

Hierin hgngen 119 , 120 und I2t nieht yon T a b ;  ieh behaupte,  dass der ab- 
solute Betrag ihrer Summe fiir x > 2  unterhalb einer festen Schranke liegt. In 

der Tat ist naeh Hilfssatz 7 fiir a < - - I ,  also aueh fiir a < o  der Ausdruck  

I ~'(~ + qi) besehriinkt; folglieh ist fiir x > 2 
(,~ + q i)" C (,~ + q i )  = 

also aueh 

o 

= 

q~ --~ 

b~ 
log x 

< ba, 

J ; ' C ( s )  I ' 
~oo,- - - I ]  $ 

C'(s) 
sehliesslieh ist auf der Streeke - - q i  bis qi die Funktion 

--gt --q 

b 7 . 

beschr~nkt, also 

(30) 1/isst sieh also folgendermassen schreiben: 

(3 1 ) 

2+ Ti --oo--Ti 2+Ti 

 LL, ' ~  = + - - 2 ~ i x + 2 ~ r ,  ~ G + J ( x ) ,  
2 -  2 -  - I ~ I < T r  
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wo J(x) nicht von T abhs und fiir x > 2  die Bedingung 

I J (x) I < 58 (32) 

erfiillt. 
Es sei n u n  / ] > i .  Dann ist nach (3r), wenn noch der  CAvcav'sche Satz 

auf das Rechteck mit den Ecken 2 + Ti,  ~ + Ti angewendet wird, 

(33) 
+ Ti --oo--Ti ~+ Ti 

+ 2 z i x + z z *  ~ -~+J(x) .  
n-- " -- "-- " l#l<Tt:' 

Damit ist die Relation entwickelt, welche der im ersten Teil als bekannt voraus- 
gesetzten Identitiit  (14) entspricht. 

Nach Hilfssatz 6 ist ffir ~ < 0 < z, T > o, x > 2 

,~ + Ti 

(34) - -  ~ d s  ~,-~,~<2~ logplog "-1 ~ < ~ , 2 _ _ r  
~7--Ti p -<__x--I 

Aus (32), (33) und (34) folgt fiir I < ~2 < 2, wurzelfreies T >  2, x > 2 

2 z i  x 

pm~x--  1 I#1< T." I 
(35) 

--~--Ti . ~+ Ti [ rf l+I s  b, ( f i  + x l o g ' x + T l o g x ) + b s .  

Nun will ich die beiden Integrale reehts in (35)abschs 
griinden brauche ich nur 

(36) 

+ Ti --I+T$ ~/+Ti 

- -  �9 ~ �9 - -  �9 

Aus Symmetrie- 

zu untersuchen. Nach Hilfssatz 7 ist fiir s = a + Ti,  a < - - i  (well T > q ist) 

I ~'(s)[ logls I < D1-FW' 
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also (weil T ~ 2  ist) 1 

log T 
<bo T---V- �9 

Daher ist 

--1+ T/. --1 

< b ~ - - T T - j x  aa  

(37) --b9 l ogT  
T ~ x log x 

Ferner ergibt sieh genau naoh der in w 3 angewandten Methode (Anwendung yon 
(2o) und Ausbuchtungen dutch Halbkreise mit dem Radius ~ - - i )  

J , ,  ~ (8) d~,~ ~e  + ~ Jx  d~ 
I~ - -T I< ]  --l + Ti --l + Ti --I 

I + ~da + T~ < C, log T ~(~] - - I )  (T__~I)~__ ~ T~ ( I) 

x~ I x~ ) C61og T x" 
< C4 log T z (-T-Z~I) ~ + T~ (~ __ I) log x + T ~ log x 

x,]og T ( I ) 
(38) <b~o T~ , I +  ( ~ - - i ) l o g x  " 

Aus (36), (37) und (38) ergibt sieh 

und ffir das zweite Integral rechts in (35) dasselbe. (35)verwandelt  sich dadurch 
in 

1 1 

l o g y  e~ a < . - -  , T>_~e ~' i s t  d a h e r w e g e n ] s l > T  I n  d e r  Ta t  n i m m t  - ~  yon  y---- an  ab ;  f t i r  __ I 

log J s ~ log T 
Is P - < - ~ - '  

1 
log Is I l ~ T  

u n d  f t t r  a < - -  I ,  2 <___ T <  r i s t  ~ u n d  I :  - -  b e s c h r a n k t .  
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(39) 

I I ~ XQ I ,Le 
/ log T x '  log T x" I I i 

< b~2 (x' ~ + ( 7 - -  I) logx T ~ + 7----IT" + x log* x ~-~ + log x .  T 1-'] �9 

In (39) war T > 2  und wurzelfrei, $ >  2, I < ~ < 2. 

I setze, erhalte ieh wurzelfrei. Wenn ich 7 = i + ~ g  x 

Jetz t  sei x > 3, T > 2 und 

(40) / ~ < . - 1  

wegen der Stetigkeit yon 

x +  
I r 

t log ~ x 
2-b + 

log T ) 
x - ~ 7 -  + log x.  T 1-~ ; 

naeh links gilt (40) fiir x > 3  und alle T > 2 (aueh, wenn es Wurzelordinaten sind). 

Damit  ist der Satz 2 bewiesen. 
Folgerung:  Es sei T=T(x) irgend eine Funktion yon x, die yon einem x 

an > 3  ist. Dann besagt das Gefundene: 

F(v) ~ logplog ~-' x ,~ = x - -  ~ -~+O~-----fy--)+O}----T-~] 
.pm_.Ka--1 I#l<r" 

Speziell fiir T =  x.,  wo o < ~ I  ist, ergibt sich daher 

+ 0 (T 1-~ log x). 

I (X) X @ 
F(v) ~ l~176  ~ = x - -  ~ - - +  O(#-~'~log'x) .  

pm <_~.~__ 1 i~l<d* q~' 

Berlin, den I3. Juni  i9 i i .  


