UBER EINIGE SUMMEN, DIE VON DEN NULLSTELLEN DER
RIEMANN'SCHEN ZETAFUNKTION ABHANGEN.

Von

EDMUND LANDAU

IN GOTTINGEN.

Einleitung.

Es bezeichne ¥ (z) die bekannte! TscreBYscHEF'sche Funktion

¥ (x) = Y log p,

P

wo p™ alle Primzahlpotenzen bis x durchlduft, und es sei, wie iiblich,

9 (x) = 2 logp.
ple
Dann ist die Relation
Y () =9 () + 0 (Va)

unmittelbar aus TscHEBYSCHEF’s Ergebnissen abzulesen, so dass alle Abschitzungen
von Y(zx), deren Restglied schlechter als 0 (Vz) ist, auch fiir 9 (x) gelten. Es
werde
¥ (2) = { Y (x) f?’ir solche > 1, die keine Primzahlpotenz sind,
Y () —log p, fiir = pym

gesetzt; Herr voN MaNcoLDT? hat als erster bewiesen, dass fiir alle x> 1

1 U'ber Bezeichnungen sowie Beweise' des Bekannten und historische Angaben vergl. mein
Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen [Leipzig und Berlin (Teubner), 1909].
? 2 im Literaturverzeichnis des Handbuchs. Vergl. z:. B. Handbuch, 8. 365.
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(1) ¥ () — 2 —log (27) —glog 1— 5) — 2 &
I ) =z —log(2m) —3log {1— -

ist, wo ¢ die nicht reellen (d. h. dem Streifen o < R (s) < 1 angehoérigen) Nullstellen
¢=u0a + B¢ von §(s), nach wachsenden |8] geordnet, durchliuft. Wegen der Un-
stetigkeit von ¥ (x) an den Stellen ™ kann die Reihe

(2) Z”Z,—o (> 1)

in keinem ein p™ enthaltenden Intervall gleichméssig konvergieren. Herr voN
Koca! warf nun die Frage auf, ob nicht trotzdem ¥ (x) mit angebbarer nicht
trivialer Anndherung durch einen Ausdruck dargestellt werden konne, der von
dhnlicher Bauart ist als die rechte Seite von (1), aber nur endlich viele ¢ (ném-
lich alle, deren Ordinate absolut kleiner ist wie eine passend zu wihlende Funk-

tion von z) enthdlt. Er beantwortete diese Frage bejahend, indem er dem all-
gemeinen Glied %o als approximationserzeugenden Faktor einen Ausdruck I (I— g)

hinzufiigte, in dem z eine Funktion von z ist. Der springende Punkt ist, dass
die Reihe

Q
2er(t
0 © 2
wo x>0 und z>o ist, absolut konvergiert.? Herrn von Kocr’s pragnantestes

Resultat® lautet: Wenn k irgend eine Konstante ist, die dem Intervall 1 < k<7~;

angehért, und wenn u eine Konstante ist, die dem Intervall o < u < 1 angehort,
go ist*

v Contribution a la théorie des nombres premiers [Acta Mathematica, Bd. XXXIIT (1910), 8.
293—320). Diese vom 31.8. 1908 datierte Arbeit wurde, wie auf den Bogen vermerkt ist, am 9.
11. 1909 gedruckt, und mein Buch konnte daher keinen Einfluss mehr ausiiben. In diesem Buch
(S. 364—368) habe ich u. a. zum ersten Mal bewiesen, dass die Reihe (2) in jedem von den pm
freien Intervall x, < o < x;, wo x, > 1 ist, gleichmissig konvergiert.

? Dies ist ein Analogon zu der Tatsache, dass in Herrn pe 1A VALLEE Poussin's beriihmten
Primzahlarbeiten statt der schwer zu behandelnden Reihe (2) die absolut konvergente Reihe

ztm{‘%—) eine ausschlaggebende Rolle spielt.

® Wenn auch dies das Hauptergebnis seiner interessanten Arbeit ist, 80 méchte ich doch
nicht unerwihnt lassen, dass er mit denselben Methoden auch andere dltere und neue Resultate
beweist, von denen in meiner vorliegenden Abhandlung nicht die Rede ist.

4 Es sei hierbei erwiahnt, dass Herr vox Kocu bei der Herleitung von (3) ganz am Schluss
ein Versehen macht, welches sich, wie er mir auf meine Anfrage hin freundlichst mitteilt,
durch etwas verdnderte Fassung der fritheren Rechnungen beseitigen lisst. Herr vox Kocu
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(3) Y@)—z— X ﬁof(r—%ﬁf”)ww—ﬂlogw
181 < 2

Also Herr vox Kocu hat die von ihm gestellte Frage durch den Beweis der

Relation (3) beantwortet; speziell fiir ‘u==:—[ besagt (3)
P 2

() V) —z— X =r (x—"_lﬂg—_”) + 0 (Valogi).
1< va ¢ 2k Ve

Meine im Handbuch ausfiihrlich dargestellten Methoden gestatten, auf an-
derem als dem von Herrn yoN KocH eingeschlagenen Wege seine Frage zu bejahen
und zwar — das ist das Neue, welches ich (nachdem in den §§ 1—2 Hilfsséitze
vorangeschickt sind) im § 3 der vorliegenden Arbeit auseinandersetzen will — ohne
Einfiihrung eines approximationserzeugenden Faktors. Ich werde ganz glatt in der
voN Koca’schen Formel (3) den I'-Faktor weglassen konnen und fiir o< u <1,
auch fir u=1x ‘

(5) Y(x)=2— Z 9_cf’+ O (x'—#log? )
181 < 2t

beweisen. Speziell fiir u =§— besagt dies

(6) Y(x) =2 — 2 zﬁ—(~)+0(1/§tlog"x).
18l< Ve

Die auf die ¢ mit reellem Teil o =§ beziigliche Summe

hatte nimlich (3) zunichst (S. 319) nur bei wachsendem x der Form »ganze Zahl 4+ {» be-
wiesen. Um dies Ergebnis auf stetig wachsendes x auszudehnen, weist er darauf hin, dass
der Sprung von ¢{x) bei den Unstetigkeitsstellen o nur O(logx) ist; daraus allein folgt es

aber nicht, da auch die Anderung der rechten Seite beim Ubergang von x zu [x] + 2 diskutiert
werden miisste. Diese Diskussion wtirde allerdings im Falle o<yé§ (nicht aber im Falle

-;'< n< I) leicht zu dem Ergebnis fiilhren, dass der Fehler gegen das Schlussglied O {x1—# log? )

vernachléssigt werden kann, Herr von Kocu hat mir nun freundlichst mitgeteilt, dass man
durch folgende kleine Modifikation seines Weges fiir alle erforderlichen p (d. h. fir o< p<1)
sofort zu (3) bei stetig wachsenden x gelangt: »Man fiige den Formeln (36), (37) und (41) rechts
das Glied O(log ) hinzu; dann ist aus der Definition (1) auf 8. 206 und der in No 8 (8. 315—320)
angewandten Methode ersichtlich, dass diese drei Formeln fiir stetig wachsendes x giltig bleiben».

Der Leser meiner vorliegenden Abhandlung braucht die Arbeit von Herrn von Kocm
iibrigens nicht zu kennen.

Acta mathemotica. 35. Imprimé le 14 octobre 1911, 35



274 Edmund Landau.

> %
181 <ot ¢
ami
2
ist
3
0.2 %-of 2 £)
0<ﬂ<ﬂ‘ﬁ 0<ﬁ<1“ﬁ
=0 (ztlog?z),
da ja bekanntlich'
2 L=0(ogy
g

0< <y

ist. (6) ldsst sich also — parallel zu einer von Herrn vox KocH angegebenen Trans-
formation seiner Formel (4) — auch so schreiben:

(7) Yay—z— 2 T 4oValoga).
i1< vz €
a,>_l
=2

(7) (gleichwie die von Herrn von KocH aus (4) abgeleitete entsprechende Formel)
setzt die zuerst von Herrn von KocH vor 10 Jahren? bewiesene Tatsache in
Evidenz, dass unter der Annahme der Richtigkeit der RiEMaNN’schen Vermutung

o ::2 die Relation
Y(x)=2x + O (Vzlog®x)

besteht.
Mein Resultat (5) lisst sich wegen

2 logp=1(2) + O(log)

<1

auch so schreiben:

(8) 2 log p=2a— 2 v + O (a1 log® x)
pMe—1 121<

fir o<pu<1. In den §§ 4—5 werde ich nun folgende Verallgemeinerung von (8)

beweisen. ¢” bedeute fiir 0<% <1 den in der von o bis — « aufgeschnittenen

! Vergl. z. B. S. 383 des Handbuchs.
z 6.
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o-Ebene eindeutigen Wert, der fiir ¢ > o positiv ist; mit anderen Worten: es sei
0" = e8¢, wo der Koeffizient von ¢ in log ¢ zwischen —% und 723 liegt. Dann ist fiir

o<?v<r1,0<uxsr:

Q
f%ﬁ > log p log*—! (—:—m) —a— % + O (x'=*vlog® z).

Pz 181 < ot

Dies enthilt offenbar (8) als Spezialfall » =1; in den §§ 4—5 darf ich mich also
auf o< » <1 beschrinken.

Erster Teil.
§ 1.

Hilfssatz 1: Es sei >0, T >o0. Dann ist bei gerader Bahn

n+T%
Y . <2 y1 ., :
sds 271 T logy fiir y>1,
n—1%
n+1%
Y asl< 2 9 ;
| Sds ST Zlog fiir o<y<1.
1% .

Beweis: Vergl. z. B. S. 342—346 des Handbuchs.
Hilfssatz 2: Bs set 1<5n<2,T>0,0<y<z2. Dann ist bet gerader Bahn

n+ T4

S
flds|<107t.
K

n—T%

Beweis:! 1) Es sei o<y<1. Die Anwendung des CavucHYschen Satzes auf
die Strecke y— T'¢ bis 7 4 T's und den iiber ihr als Sehne nach rechts beschrie-

benen Kreisbogen mit dem Mittelpunkt o, also dem Radius VyE+T% = R ergibt

1 Natiirlich ist der Hilfssatz 2 nicht neu. Auch der obige Beweis ist nichts als genau
die Anwendung des CavcHy'schen Satzes, welche Herrn ScmNee zu einem weitergehenden
Hilfssatz auf S. 12—13 seiner Abhandlung gefiihrt hat: Uber die Koeffizientendarstellungsformel
in der Theorie der Dirichletschen Reihen [Nachrichten der Koniglichen Gesellschaft der Wissen-
schaften zu Gottingen, mathematisch-physikalische Klasse, Jahrgang 1910, 8. 1—42]. Mir geniigt
der obige Wortlaut, und ich habe kein Interesse daran, die absolute Konstante rechts moglichst
klein herauszubekommen.
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9+ T3
M ¥
f p ds|<nRR
n—T%
L.

2) Es sei y>1. Dann ergibt die Anwendung des CavcHY’schen Satzes auf
die Strecke 7 — T'¢ bis  + T+ und den nach links iiber ihr beschriebenen Kreis-
bogen mit dem Mittelpunkt o

n+Ti

<27:R%7

8
yg—ds——zni
n=—T%
<8m,

Hilfssatz 3: Es ses fir alle ganzen n> 2

(9) las] <clogn,

also — was auch a, sei —
Q a
fo) =D
nwl
fir ¢ > 1 konvergent. Es sei ferner fir 1<n<2
SJE2
(=0 255
fiml

beschrinkt.* Dann ist fir 1 <n<2,T>o0,2>2

n+Ti

f%’f(s)ds——zniilan

n—T%

a xlog®x
<Cl(m +——T"—+ logw),

wo ¢, von 1, T und x unabhdngig? ist.

t Aus der vorangegangenen Voraussetzung (9) folgt nur die Beschrianktheit von

(n—I)QZ%‘

n=l
? ¢, darf also nur von den an abhingen. Dasselbe gilt in der Folge von ¢,,¢g, -
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Beweis: Es ist fiir 1<9<2,T>0,2>2

n+Tz n+T%
x z—1
« QO
——f s—znzZ,an: f»—z ds—z”wzan-2n1,a[$]
n—T4% n=1 n—Ti n-l n=1
n+T% n+Ti n+T%
z\$ z\¢ z\®
$T‘1 ;i z+1 ) (ﬁ
= > a, T +2 -—d —l-zan Tds-—znzam.
n=l Y n=x T n=z+2 9—Ti

Nun werde in der ersten und dritten Summe, d. h. fiir » <[z]—1 und = >[z]+2
der Hilfssatz 1 angewendet, dagegen in der zweiten Summe, d. h. fiir n=[x] und

n =[z]+ 1 der Hilfssatz 2; letzterer gilt gerads, da i ]< <2z und [ ] g —<1<2

ist. Dadurch erbélt man, alsbald fiir n=[2] und n =[]+ 1 die Voraussetzung
(9) benutzend,

7+ T4 L
, %
f fs)ds——zymzan 2|an| ~ t1on (el + law+al)
N=Ti ne=l n—l nt lOg -
2 w
T X lanl -+ 27 ]aEl
—-z+2 n"log—
7 x—1
(o) R R e R A2
h n-lnn]og— n=g+2 N1 IOg

Hierin ist nach den gemachten Voraussetzungen

z—1 [g] [z]—1

3 la-] -y |0ﬁn|m+

n=177 log % n=177 log polo 4 P81 n? log %
2

lan]

[‘”] a [El ¢ log n
S tc3

n-l [w]+1 nn log

2 |an| cloge Q! 1
= log 2

T e
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: @5 -1
¢, ¢ logx 0 I
< n—1I + x 2‘ [x]
v=1 lOg [;]——1)
< & +c4logoc[”—“\1 I ’
—n—I a1 —log (I——'[v—])
x

also (wegen der fiir o <z < 1 giltigen Ungleichung — log (1 — 2) >?2)

Cs ¢, loga Q' 1
< e
n—1 " v
o=l —
[x]
& +c.,logx[ ][“%T I
n—1 xn -y
v=1
c log?x
(11) <7§_3—I + ¢ xf‘l ;

ferner ist

o [2a]

§ odal _ Y dal , § el

n n n
n=z+2 7" log g Tl log Z et log -
r

< § clogn 1§ |l
n=lz]+2 17 log n - logz nmlzaltr
x
clog(zz) %% I I w |anl
< " 2 + log 2 2‘ T
ne[z] 42 lOg mﬁ P pml
<G log z 2oGA! 1 I
xn [x]+14+v n—1
v=1 log ROEEE
< Gologa & I P
= " v n—1I
v-ilog (I G I)

also |wegen der fiir o <z < 1 giltigen Ungleichung log (1 + 2) >~§
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[2]
ézc(,logrzcz I, %

A n—1
[z]+1

2cologx
=== (]l + 1) 2 s

vnl

log® 2 Cy
!t p—x

(x2) < ¢

(1) und (12) geben, in (10) eingesetzt,

n+Ti
f fs)ds—zﬂzZan n( _ci +6912§1x)+czlogx,
| “~ n—1 x
also, wie behauptet,
x xlogiz
<, T(n—1)+ T +logx)
§ 2.

Es durchlaufe ¢ in beliebiger Reihenfolge die nicht reellen, d. h. dem Streifen
0 <e <1 angehorigen® Nullstellen « + 3¢ der RieMann’schen Zetafunktion. Dann
ist bekanntlich?

tx3) C(s)  ~ s—1 2 s—o ¢

() 4 1 _IF’(§+_I)+2( I +£),

wo b eine Konstante ist. Ferner ist bekanntlich® fir jedes 7' > 2, dem keine
Nullstelle mit 7' als Ordinate entspricht, falls x> 1 und %> 1 ist,

! Ubrigens ist bekanntlich o<a < 1.

? Vergl. z. B. Handbuch, 8. 316,

® Die Formel (14) ergibt sich namlich sofort durch Anwendung des Cauchy'schen Satzes
auf das Rechteck mit den Ecken 34 T'%, 24 T4, wo z eine negative ungerade Zahl ist, und
Grenziithergang z=—o auf Grund des Hilfssatzes der 8. 336. Dies ist in dem auf 8. 349—351
Durchgefiihrten als Spezialfall »=o0 enthalten; denn, dass die Zahl T gerade eine der dort mit
Ty bezeichneten Zahlen ist, war bis zu jener Stelle noch nicht benutzt.
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n+Ti
1 [zl (s) 1 1 xe
" ds=—x+;log(1—;_,)+log(2n)+ 2 —

2w ) L(s) T
(xg) { T : .
n—Ti | n+Ti ,
_t (el g, T (2EE)
271 ) s §(8) 271 | s{(s)
—oo—T% — o4+ T%

Zur weiteren Ausbeutung dieser Identitit setze ich folgende vier Unglei-
chungen als bekannt voraus:
Erstens! ist fir 0 <—1,¢t2>2

£'(s)

ZG} <0,10g|8|,
also?
L'C'(S) 0 log]s]
s & (s) tolsl
log ¢
(135) <c, =8

Zweitens® ist fir —1<0<2,¢>2

2 [+ §)|<0310gt;

(16)
16—tl=1 50

die Summe bedeutet, dass g alle komplexen Nullstellen durchléuft, die nicht inner-
halb des Streifens t—1 <@ <%+ 1 gelegen sind.

Drittens* geniigt die Anzahl der ¢ in t—1<g<t+ 1 fiir t>2 der Un-
gleichung

(17) Anzahl < C,logt.

Viertens?® ist fir —1<0<2, t>2

F§+q
(x8) — 26, logt.

r€+ﬂ

1 Vergl. z. B. Handbuch, 8. 336. Jetzt bezeichnen im Text C,, C,,... absolute Konstanten.
logy

* In der Tat nimmt fir y=>e die Funktion mit wachsendem ¥y ab, und fiir

s —1,t2eist |s]>t>e; fiiro X —1,2L<e ist log |5
Il

8 Vergl. z. B. Handbuch, 8. 339.

4 Vergl. z. B. Handbuch, 8. 337.

5 Vergl. z. B. Handbuch, S. 334.

und 1: IL:’rt beschréankt.
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§ 3.
Satz 1: Es gibt eine absolute Konstante K derart, dass fir x>3,T7 >3

<K (w log?® xT loi,T + log x)

Y(x)—2x + 2=z

iBI<7?

ist.
Beweis: Nach (13) ist fir z>1, T>2

-1

x’;"(a) log T

| s 0] |<C’ T x°do
_C,logT

(x9) ~ Txlogz

Nach (13), (16), (17) und (18) ist fiir wurzelfreies ¢>2 und —1<0<2

£'(s)
T(s) 2 =

lﬂ—tl<18 < Cqlogt;

(20)

fir wurzelfreies 7> 2, 2> 1, 1 << 2 ist daher

x«@(s)dll 4 . dl AT Ly
l £(s) f 16-Ti<18 Jx ’

. 2 n"';'j ds i C,log Tf?x"da
18-Ti<1]_ ’_3 s—o T .
(21) = 2 ’”% ds +0,10gT xn
e-71<1l_ Tf §—e T logz

Es werde nun von —1 + 7'% bis n + T'¢ in jedem einzelnen Summengliede
deir Weg nach folgender Vorschrift deformiert. Wenn g dem Intervall 7 —1<g< T
angehort, werde um « + 7'¢ (d. h. die senkrechte Projektion von ¢ auf den Integra-
tionsweg) die halbkreisférmige Ausbuchtung ¢ —(y—1)+ T'¢ bisa+ (y—1) + T4
nach oben gemacht; wenn T <g< T + 1 ist, werde diese halbkreisférmige Aus-
buchtung nach unten gemacht. Dann ist unterwegs durchweg |s—¢|>n— 1, also
der Beitrag des Halbkreises

Acta mathematica. 85. Imprimé le 16 octobre 1911. 36
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gl+n—~1)

T
iy
ﬂT’

A
N

der Beitrag der horizontalen Wegteile

I o
< W_—ﬁfﬂc do

—~1
"

<T_(17—1)logx'

Nach (21) ist also, da die Anzahl der Glieder in der Summe rechts wegen (17)
kleiner als C,log T ist,

| e

-3

xn an CologT an
<C’logT( T+T(7;——1)logx)+ T logz

<0,

x”logT( 4 I .
T (p—1)log

Dies und (19) ergeben zusammen fiir wurzelfreies 7'> 2, 2> 1, 1<5<2

(22)

x’C’(s) xnlog T I .
zg(s)”’l <G (”(n—x)logx)

—°°+T1

Das ist eine Abschétzung des letzten Integrals in (14) und gilt aus Symme-
triegriinden auch fir das vorletzte Integral ebenda. (14) und (22) liefern also fiir
wurzelfreies T>2, x>1, 1<<2

2nzf28€§§3d +x—-log (1——;>—log(zn)— 2 @

(23) n—T% 'ﬁ'<Te
I, 27logT 1
<O ( + (n—1)logw/

Nach dem Hilfssatz 3, wenn er auf
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fog—— 2 B8P

pm P
_ &)
D)

angewendet! wird, ist nun fiir >0, x>2, 1<5<2

2" L2 log® x

st'(S)ds_I_w( ) (T(n“I) T

271 ) 8 C(s)
n—Ti

(24) + log z}-

Aus (23) und (24) folgt fiir > 2, wurzelfreies 7'>2, 1 <9<z

Y —z+ 2 2
(25) isi< @ ’ .
log T By log T ¥ T g I )
<01°(xn T +(17—1)log:1: T +77—-1T+x10g et log )

Die linke Seite von (25) hdngt von 7 gar nicht ab. Ich verfiige zur Er-
zielung einer moglichst giinstigen Abschitzung iiber % so, dass ich x> 3 annehme

und =1 + @E; setze, was wirklich zwischen 1 und 2z liegt. Dadurch erhalte

ich fiir > 3 nebst wurzelfreiem 7' > 2

(26) Y)—z+ X

%) <Cy (aclog*’:zci + xl_o_g_T_
1sI<T

T T +logx)-

Jetzt lasse ich auch zu, dass die Ordinate 7" Nullstellen enthdlt. Wegen

0 0
2 L —lim 2 v
151<T?  0=0 |g1<7s ¢

(wo das positive ¢ zu Null abnimmt) ist k]ar, dass (26) fiir >3 und alle 7 > 2
bestehen bleibt. :

Damit ist der Satz 1 bewiesen.

Folgerung: Bisher waren x und 7 ganz unabhingig. Es bezeichne nun 7'=T(x)
irgend eine Funktion von z, die von einem x an > 3 ist. Dann besagt der Satz 1

Y(x)=ao— 2 xg (xloqg x)+0(xlc% T)-l—O(logx)
i<t ¢

! Der Hilfssatz 3 ist anwendbar, weil |an| < logn und hm (n — I)ZW:—- 1 ist.
»m
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Speziell fiir 7=a#, wo o<u <1 ist, ergibt sich

Y@)=2— 2 pd + O (a'—# log? z),
181<at

womit (5), das Hauptziel dieser Abhandlung, erreicht ist und damit auch die in
der Einleitung angegebenen Konsequenzen (6) und (7) daraus.

Zweiter Teil.
§ 4.

Jetzt sei durchweg o < v <1, und es bedeute s* den in der von o bis —
aufgeschnittenen Ebene eindeutigen Zweig, der fiir s > o positiv ist.
Hilfssatz 4: Es ses >0, T >0. Dann st bei gerader Bahn

n4+T% 1 .
Vde—omi 8 _ Yl 2 ¥ i
fs”ds 271 () |[STiogy fir  y>1,
n—T%
T8 "
A PR '
|f8”d8 S7% log fir o<y<r.
—Ti

Beweis: Es ist fiir alle s==0, auch auf beiden Ufern des Schnittes

|21_' _ Y
ry evﬂilogl
L]
=evlog|c|
= Y
(27) —|8|”’
also fiir < —1 und 62> 1
8
(28) o=y

1) Es sei y > 1., Dann wihle ich ein z < 0 und wende den CavoHY’schen Satz
auf das Rechteck mit den Ecken % + T'4, 24+ T'¢ an, welches von z bis o aufge-
schnitten ist, so dass beide Ufer dieses Schnittes in den Integrationsweg einge-
schaltet werden. Dann ergiebt sich



Uber einige Summen, die von den Nullstellen der Riemann’schen Zetafunktion abhingen. 285

Ti 24+Ti =
=TT
—Ti 9+05 z+Ti =z

L+ L+ L+ +1,+1,,

wo alle Wege geradlinig sind und in I, am oberen, in I, am unteren Ufer des
Schnittes integriert wird. Natiirlich darf in s = o hinein integriert werden.

Aus (28) folgt, dass jedes dieser 6 Integrale fiir 2= -— oo einen Limes hat,
davon I, und I, den Limes o. Das liefert

74T —w+Ti Q0 ~w 9—T%

AP A A

n—T4 n+ T —w T}
=1I; + Is + I, + I,,.

Hierin ist nach (27)

VA RS < | ¥ do
19y
Tvlogy
ebenso aus Symmetriegriinden
1y
IIlOl;T”lOgy

Ferner ist am oberen Ufer des Schnittes

L = eg—? (log (—0) +7s)
s‘ll
m—— (_o-)—v e m',

am unteren Ufer

I .
3,; — (_ 0-)—'1: ev:rn;

daher ist

0
I+ 1,= fya (—o)y (e —ev)dg

= -2 gin {7z ¥) [y"" urdu
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-2
= — zisin(fw)fe"“mgy urdu
]

= — 21 sin (z») logr—? yje—” vrdov
0

= —2ilog*lysin(wv) I (1 —w)

=2 niloﬁv(;)i/-
Daher kommt heraus
7)+'I':7 logv—1 N
‘[‘{%ds—-zwi Ig‘(af)y -S—*TZ_’"I(‘)ygy’
n—Ti

wie behauptet.
2) Es sei o<y <1. Dann ist in der fiir z> o giltigen Gleichung
wkTi 24 Ti 2=Ti 0-Ti
— j = |+ J +
n—Ti n+Ti 24T% 2—=Ti

nach (28) der Limes jedes der drei Integrale rechts fiir z= o vorhanden und o
beim zweiten. Daher ist

n+Ti  o+1% T4
—_— = + ,

n—Ti 9+T5 o—Ti

also nach (27)

n+Ti o *
Y ds i;—wfydda+ ,_,I—,,,jy"da
n—Ti 7 n
=2 _ Y
T Tv—logy

Hilfssatz 5: Fir 1<y<2, T>o0, 0<y<z st

8
I—w

T,
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Beweis: Es ist auf dem Wege

=y
<4,
also
n+T%
y° dt
fswds|<4 [P
n—T% -
T
—gf%
e
]
=8 T,
1I—v
Hilfssatz 6: Es sei fir alle ganzen n> 2
(9) fan]<clogn,
also — was auch a, set —
fo)= &%
( n—ln
fiir > 1 konvergent. Es sei ferner fiir 1<n<2
o Slanl
(y I)E1 o
beschrinkt. Dann ist fir 1<y<2, T>o0, x>2
n+;‘;' 23 O x an zlog® z
o 27 — (% 1— ,
Jerds— 55 B antow= (2| <0 [y + EE + 1l
n—Ti =

wo b, von y, T und x unabhdngig ist (aber von den an und v abhdngt).
Beweis: Es ist fir 1<9<2, T'>0, x>2

n+T% . a—1
'Es_ — ﬂ”_f’ w—1 E
f 7 10ds — 275 3 anlog )

n—T%
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n+T% n+Ti n+T%
' (x )8 (x )s (x )'
o—1 - . z+1 — @ -
n 271 4 {® n n
=2an(f7ds—l,—(;)log" 1(;))"'2“"[7‘184‘ 2 (28 ‘?—ds-
ne=1 n—Ti ne=gp —T% ne=z+2 —1Ti

Es werde fiir n <[z]—1x und n>[z]+ 2 der Hilfssatz 4 angewendet, fiir » = [x]
und n =[«]+ 1 der Hilfssatz 5. Dadurch kommt heraus:

n+Ti

z* 2 (%
= fe)ds — 275 3 aulog: (a) 2 5 |g,) -2
iy el nw=l nn ]og =
(29) <
87T
+ < (laml +|ai41]) + Tn, 2 laal ',;'
n=z4+2 n? ]og —
!
Nun war beim Beweise des Hilfssatzes 3 festgestellt, dass
z—1
2|an| z T 2 lan| Z <b ( _a:m_1+xlog'z)
n=1 nh lOg —  nez4? nn log Y ‘

ist. Also ist die rechte Seite von (29)

< %(—-— + zlogtx + Tlogz)
womit der Hilfssatz 6 bewiesen ist.

Hilfasatz! 7: Ks set g irgend eine feste positive Konstante. Dann ist fir
0;—-— I, t;q

l“") <D, log|s|.

Beweis: Bekanntlich? ist

f'(x—s) sm_I'(s) ['(s)
Fli—s) log(zn)+—tg———j,(—s)—m-

! Ich beweise dies wortlich so, wie man die in § 2 benutzte Relation

|g((:)) < O, log |s]

fir 6 S — 1, £ 2> 2 zu beweisen pflegt.
? Vergl. z. B. Handbuch, 8, 336.
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Hierin ist fir t< —g¢q

esm_, I
esm. + bd
e~ 4 1
=e M —1
e" + 1
—e"l—1

und fiir ¢ > 2 bekanntlich?®

I''(s
lﬂ%|<Dslogls];

also ist fiir 0 >2,1<—¢q

'z —s) % Dy + D, log|s] — 22
Ty <log(27r)—l—2 D, + Dylog|s] T(z2)
<D,log]s],
folglich fiir 6 <—1,1>¢
g'(s) <D log]r—s]
0] g
<D410g(Ds|8|)
=Dy + D, log|s|
< D,log]s].
§ 5.

Satz 2: Es g¢ibt eine nur von v abhdngige Konstante b derart, dass fiir x> 3,
T>3

log T

I ) aamme —_ —_—
o) 2 log p log 1( ) x -+ 2 (xlog xT-{—x v + 1 loux)

<ot <7

! Vergl. z. B. Handbuch, 8. 334.
Acta mathemotics. $6. Tmprimé le 20 octobrs 1511 37
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Beweis: Ich wihle eine absolute Konstante! ¢ derart, dass 0 <g¢<2 und ¢
kleiner als die kleinste positive Ordinate 8 eines ¢ ist. Da ich mir » und ¢ fest
denke, diirfen alle in der Folge fortlaufend numerierten Konstanten von » und
g abhingen.

Es sei > 2 und T von allen 8 verschieden. Es sei £>0. Ich wende den
CavcHY’schen Satz bei beliebigem # <o auf

a* L'(s)
.—g"'_g(_a) ds

und den Integrationsweg an, der durch sukzessive geradlinige Verbindung folgender
Punkte entsteht:

2—Tev, 24+ Te,2+Ti,2+q¢,qt, —qi,2—qt,z2— T4, 2—Ts.

Der Integrand ist auf dem Wege bis auf den nicht stérenden Punkt s=o re-
gulér; er ist in dem umlaufenen Gebiet regulidr bis auf die Pole erster Ordnung
s=1 und die s=g¢, fiir welche |#|<T ist. Da eine Nullstelle k-ter Ordnung

8=y als Pol des Integranden das Residuum kg;g liefert, kommt heraus:

T e~T% 2—qi - gi  s+gi 24+Ti 24+T%
f fi—f + + | —2mix+2me 2
. IﬂI<T

2— Ti 2=Ti a—gqi —q; 'y s+qt 2+ T4

=I,+1,+1,+ Iu + I15 +Im+ l,—a2mix+2mt 2
11<7?

Nun sei #>1. Dann behaupte ich, dass die sechs von 2z abhingigen Inte-
grale rechts fiir z=— 0 einen Limes haben, davon I,, und I,, den Limes o.
In der Tat ist nach dem Hilfssatz 7 in der Viertelebene ¢ <—1, ¢> ¢, also auch
in der Viertelebene 6 < —1, t<—¢

189

log|s]
#Lo|<

flsl
<b8’

! Es ware leicht, ein ¢ numerisch anzugeben; doch brauche ich dies fiir meine Zwecke
nicht,
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Iw‘C’(s)

(e | <"

daraus folgt es unmittelbar. Somit erhalte ich

2478 —o—Ti—gi gi —atgi 2470
/= + +f+f+f—znix+2ni29
2V 2T —ob—gi —qi  §i —ot T 11<T

Q
(30) — Lo+ Ly + Lo+ Iy + Iy —2mic +2mi 3, o
18I<T

Hierin hdngen I,,, I,, und I,, nicht von 7' ab; ich behaupte, dass der ab-
solute Betrag ihrer Summe fiir x> 2 unterhalb einer festen Schranke liegt. In
der Tat ist nach Hilfssatz 7 fiir ¢ <—1, also aunch fiir ¢ <o der Ausdruck

r Lo +gq9) '

CEYDRACETT) beschrinkt; folglich ist fiir x> 2

—oo+qi§’ 0
*L'(s) .
fs_”ﬂ;)ds < Jxob,do
qi
— b
" logx
<b;,

also auch
2t L'(s) :
| fsms) |<n
!
schliesslich ist auf der Strecke — ¢4 bis ¢+ die Funktion %%) beschriankt, also

di

x8 ,8
lt"ﬂ

230N

—qi

s| L b

=b,.

(30) lasst sich also folgendermassen schreiben:

2+T%  —oo—T% 24T%

(31) f = f+f——27viw+27m' 3 B g,

T8 2T —a4Ti 151<T
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wo J(x) nicht von T abhédngt und fiir # > 2 die Bedingung

(32) | (2)] < b

erfiills.

Es sei nun 5>1. Dann ist nach (31), wenn noch der Caucny’sche Satz
auf das Rechteck mit den Ecken 2 + T'¢, n + T angewendet wird,

n+Ti ~o—=Tin+Ti

(33) f=f+j—27mw+27mz ~+J()

2T nTi —e+T6 181<7

Damit ist die Relation entwickelt, welche der im ersten Teil als bekannt voraus-
gesetzten Identitdt (14) entspricht.
Nach Hilfssatz 6 ist fir 1<y<2,T>0,z>2

n+Ti
_ (w88 g, 27 — b, [ &
(34) | s £ (s) ds () 2 log p log*—1 (P )|<T1J( —

n—Ti " So—1

Aus (32), (33) und (34) folgt fiir 1 <7< 2, wurzelfreies 7'> 2, x> 2

;7(1’;) 2 log p log"—! (_p_—) —2mtx + 271 2
et , IﬂI<T

(35)

v

——1(—:—+xlog a:+Tlogx

Nun will ich die beiden Integrale rechts in (35) abschidtzen. Aus Symmetrie-
griinden brauche ich nur

n+Te  ~1+T¢ 9+Ti

(36) = +
—o+Ti —otTi —14T%

zu untersuchen. Nach Hilfssatz 7 ist fir s=0 + 74,0 <—1 (weil 7' > g ist)

@

£'(s)

I
_;*

E(s

og|
sl”

GQ

<D

2
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also (weil 7' > 2 ist)!

log T
Daher ist
—14Ti T
BIRS S
—w+T%
log T’
(37) sm

Ferner ergibt sich genau nach der in § 3 angewandten Methode (Anwendung von
(20) und Ausbuchtungen durch Halbkreise mit dem Radius n—1)

22 L' (s) s) I C’ longx do
I fs” s () Iﬁ—;Kl _ 4

T'v
1 Colog T
< C’,logT(n(?]——I) (T—-I)”ﬁiI + T”(;—I)fxada) + 61(3? fxcd’o'
-1

—1

n+Ti
x5 ds

sV — o
¥Te

x 1 CologT an
<C"‘k’gT(ﬁ(T—) T”(wy-—x)logx) ™ logx
xvlog T 1
(38) <bi ( +(n_1)logx).

Aus (36), (37) und (38) ergibt sich

n+ T4
xilog T

I
<bu = (‘ = log?c)

—w+Ti

und fiir das zweite Integral rechts in (35) dasselbe. (35) verwandelt sich dadurch
in

1 1

o 5 v .
gy von y =¢” an ab; fir 0 £ —1, T2 ¢" ist daher wegen |s]>T

v

1
T In der Tat nimmt

log]sj< logT
sl ™~

1
= log|s log T
und fitr 6 < —1,2< T < e ist (|)§ llq, ! und 1: %— beschrinkt.
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I (%) x°
(39) <1 1<
log T x" logT xn 1 ¢ 1_,,).
<b, (x’l Bt G oTogs e T i1t B log' gy +loga. T

In (39) war T'>2 und wurzelfrei, > 2, 1<7<2. Jetzt seiz>3, T'>2 und

wurzelfrei. Wenn ich y =1+ Bé—; setze, erhalte ich

0
F;E Ei log p log»—1 (5—5) —x+ %
(40) M p—1 18T
log®z  log T )\ -
;b(m v T + logx . T3

wegen der Stetigkeit von

>z
1<
nach links gilt (40) fiir 2> 3 und alle 7' > 2 (auch, wenn es Wurzelordinaten sind).
Damit ist der Satz 2z bewiesen.
Folgerung: Es sei 7'=T(z) irgend eine Funktion von z, die von einem z
an >3 ist. Dann besagt das Gefundene:

I YAV e (xlog’ x) (x log T) Ly
) 2 log plog (pm) =z 2 P +0 ) T o |t O(T'—log x).
_pm__s_@-—] 18I<T

Speziell fiir T =a*, wo o< u <1 ist, ergibt sich daher
1

x x¢
() 2 log plog»—! (p—m) =g 2 =+ 0 (xr—+vlog®z).

a1 181<at

Berlin, den 13. Juni 1911.




