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SUR UNE 0UESTION FONDAMENTALE DU CALCUL INTEGRAL 

FAI~ 

CH. I~IQUIEI~ 
CAEN.  

I n t r o d u c t i o n .  

Dans des recherches publi6es en I893 par les Anna l e s  de l 'Eco le  
Normale ,  et reproduites deux ans plus tard par le Recue i l  des S a v a n t s  
~ t r ange r s  (tome 32, n ~ 3), j 'ai  pu 6tablir (en me bornant k rexamen 
des circonstances g~n6rales) l'existence des intdgrales d'un syst~me diff6- 
rentiel quelconque. Les r6flexions que j'ai faites sur la question depuis 
cette 6poque m'ayant conduit ~ des rdsultats nouveaux, et aussi k une 
simplification consid6rable des raisonnements k l'aide desquels j'avais dtabli 
rues r6sultats ant6rieurs, il m'a sembl~ qu'une refonte totale de ces travaux, 
relatifs ~ un ordre de questions encore peu 6tudi~es, pr6senterait quelque 
utilit6: c'est ce qui m'a d6cidd ~ publier le pr6sent M6moire. 

Je reprendrai tout d'abord, en le compl6tant, l'expos6 de la partie 
historique. 

CAvcRY, le premier, parvint, sur la question de l'existence des intd- 
grales, k des r6sultats importants, dont il donna des d6monstrations 
rigoureuses. Dans les tomes i4, 15 et i6 des Comptes  R e n d u s  de 
l 'Acad6mie  des Sciences  (I842 et I843), il prouve 1'existence des 
int6grales d'un syst6me d'dquations diff6rentielles ordinaires, en pr6cisant 
ce que l'on dolt entendre par int~grales g~ngrales d'un pareil syst6me; 
puis il 6tudie au mdme point de vue un syst6me lin6aire de m 6quations 

Aota mathemativa. 23. 1mprim~ le 14 septembre 1899. 
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aux  d6riv6es partielles du  premier  ordre, imp l iquan t  un  hombre  6gal 

de fonctions inconnues 
~ 1 , w 2 , " ' ,  w~, 

et tel qu 'on puisse le rdsoudre par  rappor t  a u x m  d6riv6es 

toutes  relatives ~ une mfiIne variable  t. La mdthode h ra ide  de laquelle 

il ddmontre  la convergence des d6veloppements  des int6grales n'est autre  

que celle des fonctions majorantes, adopt6e, apr6s lui, par  presque tous 

lee auteurs  qui  se sont occup6s de ce genre de questions. Quant  aux  

syst6mes quelconques, on peut  toujours,  en introduisant  de nouvelles  

fonctions inconnues, lee r6duire  ~ des syst6mes lin6aires du  premier  ordre, 

et CAucit~ semble admet t re  que lee seuls dont  il y ait lieu de s'occuper 

sont eeux qui, apr6s r6duction, ont  la forme ci-dessus d6finie. 

En z856, MM. BI~IOT et BOUQUET, danE un M6moire sur  leE syst6mes 

d'6quations diff6rentielles ordinaires, x donn6rent  nee d6monstrat ion nou- 

velle de llexistence de leurs int6grales. 

Eta I872,  le mOne  point  fut  6tabli pour  lee systdmes, dits compldte- 

me~t intdgrables, d'dquations diff6rentielles totales, et trois g6oin6tres, 

MM. M~AY, BOUQUET et MAYER, en publ i6rent  presque s imul tandment  

la solution. 2 

BRIOT et BOUQUE% Mgmoire sur leE fo~etions ddfinies par lee dqualions di~- 
rentielles (Journal  de l 'Ecole Polyteehniqu% Cahicr 36). 

M~RAY~ Revue des Socidtds Savantes (Sciences mathdmat iques ,  phy- 
siques et naturelles;  t. 31 I868). 

M~RAY, Nouveau Prdcis d'A~alyse infinildsimale, p. I43~ 1872. 
BOUQUET, Bulle t in  des Sciences mathdmatiques et astronomiques; t. 3~ 

p. 265, 1872. 
bIAYER; Mathematische Annalen 1 t. 51 P. 448~ 1872; et Bullet in des Sci- 

ences mathdmatiques et astronomiques~ I ~re sdrie 1 t. tI~ I876. 
Une nouvelle ddmonstration du m~me point, pour laquelle j'ai pr~td ma collaboration 

M. M~RAu a dtd publide en ISS 9 danE leE Annales de l 'Ecole Normale (M~.cY 
et R[QUIER 1 Sur la convergence des ddvdoppements des inl~.qrales d'un syst~me d'dquations 
diffdre~lielles tota:es); clio se trouvc reproduite dane tin ouvrage rdcent de M. M~RAY, 
(M~RA~-; Leqons nouvelles sur t'Ancdyse infinitdsimale et SeE applications gdomdtriques, 
I ere partie~ p. 256 et suiv.). 
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En I875 , les rdsultats, encore peu connus, de CAUCHY sur  les sy- 
st~mes partiels furent ddmontr~s de nouveau par M. DARBOUX et M ~~ de 
KOWALEVSKY. Cette derni6re y avait fit6 conduite par la consid6ration 
du systfime partiel qui porte son nora, syst6me compos6 d'dquations en 
hombre 8gal ~ celui des fonctions inconnues, et tel, qu'en ddsignant par 

les fonctions dont il s'agit,.et par 

k I , k~, . . .  , k~ 

les ordres respcetifs du syst~me par rapport s elles, ce dernier ffit rd- 
soluble par rapport aux d~rivdes 

0xk~ ' 0xl-. ~ �9 . o ) ~zk~, ) 

toutes relatives k une mSme variable x. Les recherches de M "e de Ko- 
WALEVSKY font l'objet d'un M6moire publi6 dans le J o u r n a l  de Cre l l e ;  1 
M. DARBOUX, qui avait entrepris de son c6t6 une recherche analogue, s'est 
born~ ~ indiquer sa ddmonstration dans deux Notes communiqudes b. 
l'Acad6mie des Sciences. 2 

En i88o, M. M~aAY publia un M6moire oh il se proposait de dd- 
montrer d'une mani6re gSn6rale l'existence des int6grales des syst6mes 
d'6quations aux d@iv6es partielles. ~ Comme la lecture approfondie de 
ce Mdmoire a 6t5 le point de d~part de rues propres travaux, comme 
j;ai pu me convaincre d'ailleurs que son contenu est ignor8 du public et 
des auteurs, je trois devoir entrer ~ ce sujet dans quelques ddtails. 

M. M~RAY consid6re d'abord un syst6me du premier ordre, r~solu 
par rapport ~ un certain hombre de d6riv~es, et il distingue essentielle- 
mcnt, pour chaque fonction inconnue, les variables ind~pendantes par rapport 
auxquelles sont prises les ddrivdes qui figurent dans les premiers membrcs 
du syst6me, de celles qui sont 6trangSres k l~ formation des d~riv6es 
dont il s'agit; les premieres sont, pour lui, les variables princ~:pales de la 

Tome 80: p. I .  

2 C o m p t e s  R e n d u s  de  l ' A e a d d m i e  des  S c i e n c e s ,  t. 80,  p. I o i  et 317. 
Ddmonstralion gdndrale de l'existence des intdgrales des dquations aux ddrivdes 

pa'rtielles ( J o u r n a l  de  M a t h d m a t i q u e s  p u r e s  e t  a p p l i q u d e s ~  3 io=esdri% t. 6~ 188o). 
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fonction consid6r6e, lea derni6res se~ variables param~triques, et iI va de 
soi qu'une mdme variable peut ~tre k la fois principale pour quelque 
fonction et param6trique pour quelque autre. 1 M. M~aAY partage ensuite 
lea ddriv6es de tous ordres d'une mdme fonction inconnue en paramdtriques 
et en principales, aelon qua lea differentiations d 'oh elles proviennent in- 
t6ressent sea seules variables paramdtriques, ou bien, soit avee elles, soit 
san,q elles, quelque variable principale. 2 Consid~rant enfin, dana un syst~me 
de carte esp6ce, un groupe quelconque d'intdgrales ordinaires, et lea suppo- 
sant ddveloppdes par la formula de TAYLOlt k partir de valeurs initiales 
choisies pour lea variables, M. MfiRAV nomme ddtermination initiale de 
chaque intdgrale la fonction de sea seules variables paramdtriques ~t 
laquelle ella se r6duit quand sea variables principales prennent leura 
valeurs initiales; 3 pufs il fait observer qua lea valeurs initiales de ces 
d6terminations et de laura d6riv6es de tous ordres sont respectivement 
6gales k celles des int6grales mdmes et de leurs d6riv6ea parametrlques.' �9 4 

Pour disposer nettement lea 6quations d'un pardi  syst6me, il convient, 
ajoute M. M~uAY, de les 6crire dana lea cases d'un quadrillage rectangu- 
laire, dont lea lignes correspondent aux wlriables ind6pendantes et lea 
colonnes aux fonetions inconnues, en plagant l'6quation qui aurait, par 

example, ~ pour premier membre, dana la case qui appartient a la fois 

la colonne (u) et k la ligne (z): le tableau ainsi form6 peut contenir 
des cases rides rdparties d'une mani6re quelconcLue, et ces derni6res sont, 
pour une colonne donn6e, en nombre 6gal ~ celui des variables para- 
metriques de l'inconnue correspondante. ~ Si, pour fixer lea id6es, on 
d6signe par u ,  v ,  w trois fonctiona ineonnuea des quatre variables indd- 
pendantes x ,  y ,  z ,  s, et qua ron consid6re un syst6me du premier ordre 
r~solu par rapport aux d6rivdes 

~u ~u ~u ~v ~v ~w 

1 J o u r n a l  de M a t h d m a t i q u e s  p u r e s  e t  a p p l i q u d e s ,  3 i~me sdrie, t. 6, I880 ,  

p. 237.  
2 Ibid. ,  p. 237. 

s Ibid. ,  p. 242. 

Ibid. ,  p. 242. 

5 Ibid. ,  p. 237 et 238. 
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la seule inspection du tableau 
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(w) 

. . . .  

( y )  ~ . . . .  
~y 

~ U  
. . . . .  

(8) 

~y 

~ V  
~ ~ 1 7 6 1 7 6  

~s 

~z 
O D O 

construit conform6ment aux indications pr6c6dentes, suffit ~ faire volt: 
I ~ que la fonction u a pour variables principales x ,  y ,  z ,  pour variable 
param6trique s, et pour d6rivdes param6triques routes celles qui in- 
t6ressent la variable s b~ l'exclusion de x ,  y ,  z; 2 ~ que la fonction v a 
pour  variables principales y e t  s, pour variables param6triques x et z, 
et pour d6riv6es param6triques toutes celles qui int6ressent x et z 
l 'exclusion de y e t  s; 3 ~ enfin, que la fonction w a pour variable prin- 
cipale z, pour variables param6triques x ,  y ,  s ,  et pour d6riv6es para- 
m6triques toutes celles qui int6ressent x , y ,  s ~ l 'exclusion de z. Si 
l'on consid6re maintenant un groupe d'intdgrales u,  v,  w de notre syst6me, 
et que l 'on d6signe par x0, Y0, zo, So les valeurs initiales choisies pour 
les variables inddpendantes, les d6terminations initiales de ces intdgrales 
seront respectivement: la fonction de s b. laquelle u s e  r6duit pour 

x - - x o  = Y - - Y o  = Z- -Zo  = o, la fonction de x et z ~ laquelle v se r6duit 
pour Y - - Y o  = s - - s o  ----o, et la fonction de x , y ,  s ~ laquelle w se r6duit 

pour z - - z  o = o .  
Cela 6tant, M. M~aAY assujettit les seconds membres des syst&nes 

qu'il  consid6re k une certaine restriction, dont l'6nonc6 importe p e u ,  1 

1 Voici quelle est eerie restriction: E n  ddsignant par u et v deux fonctions in- 
connues quelconques, aueune ddrivde de v ne figure clans les seconds membres des dquations 
de la colonne (u), .ff qudque variable pri,wiTal~ de v e s t  .paramdlrique pour u (Ibid., p. 238). 
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mais qui entraine la cons6quence capitale suivantc: 1 Si aux dquations du 
systOme donn~ on adjoint toutes celles qui s'en ddduisent par de simples 
diffdrentiations, ces relations, dites primitives, peuvent ~tre rangdes darts un 
ordre de succession tel, que chacune ne contienne dans son second membre 
(outre les variables inddpendantes, les fonctions inconnues et leurs ddrivdes 
paramdtriques) que des d~rivdes principales figurant dans les premiers membres 
des relations antdrieures. M. M]~RAY conc]ut de l~ que pour reconstruire 
cn entier les d6veloppements par la s6rie de TAYLOR d'int6grales que l'on 
salt d'avance exister, il suffit de connaitre seulement leurs valeurs initiales 
et celles de leurs d6riv6es param6triques de tous ordres, ou, ce qui 
revient au m6me, ]es d6terminations initiales de ces int6grales; ~ car, ces 
d6terminations 6rant suppos6es connues, les relations primitives permettent  
de calculer suecessivement les valeurs initiales de routes les d6riv6es prin- 
cipales. Puis, il aborde le probl6me inverse, et il cherche si, r6eiproque- 
ment, le syst~me donn6 admet des int6grales ordinaires ayant pour d6- 
terminations initiales respectives des fonctions, choisies au hasard, de leurs 
divers groupes de variables param6triques. "~ 

Or, pour que les int6grales dont il ' '" s aglt existent effectivement, il 
faut et il suffit, comme M. M~UAY le fait observer: ~ I ~ que, dans le calcul 
des valeurs initiales des d6riv6es principoles, il y ait concordance num6- 
rique entre les diverses expressions fournies pour chacune d'elles par les 
relations primitives; 2 ~ que les d6veloppements des int6grales, construits 
a priori comme nous l'avons indiqu6, soient c o n v e r g e n t s . -  Se pr6oecupant 
d'abord de la premi6re de ces conditions, M. Mgl~AY partage en deux 
classes bien distinctcs les syst6mes du premier ordre, dits immddiats, qui 
font l 'objet principal de son M6moire, et il ]es nomme passifs ou non 
passifs, suivant que la concordance num6rique des relations primitives y 
a lieu pour des donn6es initiales quelconques ou seulement pour un 
choix convenable de ees derni6res. Apr6s avoir formul6 les conditions 
de passivit6 d'un syst6me imm6diat, ~ il s'occupe en dernier lieu de la 

1 Ibid.~ p. 239 et 240. 
Ibid., p. 242. 

3 Ibid., p. 243. 
Ibid.. p. 245 et 250. 

5 Ibid, p. 245 et suiv. 
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convergence des ddveloppements des intdgrales, et il est ainsi conduit 
l'dnoncd su ivan t : '  Tout syst~me du premier ordre, imm~diat et passif,  est 

compl~tement intdgrable, e'est ~ dire admet un groupe (unique) d'int~grales 

ordinaires ayant pour ddterminations initiales des fonctions arbitrairement 

choisies de leurs variables paramdtriques. Par  exemple, le syst~me (i), s'il 
est immddiat et passif, admettra, d'apr~s cet 6noncd, un groupe (unique) 
d'int6grales ordinaires u ,  v , w ,  se rdduisant respectivement: 

u k une fonction donnde de s pour x - - x  o ~ y - - y o  ~ z - - z o  ~ o; 
v k une fonction donnde de x et z pour Y ~ Y o  ~ S ~ S o - - - - o ;  

w ~ une fonction donnde de x , y  et s pour z ~ z  o ~ o. 

On volt ainsi qu'en supposant rigoureusement dtablie la convergence 
�9 �9 ), �9 , des ddveloppements des mtegrales, la solution generale d'un syst~me (du 

premier ordre) imm~diat et passif ddpend de fonctions (ou constantes) 
arbitraires en nombre prdcisdment 6gal k celui des inconnues qui s 'y 
trouvent engag6es. 

Finalement,  et en ce qui concerne les syst~mes diffdrentiels quel- 
conqucs, M. M~:AY admet que de simples r~solutions d'~quations, com- 
bindes avec des diffdrentiations et des rdductions au premier ordre, per- 
mettcnt de les ramener ~ ]a forme immddiate passive. 2 

Comme je l'ai (]it plus haut, la lecture approfondie de ce Mdmoirc 
a ~t~ le point de d6part de tous men tr~vaux sur les syst~mes diff6- 
rentiels partiels, et il va sans dire que, dans cette 4rude, j 'ai  examind 
de trSs-prSs la ddmonstration de la convergence. Cette derni~re m'ayant  
paru inexacte, je fis part  de men doutes g M. M~RAY, qui les trouva 
justifids; les efforts qu'il  fit pour modifier la ddmonstration le conduisirent 
mdme ~ la d5couverte de certains cas de divergence qu'il  ne soupfon- 
nait  pan d'abord, a et il publia en I89o,  avec ma collaboration, un 
nouveau Mdmoire ~ oh la convergence des d6veloppements des int6grales 
se trouvait  dtablie, cette lois, d'une fagon rigoureuse, main, bien entendu, 
pour uric partie seulcment des syst~mes imm6diats primitivement.~tudi~s. 
Ce M~moire est reproduit presque en entier dans un ouvrage rScent de 

1 Ibid., p. 249 et suiv. 
2 Ibid., p. 236 , 265, 266. 
s Comptes Bendus de l'Acad6mie des Sciences, 1888, t. IO6, p. 648. 
4 Sur la convergence des ddveloppements des intdgrales ordinaires d'un syst~me d'dqua- 

tions diffdrentielles partielles (Annales de l 'Ecole Normale, I89O ). 
Aeta math~matica. 2 3 .  I m p r i m ~  l e  14: s e p t e m b r e  1 8 9 9 .  27 



210 Ch. Riquier. 

M. M~r~AY,~ et il y est aeeompagn6 de quelques indications sommaires 
sur la marehe g6n6ra, le h suivre pour traiter un syst~me queleonque; 2 
la conclusion du M6moire de I88o s'y trouve, naturellement,  modifi6e, 
et M. M~rtAY. au lieu de eonsidgrer les syst6mes imm~diats passifs eomme 
le type fondamental auquel peut se ramener un syst+me queleonque. 
assigne maintenant le mdme r61e aux syst~mes immddiats et rdgulier.~ 

passifs, qui font l 'objet du 316moire de I89o:  malheureusement, eette 
nouvelle conclusion n'est pas mieux 6tablie que l 'ancienne, et, k moins 
de reeourir au changement des w~riables, qu'()n dolt, it mort avis, s'efforeer 
d'6viter, il me parait  puu probable qu'elle soit exaetc. Quoi qu'il en 
soit, la eonnaissanee des m6thodes (lc M. 3I~AY et la collaboration que 
je lui ai prdt6e m'ont 5t6, pour rues recherehes pcrsonnelles, extr6me- 
ment  profitables; nonobstant une erreur dan~ la ddmonstration de la 
convergence, ses t ravaux ont, dSs ~88o, mis en pleine lumi6re le fait 
suivant, qui se trouwfit ddsormais aequis: 

Si m~ syst~me du premier ordre, quelle que soit d'ailleurs sa nature, 
satisfait d la double condition 

~o de la passivitd, 

2 ~ de la cor~verqence des ddveloppements des intdgrales, 
sa solution 9d~drale d@end de fonctim~.~ (ou constanles) arbilr.ire,~ e~ 

hombre 1)rdeisdment d!lal ,'t celui de.r inconnues qui s'y trouve~t e~flaq(~es. 

Dans l ' interv'dle qui sdpare la publication des deux M6rnolre.~ dont 
je viens de parler, M. I,;C)xm :~ 'tvait 6tqbli l(.s ,~onditi,)ns d'int{!/valfilit6 
a b~olue d'un syst6me du premier ordre de forme t elle, qu'en ddsignant par 

2~ 1 , Z~  , . . . ~  Z m 

le~ fonetions ineonnues, et par 

X 1 ~ X 2 �9 �9 . .  4 .T, r ~ X r +  1 ~ . . . ,  X n 

1 Lefons nouvelles .~ur l'A~taly.~e i~finit~simale et .~es applications gComdlrique.~, l ~re 
partie~ p. 3IO eg suiv. 

Lefons nouvellex etc., p. 353 et suiv. 
a j .  K(3NIC'. ~';ber die lnlegralio~t simulta~er Systeme partieller Differentialgleichungen 

mit  mehreren unbekannte~ Functionen ( M a t h e m a f i s e h e  A n n a l e n ,  t. 23, I884) .  
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les variables ind6pendantes, le syst~me ffit r6soluble par rapport aux mr 
d6riv6es de z i , z ~ , . . . , z m  relatives ~ x 1 , x ~ , . . . , x r .  Cetype, danslequel 
rentrent 6videmment les syst~mes partiels 6tudi~s par CAUCHY et les 
syst6mes d'6quations difl'~rentielles totales, n'est lui-m~me qu'un simple 
cas particulier des syst6mes 6tudi6s par M. M~RAY et moi en 189o. 

Dans une th~se de doctoral publi~e en I89I ,  ~ M. BOUI~L~:T parvint 
dtablir qu'un syst~me differentiel quelconque est r6ductible k mJe forme 

du premier ordre, dans laquelle la convergence des d6veloppements des 
im~gvales est assur~e; reals, sauf  des cas fortuit.% la forme dont il s'~git 
n'4tait point p~ssive, el, par suite, ne faisait nullement connaitre le 
hombre et la nature des 616ments arbitraires dont d~pendent les int~- 
grales g6n6rales. 

Ainsi, la question de l'existence des int~grales dans un syst~me quel- 
conque 6tait encore loin de se trouver r~solue. Depuis l'6poque de mn 
collaboration avec M. M~RAY, j'y avais sans cesse r6fi~chi, et, poursuivant 
le courant d'id6es off cette collaboration m'avait engage, je m'efl'oI'gais de 
la r6soudre en la ramenant au probl~me suivant: Etant donnd un sysl~me 

dift~rentiel q,telconque (que je supppsais ne comprendre qu'un Ilombre limit6 
d'~quations), le rdduire, saul constatation dventueUe d'i~compatibilitd, it un 

syst~me du premier ordre oil se trouve rdalisde la double condition: i ~ de la 

passivitd; 2 ~ de la convergence des ddveloppements des intdgrales. Toutcfois, 
pour diverses raisons qu'il strait trop long d'indiquer ici, j'avais ~t6 induit 
�9 ~ penser qu'en se bornant d6s le d6but de la th6orie, comme on nvait 
coutume de ie faire, ~ in consid6ration exclusive des syst~mes du premier 
ordre, on n'y introduisait qu'une simplification apparente, et mSme, 
eertains 6gards, une nouvelle complication. J'avais donc rdsolu de ne 
m'attacher en premier lieu qu'k In d6couverte d'une forme eanonique 
compl~tement int6grable, sans m'inqui6ter aucunement de l'ordre des 6qua- 
tions; cette forme une lois obtenue, j'esp6rais pouvoir In ramener '~ une 
semblable d'ordre inf~rieur, et par suite au premier ordre. C'est ce qui 
arriva en effet. En 1892, je r6ussis /~ op6rer la r6duction d'un syst~me 
quelconque k une forme compl~tement int6grable, et l'nnn6e suivante 
(I893) je substituai ~ celle-ci une forme de m6me nature, mais du pre- 

i BOURLI/iT~ Sur les dquations aux ddrivdes partielles simultandes qui contieunent 
jolusieurs fonetions ineonnues (th~se~ avril ISOI ; Annales de l'Ecole Normale~ I89I ). 
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m i e r  o r d r e ,  off se t r o u v a i e n t  engag6es ,  avec  los i n c o n n u e s  d u  sys t6me  

proposal, q u e l q u e s - u n e s  de ]curs  ddr ivdes  b~ t i t r c  d ' i n c o n n u e s  ad jo in tes .  

I1 va  sans d i r t  q u e  l'dconomie des conditions ]nit]ales, dvidente duns ce 

dernier systdme en v e r t u  des e x p l i c a t i o n s  donn6es  p lu s  hau t ,  se trouvait 

par  l~t m~me immddiatement connue dans le propose, et  que ,  dans l'un comme 

dans l'autre, la solution g6ndrale ddpendait de fonctions (on constantes) arbi- 

traires en hombre fin]. 2 

Tro i s  ans  apres ,  en  1 8 9 6  , M. DELASSUS, 3 b~ r a i d e  d ' u n e  m 6 t h o d e  

t o u t e  d i f fdren te ,  e s s en t i c l [ em en t  bas6e sur  ]e c h a n g e m e n t  des wwiab les ,  

d o n n a  u n c  d c u x i 6 m e  so lu t ion  d u  p r o b l 6 m e  d e n t  je  m '6 ta i s  o ccu p 6 :  il 

r 6du i s i t  t o u t  sys t6me  d i f f6 ren t i e l  s une  f o r i n t  c o m p l 6 t e m e n t  i n t~g rab l e ,  

1 Comptes  R e n d u s  do l 'A cad d m ie  des Scienees~ 28 mars I892, 27 fdvrier 

I893, 24 avril 1893. - -  Anna les  de l ' E c o l e  N o rm a le ,  I893. - -  R e c u c i l  des 

savan t s  dtrangers~ t. 32, n ~ 3. 
J'insiste sur ce point, qui semble n'avoir pas dtd trbs-bien eompris de quelques 

]ecteurs: par ]e soul fair de ]a rdduetion ~t une forme passive du premier ordre off ]a 
convergence des ddveloppements des intdgrales 5tait assurdc~ la solution gdndrale d'un 
sys/~me donnd devait~ comme jo viens de l'exp]iquer: ddpendre fina]ement de fonctions 
arbitraires cn hombre fini~ et cos fonctions se ddgager d'elles-m~mes, saus que j'cussc 
besoin de m'en inquidter autrement; mais il n'en efit pas dtd de m~me~ si ]a forme 
]aquelle j'aboutissais en dernier lieu efit dtd d'ordre supdrieur au premier. Ainsi. au 
ddbut d'un Mdmoire publid en I894, M. TRESSE a formul6 l'dnoned suivant: Etant donnd 
un systdme queleonque d'dqualions aux ddrivdes partielles, on pout, apr~s un hombre limitd 
de diffdrentiations et du ou bien monlrer qu'il esl inco~;~l~atible, ou bie~t le 
meltre sous forme d'un systdme en involution (syst~me pass]f) dent la solution gdndrale 
ddpend alors, suivant los cas, de fonctions ou de constanles arbilraires (Acta  ma the -  
matiea~ I894 ~ p. 9). Or~ en supposant dtablie la convergence des ddveloppemcnls des 
intdgrales (partie de la question que M. TI~ESSE n e s e  proposait pus d'examiner), il ressort 
uniquement de sa ddmonstration qu% pour ddterminer un groupe d'intdgrales ordinaires de 
ee systbme en involution~ dent l'ordre esl quelconque, on pout se donner arbitrairement 
eertaines portions de leurs ddveloppements respeetifs~ e'est-~-dire certaines constantes~ en 
nombre le plus souvent infini~ et qui: dans le eas gdndral, n e s e  grouperont pas d'elles- 
mdmes en un nombre fin] de fonctions. J'ajoute que M. TRESSE me semble avoir laissd 
duns l'ombre eertains points importants: et n'avoir pas montrd~ par excmple, comment on 
peut~ 5 l'aide d'un ~ombre limitd d'opdrations~ s'assurer si los conditions d'intdgrabilitd 

d'un systSme donnd se trouvent ou non satisfaites. 
Extension du thdor~me de Cauchy aux systdmes los plus gdndraux dYquations aux 

ddrivdes parlielles (Anna les  de l ' E e o l e  normale~ I896 ). 



Sur une question fondamentale du caleul integral. 218 

et, dans un 6nonc~ trop long pour 6tre rapport~ ici, 1 il indiqua en 

d~tail les fonctions et constantes arbitraires dont se t rouvai t  d~pendre, 
ap%s cette %duction, la solution g~n~rale. 

De tous lea auteurs dont je viens d'SnumSrer lea travaux,  dcux seule- 
ment, M. DELASSU8 et moi, ont trait6 d'une mani~re g6n6rale la question 

de l 'existence des intggrales, et encore convient il d'observer que la m6- 

thode de M. DELASSUS, la derni6re en date, tombe en d6faut dans le cas 

ok le changement des variables est g 6viter; si l 'on a affaire, notamment,  
g un syst6me compl&ement int6grable, ~ dont on soit tenu, pour telle ou 

telle raison, de ne paa modifier la structure, il sera presque toujours im- 

possible de lc eonaid6rer eomme appartenunt au type can0nique, de forme 

tr&-particuli6re, d6finie par ce g4om6tre, et d 'appliquer les conclusions 
de l'6nonc~ auquel j 'ai fair allusion plus haut. Bien que ma m6thode 

me semblgt, en grande pattie, dchapper g ces inconv6nients, je me suis 

efforc6, comme je l'ai dit, de l 'amdliorer au double point de vue du 

fond et de la forme. Par  exemple, au lieu d'avoir recours, comme je 
l'avais fair jusqu'ici, g la rdduction au premier ordre, pour fixer l'6co- 

nomie des conditions initiales q u i  ddterminent enti6rement une solution 

ordinaire de ma forme canonique, je substitue g ce procdd5 une mStho'de 

directe, dont l 'emploi permet d'ab%ger, dana une mesure consid6rable, 
et ies raisonnements de la thdorie, et les calculs de la pratique. Je 

modifie dgalement, pour aboutir  g des conclusions plus larges, ma d& 
monstration de la convergence des ddveloppements des int6grales. Enfin, 

la considdration des cotes, qui peut, a u  premier  abord, sembler bizarre 

et artificielle, maia g laquelle je suia redevable de tous mes r&ultats 

ant&ieurs, me fournit  aujourd'hui le moyen, non seulement d'dtendre ces 
rdsultats d 'une mani6re notable, grgce g une gdn~ralisation de ma fo rme  

canonique, a mais encore d'en formuler  quelques autres sur des syst&nes non 

canoniquea, et en particulier de g6n6raliser un th6o%me de M. GOtrRSAT. 4 

1 Annales de l ' E c o l e  Normale~ I896 , p. 461 et 462. 
C'est ~ dire remplissant la double'condition: I ~ de la passivitY; 2 ~ de la con- 

vergence des d6veloppements des int4grales. 
s Voir ]es Comptes Rendus de l 'Acad4mie des Se ienees~  27 d~eembre 1897. 
4 Voir les Comptes R e n d u s  de l ' A c a d d m i e  des Scienees~ 6 d4eembre I897 

et 17 janvier I898. 
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L'exposition ddtaillde de ces thdories constitue l'objet du prdsent 
Mdmoire. 

La premiSre pattie est consacrde it llt mdthode nouvelle qui me sort 
fixer, dans un syst~eme diffdrentiel passif, l'deonomie des conditions 

initiales, c'est ~ dire des f'oJ~etions ou constaJJtes, en hombre fini, dont la 
donnde ddtermine entiSrement un groupe d'intdgrales hyi)othdtiques du 
syst~me. 1 

Darts la deuxib.me pattie, je d5finis une forme de systSme diff~rentiel 
que je nomme ortho~que, j'etablis los conditions ndcessaires et suffisantes 
pour qu'elle soit passive, ct je montre, par divers exemples, 2 que los dd- 
velopt)ements des intdgrales hypothdtiques n'y sont pas lldcessairement 
convergents. 

Darts la troisib.me pattie, j'dtudie un eas rcmarquable et tr~s-dtendu 
o{1 cette convergence ne peut manquer d'avoir lieu: c'est eelui des systSmes 
que je qualifie d'orthonomes. 

Darts la quatriSme, je prouve qu'un syst~me differentiel quelconque 
pout se ramener g la forme orthonome passive. 

Darts la cinquiSme, j'5tablis diverses propositions relatives ~t des sy- 
statues non orthonomes. 

Enfin, dans l'Appendiee qui fait suite au Mdmoirc, je montre, d'abord, 
que routes les forlnes complStement intdgrables dtudides jusqu'i~ ee jour 
sont de simples cas partieuliers de la forme orthonome passive, et eIisuite, 
que los rdsultats exposds par M. GOURSAT darts los Comptes  Rendus  
du 2 novembre t897 se trouvent contenus dans ceux que j'expose i~ la 
fin de la cinquiSme pattie. 

1 Voir ]es C o m p t e s  g e n d u s  de l ~ A c a d d m i e  d e s  8 c i e n c e s ~  31 mai I898.  

2 Voir  los C o m p t e s  R e n d u s  de l ' A c a d d m i e  des  S c i e n c e s ,  13 ddcembre 1897. 

a Je  tiens "g faire observer d~s malntenant quc lo mot orthonome, tel qu'il  se 

trouvc ddfini darts ]e prdscnt Mdmoire, poss~de une signification plus large que dans rues 

travaux antdrieurs. Consulter ~t ee sujet l 'Appendiee qui fair suite au Mdmoire. 



Sur une question fondamentale du caleul intdgral. 215 

PREMIl RE PARTIE. 

Problbme pr61iminaire. 

I. En ddsignant par  x ,  y ,  z , . . .  des variables ind6pendantes en 

nombre  quelconque,  pa r  x 0 , Yo, Zo, " . .  des valeurs particuli6res attr ibu6es 
ces variables, et par  /~x, R:~, R z , . . .  des constantes positives, nous 

dirons qu 'une fonction de x ,  y ,  z ,  . . .  est d6veloppable dans le domaine 

(Rx,  R, , ,  R z ,  �9 . .) des valeurs particuli~res x o , Yo, zo, �9 " ,  si, pour  toutes  
vaIeurs de x , y , z , . . ,  satisfaisant aux  relations m o d ( x - - X o ) < B x ,  

rood (y - -Y0)  < Ry, rood ( z -  Zo)< R ~ , . . . ,  elle est repr6sentable par  ]2 

somme d 'une certaine s6rie enti6re en x -  Xo, y - - Y o ,  z - - z 0 ,  . . . .  Les 
quanti t6s /~x, ]~y, R ~ , . . .  se n o m m e n t  les rayons du domaine.  

D'apr6s eela, l 'expression 12 plus g6n6rale d 'une fonction de x , y , z , . . .  

d6veloppable dans que lque  domaine des valeurs initiales x o , Yo, zo, . . . .  

s 'obtiendra par  12 consid6ration d 'une s6rie enti6re en x - ~ x  o ,Y--Yo , z - - z o , " .  
dont tous les coefficients sont arbitraires, et soumis, d~ns leur ensemble, 

~L la seule restr ict ion de la convergence. Un pareil d6veloppement,  

coefficients tous ind6termin6s, constitue ce que nous 2ppellerons une fonc- 

tion schdmatique de x , y ,  z , . . .  ; si le hombre  des variables ind6pendantes 

se r6duit  ~ z6ro, 12 fonction sch6matique d6g6nSre en une constante schd. 

matique. 

On dit  qu 'un  monome 

A ( x - -  X o ) ~  Zoy . . . ,  

entier par  rappor t  aux  diff6renees x - - - x  o , y - y o , z - z  o , . . . ,  est di- 

visible par un monome de m~me esp6ce 

si aucune des diff6rences 
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n'est n~gative. I1 est clair que si un premier monome est divisible par 
un second, et celui-ci divisible par un troisi~me, le premier l'est fore& 
ment par le troisi6me: car les relations ~videntes 

~ , _  ~,,, = (~ , - -  ~,,) + ( ~ ' - -  ,,,,) 
IP 

f l - -  y '  = ( f l - -  fl') + (fl' - -  y ') ,  

r - -  r"  = ( r -  r') + ( r ' - -  r") ,  

ne peuvent contenir dans leurs premiers membres quelque difference n5- 
gative, que si elles en contiennent quelqu 'une dans leurs seconds membres. 

Cela posS, consid~rons un ensemble limitd E ,  form~ avec des mo- 
nomes, de coefficient x, entiers par rapport aux diff5rences x ~ X o ,  Y - - Y o ,  

z z 0 , . . . ;  si, dans le d~veloppement de notre fonetion scbSmatique, on 
supprime tous les termes qui admettent pour diviseur quelqu'un des mo- 
nomes de cet ensemble, nous dirons que la portion restante du d(~veloppe- 
ment est le rdsidu de ]a coupure E ,  pratiquSe dans le ddveloppement 
total. On peut d'ailleurs, sans changer le r6sidu, nSgliger dans l 'ensemble 
E les ternms que nous nommerons su2~erflus , c'est ~ dire eeux qui ad- 
mettent pour diviseur quelque autre terme du m~me ensemble. 

2. L e  rdsidu d'une eoupure E ,  pratiqude dans le ddveloppement d'une 

fonetion sehdmatique de x ,  y ,  z , . . . ,  peut ~tre mis sous la forme 

(~.) Z (x  - -  ~o)~ - -  yo) '"(z  - -  zo)~" . . . F~ . ,  
n = 1  

o~ a . ,  b . ,  c . , . . ,  dds(qnent des entie~'s positifs ou nuls, 0. un groupe de 

variables ind~pendantes extrait du groupe total x ,  y ,  z , . . . ,  et T',. unc 

fonction sch~matique des seules variables 0.; les termes ~ldmentaires provenant du 

ddveloppement de l'expression (2) quand on y remplace les fonctions schdmatiques 

(3) F o , ,  F ~ , ,  . .  . , Fo,  

par leurs d~veloppements respectifs, sont tous dissemblables en x ~ Xo, y -  Yo, 

Z - - Z  o ~ . . . .  

I. Notre proposition est exaete, si dans l'ensemble E ne figure effec- 

tivement ffu'une seule des diffdrences x - -  x o , y --~ Yo , z - -  z o , . . . .  
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Car, apr6s la suppression des termes superflus, l 'ensemble E se compose 
d 'un monome unique tel que ( x - - x 0 )  ~, et le r6sidu de la coupure est 
alors 6videmment 

(4) ~o(y ,  z ,  .. .) + ( ~ - - x o ) F ~ ( y ,  z ,  . . .)  + ( x - - x 0 ) ' F , ( y , z , . . . )  + . . .  

+ (x-- Xo)--'Fo_~(y, ~,...), 

OU "~0)FI-" F2 , . . . )~Ta_  1 d6signen~ a fonctions seh6matiques des seules 
variables y ,  z, . . . ;  on a ainsi une expression satisfaisant aux conditions 
de l'6nonc6. 

IL Si notre proposition est exacte clans le cas oit l'ensemble E contient 

effectivement moins de k + i diffgrences, elle rest encore dans le cas olt il 

en contient k + i. 

Le point ~ 6tablir est 6vident si, aprbs la suppression des termes 
superflus, le nombre des diff6renees figurant effectivement dans l 'ensemble 
donn6 tombe au dessous de k + I. 

Si ce hombre reste 6gal g k + i, supposons, pour fixer les id6es, 
que x - - x  0 soit une des k + I diff6rences dont il s'agit, ddsignons par a 
l 'exposant maximum dont elle se trouve affect6e dans l'ensemble, et 
partageons ee dernier en plusieurs autres 

E ~ E 1, . . . ,  E "-1, E -, 

suivant que, dans les divers termes de E ,  la diff6rence x - - x  o figure 
avec l 'un ou l'autre des exposants 

O )  I )  . , . )  ~ - -  I ) (~. 

En supposant, comme nous le faisons, que rensemble E ait 6t6 d6barrass6 
de ses termes superflus, les monomes 

x - - x  0 , ( ~ - - x 0 )  ~, . . . ,  ( x - -  x0) ~ 

sont absents des ensembles respectifs 

(5) E 1, E ~, . . . ,  E "-1 , 

sans quoi les termes de E ~ admettraient pour diviseur quelque terme des 
Aeta mathematiea. 28. Imprim6 le 11 septembre 1899. 28 
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ensembles (5); quant ~ l 'ensemble E ~, il peut, suivant les cas, eontenir 
ou non le monome (x---Xo)% Cela 6rant, nous d6signerons par 

e, 1, e2~ . . . ~  e a-1  

les ensembles respectivement d6duits de (5) en rempla(~ant par z6ro, darts 
chacun de leurs termes, l 'exposant de x - - x  o, sans changer les exposants 
des autres diff6rences; et, dans l'hypoth~se off E"  ne contiendrait pas le 
monome ( X ~ X o )  ~, nous nommerons e ~ l 'ensemble d6duit de E ~ par la 
m~me opdration. En posant, pour  raison de  sym6trie, e~ ~ il est 
clair que dans la totalit6 des ensembles 

e ~ e 1,.. .~ e~-l~e ~ 

figurent au plus k diff6rences. 
Enfin, d6composons par la pens6e le r6sidu de la coupure E en 

divers tron~ons, comprenant respectivement: le premier, les termes in- 
d6pendants de X - - X o ;  le second, les termes du premier degr6 en x - - x  o; 

etc.; l 'avant-dernier, les termes de degr6 a - - i  en X - - X o ;  et le dernier, 
tous les termes restants, c'est-i~-dire ceux qui sont d 'un degr6 au moins 

dgal d a par rapport h cette difference. Le r6sidu de la coupure peut 
alors s'6crire 

(6) To(y, z, ..) + (x - -  x0 ) T, (V , z , . . . )  + . . .  

+ ( x - - x 0 ) ~  z , . . . )  + ( x - -  ~ 0 ) ' r ( x , V ,  ~ , . . . ) ,  

et il s'agit de d6terminer les formes respectives des expressions 

(7) r0(v,z,...), T , (V,~, . . . ) , . . . ,  r ._,(y,z, . . .) ,  r(x,v,~,...). 

Oonsid~rons s cet effet les deux monomes 

(8) ( x - -  Xo) - (y - -v0? (~ - -  ~o)O..., 

(9) (v - -  y0)'(, - -  ~0)~ 

dont le second se d6duit du premier en y remplagant l 'exposant a par 
z6ro. Pour que le monome (8) n 'admette comme diviseur aucun dee 
termes de l 'ensemble E,  il fauL et il suffit: 
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si a -~ o, que le monome (9) ne soit divisible par aucun terme de e~ 
si a - - - - i ,  que le monome (9) ne soit divisible par aucun terme de 

[e~ e']; 
si a----2, que le monome (9) ne soit divisible par aucun terme de 

[e ~ e 1, e2]; 

etc. ; 
si a - - - - - a -  i ,  que le monome (9) ne soit divisible par aucun terme 

e ~ . . ,  ea-l]. de [e ~ e l ,  , . 

I1 suffira doric, pour connaltre successivement 

T o(y, z , . . . ) ,  T l(y, z , . . . ) ,  . . . ,  Ta_ i(y, Z , . . . ) ,  

de pratiquer,  dans le d6veloppement d 'une fonction sch6matique des seules 

variables y, z , . . . ,  les coupures respectives 

I- O] Ee0 el- I 

Reste k ealculer T(x,  y, z ~...). Si l 'ensemble Eel contient le monome 

(X--Xo) ~, T ( x , y , z , . . . )  est ident iquement  nul. Dans le cas contraire, 
on observera qu'en supposant a > a, la condition n6cessaire et suffisante 

pour que le monome (8) ne soit divisible par aucun terme de E ,  est que 

le monome 
(x - -  xo)~-~ (y - -  y0)b (Z - -  ZO)~ �9 �9 

ne soit divisible par aucun terme de 

(1"0)  [e O, e l y  . . . , e a - l ,  eel]; 

en cons6quence, il suffira, pour connaitre T ( x , y ,  z , . . . ) ,  de prat iquer  la 

coupure (Io) dans le d6veloppement d 'une fonction sch6matique de toutes 
les variables x ,  y ,  z, . . . .  

Ainsi, le calcul des expressions (7) peut s'effectuer par des coupures 

op6r6es k l 'aide d'ensembles oh les differences x - - x o ,  Y - - Y o ,  z - - z o ,  "" 
figurent en hombre au plus 6gal k k. Un simple coup d'oeil jet6 sur 

la formule (6) nous montre alors que notre th6or6me, suppos6 exact dans 
ce dernier cas, ne cesse pas de l'6tre quand ces differences figurent en 

hombre k - ~  I dans l 'ensemble donn6. 
III. Le simple rapprochement des alin6as I et II  suffit k 6tablir 

l 'exactitude de notre 6nonc6 g6n6ral. 
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3. Supposons que le r~sidu d'une coupure E ,  pratiqu~e dana le d~- 
veloppement d'une fonction schdmatique de x , y , z , . . . ,  ait ~t~ mis sous 
la forme (2), d~finie au num~ro precedent; et d~signons par eon le groupe 
de variables compl~mentaire du groupe 0n, c'est h dire tel, que l'en- 
semble des deux groupes ~?., eon reproduise une lois et une seule chacune 
des variables ind~pendantes x,  y ,  z, . . . .  Si, consid(~rant le d~veloppement 
(sans coupure) de notre fonction sch~matique, on en prend la ddriv~e 
d'ordres partiels a~, bn, c ~ , . . . ,  et qu'on attribue ensuite aux variables 
eo~ leurs valeurs initiales, on tombe sur un d~veloppement, ~e., ne d~- 
pendant ~videmment, comme Fa. , que des variables #.. 

Cela ~tant, les deux ddveloppements Fe. ,  ~8. convergent dans les mJmes 

limites, et la connaissance de l 'un dquivaut d celle de l'autre. 

I. Si, sur un ddveloppement entier en x - -  x o , y - -  Yo , z - -  z o , . . .  , 

contenant comme facteur commun clans tous ses termes le monome 

(Ii) (x-- 

on effectue la ddrivation d'ordres partiels an, b. , c~ , . . . ,  il suffit, pour  

remonter du ddveloppement ainsi obtenu au premier, d'effectuer sur lui a. 

quadratures relatives 5 x ,  b. relatives h y ,  c~ relatives 5 z, etc., er~ ayant 

soin que le rdsultat de chaque quadrature s'annule _pour la valeur initiale de 

la variable qu'eUe intdresse. 

Cette remarque, que l'on v~rifie sans peine pour un terme quel- 
conque du d~veloppement donn~, s'applique par l~ m~me au d~veloppe- 
ment tout entier. 

II. Si un terme du d~veloppement sch~matiquc de notre fonction 
ne contient pas en facteur le monome (z z), la d~rivation d'ordres partiels 
a . , b n ,  c n . . . ,  ex~cut~e sur le terme dont il s'agit, donnera pour r~sultat 
z~ro. Si un terme du m~me d~veloppement contient en facteur le mo- 
nome (z z), et si, abstraction faite de ce facteur, il d~pend de quelqu'une 
des variables du groupe m~, la d~rivation d'ordres partiels a . ,  b. ,cn,  . . . ,  
puis l 'attribution dans le r~sultat aux variables eo~ de leurs valeurs 
initiales, donneront encore un r~sultat nul. I1 suffit donc, pour effectuer 
l 'op~ration indiqu~e par l'~nonc(~, de consid~rer, dans le d~veloppement 
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sch6matique de notre fonction, l 'ensemble des termes qui contiennent en 
facteur le monome (I I), et qui, abstraction faite de ce facteur, d~pendent 
des seules variables 6,. 

Or, les termes dont il s'agit sont pr6cis6ment ceux que contient l'ex- 
pression 

. . .  

car, s'il en existait d'autres dans la portion (2) du d6veloppement, eette 
derni6re contiendrait, contrairement k ce qui a lieu, plusieurs termes 
sch6matiques semblables; et, s'il en existait d'autres dans la portion 
restante, les d e u x  portions confiendraient des termes seh6matiques respec- 
tivement semblables, ce qui est absurde. I1 suffit donc, pour passer de 
Fo. k #o., de multiplier Fo. par Ie monome (t'I), et d'ex6cuter sur le 
r6sultat la d6rivation d'ordres partiels an, b , ,  c~, . . . .  Inversement, pour 
passer de (Po. a Fo., on ex6cutera, sur $0., an quadratures relatives k x,  
bn relatives k y, cn relatives k z, etc., en ayant  soin que le r6sultat de 
chaque quadrature s 'annule pour la valeur initiale de la variable qu'elle 

"int6resse (I), puis on supprimera, dans le d6veloppement ainsi obtenu, le 
facteur commun (i I). 

Dans le cas oh le monome (I l) ne contient effectivement aucune des 
variables 6n, il est  clair que les deux fonctions Fo., ~o. ne different que 
par  un facteur num6rique, et que l'on a 

@0.= 1 . 2 . . . a .  X 1 . 2 . . . b .  X 1 . 2 . . . c . X . . .  X Fo.. 

4. Supposons que, dans une question quelconque, on ait k consid~rer 
une fonction inconnue u des variables x , y ,  z , . . . ,  et le d6veloppement 
de cette fonction k part ir  des valeurs particuli~res xo, Yo, zo, " " ;  suppo- 
sons en outre que, parmi les donn6es de la question, doive figurer le 
r6sidu d'une certaine coupure, pratiqu6e dans le d6veloppement dont il 
s'agit. Pour formuler  une pareil le donn6e, on commencera par mettre 
ce r~sidu sous la forme (2), en y laissant provisoirement tous les coeffi- 
cients ind6termin6s; cela fait: 

Ou bien on se donnera les g fonctions (3) qui figurent dans l'ex- 
pression (2); 

0 u  bien, faisant suceessivement n = x, 2 , . . . ,  g,  on se donnera la 
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~ a , , 4 - b ~ 4 - e m +  . . .  ~{ 

fonction des variables 0. ~ laquelle se rdduit ~.~y~.~z~.. .  " par l 'attribu- 

tion aux variables to. de leurs vuleurs initiales. 
Moyennant le recours 6ventuel ~ des quadratures, cette seconde 

donn6e est, comme nous l 'avons vu (3), enti6rement 6quivalente ~ la 
premmre. 

Par  exemple, si l 'ensemble E se r6duit  au terme unique (X--Xo)  ~, 
la donn6e, dans une question quelconque, du r6sidu de la coupure E ,  
pratiqude dans le d6veloppement de u, pourra se formuler:  soit par celle 
des a fonctions 

. . ,  

qui figurent duns l'expression (4); soit par celle des a fonctions de y ,  z , . . .  
auxquelles se r6duisent respectivement 

~U oa--I U 
~ ~ x '  " " " ' O~ -I 

pour x = x o. 

5. Eclaircissons ce qui pr6c6de par d'autres exemples. 
I. Consid6rons une fonction sch6matique u des variables x , y , z , . . . ,  

et supposons que l 'ensemble E,  ~ ruide duquel on veut pratiquer une 
coupure duns le ddveloppement de cette fonction, se compose du terme 
unique (X--Xo)a(y--yo)  ~, oh a e t  fl sont run  et raut re  sup6rieurs ~ zdro. 
En udoptunt les mdmes notutions qu'b~ l 'alineu II d u n  ~ 2, on voit que 
les ensembles E ~ E l , . . . ,  E a-~ n'existent pas, et que rensemble E a s e  
r6duit ~, (X--Xo)~(y--yo)~; que, par suite, les ensembles e~ 1 , . . .  , e  "-1 
n'existent pus, et que l 'ensemble e ~ se r6duit ~, (y ~ y J .  Les expressions 

z o ( y , z , . . . ) ,  . . . ,  T . _ , ( y , z , . . . )  

se rdduisent donc K de simples fonctions sch6matiques des seules variables 
y ,  z, . . . .  Quant ~ l'expression T(x,  y ,  z , . . . ) ,  elle s'obtiendra en prat iquant  
l a  coupure ( y - - y J  duns le d6veloppement d'une fonction sch6matique 
de routes les variables x , y , z ,  .... I1 vient ainsi (2, I) pour l 'expression (6): 
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�9 :(y,  ~, . . .)  + (~--~0)F~(y,  ~, . . . )  + . . .  + (~--~o)--~F,_~(y,  ~, ...) 

+ (x--~~ ...) + O- -yo )~ , (x , z ,  ...) + . . .  
+ (y - -  ~~ ~p_,(x,  ~, ...)], 

O~1 ~ 0 '  "~1 ' ' ' ~  ~'Ta--1 d6signent des fonctions sch6matiques de y ,  z , . . . ,  et 
H0, Hx, . . . ,  H#_x des fonctions sch6matiques de x,  z, . . . .  

En eons6quence, la donn6e, dana une question queleonque, de la 
portion du d6veloppement de u qui r6sulte de la coupure E ,  pourra se 
formuler: 

soit par celle des a q-fl  fonetions 

Fo(y,~,. . .) ,  F~(y,z, . . . ) ,  . . . ,  ~,_~(y,~,...), 

B0(~, ~,. . . ) ,  H~(~, ~, . . .) ,  . . . ,  Hp_~(~, ~,...) 

qui figurent dans l'expression (15); 
soit par celle: I ~ des a fonctions de y ,  z, . . .  auxquelles se r~duisent 

respectivement 
~ u  ~a--1 u 

~'~ ~ ~ ~ " " * ~ ~Za--1 

pour x----x0; 2 ~ des fl fonctions de x , z , . . ,  auxquelles se r~duisent 
respectivement 

O•a ~ O z a ~ y  ~ �9 �9 �9 ~ O z a O y # - - I  

pour y -~ yo. 
I1 eat clair qu'en permutant, dans l'op~ration pr4c4dente, lea r61es 

respectifs des variables x et y,  on arrivera, pour la portion consid~rde 
du d&veloppement de u, ~ la forme 

(I6) P0(x, z , . . . )  + (y- -yo)Pl(x ,z , . . . )  + ... + (y--yo)~-lPp_l(x,  ~, ...) 

+ (y--y0)~[Q0(y, z, .. .) + (x - -~ , )Ql (y ,  ~, . . .)  + . . .  

+ (x--x~ Q,_~(y, ~ , . . . ) ] .  

Dans une question quelconque, la donn~e de cette portion de d~veloppe- 
ment pourra donc encore se formuler: 



2 2 4  Ch.  I t i q u i e r .  

soit par celle des a + fl fonctions 

Po(~,~, . . . ) ,  P , ( ~ , ~ , . . . ) , . . . ,  Pp_,(z,~,.. .),  
Qo(y,z, . . . ) ,  Q,(y,z,...), . . . ,  Q,_,(y,s,...) 

qui  figurent darts l'expression (I6); 
soit par celle: I* des fl fonctions de x,  z, . . .  auxquelles se r6duisent 

respectivement 
~ u  0~ - 1  u 

U ~ ~ y  ~ . . . ~ ~ y ~ - i  

pour Y=Yo;  2 ~ des a fonetions de y , z , . . ,  auxquelles se r6duisent 
respectivement 

ayP 'ayPO~r ' ""  " '  Oy~az ~-1 

pour x ----- x o. 
II. Consid6rons une fonction sch6matique des trois variables x,  y ,  z, 

et un ensemble E eompos6 du terme unique (X--Xo)(y--yo)(Z--Zo). En 
adoptant les mgmes notations qu'~ l 'alinea II d u n  ~ 2, on voit que a----I,  
que l 'ensemble E ~ n'existe pas, et que l 'ensemble E ~ o u  .E 1 se r6duit 

(X--Xo)(y--yo)(Z--Zo); que, par suite, l 'ensemble e ~ ou e ~ se r6duit 
(y ~ yo)(Z-- Zo). Dans la formule 

('7) To(y,~) + (x--xo)T(x,y,~), 

l 'expression To(y , z) se r6duit doric b, une fonction sch6matique des seules 
variables y,  z, et l 'expression T(x, y,  z) s'obtiendra en pratiquant la coupure 
(y - -yo) ( z - - z , )  dans le d6veloppement d 'une fonction sch6matique des 
trois variables x , y ,  z. On a ainsi, conform6ment ~ l 'exemple I, 

r ( . , ~ ,  ~) _- H ( . ,  ~) + (~--y0)P(*, y), 
et la gorInule (I7) devient alors 

( ,8) F(y ,  z) + ( x - -  x 0 ) H ( x , ,  ) + ( x - -  x0)(y- -yo)P(x ,  y), 

oh F ~ ,  z) ,  H(x,  z) ,  P(x,  y) d6signent trois fonetions seh6matiques. 
En eonsdquenee, la donnde, dans une question queleonque, de la 

portion du d6veloppement de u obtenue eomme r6sidu de la eoupure E ,  
pourra se formuler:  
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soit par eelle des trois fonctions F ( y , z ) ,  H ( x , z ) ,  _P(x,y),  qui 
figurent clans l'expression (I8); 

soit par celle: I ~ de la fonction de y et z ~ laquelle se r~duit u 
~u 

pour z ~ x 0 ;  2 ~ de la fonction de x et z ~ laquelle se r~duit ~z pour 

Y-----Y0; 3 ~ de la fonction de x et y ~ l aque l l e s e r~du i t  ~ ' u  pourz-----~ o. ~z~y 

En permutant  d'une fa~on quelconque, dans l'op~ration pr~c~dente, 
les r61es respectifs des trois variables x ,  y,  z, on arrivera, pour la portion 
consid~r~e du d~veloppement sch~matique, k une forme se d~duisant de 
(I8) par la permutation dont il s'agit. Comme il existe six permutations 
de trois objets, on obtiendra en tout six formes, de chacune desquelles 
on d~duira, comme ci-dessus, deux mani&'es de formuler la donn6e de 
cette portion de d~veloppement. 

III. Si l 'ensemble E se compose uniquement de monomes du premier 
degr~, par exemple de x - - x  o et Y - - Y  o, il est clair que le r~sidu de la 
coupure /~ est une fonction sch~matique de toutes les variables autres 
que x et y,  et que la donn4e, dans une question quelconque, de cette 
portion du d6veloppement de u s e  formulera par celle de la fonction 
laquelle doi t  se r~duire u pour x - - x  o = Y - - Y o  = o. 

IV. Consid(~rons une fonction sch~matique des trois variables x,  y ,  ~, 
et supposons que l 'ensemble E se compose des deux termes 

(x--Xo)(y--yo), (x-- 
En adoptant les m~mes notations qu'~ l 'alinea II d u n  ~ 2, on voit que 
l 'ensemble E ~ n'existe pas, et que l 'ensemble E ~ ou .E 1 se compose des 
deux termes ci-dessus; que, par suite, l 'ensemble e ~ on e ~ se compose des 
deux termes 

(I9) Y - - Y o  , z - - z o "  

Dans. la  formule (I7) , l'expression To(y , z  ) se r6duit done k une fonction 
sch6matique des seules variables y e t  z, et l'expression T ( x , y , z ) s ' o b t i e n t  

en pratiquant la coupure (I9) dans le d6veloppement d'une fonction sch6- 
matique de x,  y ,  z; conform6ment k l 'exemple pr6c6dent, T ( x , y ,  z) est 
alors une fonction sch6matique de la variable x, et l 'expression (I7) 
prend la forme 

Acta matiwmatlea. 23. Imprim6 le 11 septembre 1899. 29 
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F(y ,z )  + ( x - - xo )H(x )  

off .F(y ,z) ,  H(x) d6signent deux fonctions sehdmatiques. 
En consequence, la donnde, dans une question quelconque, de la 

portion du d~veloppement de u qui r~sulte de la coupure E ,  pourra se 
formuler :  

soit par celle des deux fonctions F(y , z ) ,  H(x) qui figurent dana 
l'expression (2o); 

soit par  celle: I ~ de la fonction de y et z k laquelle se r~duit u 
o u  

pour x - - x  o = o; 2 ~ de la fonction de x ~ laquelle se r~duit ~ pour 

Y ~ Y o  = Z~Zo = o .  
V. Consid6rons une fonction sch6matique des trois variables x , y ,  z, 

et supposons que l 'ensemble E se compose des trois termes 

Z ~ Z o ,  (y-yo)(~--~0), (y--y0)'- 
L'entier a est ici 6gal k t, Fensemble E ~ se compose des deux termes 

(2i) (y--yo)(:--~0), (y--y0)3, 

et l 'ensemble E ~ du terme unique x - - x  0; l'expression T ( x , y ,  z), qui 
figure dans la formule (I 7), est donc idenfiquement nulle, et l'expression 
T,(y,z) s'obtient en prat iquant  la coupure ( 2 I ) d a n s  le d6veloppement 

d 'une fonction sch6matique des seules variables y et z. En ordonnant 
l 'ensemble (2I) par ra.pport aux puissances croissantes de Y--Yo,  et 
appliquant  la m6thode expos6e au n ~ 2, on volt imm6diatement:  I ~ que 

l'expression To(y,z ) est de la forme 

So(~) + (y--yo) sl(~) + (y-- yo)'s,(~) + (y--y0)3s(y, ~); 

2 ~ que SO,z )  est ident iquement  nul ;  3 ~ que So(z )es t  une fonction sch6- 
matique de z; 4 ~ que Sl(z ) et S2(z ) s'obtiennent en prat iquant  la coupure 

z - - z  o dans le d6veloppement d 'une fonction sch~mafique de z, et se 

r6duisent par cons6quent h. des constantes seh6matiques. 
En  d6finitive, on obtient, pour la portion du d6veloppement sch6- 

matique r6sultant de la coupure E ,  l'expression 

(:2) E(~) + A(y--y0) + B(y--y0)', 
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off A ,  B d6signent deux constantes sch6matiques, et F(z) une fonction 
sch4matique. 

Cela 6tant, la donn6e, dans une question quelconque, de la portion 

du d6veloppement de u provenant de la coupure dont il s'agit, pourra 
se formuler:  

soit par celle des deux constantes A ,  B e t  de la fonction F(z) ,  qui 
figurent clans l'expression (22); 

soit par celle: I ~ de la fonction de z s laquelle se r6duit u pour 

x- -xo  :Y--Yo-----o; 2 ~ des valeurs num6riques que prennent respective- 
o u vgu 

ment  oy et - -  pour X - - X o - ~ y - - y o - ~ Z - - Z  o-~o. oy 2 

VI. Consid6rons une fonction schdmatique des trois variables x , y , z ,  
et supposons que l 'ensemble E se compose des quatre termes 

( X - - X o / ' ( ~ - - z ~  ( x - x 0 ) ' ( y - y ~  ( y - - y ~  (y- -yo) ' .  

En ordonnant l 'ensemble E par rapport  aux puissances croissantes de 

y--yo,  on obtient les trois ensembles 

( x - - x 0 ) ' ( ~ - - ~ ~  ; [ ( x - - x ~ 1 7 6  (y - -y~176  ; (y--y0) ' .  

La portion du d6veloppement sch6matique provenant de la coupure E 
est donc de la forme 

T0(x, ~) + (y - -  y~ ) T, (x , ~) + ( y - - y ~  y,  ~), 

et l 'on voit, par l 'application de notre m6thode: I ~ que T(x ,y , z )  est 

ident iquement  nul;  2 ~ que To(x, z) s'obtient en prat iquant  la coupure 

(X--Xo)~(z--zo) ~ dans le d6veloppement d 'une fonetion sch6matique des 
seules variables x et z; 3 ~ que Tl(x,z  ) s'obtient en pratiquant la coupure 

(X--Xo)~(Z--Zo) ~, (X--Xo) ~ , Z--Zo, 

ou, ce qui revient au mOne, la coupure 

( x - - x 0 )  '~ , z - -~0  

dans le d~veloppement d 'une fonction sch~matique des seules variables 
x e t z .  
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En calculant, d'apr~s cela, Ies expressions 
trouvera:  I ~ qu'elles ont respectivement les formes 

T0(~, ~), r , ( . ,  ~), Oil 

T0(z, ~) = so (z) + (~ - -  x.) s. (z) + (x - .0)' 8 (z . . ) .  

T.(x, ~)---- U.(~) + ( . - - .0)  ~(x, ~); 

2" que U(x, z) est identiquement nul, que S(x,  z) s'obtient en pratiquant 
la coupure ( z - - z , )  2 dans le ddveloppement d 'une fonction sch~matique de 
x et z, que So(z) et S~(z) sent des fonctions seh~matiques de z, et que 
Uo(~ ) s'obtient en pratiquant la coupure ( x - - x o ) '  dans le d~veloppement 
d'une fonction sch~matique de x. I1 vient ainsi: 

(23) re( . ,  ~ )=  F0(~) + (~--~.)F,(~) + ( . - - .o ) ' [~o(x)  + (~--~0)H,(.)], 

TI (x, z) = A + B(x ~ xo), 

oh A ,  B d6signent des r sch6matiques, et Fo(z), F~(z), H0(x), 
H~(x) des fonctions seh6matiques; on en d6duit, pour la portion de d6- 
veloppement cherch6e, 

(24) Fo(z ) + (x--xo)Fl(z)  + (x--xo)*Ho(x) + (x--xo) ' (z--zo)H~(x)  

+ ~(y--yo) + B(x--~o)i~--yo). 

En consequence, la donn~e, dans une question quelconque, de la portion 
du d~veloppement de u provenant de la coupure E,  pourra se formuler:  

soit par celle des deux constantes A ,  B et des quatre fonctions 
F0(z) ,  F 1 ( , ) ,  He(x),  Hi(x), qui figurent dans l'expression (24); 

soit par celle: z ~ des deux fonctions de z auxquelles se r~duisent 

respectivement u et ~u pour x - - x  o ~--Y--Yo ~ o; 2 ~ des deux fonctions de Ox 

x auxquelles se rfiduisent respectivemen~ ~'u et ~su ez~ ~ pour y--yo.~z--zo----o; 

3* des deux valeurs num~riques que prennent respectivement ~yy et eze---y 

pour x ~ x 0 ----- y ~ Y0 ----- z ~ z 0 ~ o. 
Le calcul de l'expression To(X , z) s'effectue, comme nous venons de 

le Voir, en pratiquant la coupure (x--xo)2(z--zo) ~ dans le d~veloppe- 
ment  d'une fonction schdmatique de x et z, et l'on tombe ainsi sur l'ex- 
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pression (23). Or, il est clair qu'en permutant, dans cette operation, les 
rbles respectifs des variables x et z, on obtiendra 

To(x, ~ ) =  Po(x) + (z--~0)P~(x) + (z--~0)'[Q0(z) + (x--x0)Q,(z)] .  

La portion de d~veloppement sch~matique provenant de la coupure E 
peut donc aussi se mettre sous la forme 

(25) Po(x) ~- (z--zo)Pl(x)  ~- (Z--Zo)~Qo(z) -k (Z--Zo)2(X--Xo)Q~(z) 

+ A ( y - - y , ) ~ -  B(x--Xo)(y--yo)  , 

off A ,  B d~signent deux constantes sch~matiques et Po(X), Pl (x ) ,  Qo(z), 
Ql(z) quatre fonetions sch~matiques; et, en consdquence, la donn~e, dans 
une question quelconque, de la portion du d~veloppement de u provenant 
de la coupure dont il s'agit, pourra encore se formuler: 

soit par celle des deux constantes A,  B e t  des quatre fonctions 
_Po(x), Pl(x) ,  Qo(Z),Ql(z), qui figurent dans l'expression (:5); 

soit par celle: I ~ des deux fonctions de x auxquelles se r~duisent 

respectivement u et v~-~ pour y --  Y0 ---- z -- z 0 ~ o; 2 ~ des deux fonctions de 
~z 

z auxquelles se rdduisent respectivement ~'u et asu az--- ~ ~ pour x - - x  o ~Y--Yo ----o; 
~u 0~u 

3 ~ des deux valeurs numdriques que prennent respectivement ~y et vz0---y 

pour z - - x  o ----Y--Yo =z - - zo - - - -~  

5'. Soient u, v, . . .  diverses fonetions seh~matiques (en nombre limitS) 
des variables x ,  y ,  z,  . . . .  Consid~rant un ensemble limitg form~ avee 
des dSriv~es de u ,  v , . . . ,  convenons de dire qu'une d~riv~e quelconque 
de l'une des fonetions u ,  v , . . .  est principale relativement ~ cet ensemble, 
si elle coincide avec quelqu'un des termes de l'ensemble ou quelqu'une 
de leurs d~riv~es; convenons de dire, dans le cas contraire, qu'elle est 
paramdtrique par rapport "& l'ensemble. 

Ceia pos~, si, dans lea d~veloppements respectifs de u ,  v , . . . ,  on 
consid~re exclusivement lea termes qui, aux facteurs numdriques connus 
pros, ont pour coefficients les valeurs initiales de ces fonctions et de leurs 
d6riv~es paramdtriques de tous ordres, il eat facile de voir que ces portions 
de d~veloppements peuvent s'obtenir ~ l'aide de coupures. Par exemple, 
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si les d6riv~es de u figurant dans l'en~ernble donn6 ont pour ordres 
partiels respectifs, relativement it  x ,  y ,  z , . . . , 

cx' T r 

a ' "  • "  f "  

�9 . �9 . * . . . . .  . . 

i! suffira, pour obtenir la portion consid~r~e du d~veloppement de u, de 
pratiquer dans son d~veloppement total la coupure 

( X - - ~ o )  ~' ( ~ - - y 0 ) B ( z - - ~ 0 ) r  . . . ,  

( ~  - ~ 0 ) "  ( y - -  y . ) ~ '  (~ - -  ~oY'  �9 �9 � 9  

(~ - -  Xo)~  - -  yo)~"(  ~ - -  ~o Y '  �9 �9 � 9  

�9 * �9 , �9 . * * �9 ~ * . . �9 ~ �9 ~ . 

On r~sout ainsi, de la mani~re la plus simple, un probl~me qui se 
pr~sente sans cesse dans l'~tude des syst4mes diff~rentiels. 
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DEUXI]~ME PARTIE. 

Syst~mes orthoiques; conditions de passivity!; divergence 
6ventuelle des d6veloppements des int6gra.les hypoth6tiques. 

6. Soient 
x , y ,  . . . ,  

U , V , . . . ,  

des notations (en nombre timitd)ddsignant,  les premi6res diverses variables 
ind6pendantes, les autres diverses fonetions de ces variables. A chaeune 
des quantit6s 

x , y , . . . , u , v , . . .  

faisons correspondre p entiers, positifs, nuls ou n6gatifs, que nous nomme- 
rons respectivement cote premidre, cote seconde, . . . ,  cote pf~me de cette quantit6, 
les entiers dont il s'agit 6rant assujettis ~ la seule restriction, que la cote 

2remidre de route variable inddpendante soit Tositive et au moins dgale tt i .  

Considdrons ensuife une d6riv6e quelconque de l 'une des fonctions u , v , . . . ,  

et nommons cote q~r (q == i ,  2 ,  . . . , p )  de la d6riv6e en question l 'entier 
obtenu en ajoutant b~ la cote qi~m~ de la fonction les cotes q~m,8 de toutes 
les variables de diff6rentiation, distinctes ou non. D6signons enfin par 
3 , 3 '  deux quantit6s appartenant k l 'cnsemble que forment les fonctions 
u , v , . . ,  et leurs d6riv6es de tous ordres, par 

cl,  Ca, �9 �9 �9 , c~, 

c',, c;, . . . ,  c~ 

les cotes respectives de ces deux quantitds, et convenons de dire que 8' 
est normale ou anormale par rapport k 3, suivant que les diff6rences 

(26) c l  - -  c ;  , ca - -  c'~ , . . . ,  c ~ - -  c i  

satisfont ou non k la double condition: I ~ que ees diff6rences ne soient 
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pas routes nulles; 2 ~ que la premi6re d'entre elles non 6gale k z6ro soit 
positive. 

Cela 6tant: 

I ~ Suivant que la quantitd ~' est normale ou anormale vis d vis de la 

quantit$ d, ta d&ivde ao+b+...#, poss~de l'une ou l'autre propridtd vis d vis 
~ x a ~ y  b . . . 

~ a + b + . . . ( ~  

de la dErivde 
~ x  a ~ y b  . . . 

Cur, en d~signant par 
g l ,  g~, "' �9 , g~, 

h,, h , , . . . ,  h,, 

les cotes respeetives de x ,  y , . . . ,  les diffdrences (26) sont respectivement 
~gales aux differences 

(c~ + ag~ + bh~ + . . . ) - - ( c ;  + ag~ + bh~ + . . . ) ,  

(c, + ag, + bT,, + . . . ) -  (c; + aS, + bh, + . . . ) ,  

+ ag, + bh, + . . . ) -  (c; + ag, + bh, +...). 

2 ~ Si la quantiN 3" est normale vis d vis de la quantitd $', et celle-ci 
normale vis ~ vis de la quantitd 3, la premi&e, 3", ]ouit de la ra~me pro- 
pridtd vis h vis de la derni&e, 3. 

Si l'on d~signe en effet par c;', c ~ ' , . . . ,  c~' les cotes de o ~'', et si l 'on 
consid~re les differences 

c ,  ~ c;  , c ,  ~ c;  , . . . ,  c ,  ~ c ; ,  

t H j Pp t i t  
e l  - -  e l  ~ e 2  ~ c 2  ~ �9 �9 �9 9 C p  ~ Cp  

c l  - -  c ; ' ,  c ,  - -  4 ' ,  . . . ,  c ,  - -  c ; ' ,  

rang~ea, comme noua venons de lea 6crire, en un tableau reetangulaire, 
il r6sulte de noa hypoth6ses que, dana chacune des deux premi6res lignes 
horizontales du tableau, les differences ne sont pas routes nulles, et que 
la premi6re non 6gale ~ z6ro y eat positive; comme d'ailleurs le dernier 
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terme de chaque colonne verticale est dgal ~ ]a somme des deux termes 
placds au dessus de lui, la derni~re ligne horizontale jouit dvidemment 
de la mdme propridt4 que les deux premieres. 

7. Les quantitds x , y , . . . ,  u ,  v , . . .  ~tant affectdes chacune de p cotes, 
conformdment aux indications d u n  ~ 6, tout ensemble illimit~ formd avec des 
ddriv~es de u ,  v , . . .  se 2)artage, suivant une loi ddtermin~e, en ensembles li- 
mitds successifs satis/aisant d la condition suivante: 

Si l'on considkre deux ddrivdes appartenant d l'ensemble illimitd donnd, 
l'une d'elles est normale ou anormale relativement d l'autre, suivant que l'en- 
semble 2artiel o5 elle figure prdc~de ou non celui de cette autre. 

0bservons tout d'abo~'d qu'en d6signant par ~ la cote premiSre mi- 
nima des diverses fonctions u, v , . . . ,  route d~riv~e d'ordre n de ces der- 
nitres aura une cote premiere au moins dgale k n -b  ~, puisque la cote 
premiere de route variable ind6pendante est au moins ~gale ~ I. I1 
r~sulte de lk:  i ~ que la cote premiere d'une d~riv~e d'ordre quelconque 
ne tombe jamais au dessous de i -{- 9; 2~ qu'en d~signant par c un entier 
d~termin~ quelconque, au moins ~gal k I -{-~ ,  le nombre des d~riv~es 
poss6dant une cote premiSre ~gale k c est essentiellement limitd. 

Cela posd, on partagera d'abord les d~riv~es de l'ensemble illimit~ 
en ensembles successifs d'apr~s ]eurs cotes premieres eroissantes; chaque 
ensemble ainsi obtenu sera, toutes les lois qu'il y aura lieu, partag~ en 
ensembles partiels successifs d'apr~s les cotes secondes croissantes des dd- 
riv~es qui le composent; puis, chacun des ensembles r~sultants en en- 
sembles partiels successifs d'aprSs les cotes troisi~mes croissantes de ses 
termes; et ainsi jusqu's ~puisement des iv cotes. L'ensemble illimitd se 
trouvera finalement partag~ en ensembles limitds se succ~dant suivant 
une certaine loi, et l'on volt immddiatement que, par rapport k une 
d~riv~e quelconque figurant dans l'ensemble partiel de rang N, les d6- 
rivdes figurant dans les ensembles partiels de rangs ~, 2 , . . . ,  N - - ~  sont 
toutes normales, tandis que les ddriv~es figurant dans les ensembles partiels 
de rangs N,  N-t- x , . . .  sont routes anormales. 

8. Supposons actuellement que ron se donne un ensemble limitd formd 
avec des d~riv~es de u , v ,  ...; puis, consid6rant, parmi les ddriv~es de u ,v , . . . ,  

celles qui sont principales relativement i~ cet ensemble (5'), partageons-les, 
Aeta ma~hcmc~ica. 23. Imprtm6 Iv 19 septembre 1899. 80 
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conform~ment aux indications du n ~ 7, cn ensembles l imit ,s  suecessifs, et 
convenons de dire qu 'une ddrivde principale est de classe i ,  2 , 3 , . . . ,  
suivant qu'elle appartient au premier, au second, au troisi~me, . . .  des 
ensembles successifs dont il s'agit. 

Cela pos6, et en vertu du th6or~me pr6c6dent (7), toute d~riv~e Win- 
cipale est normale ou anormale relativement d u n e  autre, suivant qu'elle est 
ou non de classe infdrieure d cette autre. 

On observera que route dgriv~e de quelque d~riv~e principale est de 
classe sup~rieure tt cette dernidre: car, la cote premi6re de toute variable 
ind6pendante 6tant au moins 6gale ~ I, route diff6rentiation ex6cut6e sur 
quelqu'une des fonctions u , v , . . ,  ou de leurs d6riv6es a pour effet 
d 'augmenter  la cote premi6re. 

9. Consid6rons maintenant  un syst6me diff6rentiel off se trouvent 
engag6es les fonctions inconnues u ,  v ,  . . .  des variables ind6pendantes x, 
y , . . . ,  ef~, conform6ment aux indications d u n  ~ 6, attribuons p cotes 
chacune de ces diverses quantitds. Le syst6me diff6rentiel propos6 sera 
dit orthoique, si, moyennant  un choix convenable du nombre p e t  des cotes 
attribu6es ~ x , y ,  . . . ,  u , v ,  . . . ,  il remplit  K la lois les deux conditions 
suivantes: 

I ~ Le syst6me en question se trouve r6solu par rapport h certaines 
d6riv6es, qui ne figurent, non plus que leurs propres d6riv6es, dans aucun 
des seconds membres, et ccs derniers, si l'on y consid6re pour un instant 
x ,  y ,  . . . ,  u ,  v , . . . ,  et les diverses d6riv6es de u ,  v,  ...  qui y figurent, 
comme autant de variables ind6pendantes distinctes, sont tous d6veloppables 
dans un mgme domaine. 

2 ~ Chaque second membre ne contient, outre les variables ind6pen- 
dantes, que des quantit~s (inconnues ou d~riv~es) qui soient normales par 
rapport au premier membre correspondant. 

x o. Etant donn6 un syst6me orthoIque, nous dirons que les fonctions 

U ( x , y , . . . ) ,  V ( z , y , . . . ) , . . .  

constituent pour lui un groupe d'intggrales ordinaires, si elles rcmplissent 
la lois les deux conditions suivantes: I ~ les fonctions U ( x , y , . . . ) ,  

V ( x , y , . . . ) , . . .  sont d~veloppables dans quelque domainc, et les valeurs 
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qu'elles y acqui~rent, prises conjointement avec celles de leurs d6riv~es 
et des variables ind~pendantes, restent toujours int~rieures k un domaine 
oh les divers seconds membres soient ~ la lois ddveloppables; 2 ~ la sub- 
stitution de U ( x , y , . . . ) ,  V ( x , y , . . . ) ,  . . .  ~ u , v , . . . ,  op~r~e entre les 
m~mes limites, transforme en identit~s les diverses ~quations du syst4me. 

La substitution d'int6grales ordinaires connues dans les ~quations du 
syst~me en transforme tous les seconds membres en des fonctions com- 
pos~es des variables, des int~grales et de certaines de leurs d~riv~es. 
D'apr~s la d~finition m~me des int~grales ordinaires, et entre les limites 
assignees par cette d~finition, les r~gles ~tablies pour les fonctions com- 
posdes sont applicables aux seconds membres dont il s'agit; d'ailleurs, les 
deux membres de chaque ~quation ~tant identiquement ~gaux apr~s cette 
substitution, leurs d~riv~es semblables le sont aussi, et l'on peut, en con- 
s~quence, diff~rentier ind~finiment les relations du syst~me. Les relations 
ainsi obtenues peuvent ensuite ~tre combin~es de mille mani~res entre 
elles et avec les propos~es, puis les r~sultats de ces combinaisons ~tre 
diff~renti~s ~ leur tour, et fournir les ~l~ments de nouvelles combinaisons, 
qui seront elles-m~mes diffdrenti~es; et ainsi de suite ind~finiment. On 
peut, en un mot, d~duire du syst~me donn~ une foule de relations dont 
chacune est identiquement satisfaite par la substitution ~ u ,  v , . . .  d'un 
groupe quelconque d'int~grales ordinaires. 

Parmi les relations auxquelles peuvent conduire des calculs de cette 
nature, nous distinguerons sp~cialement celles qui, ayant pour premier 
membre une d~riv~e de quelque fonction inconnue, ne contiennent duns 
leur second membre aucune quantit~ anormale relativement au premier; 
e t  nous dirons, pour abr~ger, qu'une semblable relation est normale, 

comme aussi l'expression fournie par elle pour la d~riv~e qui figure dans 
son premier membre. 

Cette d~finition des relations et des expressions normales est d'ailleurs 
applicable dans tout syst~me diff~rentiel off chacune des variables et des 
inconnues a ~t~ affect~e de cotes, conformdment aux indications d u n  ~ 5. 

1 I. Si  sur une relation normale on execute des differentiations quel- 

conques, en rempla~ant~ avant ou a~vr~s quelques-unes de ces differentiations, telles 

ou telles des ddriv~es qui figurent dans le second membre par des expressions 

normales des ddriv~es en question, on tombe encore sur une relation normale. 
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I. Si sur une relation normale on execute des differentiations quel- 

conques, on tombe sur une relation de mdme nature. 

Salt en effet 

= f ( z  , y , . . . ,  3 % . . . )  

une relation normale, dans laquelle 3 ' , . . .  d6signent, eonform6ment k nos 
d6finitions, des quantit6s routes normales par rapport k 3. La relation 
d6duite de (~7) par une diffdrentiation relative k x a pour premier membre 

a_3 et son second membre ne contient, outre les variables inddpendantes, 

que les quantit6s 3' ,  . . .  et leurs d6riv6es premi6res par rapport ~, x. Or, 

les quantit6s 3', dtant normales vis k vis de 3, les quantit6s ~3__' 

jouissent de la mdme propridtd vis ~ vis de ~ (6); d'un autre cStd, si 

l'on d6signe par c~, c ; , . . .  ,g~ les cotes premi6res respectives de 3, 3', . . . ,  x , .  
cette mdme hypoth6se entraine les relations 

c , - - c ;  > o , . . . ,  

d'oh 1'on d6duit, k cause de g~ > o, 

+ - -  ci > o , . . . ,  

et d6s lots les quantitds 3 ' , . . .  sont toutes normales vis ~ vis de a3 Ox 

Ainsi, la condition formul6e dans la d6finition d'une relation normale 
ne cesse pas d'dtre satisfaite apr6s une premi6re diff6rentiation exdcut6e 
sur la relation donn6e. En vertu du mdme raisonnement, appIiqud s la 
relation r6sultante, elle ne cesse pas de l'dtre apr6s une deuxi6me, et 
ainsi de suite, quel que soi~ le hombre des diff6rentiations. 

II. Si  dans le second membre d'une relation normale on remplace telles 

ou telles ddrivdes par  certaines de leurs e~pressions normales, on tombe encore 

sur une relation normale. 

Ddsignons par 3 le premier membre de la relation donnde, et par 
3' rune des d6riv6es figurant au second membre; puis, consid6rant une 
expression normule de 3', nommons 3" rune des inconnues ou d6rivdes 
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qui y ilgurent. La quantit6 J"  6tant normale vis ~ vis de d', et d' 
normale via ~ via de ~, la quantit6 ~" jouit de la mdme propri6t6 vis 

via de (~ (6): en consequence, les substitutions op~r6es dana le second 
membre de la relation donn6e ne peuvent alt6rer la nature normale de 
cette derni~re. 

III. Le simple rapprochement des alin6as I et II prouve dans toute 
sa g6n6ralit6 l'exactitude de notre 6none6. 

I2. Relativement ~ un syst~me diff6rentiel ayant pour premiers 
membres certaines d6riv6es des fonctions inconnues, nous distinguerons 
les d6riv~es de tous ordres de ces inconnues en principales et param~triques, 
suivant qu'elles seront principales ou param6triques par rapport ~ ren- 
semble que forment les premiers membres (5'). Nous nommerons en 
outre relations primitives toutes celles qui font partie du systSme ou qui 
s'en d6duisent par de simples diff6rentiations. D'apr~s cela toute d6riv6e 
principale figure au moins une lois (souvent mOne plusicurs)dans les 
premiers membres des relations primitives, tandis que les d6riv6es para- 
m6triques n'y figurent jamais: les expressions fournies par les relations 
primitives pour les d6riv6es principales seront, elles aussi, qualifi6es de 
primitives. 

Enfin, si nous consid6rons un groupe d'int6grales du syst6me, et que 
nous supposions ces fonctions d6veloppables dans quelque domaine des 
valeurs initiales x0, Y0, �9 �9 �9 choisies pour x ,  y ,  . . . ,  nous nommerons, 
pour abr~ger, d~termination initiale de rune d'entre elles, la portion de son 
d6veloppement form6e par l'ensemble des termes qui, aux facteurs num6- 
riques connus prds, ont pour coefficients les valeurs initiales de la fonction 
et de ses d6riv6es param6triques de tous ordres: conform6ment aux ex- 
plications du n ~ 5', cette portion provient donc d'une certaine cou2ure, 
pratiqu6e dans le d6veloppement total de la fonction. 

13. Etant donn6 un syst~me orthoique, chacune des relations qui lc 
composent est, par hypoth~se, normale, et, en vertu d u n  ~ i I, toute autre 
relation primitive jouit de ta m6me propri6t6. 

De cette remarque d6coule imm6diatement la proposition suivante: 
Quand un syst~me ortho~'que poss~de quelque groupe d'intdgrales ordinaires, 

les ddvelol)pements de ces intdgrales par la formule de Taylor d partir des 
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valeurs particuli~res x o , Yo , �9 �9 �9 peuvent ~tre reconslruits, d~s que ron connait 
seulement leurs valeurs initiales et celles de leurs d~rivdes param~triques de 
tous ordres. [On suppose, bien entendu, que les valeurs x0, Y0,'" n'excSdent 
pas les limites indiqu6es par la d6finition m~me des int6grales ordinaires 
(,o)]. 

Effectivement, si l'on donne aux variables x , y , . . ,  leurs valeurs 
initiales x0, Y 0 , . - . ,  les int6grales dont il s'agit et leurs d6riv6es de tous 
ordres prennent, elles aussi, leurs valeurs initiales, et, comme celles des 
int6grales et de leurs d~riv6es param6triques sont suppos6es connues, 
chaque relation primitive ne contient plus dans son second membre 
d'autres quantit6s inconnues que les valeurs initiales des d6riv6es princi- 
pales de classes inf6rieures ~ son premier membre. Cela 6tant, et les 
relations .primitives 6tant partag6es en groupes successifs d'apr~s les classes 
eroissantes de leurs premiers membres, les relations du premier groupe 
fourniront tout d'abord les valeurs initiales des d6riv6es prineipales de 
premiere classe; ces derni~res une lois connues, les relations primitives 
du deuxiSme groupe feront connaitre les valeurs initiales des d6riv6es 
principales de deuxiSme classe; et ainsi de suite ind6finiment. 

On connaitra done ainsi les valeurs initiales des int6grales, et de 
leurs d6riv6es, param6triques et principales, de tous ordres; or, ces va- 
leurs initiales ne sont autres, aux facteurs num6riques connus pros, clue 
les coefficients des d6veloppements cherch6s. 

En vertu d'une d6finition donn~e au n ~ 12, le th6or~me ci-dessus 
peut encore s'exprimer comme il suit: 

Qaand un syst~me ortho~que poss~de quelque groupe d'intdgrales ordi- 
naires, leurs ddveloppements par la formule de Taylor peuvent dtre reconstruits, 
d~s que l'on connait seulement leurs ddterminations initiales. 

Nous savons d'ailleurs (I 2), (4) que la connaissance de ces d6termina- 
tions initiales revient s celle de certaines fonctions ou constantes, en 
nombre essentiellement fini. 

I4. Inversement, cherchons si, dans un syst~me ortho~que, il existe 
quelque groupe d'intdgrales ordinaires rdpondant d des conditions initiales 
donn~es. (On suppose, bien entendu, clue les valeurs initiales des variables, 
prises conjointement avec celles des int6grales hypoth6tiques et des d6- 
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riv6es param6triques figurant dans les seconds membres du syst~me donn6, 
sont int6rieures ~ un domaine off ces derniers soient d6veloppables.) 

I. Pour que de pareilles int~grales existent, il est tout d'abord n~- 
cessaire que les relations primitives s'accordent d fournir, pour chacune de 
leurs d~riv~es principales, une seule et m~me valeur initiale. 

Cette concordance a lieu d'elle-mdme pour les d~riv6es principales 
de premiere classe. Une pareille d6riv6e ne peut ~tre en effet la d6riv6e 
d'aucun premier membre du syst~me, car elle serait alors de classe su- 
p6rieure k ee premier membre (8), par suite de classe sup6rieure k la 
classe minima, qui est I: il en r6sulte que les expressions primitives des 
d6riv6es dont il s'agit sont toutes fournies par des 6quations du systSme 
donn6, et, comme celui-ci a ses premiers membres tous distincts, chaque 
d6riv6e principale de premiere classe ne poss~de qu'une seule expression 
primitive. Mais, si ron consid~re les d6riv6es principales des classes 
suivantes, elles peuvent, et c'est ce qui a lieu fr6quemment, en poss6der 
plusieurs distinctes. 

Cela 6tant, supposons qu'il existe un groupe d'int6grales ordinaires 
r6pondant aux conditions initiales donn6es, partageons les relations pri- 
mitives en groupes successifs d'aprSs les classes croissantes de leurs pre- 
miers membres, et pour effectuer, conform6ment aux indications du nu- 
m6ro i3, le calcul des valeurs initiales des d6riv6es principales, rempla- 
~ons dans les  seconds membres les variables, les int6grales et les d6riv6es 
param6triques par leurs valeurs initiales connues. Cela fait, et les va- 
leurs initiales des d6riv6es principales de premiere classe ayant 6t6 cal- 
cul6es sans incompatibilit6 k l'aide des relations primitives du premier 
groupe, il faudra qu'en portant les valeurs trouv6es dans les seconds 
membres des relations primitives du deuxi~me groupe, celles d'entre ces 
derni~res qui ont pour premier membre une mdme d6riv6e principale de 
deuxi~me classe, s'accordent k fournir pour elle une mdme valeur initiale: 
car, s'il y en avait seulement deux dont les seconds membres fussent 
num6riquement diff6rents, leur soustraction membre k membre conduirait 
k une absurdit6. Ces concordances 6tant suppos6es avoir lieu, il faudra 
ensuite qu'en portant routes les valeurs d6j~ calcul6es dans les seconds 
membres des relations primitives du troisi~me groupe, celles d'cntre ces 
dernidres qui ont pour premier membre une m~me d~riv6e principale de 
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troisi~me classe, s'accordent /t fournir pour elle une m~me valeur initiale. 
Et ainsi de suite ind6finiment. 

II. La concordance num~rique des relations primitives dtant supposde 
avoir lieu, la convergence des d~veloppements des intdgrales hypothdtiques 
correspondant aux donndes initiales choisies est encore une condition ndces- 
saire h l'existence effective de ces intdgrales. 

I1 suffit, pour s'en convaincre, de se reporter ~ la d~finition m~me 
des int~grales ordinaires (IO). 

lII. Si, pour un choix d~termind des conditions initiales, les relations 
primitives s'accordent num~riquement, et qu'en outre les d~veloppements des 
int~grales hypothdtiques soient convergents, leurs sommes constituent des intg- 
grales ordinaires du syst~me orthoique donnd. 

Soient en effet: 

x ,  y , . . .  les variables ind~pendantes; 

x0, Yo, �9 ' �9 leurs valeurs initiales; 

u ,  v, . . .  les fonctions inconnues; 

U, V , . . .  les sommes des ddveloppements, supposes convergents, des 
intdgrales hypothdtiques 

Considdrons un domaine ~] des valeurs initiales x0, Y 0 , ' " ,  dont les 
rayons soient suffisamment petits pour que les fonctions de x ,  y , . . .  en 
lesquelles se transforment, par la substitution de U, V , . . .  ~ u , v ,  . . . ,  
les deux membres des diverses 5quations donn5es, soient toutes ddvelop- 
pables dans le domaine dont il s'agit. En vertu m~me du calcul qui a 
fourni les coeficients des ddveloppements U, V , . . . ,  les valeurs initiales 
des variables ind~pendantes, prises conjointement avec celles des d4veloppe- 
ments eux mdmes et de leurs ddriv~es de tous ordres, v~rifient les re- 
lations primitives. Donc, les fonctions de x , y , . . ,  qui, apr~s la substi- 
tution, figurent dans les deux membres d'une dquation diff~rentielle quel- 
conque, sont ~gales, ainsi que leurs d~riv~es semblables de tous ordres, 
pour x - - x  o ~ Y - - Y o  . . . . .  o, et par suite sont identiquement ~gales 
entre elles dans toute l'~tendue du domaine ~. 
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IV. I1 ne peut y avoir enfin plus d'un groupe d'intdgrales ordinaires 
r~ondant d des conditions initiales donn~es. 

Car chaque relation primitive, 6tant du premier degr6 par rapport 
la d6riv6e principale qui figure dans son premier membre, ne fournit 

pour cette derni~re qu'une seule valeur initiale. 

15- Nous dirons qu'un syst~me orthoIque est compl~tement int~grable, 
s ' i l  admet un groupe (n6cessairement unique) d'int6grales ordinaires r6- 
pondant ~ des donn6es initiales arbitrairement choisies; passif, si la con- 
cordance num6rique des relations primitives (I4, I) a lieu pour routes 
les donn6es initiales possibles. 

En vertu de ces d6finitions et des remarques faites au num6ro pr& 
c6dent, les conditions n6cessaires et suffisantes pour qu'un syst~me orthoique 
soit compl~tement int6grable, sont: I ~ que le systSme en question so i t  
passif; 2 ~ que les d6veloppements, construits a priori, d'int6grales hypo- 
th6tiques r6pondant h. des donn6es initiales quelconques, soient toujours 
convergents. 

Nous nous occuperons tout d'abord de la passivit6. 

I6. Un m6canisme tr6s-simple, appliqu6 aux relations primitives 
d'un syst6me orthoique, permet, comme nous allons le voir, d'en d6duire, 
pour les d6riv6es principales des classes successives, certaines expressions 
d6pendant exclusivement des variables, des fonctions inconnues et de leurs 
d6riv6es param6triques. 

Les relations primitives 6tant partag6es en groupes successifs d'apr6s 
les classes croissantes 1 , 2 , 3 , . . .  de leurs premiers membres, d6signons 
par Yl ou par ~1 indiff6remment le premier de ces groupes, par y~, ~ , . . .  
les groupes suivants, et souvenons-nous que le groupe ~1 (ou ~1) a ses 
premiers membres n6cessairement tous distincts, tandis que le contraire 
peut avoir lieu pour ehacun des suivants ~2, ~ ,  "'" (I4, I). Remplaqons 
maintenant dans les relations ~ chacune des d6riv6es principales de pre- 
mi6re elasse par son expression (unique) tir6e de ~[1: comme une semblable 
expression d6pend exclusivement des variables, des fonctions inconnues et 
de leurs d6riv6es param6triques, le groupe des relations r6sultantes, ~[2, 
fournira, pour les d6riv6es prineipales de seconde classe, des expressions 
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jouissant de la m~me proprietY. Consid~rons ensuite les relations ~8, et 
dliminons-en de routes les mani~res possibles, ~ l'aide de ~[1, ~[2, les d~- 
rivdes principales des deux premieres classes; autrement dit, extrayons 
du groupe [~[1, ~{2] un groupe partiel fournissant une expression et une 
seule pour chacune des ddriv~es principales des deux premieres classes, 
dliminons ces derniSres entre ~a et les relations ainsi obtenues, et r~pStons 
l'opSration en rempla~ant successivement le groupe partiel consid~r(~ par 
tous les groupes analogues semblablement extraits de [~{1, ~{~]. I1 est 
clair que le groupe des relations r~sultantes, ~ ,  fournira, pour les d(~- 
riv~es principales de troisi~me classe, des expressions ne ddpendant, comme 
les seconds membres de ~{~ et ~2, que des variables, des fonctions in- 
connues et de leurs d~riv~es param~triques. L'dlimination des d~riv~es 
principales des trois premieres classes, effectu~e dans ~4 de routes les 
maniSres possibles ~. l'aide de [~{1, ~2,  ~{3], conduira de mdme ~ un 
groupe ~[4 fournissant, pour les d~riv~es principales de quatri~me classe, 
des expressions exclusivement compos~es avec les quantit~s dont il s'agit. 
Et ainsi de suite ind5finiment. 

Nous nommerons ultimes les relations 

. . .  

obtenues ~ l'aide du m~canisme que nous venons de d~crire, et aussi les 
expressions qu'elles fournissent pour les d~riv~es principales des classes 
1 , 2 , 3 ~  . . . .  

D'apr(~s ce qui pr~cSde, et en consid~rant comme autant de variables 
ind~pendantes distinctes x , y , . . . ,  u , v , . . ,  et les d~riv~es de tous ordres 
de u,  v ,  . . . ,  les relations primitives entrainent comme consequences n~- 
cessaires les relations ultimes. Rdciproquement d'ailleurs, il est facile de voir 
que ces derniOres entrainent les premiOres. 

Enfin, notre proposition d u n  ~ ~ ,  d'oh nous avons d~j~. ddduit la 
nature normale des relations primitives, entralne aussi de proche en proche 
celle des relations ultimes appartenant aux groupes successifs ~[~, ~{~, ~{~, .... 

17. Si ron consid~re deux d~riv~es (distinctes) d'une fonction quel- 
eonque F ( x , y , . . . ) ,  et que l'on adjoigne mentalement ~ chacune d'elles 
la suite ind~finie de ses propres ddriv~es, tout terme commun aux deux 
ensembles illimitds ainsi obtenus se nommera une rdsultante des deux d~- 
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riv6es en question. Pour passer de la fonction F ~ l'une ou ~ l'autre 
de ces derni~res, il faut ex6cuter sur elle certaines diff6rentiations, dont 
quelques-unes peuvent dtre les m8mes de part et d'autre: en d6signant 
par le symbole D. l'ensemble de ces diff6rentiations communes, et par 
les symboles D ' . ,D" .  l'ensemble des diff6rentiations restantes pour la 
premiere et la seconde d6riv6e respectivement, les deux d6riv6es consi- 
d6r6es peuvent 6videmment s'6erire 

D . D ' . F ,  D . D " . F ,  

et l'on voit sans peine: I ~ qu'elles admettent D . D ' . D " . F  comme rd- 
sultante unique d'ordre minimum; 2 ~ que l'ensemble complet de leurs r6- 
sultantes s'obtient en adjoignant ~ celle d'ordre minimum la suite ind~- 
finie de ses propres d6riv6es. 

Consid6rons maintenant un syst~me diff6rentiel r6solu par rapport 
certaines d6riv6es des inconnues, et, dans ce systSme, deux 6quations ayant 
pour premiers membres respectifs deux d6riv6es d'une m~me inconnue; 
puis, prenons la r6sultante" d'ordre minimum de ces d6riv~es, et r6p6tons 
l'op6ration en faisant varier de toutes les maniSres possibles le choix de 
la fonetion inconnue, et celui den deux 6quations sur les premiers membres 
desquelles on doit op6rer: les r6sultantes, en nombre essentiellement limit6, 
que nous obtiendrons ainsi, se nommeront, par rapport au syst~me donn6, 
les d6riv6es cardinales de ses diverses fonctions inconnues. 

18. Cela pos6, pour qu'un syst~me ortho~'que soit passif, il faut et il 
suffit que les diverses expressions ultimes d'une m$me ddrivde cardinale quel- 
conque soient dgales identiquement, c'est ~ dire queUes que soient les valeurs 
attribudes aux variables, aux fonctions inconnues et d celles cl'entre leurs 
ddrivdes t~aramdtriques qui y figurent, ces trois sortes de quantitds dtant con- 
siddrdes pour un instant comme autant de variables ind~pendantes distinctes. 1 

I. Comme noun l'avons dit plus haut (x6), lea relations primitives 
entrainent les relations ultimes, et r6ciproquement ces derni6res entrainent 
les premiSres. Pour qu'un syst~me ortho]que soit passif, il est done n6- 
cessaire et suffisant que la concordance num6rique des relations ultimes 

1 J 'a i  6tabli cette proposition en 1893 pour des syst~mes diff6rentiels de forme un 
peu moins g6ngrale. Voir les A n n a l e s  de l ' E c o l e  N o r m a l %  I893 ~ p. 76 k 86. 
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ait lieu pour toutes les donn6es initiales possibles, ou, en d'autres termes, 
que les diverses expressions ultimes de ehaque d6riv6e principale soient 
identiquement 6gales. 

Toute d6riv6e cardinale 6tant prineipale, les conditions pos~es sont 
donc dvidemment ~cessaires, et il nous reste ~ prouver qu'elles sont suffi- 
santes, c'est ~ dire que leur r6allsation entraine l'6galit6 identique des 
diverses expressions ultimes de chaque d6riv6e principale. 

II. Des relations ultimes on peut, par un proc~d6 analogue ~ celui 
qui nous les a fournies, en d6duire de nouvelles. 

Diff6rentions un nombre quelconque de lois une relation ultime; 
puis, aprSs la derniSre diff6rentiation, remplaqons les diverses d6riv6es 
principales contenues dans le second membre par tellcs ou telles de leurs 
expressions ultimes. Dans le premier membre de la relation r6sultante 
figure 6videmment une d6riv6e principale, qui se trouve alors exprim6e 
directement (c'est ~ dire sans l'interm6diaire d'aucune autre d6riv6e prin- 
cipale) ~ l'aide des variables ind6pendantes, des fonctions inconnues et de 
quelques-unes de leurs d6riv6es param6triques. Pour abr6ger, et bien 
qu'une foule d'autres relations d6duites du syst~me jouissent aussi de 
cette propri6t6, nous qualifierons sp6cialement de directes les relations 
auxquelles conduit l'application du m6canisme pr6c6dent (en y comprenant 
les relations ultimes elles-mdmes), et nous affecterons de la m~me quali- 
fication les expressions qui en r6sultent pour les diverses d6riv6es prin- 
cipales des fonctions inconnues. 

Cela pos6, si l'on forme, ~ l'aide du m~canisme ddcrit ci-dessus, une 
relation directe quelconque, il r6sulte imm6diatement d u n  ~ I I e t  de la 
nature normale des relations ultimes, que les relations successivement ren- 
contrdes dans le cours d'un semblable calcul sont toutes normales. 

III. Dans un syst~me ortho~que, chaque ddriv~e principale de premiere 
classe n'a qu'une expression direete. 

Effcctivement, nous avons de~j~ observ6 (I4, I) qu'une d6riv6e prin- 
cipale de premiSre classe ne peut ~tre la d6riv6e d'aucun premier membre 
du systSme: il en x6sulte que les expressions dircctes des d6riv6es prin- 
cipales de premiere classe sont toutes fournies par des dquations du 
syst~me donn6, et, comme les premiers membres y sont tous distincts, 
chacune des d6riv6es dont il s'agit n'a qu'une seule expression directe. 
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IV. Les relations directes, d'apr~s la d~finition m~me que nous en 
avons donn6e, appartiennent toutes ~ l'un ou ~ l'autre des trois groupes 
suivants: 

les relations du syst6me donn6; 
les relations obtenues el~ diff6rentiant un nombre quelconque de fois 

une relation du syst6me donn6, et remplagant, dans le second membre 
de la relation r~sultante, ]es diverses d6riv~es principales par telles ou 
telles de leurs expressions ultimes; 

les relations obtenues en effectuant sur une relation du syst6me donn6 
l'op6ration pr6c6dente, puts sur la relation r6sultante une op6ration de 
m~me esp6ce. 

Dans t o us l e s  cas, on part, pour former une relation directe quel- 
conque, d'une certaine 6quation du syst6me donn6. 

Cela pos6, st, dans un syst~me orthoi'que, l'6galit~ identique a lieu entre 
les diverses expressions directes de chague d~riv6e principale des classes I, 
2 , . . . , j ,  routes les expressions directes d'une ddrivde d6terminge de classe 

J-4- i obtenues en ~artant d'une mdme 6quation du systdme proposal, sont ng- 
cessairement identiques. 

L a  d~riv6e de classe 2"-{- I dont parle l'dnonc6 coincide ndcessaire- 
ment, soit avec lc premier membre de l'6quation d'oh l'on doit partir, 
soit avec quelque d6riWe de ce premier membre. 

Dans le premier eas, l'6quation consid6r6e ne peut fournir, pour ]a 
d6riv6e de classe j - b  I qui figure dans son premier membre, qu'une seule 
expression directe, son second membre. 

Dans le second cas, que nous allons maintenant examiner, ]a forma- 
tion des expressions directes vis6es par l'6nonc6 n6cessite, sur ]'6quation 
d'oh l'on part, certaines diff6rentiations qui ont toujours lieu, dans divers 
ordres, par rapport aux mgmes variables respectives; tantbt on n'effectue 
de substitutions qu'apr6s la derni6re d'entre elles, tantbt on en eff'ectue 
en outre apr6s une des diffdrentiations pr6cddentes. I1 s'agit d'dtablir 
que, de quelque fagon qu'on proc6de, on arrivera toujours, pour la dd- 
riv6e consid6r6e de e lasse 2"-{-I, ~ la mgme expression directe. 

to En premier lieu, si l'on n'op6re de substitutions qu'apr6s la der- 
nitre diffdrentiation, Ies expressions directes auxquelles on est conduit 
pour la ddriv6e en question sont identiquement 6gales: car rexpression 
primitive r6sultant des seules diff6rentiations est ind6pendante de l'ordre 
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dans lequel on les execute, et, pour chacune des d~riv~es principales, de 
classes n~cessairement infdrieures ~ j -}- I, qui y figurent, les diverses ex- 
pressions directes, ~ plus forte raison les diverses expressions ultimes, sont 
par hypothSse identiques. 

2 ~ Si l'on ne change pas l'ordre relatif des differentiations, lea expres- 
sions directes auxquelles on est conduit sont encore identiquement ~gales. 

D~signons par (a) l'dquation du syst~me donn~ d'oh ron doit partir, 
par k le nombre des differentiations successives, ex~cut~es sur (a) dans 
un ordre invariable, par $ la d~rivde principale que l'ex~cution des k - -  I 

premi5res am~nerait dans le premier membre, et par x la variable in- 
d~pendante par rapport ~ laquelle la k t~me differentiation doit avoir lieu: 
cette derniSre, et dventuellement une des pr~c~dentes, dolt dtre suivie de 
substitutions, et c'est rex~cution ou la non-exdcution de cette partie 
5ventuelle du calcul, comme aussi le moment oh elle est effectu~e, qui 
constituent les r variables de l'opdration actuellement con- 
sid~r~e. Or, je: vais 5tablir que le r~sultat final auquel on est conduit 
est, quelles que soient ces circonstances variables, identique au r~sultat 
fourni par une opSration bicn d~termin~e que je vais d'abord d~crire. 

Observons ~ cet effet que, ~_3 ~tant de classe j -b I 5 est au plus de 

classe j (8). Cela dtant, l'op5ration dont je veux parler consiste ~ prendre 
la relation directe (unique) dont le premier membre est 3, ~ la diff~rentier 
par rapport ~ x, et ~ remplacer ensuite, dans le second membre de la rela- 
tion rdsultante, chacune des d~riv~es principales, de classes ndcessairement 
inf~rieures ~ 2" + ~, qui y figurent, par son expression ultime (unique). 

En effet, une semblable operation donne un r~sultat ~videmment 
identique au r~sultat fourni par celle dont nous avons parl~ ant~rieure- 
ment, si, dans cette dcrniSre, la k ~me diff5rentiation doit dtre exdcut~e sur 
une relation ultime, et il reste alors ~ examiner le cas oh la k l~ '  diffe- 
rentiation dolt ~tre exScut~e, non plus sur une relation ultime, main sur 
une relation ultime ddja diffdrentide. Soit donc 

(28)  = f ( x ,  y ,  . . . ,  . . . ,  r , . . . )  

la relation dont il s'agit, oh a , . . .  d~signent les diverses d~riv~es princi- 
pales figurant effectivement dans le second membre, et r , . . .  les diverses 
inconnues ou d~riv~es param~triques y figurant aussi effectivement. La 
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relation (28) 6tant normale (II), Ies quantit6s i t , . . . ,  r , . . .  ont une cote 
premi6re au plus 6gale ~ celle de 3, et pax suite inf6rieure ~ celle de 

a3 
a~.az, elles sont donc toutes normales vis K vis de ~z" D'autre part, les 

quantit6s ~ r , . . .  et v , . . .  6tant normales vis ~ vis de ~, les quantit6s 

~ et ~ ~-~'"" az' le sont vis ~ vls de ~3 a3 est de . . .  -~ (6). Enfin, puisque az 

~a 
classe ] +  i, les ddriv6es o ,  . . .  , -~ ,  . . . ,  et eelles d'entre les ddriv6es 

~r . qui sont principales, sont au plus de la classe j ,  et par suite O X  ' �9 . 

chacune d'elles a une expression directe unique, qui se trouve ~tre, 
plus forte raison, son expression ultime unique. D6signons alors par 

les expressions directes de 

~' " " ~ ' ~X9 ~ " 

a ,  " " '  ~ z ' "  " ' ;  

par ~ , . . .  les resultats que donne la r6gle des fonctions compos6es 

quand on effectue sur 2 , . . .  une diff6rentiation relative ~ x; enfin par 

, . . .  les r6sultats respectivement d6duits de L~z J ' " "  en 61iminant 

de ces derni6res expressions les d6riv6es principales, de classes n6eessaire- 
ment infdrieures s ] ,  qui peuvent y figurer: il est clair, puisque les dd- 

riv6es a~ a - 7 ' " '  sont au plus de la elasse j ,  que les expressions directes 

7z . . .  sont respectlvement identiques aux expressions direetes Z: ,  .... 

Cela pos6, ex6eutons sur la relation (28) les op6rations qui restent 
~. ex6euter, c'est ~ dire la diff6rentiation relative K x, et ensuite l'61imi- 
nation des d6riv6es principales du second membre. I1 suffit pour cela 
de considdrer la relation 

~3 af af ~a + afar ~-7=G + G ~  " ' "  + ~ G  + ' ' ' '  

et de remplaeer dans le second membre, d'une part les d6riv6es principales 

aa  
~ ,  �9 �9 o )  ~ ' ~ ,  �9 , �9 
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par leurs expressions ultimes 

~ �9 �9 �9 ~ ~ r  ~ , �9 ~ 

d'autre part celles d'entre les d4riv~es or . .  qui sont principales par 

les expressions ultimes correspondantes. Or, en vertu des identit4s 

�9 [ xq] 
il revient ~videmment au m~me de diff~rentier par rapport k x la relation 

3---- f ( x , y ,  . . . , ~  , . . . ,  r , . . . )  

(relation directe unique ayant pour premier membre $), ce qui donne 

~3 ~f ~f I-~2"1 ~f~r 

puis de remplacer par leurs expressions ultimes les d~riv(~es principales 
qui peuvent alors figurer dans le second membre. 

3 ~ Consid~rons deux quelconques des expressions directes dont le 
pr(~sent alin(ia IV a pour but de ddmontrer l'identit~, et qui se d6duisent, 
comme nous l'avons expliqud, p a r  diffdrentiations et substitutions, d'une 
m6me ~quation du syst~me. Si, sans changer de part ni d'autre l'ordre 
relatif des diff4rentiations, on n'op~re de substitutions qu'apr(~s la derni~re 
d'entre elles, on tombe sur deux expressions directes respectivement iden- 
tiques aux deux pr~c~dentes (2~ et l'on salt d'ailleurs (I ~ qu'en pro- 
c~dant ainsi, le r~sultat est ind~pendant de l'ordre des differentiations. 

V. 8i, dans un syst~me orthoique, l'~galit~ identique a lieu, d'une part 
entre les diverses expressions directes de chaque d~riv~e principale des classes 
i ,  2, . . .  , j ,  d'autre part entre les diverses expressions ultimes de chaque 
d~riv~e cardinale de la classe ] - t - I ,  les deux expressions directes arune 
m~me d~riv~e principale de classe j-[- t obtenues en partant de deux dqua- 
tions diff~rentes du systdme propos~ sont n~cessairement identklues. 

Supposons, pour fixer les id6es, que ce soit la fonction u dont eertaines 
d6riv6es figurent dans les premiers membres des deux 6quations consi- 
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d~r~es. Pour passer de ]a fonction u ~ l'une ou k l'autre de ces deux 
dSriv~es, il faut exdcuter sur elle certaines differentiations, dont quelques- 
unes peuvent ~tre les m~mes de part et d'autre. Nous dSsignerons par 
le symbole D. l'ensemble de ces diffdrentiations communes, et par les 
symboles D ' . ,  D". rensemble des diff(~rentiations restantes pour l~ pre- 
miere et la seconde d~riv~e respectivement. Les deux dquations peuvent 
donc s'~crire: 

D .  D ' .  u . . . .  , 

( 30 )  D .  D " .  u - - - - . . . .  

Cela pos~, la ddriv~e de classe j + I dont parle l'~nonc~ coincide 
soit avec D. D'. D". u, soit avec quelque d~rivSe de D. D'. D". u, puisqu'elle 
est une r4sultante (17) des premiers membres de (:9) et (3o). - -  Dans 
le premier cas, en vertu de l'alinda precedent IV, les opSrations ~ effectuer 
soit sur l'~quation (29) , soit sur l'~quation (3o), pour en d~duire une ex- 
pression directe de D.D'.  D".u, pourront l'~tre comme il suit: on ex(~cutera 
d'abord la diffdrentiation D". s'il s'agit de l'6quation (29), la differentia- 
tion D'. s'il s'agit de l'5quation (3o), et l'on remplaeera ensuite, dans les 

seconds membres des formules r~sultantes, les d~riv~es principales des 
classes : ,  2 , . . . , j  par leurs expressions ultimes. Or, ce m~eanisme en- 
gendre pr~cisSment deux expressions ultimes de ]a d~riv~e cardinale 
D . D ' . D " . u ,  de classe j - 4 - i ,  c'est ~ dire deux expressions qui, par hy- 
poth~se, sont identiquement ~gales l'une h l ' a u t r e . -  Si la d~riv~e de 
classe j-I- : dont parle l'~nonc(~ coincide avec quelque dSrivSe de D.D'.D'.  st, 
les operations ~ effectuer soit sur l'~quation (29) , soit sur l'(~quation (3o), 
pour en ddduire une expression directe de la d6riv~e en question, pourront 
l'(~tre comme il suit: :o on effectuera d'abord la diffSrentiation D". s'il 
s'agit de la premi(~re, 1,~ differentiation D'. s'il s'agit de la seconde, et 
l'on remplacera les ddriv4es principales figurant dans les seconds membres 
par leurs expressions ultimes; 2 ~ on exdcutera ensuite les differentiations 
restantes, qui sont les m~mes de part et d'autre, et l'on 41iminera finale- 
ment des seconds membres les d~riv~es principales. Or D.D'.D".u ~tant, 
dans le cas actuel, de classe inf~rieure ~ j - 4 - :  (8), il rdsulte encore de 
nos hypothSses que les rSsultats sont identiques apr(~s la premiSre partie 
de l'op~ration, par suite aussi apr~s la s~conde. 

A~ta mathematica. 23, Imprim~ le 22 septembre 1899. 32 
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VI. Comme nous l'avons d~j~ remarqu5 (III), chaque d~rivde prin- 
eipale de premiSre elasse ne possbde, dans un systdme ortho~que queleonque, 
qu'une seule expression directe. Si done on suppose que leg diverses ex- 
pressions ultimes de chaque d5riv~e cardinale sont identiquement (~gales, 
l'applieation r@fit~e des propositions ei-dessus (IV), (V) prouve que l'~galit~ 
identique entre les diverses expressions direetes d'une m(hne dSrivSe prin- 
eipale a encore lieu dans la deuxiSme elasse, puis dans la troisi~me, et 
ainsi de suite ind(~finimev.t. I1 n'y a, d~s lors, pour une m~me ddrivde 
principale quelconque, qu'une seule expression direcle, et ~ plus forte raison 
qu'une seule expression ultime, ee que nous voulions 5tablir (I). 

I9. Si l'on partage en groupes les dquations d'un syst~me orthoique, 
suivant eelles d'entre lcs fonetions ineonnues u, v , . . .  dont quelque d~riv(ie 
figure dans leurs premiers membres, ~ un groupe form~ d'une seule ~qua- 
tion ne eorrespondra aueune condition de passivitY. En partieulier, si 
chaque groupe me eontie~t qu'une seule ~quation, le syst~me sera n&essaire- 
merit passif. 

Enfin, si, dans un systbme ortho~que passif, on supprime les diverses 
dquations dont les premiers membres, compards ~i ceu.r de lelles ou, telles autres, 
en peuvent ~tre considdrds comme des ddrivdes, le sys[~me r~!sultant admet les 
mbnes intdgrales que le premier, et poss~de, comme lui, la forme ortho'ique 
passive. Effeetivement, les d~rivfies respeetivemcnt prineipales et param~- 
triques seront los m(~mes de part et d'autre; les relations primitives du 
second syst(~me eoneorderont num~riquement, comme eelles du premier, 
par rapport k des donn~es initiales arbitraires, et fourniront, pour ehaque 
d~riv~e prineipale, la m~me valeur initiale; enfin, les dfiveloppements des 
int~grales hypoth4tiques ~tant de part et d'autre identiques, leur conver- 
gence ne pourra avoir lieu d'un ebt6 sans avoir lieu en mOne temps 
de l'autre. 

20. Dans un syst(~me orthoique, suppos~ passif, la concordance nu- 
m~rique des relations primitives a lieu pour des donn~es initiales quel- 
eonques, et, d'ap%s ce que nous avons dit plus haut (I4), la question de 
savoir si leg int~grales hypothdtiques r@ondant k des conditions initiales 
donnSes existent effeetivement, se r~sout par l'affirmative dans le cas oll 
leurs ddveloppements eonstruits a priori sont tous eonvergents, par la 



Sur une question fondamentale du ealcul intdgra]. 251 

ndgative darts le cas contraire. Comme nous allons le prouver par divers 
exemples, cette convergence n'a pas n6cessairement lieu, d'oh r6sulte que, 
dans les systdmes ortho~ques passifs, il est im~vossible d'affirmer d'une manidre 
gdn~rale l'existence d'intdqrales r@ondant h des donndes initiales arbitraires. 

]. Consid6rons d'abord l '6quation aux d6riv6es partielles 

O~ Os~ 

( 3  - 

oh u ddsigne une fonction inconnue des deux variables ind6pendantes x 
et y. 1 Cette 6quation constitue un syst6me orthoique, comme on le volt 
en attr ibuant ~ u la cote z6ro, k x la cote 3 et b~ y la cote I; d'ailleurs, 
un pareil syst6me est n6cessairement passif, puisqu'il  est composd d'une 
seule 6quation (~9); enfin, les d6rivdes param6triques de u sont celles 
qui se rapportent  k la seule variable y, en sorte qu'une int6grale hypo- 
th6tique se trouve enti6rement d6termin6e par la condition de se r6duire 

une fonction donn6e de y pour x -~  x 0. 
Pour construire a priori le d6veloppement de l'int6grale hypoth6tique 

se r6duisant h ~(y) pour x : o, on remarquera que l'dquation (3 ~) cntraine 
6q �9 . c o m m e  cons  u e n c e  n e e e s s a l r e  

Oa+~ 02a+flu 

Effectivement, s i a  : o, l '6quation (3 2) se r6duit '~ une identit6. En diff6- 
rentiant (3I) fl fois par rapport  ~ y, il vient 

(33) ~z~y~ --  ~y~+~ 

et la relation (3 2) se trouve vSrifi6e pour a : n .  Si l 'on suppose main- 

t ~N[me de KOWALEVSKY, darts l'exemple de divergence qu'elle a dound ( J o u r n a l  

de C r e l l e l  tome 8o)~ consid~re cctte m~me gquation 0u ~ u  . . . .  1 mte- Oz ~y., en assujettissant '" " 

I 
grale hypothdtique it se rdduire~ pour ~ = O, it la fonction mdromorphe - - ;  comme 

I - - y  

on le verra plus bas~ la ddtermination initiale dont nous avons fait choix est exprimable 

par une sdrie eatibre inddfiniment convergente. 
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tenant  cette relation 6tablie pour une valeur  quelconque de a, st qu'on 

la diff'drentie une fois par rapport s x, elle donne 

~(a+l)+fl ,~ ~I+(2aTfl) ~ �9 

on a d'ailleurs, en vertu de (33), 

~l+(2a+fl) U ~2 + 2a+fl,//, ~2(a+l)+fiqt b 

et il vient en cons6quence 

~(~+l)+fl~t ~ ( ~ + I ) + B ~  

~Xa+lOy fl ~y2(a+l)+f i  

relation qui se ddduit de (3 2) par le changement  de a en a + I. 
Cela &ant, le d6veloppement que nous cherchons b. construire a pour 

terme g6n6ral 

(34) 1 . 2 . . . a . I . z . . . f i x  y . 

Or, je vais faire voir qu'en choisissant convenablement ?(y), on tombe 

sur un d6veloppement divergent. 
I 1 I ~-~n 

A .  Si l'on pose S,,-~ i + 2 + 3 + " " nt- ,~' la quantit6 --~ tend vers 

z6ro pour n infini. 
D'abord, cette variante diminue toujours lorsque n augmente,  car 

l'indgalitd 
S~ > Sn+s L 

revient "~ 
(n + ,)Sn > n&+,, 

OU ( i )  
(~+ ~ )&>n  & + - - ~  , 

Otl 

ce qui est 6vident. 

8n > ~-4-  i , 
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I I 
Observons en second lieu que si, dans la s6rie I + 2 + 3 + " "  on 

d6signe par ~h le _premier terme, par ~r~ la somme des d e u x  termes sui- 
vants, par a~ 1~ somme des trois termes qui viennent k la suite de ceux-ei, 

I 
etc., chaque terme 616mentaire de trk est inf6rieur k ~, et que par suite 

a~ est inf6rieur k t. On a donc 

o- 1 +o-~ --t--.. + a,, < k, 

O U  

Sk(k+l) < k.  
2 

On d6duit de lk 
Sk(k+~) 

2 

I~(lr + I ) < V ~  ' 
2 

indgalit6 dent le second membre, et k plus forte raison le premier, tendent 
vers z6ro pour k infini. 

Ainsi, on peut trouver pour n des valeurs telles, que la quantit6 

positive S,_:~ tombe au dessous de toute quantit6 donn6e; comme d'un autre 
~b 

c6t6 elle diminue toujours lorsque n augmentc, elle tend n6cessairement 
vers zdro. 

B .  La s6rie enti6re 

S ,  x~ S, S~ x* S , S ,  . . . S,, x~,, + . . .  
(35) ~ + 2  + 3 . 4  + " "  +( , ,+x) ( ,~u  ' 

o11 Sn garde la m&ne signification que ci-dessus A ,  est inddfiniment 
convergente. 

Car dans la s6rie form6e par les modules de ses termes, le rapport 
d'un terme au pr6c6dent a pour valeur 

8n+l (mod z) ~ 
2(2n + i) 

O U  

Sn+l ~ 31- I .(modx)2 ' 
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produit de trois facteurs dont le premier tend vers z@o et le second vers 

i ,  tandis que le troisi6me reste inw~riable; le rapport consid6r6 tend done 
4 
lui-m~me vers z6ro. 

C. En d6signant I,ar r  la fonction d6finic par la so,nn,e de la 
s6rie (35), ct prenant ~ ( y ) =  r  1:~ s6rie cnti6re en x ct y qui a pour 
terme gdndral (34) n'admet aucun syst6me de rayons de convergence. 

Car, duns cette dcrni6re s6rie, la partie ind6pendantc de y a pour 

terme g6n6ral 

I . 2 . . , 6 t  

et le rapport 
,~r . . .  S,~S,~+lx ~+~ 

~,~.,~, , . . . S~,c ~ = x S a . l  

a un module infini avec a, quelque valeur particuli6re (non nulle) que 

l 'on attribue k x. 

II. E a  ddsignant par  u une fonclion inconnue des deax w~riables in- 

d@endantes :~ et y ,  par  /L une constanle positive quelconque, ct pat" q un 

entier au moins @al d 2, l'dquation diffdrentielle partielle 

(s6) . . . . . .  ~yq _l 

n'admet pus d'int@rale se rdduisant, pour x = o, d u n e  fonction de y iden- 

tiquement nulle. 

L'6quation (3 5) constitue un syst6me ortho]que, comme on le volt 
en attribuant ~ u la cote z6ro, ~ x la cote q q -  I, et ~ y la cote I; un 
pareil syst6me, compos6 d'une seule 6quation, est d'ailleurs n6cessaire- 
ment  passif; enfin, une intSgrale hypoth6tique se trouve, eommc duns 
l 'exemple pr6c6dent (I), cnti@cment d6terminde par la condition de se 
r6duire ~ unc fonction donn6e de y pour x = x 0. Je me propose de d6- 
montrer  qu' i l  n'cxiste pas d'int6grale se r6duisant, pour x = o, ~ une 
fonction de y idcntiquement nulle. 

A .  Pour effectuer cette d6monstration, on peut  d l'dqualion (5 5) 

substituer l'dquation 

(sT) 
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Effectivement, si l'on donne k la constante #, dans l'~quation (36), 
une valeur positive d6termin6e, et que l'on consid6re l'dquation 

(3s) ~u E - -  [A' (I + y)q "-]- ( I + y)q-{,-1 ~Yq J'Oq"tt'] 

il est clair qu'en dormant K #', dans cette derni6re, une valeur positive 
suffisamment petite, les deux polynomes 

(39) #(i -~ y-{- y2 + . . .  _~ yq), #(~ + y +y~ + . . .  + yq +yq+~), 

qui figurent dans l'~quation (36), ont leurs coefficients respectivement 
supSrieurs aux coefficients (positifs) sen~blables des deux polynomes 

(40) + + y)q+', 

qui figurent dans l'6quation (38). Or, si l'on consid6re cette derni6re, 
les expressions primitives des d6riv6es principales sont des sommes de 
produits pouvant contenir comme facteurs quatre sortes de quantit6s, 
savoir: certains entiers positifs; certains coefficients des polynomes (40); 
certaines puissances de y; enfin, certaines d6riv6es de u. Et, pour l'6qua- 
tion (36), les expressions primitives des m~mes ddrivdes sont compos6es 
exactement de la mSme fa~on, ~ cela pr6s que les coefficients des po- 
lynomes (4 o) se trouveng respectivement remplac6s par les coefficients 
correspondants des polynomes (39), c'est K dlre par des quantit6s positives 
qui leur sont respectivement supdrieures. Cela 6rant, si l'on choisit pour 
la fonction u e t  ses d6rivdes param6triques des valeurs initiales toutes 
nulles, et que l'on calcule les valeurs initiales des d6rivdes principales, 
d'abord k l'aide des relations primitives provenant de (36), puis ~ l'aide 
des relations primitives provcnant de (38), on volt, par un raisonnement 
tr6s-simple exdcut6 de proche en proche d'une classe ~ lu suivante, que 
les valeurs positives ainsi calcul~es sont plus grandes dans le premier cas 
que dans le second. 

En r si l'on parvient ~ ~tablir pour l'Squation (38) la 
divergence du d~veloppement de l'int~grale hypothdtique qui r~pond aux 
donn~es initiales choisies, cette divergence se trouvera, ~ plus forte raison, 
~tablie pour l'~quation (35). 
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B .  LYquation (37), oh q ~ 2, n'admet pas d'int~grale s'annulant avec 
~c, ce qui ach~ve notre ddmonstration. 

Je d6signerai par P1, P2, Pa, . ' .  des fonctions inconnues de la seule 
variable y, par P{q), P<2 q), P(~q), . . .  leurs d(~riv6es respeetives d'ordre q, et 
je poserai 

u = / ) , x  + / ) ~ x  ~ + / ) 3 x  '~ + . . . .  

L'6quation (37) deviendra alors 

I./)1 + 2./) ,x + 3. & x '  + . . .  

----p(l + y)q + #(I + y)q+'[Piq>x + P~.jq)x' + tx3q)x3 + . . . ] ,  

d'ofi Yon tire, par l'identification, 

l 
, .1'1 = ~( ,  + v)', 

2 . / ) ~ - - ~ ( i  + v)q+'p;q), 

(41) 3./)3 = / , ( I  + ?t)q+'P~ q), 

On volt de proehe en proehe que 

~')  P3, , /?> /)~, , . . .  Pl  9 

ont respectivement les formes 

~1(1 + y )~ , / , ,  ~ ( ,  + v)~ +, , ~;(1 + v), ~.~(, + y)~+~, ~;(1 + y)~, . . . ,  

et d'une fagon g6ndrale que /). est de la forme 

~,(~ + v) ,+ ' - ' ,  

off /~. d&igne une eertaine eonstante positive. II faut d6montrer que, 
les polynomes /)1, P~, P 3 , " "  &ant ainsi d&ermin&, la s6rie entiSre en 
x et y fournie par le d6veloppement de Plx  + P~x 2 + Pax 3 + . . .  n'admet 
aueun syst~me de rayons de convergence. 

Or, en d6signant par P u n  polynome de la forme O.(I + y)h, oh 
_ ~<q) les valeurs numenque, que prcnnent, 0 > o  et h > q ,  et par  ~ ,  

pour y----o, ce polynome et sa ddriv6e d'ordre q, on a 

(42) fi<q) > ( h - - q  + I)q~; 
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car des relations 

E = o, ~(,) = h(h- -  ~ ) . . .  ( h - - q  + i) o 
on tire 

~ ( q )  = h ( h - -  I ) . . .  ( h - - q ' A  C I ) E ,  

d'ofi l 'on d6duit imm~diatement la relation (42). 
Si l 'on 

relations 

(43) 

o n  

257 

d6termine maintenant  des constantes P l ,  P2, P~, �9 "- par les 

I .  P l  = ,a, 

3 .P~ = #. 2~P2, 
�9 o �9 �9 . �9 �9 �9 . 

~.m = ~ . ( - - -  I)%_,, 
�9 , �9 �9 ~ , �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 , 

a, en d6signant par E.  la valeur num6rique que prend, pour y-----o, 
l e  polynome P., 

(44) E.  > p. .  

Effeetivement, les relations (4x) et (43) nous donnent d'abord 

I , E l = #  = I . p l ,  d ' o l l  E 1  = P l  ; 

puis 
2.E 2 = # ~ . I . 2 . . . q ,  2 .p~-#~ ,  d'oh E~ >p~; 

et il nous suffit alors de faire voir qu'en supposant la relation (44) v6- 
rifi6e pour une valeur quelconque de n, elle l'est encore pour la valeur 
suivante n +  I. Or, on a 

(~ + z)p.+, = z n % ;  

on a d'autre part, en d6signant par E~ ) la valeur num6rique que prend, 
pour y ~ o, la d6riv6e d'ordre q du polynome P., 

(, + I)E.+, = zE~ ), 

puis, en vertu de (42), 
~ )  > n ~ t~., 

Aeta mathematics. ~ .  Imprlm6 le 22 septembre 1899. 3 3  
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puis, en vertu de l'hypoth6se, 

Ch. Riquier. 

~. > p. ,  

relations de la combinaison desquelles on ddduit 

c'est k dire 

(n + I)~,.+~ > #n~p., 

(n + ~)~.+~ > (n + ~)p.+, ou ~.+, > p.+,. 

On a donc bien, quel que soit n, $ .  > p.. 
Cela pos6, la s6rie Xp.x" est divergente pour route valeur non nulle 

attribu6e k x: car on a, en multipliant membre k membre lea n pre- 
mi6res relations (43), 

d'oh 

et le rapport 

t .  2 .3 - . . r ip .  = # "  x'. 2 ' . . .  ( n - -  i)',  

I q .  2 q .  . .  (~  ~ I )q  
/OnXn = ( /L~)n  I . 2 . . .  (~;~ ~ l ) ? t  ' 

e n + l  ~ + 1  nq  

P.  ~" ~ pX n + x 

a un module infini avec n,  puisque q est, par hypoth~se, au moins 6gal 
k 2. II en r6sulte, k cause de (44), que la s6rie 2'~.x", pattie ind6- 
pendante de y dans la s6rie enti6re en x et y provenant de 

/'~z + P,x'  + / ' 3 x '  + . . . ,  

est elle-m6me divergente. 
IIL I,u divergence 6ventuelle des int6grales hypoth6tiques des sy- 

st6mes orthoiques pourrait encore s'6tablir k l'aide des exemples suivants, 
que nous nous bornerons k formuler. 

En ddsonant par u une fonction inconnue des deux variables indd- 

pendantes x et y,  par tt une constante positive qudconque, el par q un entier 

au moins dgal d 2, aucane des dquations diffdrentielles partidles 



S u r  u n e  q u e s t i o n  f o n d a m e n t a l e  d u  c a l e u l  i n t d g r a l .  2 5 9  

@u [ 2~ @q ul -~ = /~  i -I- (i T y)u T (i Jr y -{- y ) ~yq j ,  

vu [ ~u 1 -~ = ~ , + (~ + y + y~)u + (, + y ) -~ j ,  

~yq J 

n'admet d'intdgrale se rdduisant, pour x --- o, 5 une fonction de y identique- 
ment nulle. 

En  attribuant d u ,  x ,  y ,  fe la mdme sonification que ci-dessus, et dd- 
sonant par q un entier au molns dgal d 5, l'dquation diffdrentieUe partielle 

~-~=# ~ -~.(~ + y  +y')u + ~"] 
~yq J 

n'admet pas non ~lus d'intdgrale qui satisfasse ~ cette condition initiale. 

T R O I S I I ~ M E  P A R T I E .  

Sys tbm es  o r t h o n o m e s ;  c o n v e r g e n c e  des  d d v e l o p p e m e n t s  

des i n tdg ra l e s .  

2I. Un systdme orthoique (9) sera dit orthonome duns le cas, parti- 
culi&rement remarquable, oh les cotes premidres des diverses variables in- 
d&pendantes se trouvent dtre toutes 6gales ~ un mgme entier (positif). 

Exemple I. Duns son M6moire sur les syst&mes d'6quations aux d6- 
riv6es partie]les, M ~e de KOWALEVSKY consid&re un syst&me compos6 
d'6quations en nombre 6gal ~ celui des  inconnues, et tel, qu'en d6- 
signant par 

U 1 ~ U 2 ~ . . . ~ Ug 

les ineonnues dont il s'agit, et par 

k 1, k~, . . . ,  kg 
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les ordres respectifs du syst~me par rapport  ~ elles, ce dcrnier soit rd- 

soluble par rapport aux d6riv6es 

a x * t  ' OxG ' ' ' ' '  a x  ~, ' 

toutes relatives ~ une m6me variable x. Or, il est ais6 de voir que, cette 
r6solution une lois effectu6e, le syst6me rdsultant satisfait k notre d6- 

finition de l 'orthonomie. 
En premier lieu, le syst~me se trouve r~solu par rapport  '~ certaines 

ddriv6es, qui ne figurent, non plus que leurs proprcs d6riv6es, dans aucun 

des seconds membres. 
Attribuons d'autre part: 
I ~ ~ toutes les variables inddpendantes une cote premiere ~gale ~ I, et 

aux fonctions inconnues ul ,  u~, . . .  , ug les cotes premi6res - -  k~, - -  k 2, 

. . . ,  - - k g ;  
2 ~ ~ ]a variable x une cote seconde 6gale ~ I, ~ toutcs les autres 

variables une cote seconde nulle, et aux fonctions inconnues Ul, u~, ..., u~ 

les cotes secondes - -  k~ , - -  k ~ , . . . ,  - -  kg. 
Si l 'on d6signe par i ,  ] deux entiers, distincts ou non, pris dans la 

suite I , 2 , . . . ,  g, et que l 'on considb.re l '6quation du syst~me qui a pour 

~,u~ le second membre de l '6quation dont il s'agit premier membre  ~xk, , 

peut, d'aprSs la ddfinition des syst&nes de M m€ de KOWM~EVSKY, contenir 
la fonction uj et toutes ses ddriv6es jusqu'~ l 'ordre kj inclusivcmcnt, 

l 'exception de la d6riv6e ~ u j  Or, la cote premi5re du premier membre ~xkj �9 

est z6ro, et les cotes premieres de uy et de ses d6riv~es d'ordres i ,  2 , . . . ,k j  
sont respectivement 5gales aux quantit6s 

+ + + kj, 

lesquelles sont toutes inf6rieures ~ z6ro, ~ rexception de ]a derni6re qui 
est nulle. D'un autre c5t6, la cote seconde du premier membre est encore 
z6ro, et ]a cote seconde d'une d6riv6e d'ordre kj de uj figurant au second 

membre  est au plus 6gale ~ 

+ < o ,  
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puisque, dans la formation de cette ddriv6e, il y a au plus k j - - I  diffe- 
rentiations relatives '~ la variable x. 

Si done on d~signe par c~, c~ les cotes premiSre et seconde du 
premier membre, et par c~, c; celles d'une inconnue ou d5riv5e figurant 
au second membre, on aura n~cessairement, ou bien 

ou bien 

c ~ -  c'~ > o, 

C 1 - -  CPl ---- O ,  C 2 - -  C2 > O.  

Nous avons d'ailleurs choisi pour les diverses variables ind6pendantes 
des cotes premibres routes 6gales entre elles. 

gxemple II. D6signant par u ,  v ,  . . . ,  w certaines fonctions inconnues 
des variables ind6pendantes x ,  y , . . . ,  s ,  t, nous adopterons pour celles- 
ci un ordre d6terrnin6, par exemple 

(45) x ,  y ,  . . . ,  s ,  t, 

et de m~me pour les inconnues un ordre ddtermin6, par exemple 

(46) u ,  v ,  . . . ,  w. 

Puis, nous rangerons comme il suit, sur une ligne ind6finie allant de 
droite '~ gauche, les ddriv6es de tous ordres des diverses fonctions in- 
connues. Nous 6crirons d'abord l'ensemble des d6rivdes premi6res, puis 

gauche de celui-ci l'ensemble des d6riv6es secondes, puis k gauche de 
ce dernier l'ensemble des d6riv6es troisi6mes, et ainsi de suite ind6fini- 
ment. Chaque ensemble sera ensuite divis6 en ensembles partiels, dont 
le premier '~ gauche contiendra les d6riv6es appartenant h la fonction u, 
le suivant les d6riv6es appartenant h~ la fonction v ,  et ainsi jusqu'au 
dernier qui contiendra les d6riv6es appartenant h. la fonction w. En d6- 
signant maintenant par a ,  fl, . . . ,  2,  # les ordres partiels d'une d6riv6e 
quelconque relatifs ~ x ,  y ,  . . . ,  s ,  t respectivement, chacun des ensembles 
r6sultants sera lui-m~me divis6 en ensembles partiels se succ6dant de 
gauche ~ droite d'apr6s les valeurs d6croissantes de l'ordre partiel a; 
chaque sous-ensemble en sous-ensembles partiels se succ6dant de gauche 

droite d'apr6s les valeurs d6croissantes de l'ordre partiel /~; et ainsi 
jusqu'~ l'ordre partiel 2 (inclusivement). Chacun des ensembles d6finitifs 
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se compose alors d'une d~rivde unique, et les d(~riv~es de tous ordres de 
nos fonctions inconnues se trouvent rangdes, sur une ligne ind~finie allant 
de droite ~ gauche, dans un ordre bicn ddtermin& Nous qualifierons de 
taxique la suite ainsi obtenue, et nous dirons qu'une ddrivde de fonction 
inconnue est antdrieure ou postdrieure ~ une autre, selon que, dans la suite 
taxique, elle figure ~ gauche ou ~ droite de cette autre. 

Cela 6tant, un syst6me diff6rentiel sera dit taxique, s'il se trouve 
r6solu par rapport K certaines ddriv6es des fonctions inconnues qu'il im- 
plique, et si l'on peut trouver, pour les variables et les inconnucs, dcux 
ordres respectifs, (45), (46), tels, que chaque second membre ne contienne, 
outre les variables et les inconnues, que des ddriv6es paramdtriques 
postdrieures au premier membre correspondant. 1 

Or, un pareil syst&ne est ndcessairement orthonome. 
Effectivement, si une ddrivde de fonction inconnue est ant6rieure 

une autre, il arrive forcdment de trois choses l'une: 
ou bien elle est d'ordre sup6rieur k cette autre; 
ou bien elle est de mdme ordre, mais la fonction inconnue ~ laquelle 

elle appartient pr6c6de, dans la suite (46), la fonction inconnue ~ laquelle 
appartient cette autre; 

ou bien enfin, les deux d6riv6es consid6r6es sont de mdme ordre et 
appartiennent ~ une mdme fonction inconnue, mais en d6signant par 

, f l '  , # ' ,  

a",fl", 

leurs ordres partiels rclatifs b. 

X , y , . . . , s , l ,  

les diff(~rences 

f l ' - - f l "  , . . .  , 

ne sont pas toutcs nulles, et la premiSre d'cntre ellcs qui ne s'dvanouit 
pas est positive. 

Cela &ant, et en d&ignant par h le nombre des variables indd- 

t 11 va sans dire que Its seconds membres sont supposds tous ddveloppables dans 

un m~me domaine. 
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pendantes, il suffit, pour se convaincre de la nature orthonome d'un syst~me 
taxique, d 'at tr ibuer:  

aux variables des cotes premieres routes dgales 5 I, et aux inconnues 
des cotes premieres toutes nulles; 

aux variables des cotes secondes routes nulles, et aux inconnues 
successives u ,  v , . . . ,  w des cotes secondes dont la valeur aille en d6- 
croissant; 

aux variables et aux inconnues des cotes troisi~mes routes nulles, 
l 'exception de x qui aura pour cote troisi6me l 'unit6; 

aux variables et aux inconnues des cotes quatri4mes routes nulles, 
l 'exception de y qui aura pour cote quatri6me l 'unit6; 

etc.; 
finalement, aux variables et aux  inconnues des cotes (h + I) i ~  

toutes nulles, ~ l 'exception de l 'avant  derni~re variable s, qui aura pour 
cote (h + i) i~m~ l'unlt6. 

Car toute d6riv6e post6rieure ~ une autre est alors normale vis ~ vis 
de cette autre; les inconnues elles-m6mes le sont 6videmment vis ~ via 
d'une d6riv6e quelconque; enfin, les cotes premiSres des diverses variables 
ind6pendantes ont 6t6 choisies 6gales entre elles. 

2 2. Tout sysl~me orthonome passif  est compl~tement int~grable, c'est 5 

dire admet un groupe (unique) d'intdgrales ordinaires rdpondant ~ des donndes 

initiales arbitrairemeat choisies. 

Tout revient, comme nous l 'avons vu (x5) , ~ prouver la convergence 
des d6veloppements des int6grales hypoth6tiques. 

I. Si les fonctions f (x ,  y ,  . . . ) ,  ~ ( x ,  y , . . . )  sont toutes deux d6- 
veloppables dans quelque domaine des valeurs x0, Y 0 , . ' - ,  si de plus les 
valeurs de ~ (x ,  y ,  . . .) et de routes ses d6riv6es en x 0, Yo, . . .  sont r6- 
elles, positives, et sup6rieures aux modules des valeurs correspondantes 
de f ( x , y ,  . . . )  et de ses d6riv~es semblables, la fonction ~ sera dite 

majorante de f par rapport  aux valeurs x0, Y0, . . . .  

]I. Soient 
f ( x ,  y , . . . )  une fonction ddveloppable da~s un domaine des valeurs 

xo , Yo , . . . ; 
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r~, r y , . . ,  des constantes positives respectivement inf~rieures aux rayons 

de ce domaine; 

M une constante positive sup(.:rieure d celle qu'on obtient en rempla~ant 

dans le &'veloppement de f ( x  , y , . . .), effectual d part ir  de xo, Yo, " "  , tous 

les coefficients par  leurs modules, et les diff,:fences x ~ x o, Y ~ Y o , . . .  

par  les quantitds respectives r ~ , r y , . . .  ; 
I I 

a ~ , % , . . ,  des constantes positives supdrieures ou dgales ~ 

respectivement ; 

enfin m un entier positif. 

Cela dtant, la fonction 

M 

~'(z, y , . . . )  = [~ - ~ , ( * - * o )  - ~ , ( y - y o ) -  ..-]" 

est majorante pour f(x,  y , . . . )  relativement aux valeurs Xo, Yo, . . . .  

III. Si l'on d~:siqne par  u ,  v , . . . ,  w des fonctions inconnues de la 

variable inddpendante x ,  et par  

~(~,  ~, v, . . . ,  w), Fo(~ ,~ ,  v , . . ,  w ) , . . . ,  F , o ( ~ , n ,  v , . . . ,  w) 

des composantes ~ donndes, ddveloppablcs dans un domaine des valeurs Xo, u o, 

v o , . . .  , Wo, le syst~me des dquations diff~:rentielles 

~u 
- - =  F , ( X  ~ V W) 

Ov ~ = F , ( x ,  u ,  v , . . . ,  w), 

Ow F , ~ ( x  ~t v w)  

i Si aux variables s ~ t ,  . . . d 'une  fonction f ( s ,  t . . . .  ) on substi tue respec t ivement  

autant  de fonetions S ( z  . . . .  ) ,  T(z  . . . .  ) . . . .  des variables z . . . . .  ees dernii~res fonc- 

tions S ( z , . . . ) ,  T(z . . . .  ) , . . .  sont dites simples, la premiere  f ( s ,  t . . . .  ) s 'appel le  la 

fonetion composanle, et le rdsultat de leur  eombinaison 

f [S (z  . . . .  ), T(z  . . . .  ) . . . .  ] 

porte le nora de fonction coml)osde. 
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admet  un  groupe d'intdgrales u ,  v , . . . ,  w ,  ddveloppables dans  un  domaine 

de la valeur  Xo, et se rdduisant,  pour  x ----- Xo, aux  valeurs  respectives % ,  

V 0 ~ �9 . . ~ W o .  

IV. Consid&ons le syst6me diff6rentiel 

a.  ~ - t t , ,  a~c-- a ' =  H~ , . . . , az-- T =  H,. ,  

oh u ,  v ,  . . . ,  w d~signent des fonctions inconnues de la variable ind& 
pendante x; a , f l ,  . . . ,  2 des entiers positifs quelconques; et H~, H~, . . . ,  H~ 
des fonctions donn6es de toutes les quantit6s 

(47) 

~ u  i~ a - 1  ~t 
U ~ Ox ~ . . . ~ o x a - -  1 

O v  O f f - 1  v 

V ~ O ~  ~ " " " ~ O x  # - j  ~ 

O'tO 0 ) ' - 1  'to 

W ,  9 x  ~ " " " ~ ~ x  ~ ' - I  

Si  les fonctions H, , ,  t I ~ , . . . ,  t t , ,  sont ddveloppables darts un  domaine 

des valeurs  

X o 

Uo, � 9  ,,a.<<-,/o' 

(48) Vo, 
�9 �9 , o , o , ~ �9 �9 . o �9 �9 

Wo, ~ , . . . ,  \axe_ 1/~ 

le sysl~me propos~ admet  u n  groupe d ' int@rales u ,  v ,  , . . ,  w ,  &;veloppables 

dans  un  domaine de xo, et r que, pour  x = xo, les Bmctio~s (47) se 

rMuisen t  respectivement aux  quantit~;s num~riques (48). 
A c t a  mathsmat ie ,  a.  23. Imiarim~, le 2 novembre 1899. 34 
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Effectivement, le syst6me diff6rentiel propos6 6quivaut au suivant au 
point de vue de l ' int6gration: 

Ou ~ t '  Ou (~-]) 
- -  ~ U ~ )  - -  - - - -  U ~ ) �9 �9 ) ~ H u )  

~z  ~x ~x 

Ov Ov' Ov(~-~) 
' H ,  

0 z  O x  0 x  

~ x  - -  W ) 0 x  0 x  

il va sans dire que, dana les seconds membres H~, H , , . . . ,  H,o, figurant 
l 'extr6mit6 des lignes horizontales respectives du tableau ci.dessus, on 

a substitu6 aux d6riv6es 

~ Z  ' ~ Z  ~ ~" " " " ~ ~ X  a - I  ) 

~v ~ v  ~ -1  v 

�9 �9 �9 �9 . �9 �9 ~ �9 o �9 

~w ~ w  ~'--lw 

les nouvelIes inconnues respectives 

U' U" H(a--l)~ ) ) * * ' )  

V' V" V (3-I), 

�9 ~ �9 ~ o ~ �9 �9 ~ , . 

? / 2 '  ) W ~ ' �9 ) . . ~ / f f , - l ) .  

Cela 6tant, la proposition qui fait l 'objet du pr6sent alin6a IV se 
pr6sente comme une cons6quence imm6diate du pr6c6dent. 

V. 1 Revenant au syst6me diff6rentiel que vise notre 6nonc6 g6n6ral, 

Les alindas V, VI, VI I ,  V I I I  et I X  d u n  ~ 31 (infrd) sour, comme je le rdpbte 
plus loin (3I) ,  identiques aux alindas correspondants du pr6sent numdro 22, h. part quelques 

modifications que je vais indiquer au fur et h mesure. 
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partageons-y les fonctions inconnues en cat6gories suivant la valeur de 
leurs cotes premi6res, et supposons, pour fxer  les id6es, que le nombre 
des cat6gories ainsi obtenues soit dgal ~ 3. Les ddrivdes de tous ordres 
des inconnues se partagent naturellement alors en trois cat6gories, suivant 
qu'elles appartiennent ~ telle ou  telle inconnue. 

Cela pos~, d6signons par T la valeur commune (positive) des cotes 
premi6res attribu6es aux diverses variables ind6pendantes; par T', 7", T"' 
les cotes premi6res attribu6es aux inconnues des trois cat6gories respec- 
tives; par N l'ordre maximum des premiers membres du syst6me donn6; 
par /~ un entier fixe choisi sous la seule condition d'gtre ~ la fois sup6- 
rieur aux trois quantit6s 

T N+T' T N+ T", T N +  '"" T , ) 

enfin, par K', K", K ' "  les plus petits entiers qui, substitu~s ~ K, v~rifient 
respectivement les relations 

rg+ r ' > r ,  rg + r">T,  rK+ r'">i'. 
Nous ~tablirons successivement les points suivants: 

A .  Zes entiers K', K", K'" sont tous supdrieurs d N. 

Effectivement, si l'on avait, par exemple, K ' < N ,  on aurait aussi 
T K ' ~  T ' ~  T N ~ T', et, comme TN & T' es~ inf~rieur ~ F, il viendrait, 
contrairement ~ la d4finition de K', 

T K ' ~ T ' < I ' .  

B .  Les dgriv~es dont la cote pre.mi~re tombe au dessous de _F sont: 
pour la premiere catggorie, celles d'ordre infdrieur ~ K'; pour la deuxiOme, 
ceUes d'ordre inf~rieur ~ K"; pour la troisiOme, celles d'ordre infdrieur d 
K'". (Quant aux inconnues elles-mOnes, leurs cotes premiSres tombent 
~videmment au dessous de F). 

Effectivemen~, si une ddrivde de premiere cat~gorie est d'ordre K <  K', 
sa cote premiere TK -1- T' est au plus ~gale ~ T ( K ' - -  i) -f- T', par suite 
inf6rieure b~ 11, en vertu de la ddfinition de K'. R6ciproquement, la re- 
lation ~-K-{- T' < F entralne comme cons6quence n6cessaire K < K':  car, 
si l'on avait K >  K', on aurait aussi 

TK -b T ' ~  TK' -t- T', 
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et, comme TK' - f -y '  cst sup6rieur ou 6gal k F ,  il vicndrait, contraire- 
ment  ~ l'hypoth6sc, 

rK+ r '>l ' .  

C. Si l'on dresse, par classes croissantes, la lisle des ddriv~es prin- 
cip~tles des inconnues, et qu'on y supprime toutes les ddrivdes de premidre 
caldgorie dour l'ordre est il~fdriear d K',  routes celles de deuxi~me catdgorie 
dont l'ordre est infdrieur tt K", enfin toutes celles de troisidme catdgorie dont 
l'ordre est infdrieur d K'",  cette suppression dquivaut tt celle d'un certain 
hombre tie classes eu tdte de la liste. 

Ce point est dvident, si l'on observe d'une part que les d6rivdes 
principales supprim6es sont celles dont la cote premi6re tombe au dessous 
de E,  et si ron  se reporte d'autre part k la classification des d6riv6es 
principales (7), (8). 

D .  Si l'on considdre une relation primitive dont le premier membre soit 

ou de premiere catdgorie et d'ordre K' ,  
ou de deuxidme catdgorie et d'ordre K",  
ou de troisidme catdgorie et d'ordre K'":  
i ~ Toute ddrivde de fonction inconnue figurant au second membre est 

d'ordre a~t plus dgal h K', K"  oa K"',  suivant qae cette m~me ddrivde est 
de premidre, seco~de o~t troisi~me catd.qorie. 

2 ~ Le second membre de la ,)'elation conshldrde est lindaire par rapport 
dt l'eusemble de toutes les ddrivdes qui sont, soit de premidre catdgorie et 
d'ordre K', soit de deaxidme cat~gorie et d'ordre K" ,  soit de troisidme ca- 
tdgorie et d'ordre K"'. 

I ~ Supposons, par cxemplc, que le premier membre de la relation 
consid6r6e soit de premi6re cat6gorie et d'ordre K' :  sa cote premi6re est 
alors TK' + i". D'ailleurs une d6riv6e d'ordre K figurant dans le second 
membre ~t pour cote premi6re l 'une ou rautre des trois quantit6s 

T', r K +  T'', T K +  T''', 

suivant qu'ellc est de premi6re, seconde ou troisi6me cat6gorie. Enfin, 
toutc d6rivee figurant au second membrc a une cote premidre au plus 
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(~gale k celle du premier membre. Nous sommes done ramen~s, pour 
6tablir le premier point, "~ prouver que les relations 

(49) r g  + r' < rl~' + r' , rK + r" < rK' + r' , rK + r"' < rK' + r' 

entrainent respectivement, comme consequence ndcessaire, 

K < K ' ,  K < K " ,  K < K " ' .  

Or, la premiere relation (49) entralne dvidemment K ~ K ' .  
Si ]a deuxi6me relation (49) ~tait v6rifi~e pour quelque valeur de 

K supdrieure h K", soit K = K" -b r,  off r > o, on aurait 

d'ofl 

r(K" + ,) + r " < r K '  +r' ,  

r(K'---r)  + r' > rg"  + / ' .  

et k plus forte raison 
r(:c ' --  ,) + r' ~ r ,  

ce qui est contradictoire avec la d~finition de K'. Done la deuxi~me 
relation (49) entraine K___~ K". 

On verrait, par un raisonnement semblable, que la troisi~me entralne 
K < K ' " .  

2 ~ Les entiers K' ,  K" ,  K'" ~tant tous sup~rieurs k l'ordre maximum 
des premiers membres du syst&me donn~, la relation primitive que l'on 
eonsid~re se d~duit de quelque relation du syst&me donn~ par une diffe- 
rentiation d'ordre positif. Elle a d&s lors son second membre lin~aire 
par rapport ~ l'ensemble des d~riv@s qu'indique la deuxi~me partie de 
l'6none6 D .  

VI. D~signons d~sormais par S le syst~me propose, et par (S) le 
svst&me que forment les diverges relations primitives dont les premiers 
membres sont, ou de premi&re categoric et d'ordre K', ou de deuxi&me 
eat~gorie et d 'ordre K", ou de troisi&me eat~gorie et d'ordre K"' .  I1 
est clair que, dans ees deux syst&mes, les d6riv~es principales et param6- 
triques des fonetions ineonnues sont respeetivement les m6mes, k eela pros 
que les d~riv~es principales du systkme S dont la cote premikre tombait au 
dessous de 1", sont de venues IJaramdtriftues dans le systdme (S); et si 1'on 
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dresse, d'aprSs la classe croissante de leurs premiers membres, la liste des 
relations primitives des deux syst~mes, les groupes illimitds ainsi obtenus 
sont les m~mes de part et d'autre, ~ cela pros que, pour le syst~me (S), 
un certain nombre de relations ont disparu en tdte de la liste. Si donc 
on impose, d'une part aux intSgrales de S les conditions initiales choisies, 
d'autre part ~ celles de (S) des conditions initiales identiques, en ayant 
soin seulement de prendre, pour les anciennes d~rivdes principales de- 
venues param~triques, les valeurs initiales calcul~es ~ l'aide des relations 
primitives disparues, on pourra, dans le syst~me (S) comme dans le 
propose, connaitre ~ l'aide des relations primitives, num~riquement con- 
cordantes, les valeurs initiales de toutes les d~riv~es principales, et l'on 
obtiendra de part et d'autre, pour les d~veloppements ainsi construits a 
priori des int4grales hypothStiques, des r~sultats identiques. Tout revient 
donc ~ ~tablir la convergence des d(~veloppements des int~grales hypo- 
th~tiques de (8) r4pondant aux conditions initiales que nous venons d'in- 
diquer. 

Or on peut, moyennant un simple changement de fonctions, remplacer 
le syst~me (S) par un autre oh les d~terminations initiales des inconnues 
soient toutes identiquement nulles. Effectivement, soient u ,  v , . . .  les 
fonctions inconnues du syst6me (S), et I . ,  I , , . . .  les d6terminations 
initiales de ces inconnues respectives. Nous observerons tout d'abord que, 
parmi les d6riv6es de I , ,  I ~ , . . . ,  celles qui sont respectivement sem- 
blables aux d6riv6es principales de u ,  v , . . .  ont toutes z6ro pour valeur 
initiale, et qu'elles sont, par suite, identiquement nulles, puisque leurs 
propres d~rivdes, n~cessairement semblables ~ des d~riv~es principales de 
u , v , . . . ,  ont routes aussi pour valeur initiale z~ro; quant aux valeurs 
initiales de I , ,  I , , . . .  et de leurs d~riv~es restantes, elles sont prScis6- 
ment dgales aux valeurs initiales de u ,  v , . . .  et de lcurs d~riv~es (para- 
m~triques) semblables. Cela pos~, effectuons dans le systSme (S) la trans- 
formation 

l 
u = l . + u .  

oh If, 1 J , . . .  d~signent de nouvelles fonctions inconnues, et soit ($) le 
syst~me ainsi obtenu: il va sans dire que, dans cette transformation, nous 
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conservons aux variables ind6pendantes leurs cotes respectives, et que 
nous attribuons aux nouvelles fonctions inconnues les m~mes cotes respec- 
tires qu 'aux anciennes correspondantes. Si aux relations du nouveau 
syst~me ($)  on adjoint maintenant toutes celles qui s'en d6duisent par 
de simples diff6rentiations, il r6sulte de la remarque faite ci-dessus que 
le groupe illimit6 ainsi form6 peut se d6duire des relations primitives 
de (S) en rempla(;ant les d6riv6es principales de u ,  v , . . .  par les d6ri- 
v6es semblables de H, V, . . . ,  puis les fonctions u ,  v , . . .  et leurs d6riv6es 
param6triques p a r  Ix + 11, Iv + V, . . .  et les d~riv6es semblables de ces 
sommes. De l~ on conclut imm6diatement:  I ~ que chaque  6quation du 
syst~me (~) est normale;  1 20 que, sauf le changement de u ,  v , . . .  en 
II, U , . . . ,  les deux syst~mes (S) et (~)  ont m~mes premiers membres, 
et par suite que les d6riv6es des fonctions inconnues s'y r6partissent de 
la m~me mani~re en principales et param6triques; 3 ~ que si, sans changer 
les valeurs initiales des variables ind6pendantes, on impose, d'une part 
aux int6grales hypoth6tiques de (S) les d6terminations initiales d6js in- 
&quee., d'autre part s celles de ($ )  des ddterminations initiales identique- 
ment  nulles, les relations primitives, num6riquement  concordantes dans le 
premier cas, le seront aussi dans le second, et fourniront, pour les d6- 
riv6es principales semblables des inconnues correspondantes, les m~mes 
valeurs initiales: En cons6quence, tout revient d prouver la convergence 
des d~veloppements des intdgrales hypothdtiques ~ui, dans le syst~me (~), r~- 
pondent d des d~terminations initiales identiquement nulles. 

Comme on a attribu6 aux nouvelles fonctions inconnues l I , l ~ , . . .  
( 

les m~mes cotes respectives qu'aux anciennes u ,  v , . . . ,  il est clair que 
les inconnues engag6es dans le systSme (~)  et les d~riv6es de ces in- 
connues se partageront encore en trois cat6gories. Pour  faciliter le lan- 
gage, et faute d'une d6nomination meilleure, nous nommerons dominantes 
les d6riv6es de U, lJ, . . .  qui sont 

ou de premiere cat6gorie et d'ordre K', 

1 Darts la ddmonstration d u n  ~ 31 (infrd), on substituera h ce membre de phrase 
le suivant: 

)) I ~ que~ pour chaque 6quation du syst~me (~), toute inconnue ou ddrivde figurant 
effectivement dans le second membre a une cote premiere au plus @ale h eelle du premier 
membre. D 
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ou de deuxi~me cat~gorie et d 'ordre K",  

ou de troisi~me cat~gorie et d 'ordre  /~'", 

et secondaires toutes cclles qui  sont 

ou de premiere  categoric et d 'ordre  < / ~ ' ,  

ou de deuxi~me cat~gorie et d 'ordre  < K", 
ou de troisidme cat~gorie et d 'ordre < K'" .  

On volt par  l~ que l'ensemble des ddriv~es secondaires ~quivaut exactement 
d celui des d&'ivdes dont la cote premiere tombe au dessous de I ' .  On 

observera en outre  que le syst~me (~) ne contient, outre les variables et les 
inconnues, que des ddriv~es dominantes et secondaires, et que chacune de ses 
dquations, lindaire par rapport d l'ensemble des d~rivdes dominantes, a pour 
premier membre une de ceUes-ci. 

Nous nommerons ,  dans ce qui suit: 

coefficients du syst~me ($)  les diverses fonctions (des variables,  in- 

connues et d~riv~es secondaires) qui f igurent  dans les seconds membres ,  

soit comme mul t ip l ica teurs  des d~riv~es dominantes ,  soit comme termes 

ind(~pendants de ces d(~riv~es; 

x0, Y0, �9 �9 �9 les valeurs  initiales de x ,  y ,  . . .  ; 

~ , . . .  les diverses quantit~s du groupe form~ par  les inconnues 

11, U, . . .  et leurs dSriv~es secondaires (toutes ces quantit~s ont  des valeurs 

initiales nulles, puisque les d~terminat ions initiales sont iden t iquement  
nulles); 

11', i f , . . ,  les inconnues de premiSre cat~gorie, g' l eur  nombre,  g'~, 
t t 9.2 , . . . ,  g~._~ les hombres  respectifs de leurs d~riv~es des ordres 1 , 2 , . . . ,  

u", v " . . . ,  les inconnues de deuxi~me cat4gorie, g" leur  hombre,  g':, 

g~ , . . . ,  g~.,~ les hombres  respectifs de leurs d~rivSes des ordres ~, ~, . . . .  
I ( "  ~ I ; 

11'", ~ ' " , . . .  les inconnues de troisi~me cat~gorie, g'" leur  nombre,  

g':', g'~", . . . ,  g'~"._~ les hombres  respectifs de leurs ddrivdes des ordres 
. ~ H ~  l I ~ 2 ~ . . . ~  - -  I. 

i Dans la d~monstration d u n  ~ 31 (infrd), on nommera en outre lermes anormaux 
du syst~me (~) tous ceux qui~ dans quelque second membrc de (~), coatlennent une 
d~rlv~e anormale par rapport au premier membrc correspondant; et lermes normaux du 
syst~me (~) tous les autres termes des seconds membres. 
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D'ailleurs, les seconds membres du syst6me primitif S &ant, par la 
d6finition m~me des int6grales ordinaires, d6veloppables dans un domaine 
des valeurs initiales choisies pour les diverses quantit6s qui y figurent, 
on voit sans peine que les coefficients du syst6me ($)7 fonctions des di- 
verses quantit& 

X , y ,  . . . , ~ . . . ~  

sont d6veloppables dans un domaine des valeurs initiales 

X o , Y o , . . . ,  O ,  . . . .  

VII. Soient 

i (e'est-g-dire moindre que z une eonstante positive moindre q u e ~  

le quotient de x par le nombre des eat6gories d'inconnues du syst&ne 
donnd); 

ft une constante positive quelconque; 

K ' K " K ' "  

,g; ,g~ ," ",g~'-l, 

g "  g ; '  g ; '  �9 �9 " 

9'" v;" v;" . . .  " '  

les entiers d6finis dans ee qui pr6e6de (V), (VI); 
w', w", w"' trois fonctions inconnues de la variable ind6pendante t. 

Si l'on pose 

( s o )  

---- t A- g 'w '  -F g~ ~ -  -I- �9 . .  4- g'K,-~ at~'-~ 

+ g"w" + g,{ aw" ,, a~"-~ w" 

-I- g"'w"' Jr- gi" aw "' ,. a~'"-~ w"' "4- �9 �9 �9 -I- gw,,-~ at~'"-~ ' 

AetamathemaNoa. 23. Imprim~ le 3 novembre 1899. 35 
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I 
le systdme diffdrentid 

(5,) 

I v~'w /~O(z) 
~IK, ~--" I ~ - - - - ~ (  ~) ' 

~"w" l~O(z) 

~K'"w ' t~O( z ) 
-i-- 

admet un groupe d'int~grales satisfaisant aux conditions initiales 

-~ -  = . . .  - -  Ot~,_l = 0 

(5 2) w" : - ,  w" - - ~  ~ o pour t = o. 

W Ipp ~ t / j -  ~ ~.K'"-- 1 r "~ 

Les ddrivdes restantes de ces int~grales oat d'aiUeurs, pour t ~ o, des valeurs 
initiales essentiellement positives. 

D'abord, l 'existence d'un groupe d'int6grales r6pondant aux conditions 

initiales (52) r6sulte imm6diatement  de l'alinda IV du prdsent numdro 22. 
D 'un  autre e6t6, si ).'on d6veloppe O(z) par la formule 

i + z + z ' + . . . ,  

et que, apr6s avoir remplac6 z par le second membre de (50), on ordonne 

le r6sultat par rapport  aux puissances de 

t 

;~W' ;~s W '  

W '  , ~ t  ~ " " * ~ ~ t  g ' - I  

; )W" ~K"- - I  W "  

W ' "  ~ ;~t ~ " " " ~ ;~t K ' ' - t  

~ w " '  ~ K ' " - - 1  w ' "  

W " '  , ~ t  ~ " " " ~ ~ t  g ' ' ' - I  ' 

on voit: immddiatement que les valeurs initiales de la fonction ainsi ob. 
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tenue et de ses d6riv6es partielles de tous ordres sont essentiellement 
x 

positives. I1 en est de m6me de la fonction i - - 3 , 0 ( z ) '  qu'on peut, k 

i d6velopper suivant la formule cause de z < ~ ,  

I + 3 8 0 + 3 ~ z 2 0  ~ + . . . ,  

par suite enfin du produit 

I 

riO(z). I - -  3*0(z)' 

second membre commun aux 6quations du syst6me (5I). Les valeurs 
initiales des d6riv6es principales de nos int6grales jouissent donc, elles 
aussi, de la propri6t6 annonc6e: car 1'attribution aux quantit6s 

des cotes respectives 

W r t  W t H  t~ W'~ 

I , - - - K ' ,  - - K " ,  - - K ' "  

met tout d'abord en 6vidence la nature orthonome du syst6me (5I), et, 
cela 6tant, on aper~oit sans peine que le calcul des valeurs initiales des 
ddrivdes principales, effectu6 de proche en proche pour les classes succes- 
sives ~ l'aide des relations primitives, conduit n6cessairement ~ des r6sultats 
tous positifs. 

Nous d6signerons par W'(t), W"(t), W'"(t) les int6grales consid6r6es 
du syst6me (51). 

Nous ferons en outre observer ce qui suit. 
. . . . . . . . . . . .  des quantit6s po- Si l'on nomme 8 t , e 2 , . . . , S l  ,82 , . . . ,81  ,r , . . . ,  

sitives (en nombre limit6) v6rifiant les relations 

t t 

IS 87 + s ,  + . . . .  8,  

] t t  
si" + e, + . . . .  8,  

le syst6me (5I) entraine 6videmment eomme consdquence 
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(53) 

K' W' ~K' ,~0' 
= #o ( z )  + -:', o(z)  u "  

~K"  W "  
o" o(~) 

- t ("  t/t  

~K",tO" 
~t~., = idem, 

~K" W"' 
= idem. 

K ' 10' 

+-z~ e(z) uK, + . . .  

- -  + ~'r O(z) ~ ' ~ "  
- 5 i ~  + " "  

- K ' "  inp 
p p p  ~. .~ W 

- -  + ~ e ( z ) ~  + . . . ,  

D'ailleurs, le syst6me (5 i) entrainant aussi comme consequence les relations 

si, dans 
(le~ 80nM~eS 

OK'W' ' o' o(~) 

~ K "  W "  

l 'une quelconque des 6quations (53), on remplace telle ou telle 

oK' w' 

orE' § . . . ,  

~K"w,, 

~ t K .  § �9 . . , 

C , O ( z ) ~  ~o ' ' '  ,,, ~'~ ~o"' ~t~" § ~'' e ( z ) ~  + . . . ,  

mO'(z) 
par la quantit6 , _ 3z0(z)' on tombe encore sur une consequence de (5I). 

VIII. Le syst~me dMuit de (~) en y remplafant les coefficients des 
seconds membres par certaines majorantes relatives aux valeurs initiales 

des quantitds 

X o ' y o ' ' ' ' ' O '  . . .  

x , y , . . . , [ , . . .  

possMe un groupe d'intdgrales qui s'annulent, ainsi que leur ddrivdes se- 
condaires, pour 

x - -  x o = y - y o  = . . . .  o ,  

landis que toutes leurs autres ddrivdes ont des valeurs initiales positives. 

Aux variables ind6pendantes et aux fonctions inconnues 

X , y , , U ' ,  lY, , , U", U", U'" ,  U" '  . . . . . . . .  9 9 ~ 1 7 6  
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du syst~me ($) faisons correspondre autant de constantes positives 

( )  . . .  ~' r  ,, r . .  54 ~,72, , , , , o , r  , .  , 

que nous nommerons, pour abr~ger, leurs poids respeetifs; consid~rant 
ensuite l'une queleonque des d~riv6es des inconnues, appelons poids de 
eette d6riv6e le quotient obtenu en divisant le poids de  la fonction 
laquelle elle appartient par eeux de toutes les Variables de diff6rentiation, 
distinetes ou non; d6signons enfin d'une manidre g6n~rale par 9 ' , - "  les 
poids respeetifs des quantit6s [ ,  . . . .  

Cela pos6, eonsid6rons une ~quation, cons6quence de (5i), subsistant 
entre 

~K' ,tO' ~g" 'tO" ~K'" W'" 
Z ~ ~ t  K, , o tK, ,  , ~tK,, ,  

et rempla$ons-y la somme z par la somme 

s = ~(x - -  x0) + ~ ( v - -  Y0) + . . .  + ~[  + . . .  ; 

substituons d'autre part ~ la d6riv6e #:'w' qui peut figurer dans divers 
~tK '  , 

termes de l'6quation eonsid6r6e, divers produits obtenus ehaeun en mul- 
tipliant l'une quelconque des d6riv6es dominantes de U', l f , . . ,  par son 
poids; effectuons enfin des substitutions analogues pour ehacune des d6- 

~K" W" ~K'" 'tO'" 
riv6es ~W' et pour chacune des. d~riv~es ~t---~,=-: la relation r6sultante 

sera, comme il est bien facile de s'en rendre compte, identiquement v6- 
rifi~e pour 

u' = ~ w '  [~ (~ - -~0)  + ~ O - v 0 )  + . . . ] ,  
0 

v' = '_!_ w '  [~(X--Xo) + ~ ( v ~ v 0 )  + - - - ] ,  r 
�9 , . , �9 . �9 . . . . . . . . . .  

u" = ~ w "  [ ~ ( ~ - -  ~o) + ~(~--Vo) + . . . ] ,  
0 

(s5) x 
~" - r w "  [*(~- -~o)  + ~ ( ~ v o )  + . . . ] ,  

�9 . . . . . . . . . . . . . . . .  

~ , , ,  I W ' "  = ~,,= [ ~ ( ~ 0 )  + ,~(V--Vo)+..], 

~'" = r w ' " [ , ( ~ - -  ~0) + ,~(V--Vo) + . . . ] ,  
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Prenons maintenant, dans le syst6me ($), une 6quation quelconque 
(9), et d6signons par q', q", q'" les nombres respectifs ( >  o) des d6riv6es 
dominantes de premi6re, seconde, troisi6me catdgorie, qui figurent effective- 
ment darts son second membre; par 

' A '  A ' ,  i l  ) 2 ) �9 * ' )  q '  

" A "  A " ,  i l  ) 2 ) �9 �9 �9 ) q "  

Ai" A'" A"' 
) 2 ~ " * " ) q " '  

ces ddriv6es respeetives, par 

t ~[ , ~  , . . . ,  ~ r  

1 ) { 0 2  ) �9 ~ �9 ) { 0 q "  ) 

I 9 t O , )  9 �9 �9 " ) t O q , , ,  

leurs poids respectifs, par A l e  premier membre de (9), et par ~ le 
poids de A Si l'entier q' n'est pas nul, on remplaeera ['ensemble des 

! termes en A~, A 2 , . . .  , Aq. qui figurent dans le second membre de (9) 
par 

r + . . .  + 

/~eO'( s) On si q' est nul, on remplacera cet ensemble absent par 
I - -  3 ~ O ( s )  

t !  effcetuera des substitutions analogues pour les termes en A'1', A'2', . . . ,  Ar 
i t l  et pour les termes en A'I" , A ~ " , . . . ,  Ar qui figuren~ dans le second 

membre de (9). Quant au terme ind6pendant des d6riv6es dominantes, 
on le remplaeera par f~0(s). On remplaeera enfin le premier membre A 

i L'6quation finale- par O&, et on multipliera les deux membres par ~.  

ment obtenue ((9)) ne diff6rera alors de (9) que par les coefficients, fonc- 
tions de x , y , . . . ,  f ,  ..., qui figurent dans le second membre. A ehaque 
6quation du syst6me ($)  on fera correspondre de m4me une 6quation 
telle que ((9)); on obtiendra finalement un syst6me (($)) ne diff6rant de 
($) que par les coefficients des seconds membres, et identiquement v6rifi6 
par la substitution aux inconnues des seconds membres de (55), c'est 
dire de fonctions qui, elles et toutes leurs d4riv6es secondaircs, prennent 
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en x0, Y0, �9 �9 �9 des valeurs initiales nulles, tandis que leurs d6riv6es restantes 
y prennent des valeurs initiales positives. Chacun des nouveaux coeffi- 
cients s'obtient d'ailleurs en faisant le produit de 8 ( s )  par quelque con- 

stante positive, et y ajoutant parfois le produit de O~(s) I - -  3~0(s) par quelque 

autre constante positive. La premidre de ces deux constantes, qui seule 
est importante s consid6rer, et que nous nommerons, pour abr6ger, carac- 

tdrist ique du coefficient, ddpend d e s  ou de /~ suivant que le coefficient 
oh elle figure multiplie ou non quelque d6rivde dominante. Son produit 
par 0(s) est identique au coefficient de (($)) dont il s'agit, ou l ' a d m e t  
pour majorante relativelnent aux valeurs x o , Y o , ' " ,  o , . . .  de x ,  y ,  ..., [ ,  .... 

La constante positive e 6tant choisie sous la seule condition d'dtre 

i fixons maintenant les valeurs des constantes positives (54). inf6rieure /~ ~, 

Consid6rons /~ cet effet le domaine des valeurs 

(5 6 ) XO ' ~ 0  Y " " " ' O ,  . . �9 

/~ r int6rieur duquel  les coefficients des seconds membres de ($ )  sont dS- 
veloppables, et soient 

r u n e  quantit6 positive moindre que tous ses rayons; 
Ih r u n e  quantit6 positive sup6rieure ~ toutes celles que l'on obtient, 

lorsque, ap%s avoir d~ve!opp6 los divers coefficients du systSme (~i) 
partir des valeurs (56), on remplace dans ces d6veloppements les coefficients 
par leurs modules, et lea quantit6s 

x - x 0 , v - y 0 , . . , f , . . .  
par la constante r; 

1 Dans la ddmonstration d u n  ~ 31 (infrd)~ on remplacera cette phrase par ]a suivante: 

)) l~/ une quantit6 positive sup6rieure /~ routes eelles que l'on obtient, |orsque, apr~s 

avoir d6velopp6 /~ partir des valeurs (56) les coefficients des termes normaux du syst~me 
( ~ )  et les ddriv6es premieres des coefficients des termcs anormaux~ on rcmplace dans c e s  

ddveloppements ]es coefficients par leurs modules, et ]es quantit6s 

-- z0 , Y - -  Y0 . . . . .  r . . . .  
p a r  la constante r . ~  
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.P la plus grande des deux quantit6s ]tl, i - ;  

Q un entier positif supdrieur k la plus grande valeur que puisse 
atteindrc, pour une 5quation quelconquc du syst6me ($), le nombre des 
d~rivdes dominantes figurant au second membre; 

h~, h 3, . . . ,  hp les plus petites valeurs que puissent respectivement 
atteindre les cotes seconde, troisi6me, . . . ,  p~"  des diverses variables in- 
d~pendantes; 

G2, G ~ , . . . ,  G~ les plus grandes valeurs que puissent respectivemcnt 
atteindrc celles des quantit6s [ , . . . ,  c'est ~ dire des fonctions inconnues 
et de leurs d6riv6es secondaires; 

J~, J , , . . . ,  2"~ les plus petites valeurs, et J~, J 3 , ' " ,  J~ les plus 
grandes valeurs que puissent respectivement atteindre celles des diverses 
d6riv@s dominantes. 

D6signant en outre par 

, 0,, 0 ~ , . . . ,  Op 

p -{- I constantes positives dont les valeurs vont dtre fix6es dans un instant, 
nous prendrons: i ~ pour le poids d'une variable ind6pendante, un produit 
de puissances de 0, ,  0~, . . . ,  0p d'exposants respectivement 4guux aux 
cotes premiSre, seconde, . . . ,  10 i~n~e de cette variable; 2 ~ pour le poids d'une 
fonction inconnue, le quotient de a par des puissances de 0~, 0~, . . . ,  0p 
d'exposants respectivement ~gaux aux cotes premiere, seconde, . . . ,  pi~e 
de la fonction inconnue consider@. - -  Le poids d'une d~riv@ de fonction 
inconnue aura alors pour valeur le quotient de a par des puissances de 
0~, 8 2 , . . .  , 0~ d'exposants respectivement 6gaux aux cotes premiere, se- 
conde, . . . ,  p ~  de la d~rivde dont il s'agit. 

Cela dtant, ~ on d6terminera successivement les quantit6s 0~, 0p_~, 
�9 . . ,  0 2, O, et a de mani~re a v~rifier les in~galit~s: 

i Dans la ddmonstration d u n  ~ 3 1 (infrd)~ on remplacera la fin du prdsent alinda 

V I I I  par ce qui suit: 

~Cela dtant, on d~terminera ~uccessivemeat les quautit~s Op, Op_, . . . . .  0~, O, et 

a de manihre k v~rifier les iudgalitds 
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{ 0, > I ,  

o, >eq; 

1 
0~_l > I, 

0,_, > P q @-J,; 

0~> I, 

o, > P q 
$ 

, ~ J ~ , - - j ~  . 
, " " tlj9 

0 1 >  I ,  

O, > -- P Q  v, znirh nd̀-Ao3 �9 . . ~--JP 

I 
@ I, 

@ >PQ--- 

Op--I > I:, 

Op--1 > P Q  O~o--j, ; 
$ 

�9 �9 . �9 . ~ ~ . �9 . . �9 �9 

O , > I ,  

o, > Pe  o#- j , . . ,  o+,_j,; 

O ~ > I ,  

O, > P Q  O~'-]*8~'-J'. . . O~ "-s ' ,  

01 > P Q  O~ *-/'-+O+8=-A-~:... O/"- / ' -h ' ,  

"Or} P--1.00r aqs a~ 5'p 6~ ~01 ,2 "8 . . . u p ,  

a > P Q  oiar-la+*-J*+O*P/:-A+a't,= t,a �9 �9  0~ "-j '+~ , 

Acta mathcmatiea. 23. Imprim~ le 17 novembre 1899. 36 
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Dane cee conditione, lee quantit~s ~, r 2 , . . .  , ~ , . . .  et lee caract~rietiquee 
d~pendant de ~ ne peuvent manquer,  comme noue allons ]e voir, d'etre 
toutes sup~rieures ~ P .  

et on raisonnera comme il suit pour ~tablir que ]es coefficients du syst~me d~sigu~ par 

((~i)) sont majorauts pour los coefficients correspoudants de (~). 

E n  premier lieu~ les eonstantes ~ ,  r ] ,  . . ~ ~ ~ . . .  ne peuvent manquer d'etre routes 
sup6rieures ~ P .  Car~ les quautitds 6 ~ , 8 2 ~ . . .  ~#p dtant routes plus grandes que I, et 

]es cotes premieres des variables inddpendantes au moins ~gales ~ I~ les quantitds ~ ~ . . .  

sont toutes au moius dgales 

par suite supdrieures ~ P ;  et~ d'un autre eStd~ puisque les quantitds ~ , . . .  oat routes 

des cotes premieres moindres que ~T' les quantit~s ff ~ . . .  sour routes au moins dgales 

~]l'--l nGsn aa ~p ' 
I u2 or3 . . .  

par suite aussi sup~rieures ~ P .  
Si ]'on eonsidbre maintenant uue ~quation quelconque du syst~me (~)), et~ dans le 

second membre de eette ~quation~ une d6riv~e dominante qui soit normale par rapport au 

premier membre~ ]a d~riv~e dour il s'agit a n~eessairemeut: soit une cote premiere iu- 

f~rieure ~ celle du premier membre; soit une cote premiere ~gale ~ eelle du premier 

membre, avee une cote secoude i n f ~ r i e u r e ; . . .  ; soit des cotes premi~re~ seeonde~. . .  : 
( p -  2) t~mv respectivement 6gales ~ celles du premier membre avee une cote ( 1 o - - I )  i~me 

inf~rieure; soit enfin des cotes premi~re~ seconde~ . . . ,  ( p -  I)  I~me respeetivemeut ~gales 

celles du premier mcmbre avec une cote ;0 i~me infdrieure. Comme ies quantites ~x~ ~ ,  

. . .  ~ #~ sont routes sup6rieures ~ I~ les caract~ristiques d6pendant de �9 dans les termes 
normaux des seconds membres de ((~)) ont don% suivant ]e cas, une valeur sup~rieure 

l'une ou ~ l 'autre des quantit~s 

~ ' , - i ,  �9 " 

~ , - ~ ,  

�9 , . . o . �9 o �9 . 

- ~  u p  up--1 

Q 

elles sont donc toutes sup6rieures ~ P .  
Passons aux termes anormaux. Le coefficient d'un terme anormal a d'abord~ dans 

(($)), une valeur initiale positive~ au lieu d'une valeur initiale nulle qu'il poss~de dans ($). 

On observera ensuite que la d6riv6e premi~re~ par rapport b, l 'une quelconque des quantit6s 



Sur une question fondamentale du caleul integral. 283 

Effectivement, lea quantit~s 8~, 0 ~ , . . . ,  8~ 6tant toutes sup6rieures 
s ~, et les cotes premi6res des variables ind6pendantes au moins 6gales 

t, les quan~it6s ~, ~ / , . . .  sont routes au moins 6gales 

par suite supdrieures s P; et, d'un autre c6t6, puisque les quantit6s [ , . . .  
ont toutes des cotes premi6res moindres que F, les quantit6s ~ , . . .  sont 
toutes au moins ~ga.les 

1 ~ 2  u-~ . , .  

par suite aussi sup~rieures ~ P. 

�9 , y , . . . , ~ , . . . ,  du coefficient d'un terme anormal~ es~ le produit de Or(s) par une 

eonstante positive, et que eerie eonstante positive est au moins dgale ~ ]a plus petite des 
quantitds 

�9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 o . �9 �9 . 

�9 �9 �9 �9 . . �9 �9 �9 o , �9 �9 o 

par suite au moius dgale ~ ]a plus petite des deux quantitds 

�9 1~1 i]r ~l ~ ~3 . . .  6 ~  P+h~-J~' , 

Q 011 ~--1 . . .  

par suite encore sup~rieure ~ P .  
Finalement, si~ dgsignant par ea le poids maximum des premiers membres du syst~me 

((~)), on prend /~ > ~Pw~ toute caraetdristique ddpendant de/~,  dtant au moins ~gale 

- ~  sera~ elle aussi~ sup~ricure ~ P .  
OJ  

En rapprochant tout ce qui prdc~de des alin6as I et I I  d u n  ~ 22~ on volt sans 
peine que |es divers coefficients du syst~mc (~) admettent comme majorantes, par rapport 
aux valeurs (56), les coefficients eorrespondants du syst~me ((~)). Nous avons d'ailleurs 
d~j~ remarqug que ee dernier admet uu groupe d'intdgra|es qui~ elles e~ routes leurs d~- 
riv~es seeondaires~ prennent en z o , Y o , - ' -  des valeurs initiales nulles: tandis que lcurs 
ddriv~es restantes y prennen~ des valeurs initiales positives.~ 
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Si l'on eonsid6re maintenant une 6quation queleonque du syst~me 
((~$)), chacune des d6riv6es dominantes figurant au second membre a n6- 
cessairement: soit une cote premi6re inf6rieure k celle du premier membre; 
soit une cote premi6re 6gale g celle du premier membre, avec une cote 
seconde infdrieure; . . .  ; soit des cotes premi6re, seeonde, . . . ,  ( p ~ 2 )  i~. 
respectivement 6gales g eelles du premier membre, avec une cote ( p ~  I) l~ '  
inf6rieure; soi t  enfin des cotes premi6re, seconde, . . . ,  ( p - - I )  l~o respec- 
tivement 6gales k celle du premier membre, avec une cote p~mo inf6rieure. 
Comme les quantit6s 0~, 0 ~ , . . . , ~  sont routes sup6rieures k I, les ca- 
ractdristiques d6pendant de e ont donc, suivant le cas, une valeur su- 
p6rieure k l'une ou g l'autre des quantitds 

0~- '~  0 j ~ - ' ~ - ' ' ~  " * " 3 u ' 2  V l ,  

e O~,_j, ,~i,-J, ~ 
�9 . �9 u ,  3 o ' $ ~  

�9 �9 �9 �9 �9 . �9 �9 * �9 . �9 

~ u , p  u , p _  1 

~0,; 

elles sont done toutes sup~rieures h P.  
Finalement, si, d~signant par w le poids maximum des premiers 

membres du syst~me ((~)), on prend /t ~ Pr toute caract4ristique d6- 

pendant de #, ~tant au moins ~gale h /~ ~,  sera, par suite, sup~rieure k P. 

En rapprochant des alin~as I et II tout ce qui precede, on voit sans 
peine que les divers coefficients du syst~me ($) admettent comme ma- 
jorantes, par rapport aux valeurs (56), les coefficients correspondants du 
syst~me (($)). Nous avons d'ailleurs d~j~ remarqu~ que ce dernier admet 
un groupe d'int~grales qui, elles et toutes leurs ddrivdes secondaires, 
prennent en x 0, Y0, . ' "  des valeurs initiales nulles, tandis que leurs d~- 
riv~es restantes y prennent des valeurs initiales positives. 

IX. Les intdgrales hypothgtiques de (~) qui, pour x - - x  o ~Y- -Yo  . . . . .  o, 
ont des ddterminations initiales identiquement nuiles, ont leurs ddveloppements 
ngcessairement convergents, ce qui ach~ve la ddmonstration. 
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I1 suffit, pour l'6tablir, de prouver que, dans le syst6me (($)), les 
d6riv6es de tous ordres des intdgrales effectives dont nous venons de 
constater 1'existence ont des valeurs initiales posltwes (ou nulles), sup6- 
rieures (ou 6gales) aux modules des valeurs initiales que doivent prendre 
les d6riv6es semblables des int6grales hypoth6tiques de ($). Le point en 
question se trouve d6j~ 6tabli pour les d6riv6es param6triques, car leurs 
valeurs initiales sont nulles darts le syst6me ($), tandis qu'elles sont po- 
sitives ou nulles dans le syst6me (($)): il reste done ~ l'6tablir pour les 
d6riv6es principales. 

Or, si l'on prend darts les syst6mes ($) et (($)) deux relations pri- 
mitives correspondantes (p) et ((p)), le second membre de la premi6re est 
une somme de produits pouvant contenir en facteurs quatre sortes de quan- 
tit6s, s.avoir: certains entiers positifs; certains coefficients des seconds 
membres de ($);  certaines d6riv6es partielles de ces coefficients; enfln 
certaines d6riv6es, principales ou param6triques, des fonctions inconnues. 
Et le second membre de la deuxi6me est compos6 exactement de la mgme 

'fagon avee les entiers positifs dont il s'agit, les majorantes des coefficients 
de ($), leurs d6riv6es partielles, et les d6riv6es principales ou param6- 
triques des fonctions inconnues. D'un autre c6t6, comme nous rayons 
d6j~ (tit, les valeurs initiales des d6riv6es param6triques des int6grales 
effectives de (($)) sont positives, et sup6rieures aux modules de celles que 
poss6dent les d6riv6es semblables des int6grales hypoth6tiques de ($). 
Si done on ordonne par rapport aux ddriv6es principales les seconds 
membres de (p) et ((p)), et qu'on y remplace par leurs valeurs initiales 
les variables, les inconnues, et les d6riv6es param6triques, le second des 
polynomes ainsi obtenus aura ses coefficients positifs et supdrieurs aux 
modules des coefficients correspondants du premier. On voit alors, par 
un raisonnement effectu6 de proche en proche pour les classes successives, 
que les valeurs initiales des d6rivdes principales des intdgrales effectives 
de (($)) sont positives, et sup6rieures aux modules de celles que poss6dent 
les d6riv6es semblables des int6grales hypoth6tiques de ( $ ) :  c'est ce qui 
restait s 6tablir. 

1 Dans la ddmonstration du n ~ 31 (infrd)~ on remplaeera la derni~re phrase de 

l 'alinda I X  par la suivante: 

~En observant maintenant que toutes les d6rivdes principales anormales par rapport  
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QUATRI]~ME PARTIE. 

R~!duction d'un systbme diff~!rentiel quelconque ~t une forme 
complbtement int~Igrable. 

23. Nous rappellerons tout d'abord le principe suivant. 
Soient x ,  y , . . .  des variables en nombre quelconque que l'on con- 

sid~re comme ~tant routes ind~pendantes les unes des autres; soient en outre 

deux syst~mes d'~quations num~riquement v~rifi~es pour les valeurs par- 
ticuli~res x0, Y o , ' - ' ,  et dont les premiers membres soient des fonctions 
bien d~finies de x , y , . . ,  dans un domaine suffisamment restraint des 
valeurs x 0 , Yo, . . . .  Le champ de variation de x ,  y ,  . . .  ~tant suppos4 
r~duit ~ un pareil domaine, si le second des deux syst~mes consid~r~s 
admet toutes les solutions num~riques du premier, on dit qu'il est une 
consequence algdbrique du premier; et si chacun des deux syst~mes est 
une consequence alg~brique de l'autre, on dit qu'il sont algdbriquement 

dquivalents. 

Cela pos~, et x ,  y , . . .  ayant la m~me signification qua ci-dessus, si 

l'dquation 

(57) F @ , y ,  . . . )  = o, 

num~riquement vdrifi~e pour  les valeurs particuliOres x0, Yo , . " . , a son 

au premier membre commun de (p) et ((p)) ant disparu du premier polynome apr~s eettc 
substitutlon~ on voit~ par uu raisonnement effeetu~ de proehe en proehe pour les classes 
sueeessives~ que ]es valeurs initiales des d~riv~es principales des int~grales effectives do 
((~i)) sont positives, et supdrieures aux modules de celles que poss~dent les dgrivdes 

semblablcs des int~grales hypoth6tiques de ( ~ ) :  c'est ee qui rcstait ~ ~tablir.v 
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premier membre ddveloppable dans un domaine de ces valeurs, si de plus la 
~F 

dgriv~e partielle ~ ne s'annule pas pour les valeurs dont il s'agit, l'~quation 

(57) d~uivaut alg~briquement, dans le voisinage de xo, go, ..., h une ~uation 

( s s )  �9 = z ( y , . . . ) ,  

dont le second membre, d~veloppable dans un domaine des valeurs Y o , " ' ,  
se rdduit, pour ces derniOres, d x o. 

Ecrire la formule (58), c'est ce qu'on appelle r~soudre au point de vue 

alg~brique l'~quation (57) par rapport ~ x dans le voisinage de x0, Yo, .... 

24. Etant donn~ un syst~me diff~rentiel S,  dont les second membres 
sont nuls et les premiers ddveloppables dans quelque domaine, on peat, dans 
les circonstances gdn~rales, et sauf la rencontre de relations non identiques 
entre les seules variables inddpendantes, en d~duire sans changement de va- 
riables ni intdgration un second syst~me admettant les m~mes intdgrales, et 
composd: I ~ d'un groupe orthonome passif o~ se trouvent engag~es certaines des 
inconnues du syst~me propose; 2 ~ d'un groupe de relations exprimant les in- 
connues restantes d l'aide des variables inddpendantes, des inconnues du pre- 

mier groupe, et des ddrivdes de celles.ci. 1 

(Il va sans dire que ces deux groupes de relations peuvent ~ventuelle- 

ment se rdduire d un seal.) 
Nous pr~senterons tou~ d'abord une remarque g~n~rale sur le genre 

de raisonnemen~ que l'on est oblig~ de faire dans une semblable question, 
quel que soit d'ailleurs le mode de r~duction adoptS. On doit en effet, 
quel que soit ce mode, r~soudre alg~briquement par rapport aux fonc- 
tions inconnues et ~ leurs d~riv~es, consid~r~es dans un certain ordre, 
certaines relations dont les unes sont donndes, et dont les autres s'intro- 
duisent au fur et ~ mesure des calculs. Or, on suppose essentiellement 
que chaeune des r~solutions successives, auxquelles on est ainsi conduit, 
peut s'effectuer conform~ment au principe du num~ro precedent 23, sans 
que les rdsolutions ant~rieures en soient troubl~es. Cette pr~somption, 

i Cette proposition et la ddmonstration qui suit ont dtd publides~ en juin I893~ 
dans les A n n a l e s  de l ' E c o l e  N o r m a l e  (p. I5I et suiv.): on trouvera toutefois~ dans 
la rddaction aetuelle~ quelques ldgbres amdliorations. 
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laquelle les faita peuvent, dans tel ou tel cas, ne pas donner raison, 
se justifie toutefois assez fr~quemment pour que nos d~ductions conservent 
toute leur valeur g~n~rale: mais, ~ vrai dire, la tr~s-grande g~n~ralit~ du 
probl~me pos~ ne nous permettra d'obtenir, dana les raisonnementa de 
l'alin~a III (infrd), ni une rigueur absolue, ni une precision irr~prochable. 

Cela pos~, voici comment on peut a'y prendre pour ~tablir la pro- 
position g~n~rale formulae ci-dessus. 

I. Si dans un syst~me diff~rentiel, r~solu par rapport d certaines d~- 
riv~es des inconnues, on attribue, conformdment aux indications du n ~ 6, p 
cotes h chacune des variables et des inconnues, et si chaque second membre 
ne contient, outre les variables ind~pendantes, que des quantitds normales par 
rapport au premier membre correspondant, on peut, sans changer les cotes, 
en d~duire un syst~me orthoique ~quivalent, composd d'un hombre dgal d'~qua- 
tions ayant respective~ent les m$mes premiers membres. 

Si le syst~me donn~ ~ n'est pas ortho'ique, on d~signera par C la 
cote premiere maxima de ses premiers membres; puis, de l'ensemble des 
relations d~duites de ~ par differentiations, on extraira un groupe ~ '  
choisi de telle sorte, que, dans le syst~me simultan~ 

(59) ( ~ ,  ~'), 

chacune des d~riv~es principales (x 2) dont la cote premiere ne surpasse 
pas C figure comme premier membre une lois et une seule. Les ~qua- 
tions du ayst~me (59), rangdes k la suite les unes des autrea d'apr~s la 
elasse eroissante de leurs premiers membres (8), sont successivement r& 
solubles par rapport aux d~riv~es qui figurent dans ces premiers membres, 
et, en effectuant la r~solution dont il s'agit, noua sommes conduit k un 
syst~me 

(60) 

compos6 de deux grouped d'6quations dont lea premiers membres sont 
respectivement identiques k ceux des groupes ~j et ~)', tandis que les 
seeonds membres, ind6pendants de route quantit6 anormale, le sont en 
outre de toute d6riv6e prineipale. De lk r6sulte imm6diatement la nature 
orthoique du syst6me ~,  et nous allons prouver maintenant qu'au point 
de vue de rint6gration ce ayst6me 6quivaut k ~ .  
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I ~ Toute solution de ~ v~rifie ~ .  

Car elle v~rifie (59), et par consequent aussi (60). 

2 ~ Toute solution de ~ vdrifie ~ .  

Effectivement, les 4quations du syst6me (59) 6rant dispos~es les unes 
la suite des autres dans leur ordre de r4solution successive, et celles du 

syst6me (60) dans l'ordre correspondant, d~signons par [Ji et I:~ les 6qua- 
tions de rang i de ces deux syst~mes respectifs. Si Yon observe que la 
relation ~1 ~fait n6cessairement pattie du groupe ~), que d6s lors 1:1 fait 
partie du groupe ~,  et que, les relations [Jl et 1:1 &ant identiques entre 
elles, toute solution de ~ v6rifie [h et t~, il nous suffit 6videmment de 
faire voir qu'en supposant v6rifi6es les diverses ~quations du syst6me ;~ 
et celles des deux suites 

r l ,  r2, . . - ,  rq, 

les ~quations ~q+~, t'q+i le sont 6galement. Or, si l:q+~ fair partie du 
groupe ~ ,  elle est v6rifi6e par hypoth~se, done aussi Oq+l, qui peut &re 
consid6rde comme une combinaison de r l ,  [g, �9 �9 �9 !:q, l:q+~. Si rq+l fait 
partie du groupe ~ ' ,  Oq+t fair partie du groupe ~', et peut se d~duire 
par differentiation de quelqu'une des 6quations ~ ,  ~2, -" �9 [Jq; elle est 
donc v6rifi6e en m~me temps que ces derni6res, par suite aussi ~:~+~, 
qui s'obtient par une combinaison de ~ , ~ , . . . ,  ~q, Oq+~. 

II. Si l'on consid~re diverses [onctions 

(6I) U, v ,  . . . ,  W 

des variables ind@endantes 
g~y~ . . . , Z ~  

et que l'on forme successivement, avec des ddriv~es de u ,  v , . . . ,  w, divers 

ensembles (limitds) dont chacun ne contienne que des ddriv~es param~triques 

relativement d tous les  prdc$dents, le hombre de ces ensembles est forcgment 

limit& ~ 

1 Cette proposition~ dont j ' a i  publi~ la d~monstration en juin I893  (Anna le s  de 
l ' E c o l e  N o r m a l e ,  I893  , p. I 7 I  ~ I72  et I73) , eontient eomme cas particulier la sui- 

Aat~ mat~mat/aa, 23. Imprim6 le 15 novembre 1899. 37 
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Pla~ons-nous, en effet, dans l'hypoth~se contraire, et supposons qu'on 
puisse former une suite ind~finie d'ensembles, dont chacun ne contienne 
que des d6riv~es param6triques relativement k tous les pr~c6dents. En 
pareil cas, quelqu'une des fonctions (61), u par exemple, fournit certaine- 
merit des d6riv~es k un nombre illimit6 d'ensembles. Si l'on d6signe par 
E '  Fun de ces derniers ensembles, et par 

(62) 
~ ~ ' + Iz ' + . . . + ,, ',u, 

~mX' ~yW . . . O z "  

l'une des d~riv6es de u qui figurent dans E ' ,  il y a encore, h la suite de 
E' ,  un nombre illimitd d'ensembles contenant des d~riv6es de la fonction u; 
pour chacune de ces d6riv~es, l 'un au moins des ordres partiels 2,/z,...,~, 
relatifs "~ x ,  y , . . . ,  z, est inf~rieur k l'ordre partiel correspondant de 
(62), et chacune d'e]les appartient, ~ plus forte raison, k quelqu'une des 

(a' + x) + (p' + i) + . . .  + + I) 

cat6gories que d~finissent respeetivement les relations 

2 - - o ;  2---- x; 2 = 2 ; . . . ;  2 = 2 ' ;  

p = o ;  p - -  x ; p - -  2 ; . . . ;  p-----p'; 

P = O ; p ---- I ; p - -  2 ; . . .  ; I~ = P ' .  

Des diverses eat6gories ci-dessus d6finies, une au moins, par exemple 

(63) 2 = l, 

fournit donc n~cessairement des d4riv~es de u k un nombre illimit6 d'en- 

vante, formulae par M. D~L~SSUS en I 896 :  S i  l'on considdre une suite inf inie  d'ensembles 

canoniques d'ordres croissants 

E" , E * +  I E~ ) . ~  ~ ~  

tels que l 'on ait, quel que soit p ,  
(E~)' < E~ +1 

le hombre des termes de la suite p o u r  lesquels i l  y a in~galitd est foregment limitd (An- 

n a l e s  de l ' E c o l e  N o r m a l e ~  I896  , p. 43 I  et 432). 
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sembles post6rieurs ~, E' .  Si l'on d6signe par E "  l'un de ces derniers 
ensembles, et par 

~l+f+...+r r 
(64) ~'~y~"...  ~z'" 

l'une des d6riv6e8 de u de la catdgorie (63) qui figurent dans E", il y a 
encore, K la suite de E",  un nombre illimit6 d'ensembles contenant des 
d6rivdes de u de cette mgme catdgorie; pour chacune des ddrivdes en 
question, l 'un au moins des ordres partiels f t , . . . ,  v relatifs ~ y , . . . ,  zest  
inf6rieur ~ l'ordre partiel correspondant de (64), et chacune d'elles appar- 
tient, b~ plus forte raison, ~ quelqu'une des 

(~" + ~) + . . .  + ( r  ~) 

cat6gories que ddfinissent respectivement les couples de relations 

p-----o; = I; = 2 ;  p ~  

I:--;' I: ... ; I:--;' o ;  i ; 2 ;  = v". 

De ces nouvelles cat6gories, une au moins, par exemple 

J r = l ,  

l~t m, 

fournit donc n6cessairement des d6riv6es de u k un nombre illimit6 d'en- 
sembles post6rieurs ~ E". En poursuivant ce raisonnement et ddsignant 
par . . . ,  n des entiers convcnablement choisis, on arrivera ~ cette con- 
clusion absurde que la catdgorie 

( P ~ n ,  
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ne comprenant ~videmment qu'une seule d~riv~e de u, en fournit ~ un 
hombre illimit~ d'ensembles. 

IIL Pour d~montrer la proposition dont l'~nonc~ figure en t~te du 
present num~ro 24, nous adopterons pour les variables, et aussi pour les 
inconnues engag~es dans le syst~me S, un ordre d~termin~, et nous 
attribucrons des cotes ~ toutes ces quantit~s, conform~ment aux indications 
donn~es dans l'exemple II d u n  ~ 2I. Consid~rant alors la suite taxique, 
nous chercherons quel est, dans cette suite, le tcrme le plus ~loign~ (vers 
la gauche) qui figure effectivement dans les 5quations du syst~me, nous 
r~soudrons par rapport au terme dont il s'agit l'une des ~quations oh il 
figure, et nous en porterons la valeur dans les ~quations restantes: nous 
aurons ainsi, outre la formule de r~solution, un nouveau syst~me S' 
contenant une ~quation de moins que le propose, et dans lequel ne figure 
plus la d~riv~e 51imin~e ni aucune des d~riv~es situ~es ~ sa gauche dans 
la suite taxique. Nous consid~rerons, parmi les d~riv~es restantes, la plus 
~loign~e (vers la gauche) de celles qui figurent effectivement dans S', 
nous r~soudrons par rapport k elle l'une des ~quations de S'  oh elle 
figure, et nous en porterons la valeur dans les ~quations restantes, ce 
qui nous donnera, outre les deux formules successives de r~solution, un 
troisi~me syst~me contenant deux ~quations de moins que le propose. 
Et ainsi de suite. En d'autres termes, nous d4duirons des ~quations 
donn~es, par r~solutions successives, des formules dont les premiers membres 
se trouvent rang4s suivant l'ordre taxique, et, en poursuivant ce calcul 
jusqu's ce que les dquations non encore r~solues ne contiennent plus 
aueune d~riv~e, nous tomberons sur un syst~me compos~ de deux groupes, 
l 'un diff~rentiel, l 'autre fini. Si le groupe fini, r~solu par rapport aux 
fonctions inconnues successives, ne nous conduit pas ~ une relation non 
identique entre les seules variables inddpendantes, auquel cas le syst~me 
propos~ serait impossible, il nous permettra d'exprimer certaines des fonc- 
tions inconnues ~ l'aide des autres et des variables ind~pendantes, et par 
suite aussi les d~riv~es des premieres en fonctions compos~es diff~rentielles 
des secondes. Le groupe diffdrentiel pourra alors dtre transform~ en un 
syst~me d'ordre au plus ~gal ~ S, et qui sera de m~me nature que S, 
avec cette difference que le nombre des fonctions inconnues s'y trouvera 
diminu~, ainsi que le nombre des ~quations. Sur ce syst~me on op~rera 
comme sur le propose, et ainsi de suite. Finalement, et saul la rencontre 
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d'une relation non identique entre les seules variables ind~pendantes, le 
syst~me propos~ se trouvera remplac~ par un groupe diff~rentiel exclusive- 
ment compos~ de relations normales, et par quelques groupes fnis. Si, 
dans chacun de ces derniers, on tient compte de eeux qui ont 4td obtenus 
apr~s lui, on volt que leur ensemble exprime quelques-unes des fonctions 
inconnues ~ l'aide des variables ind~pendantes et des fonctions inconnues 
restantes. Celles-ci sont seules impliqudes dans le groupe diffdrentiel, que 
l'on peut, en vertu de l'alin~a I, remplacer par un syst~me taxique ~ ,  
compos~ d'un nombre ~gal d'dquations ayant respectivement les m~mes 
premiers membres. 

Si Ie syst~me ~ n'est point passif, on consid~rera, parmi les con- 
ditions de passivitY, celles qui ne se r~duisent pap ~ des identitds, et l'on 
observera qu'elles constituent autant de relations auxquelles les int~grales 
du proposd doivent n~cessairement satisfaire. De ces relations on d~duira 
alors, par rdsolutions successives, des formules dont les premiers membres 
se trouvent ranges suivant l'ordre taxique; si, une fois ces formules ob- 
tenues, les conditions de passivit~ ne fournissent en outre aucune rela- 
tion finie, on adjoindra au systSme ~ les formules dont il vient d'etre 
question, et l'on substituera au syst~me total ainsi form6, oh les dquations 
sont toutes normales, un syst~me taxique ~', compos~ d'un nombre ~gal 
d'dquations ayant respectivement les mdmes premiers membres (I). Si le 
systdme ~' n'est pas passif, on le traitera comme le syst4me ~, et, sauf 
la rencontre d'un syst~me passif, on continuera ainsi rant que les syst~mes 

, ~' ,  . . .  suceessivement obtenus ne fourniront, par la r~solution de leurs 
conditions de passivitY, aueune relation finie. Si, ~ un moment ~]onn~, 
on tombe sur u n  syst~me non passif oh cette circonstance eesse d'etre 
r~alis~e, on consid~rera le groupe diff~rentiel et le groupe fini d~duits 
des conditions de passivitY; du groupe fini, suppos~ possible, on tirera un 
certain nombre des fonctions ineonnues exprim~es ~ l'aide des variables 
ind~pendantes et des autres fonctions inconnues, et le syst~me dont il 
s'agit, pr~alablement augment~ du groupe diff4rentiel, pourra, grace aux 
formules r~sultantes, ~tre transformd en un systSme de mdme nature que 
S, mais impliquant moins de fonctions inconnues encore que n'en im- 
phqua~t le systeme ~. 

Sur le syst~me r4sultant, on recommencera ~ nouveau toutes les 
operations successives pr~c~demment ex~cut~es sur 8, et ainsi de suite. 
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Or il est facile de voir que l'application d'un pareil m6canisme conduit 
forc6ment soit ~ une impossibilit6, soit k un syst6me passif, soit k l'61i- 
mination compl6te des d6riv6ea. Effectivement, dans l'hypoth6se contraire, 
elle ne pourrait manquer de conduire ~ un syst6me taxique non passif 
qui, trait6 comme ra  6t6 tout-~-l'heure le syst6me $,  engendrerait, sans 
r6duction ult6rieure du nombre des fonctions inconnues, une suite illimit~e 
de syst6mes 6galement taxiques et non passifs. En comparant entre eux 
deux syst6mes cons6cutifs de cette derni6re suite, on trouverait clans le 
second deux groupes: l'un compos6 d'6quations en nombre 6gal ~ celles 
du premier syst6me et ayant respectivement les m6mes premiers membres; 
l'autre r6solu par rapport k des d6riv6es param6triques du premier. En 
vertu de l'alin6a II, toutes les d6riv6es des fonetions inconnues finiraient 
done par devenir principales, et les conditions de passivit6 ne fourniraient 
plus alors que des relations finies; on serait done conduit, contrairement 

ce qui pr6c6de, soit ~ une impossibilit6, soit ~ une r6duction du nombre 
des fonctions ineonnues. 

25. Ainsi done, ~tant donn~ un syst~me diff~rentiel dent les seconds 
membres sont nuls et les premiers ddveloppables dens qudque domaine: 

Oa bien ce systdme n'admet aucune solution; 

Ou bien il ~quivaut d quelque systdme fini que l'on en peut d~duire, 
sans changement de variables, _par de simples rdsolutions d'dquations, combin~es 
avec des diffdrentiations; 

Ou bien enfin son intdgration se ramdne de la m~me mani~re d celle de 
quelque systdme orthonome passif. 

26. La r6duction des syst6mes diff6rentiels quelconques aux syst6mes 
orthonomes passifs peut encore s'opdrer ~ raide d'une m6thode un peu 
diff6rente, fond6e sur le th6or6me suivant: 

Etant donnd un systdme diffdrentiel S dent les seconds membres sont 
nuls et les premiers ddveloppables clans quelque domaine, on peut, dans les 
circonstances gdndrales, et sau/ la rencontre d'uns relation non identique entre 
les seules variables x ,  y , . . . ,  en ddduire sans changement de variables ni 
intdgration un second systdme admettant les m~mes intorales , et formd de 

deux groupes d'dquations S 1 , 89 qui jouissent de la double propri~td ci-aprds 
dnonc~e: i ~ l'une des fonctions inconnues, u, du systdme proposd ne se trouve 
plus impliqude dans le groupe S~; 2 ~ en substituant aux inconnues restantes, 
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v ,  . . . ,  des int~grales quelconques du groupe $2, on transforme le groupe S~, 
soit en une formule unique exprimant directement la fonction u ~ l'aide des 
variables x ,  y , . . . ,  soit en un systOme orthonome passif i~ la seule fonction 
i n c o n n u e  u .  1 

Nous ne traiterons provisoirement comme inconnue qu'une seule des 
fonctions u ,  v , . . . ,  la fonction u par exemp]e, nous ~dopterons pour les 
variables ind6pendantes un ordre d6termin6, et nous attribuerons des cotes 

u ,  x ,  y , . . . ,  conform&nent aux indications donn6es dans l'exemple II 
du n ~ 2I. Formant alors, avec les d6riv6es de u, la suite taxique, 
laquelle nous adjoindrons, sur sa droite, la fonction u elle-m~me, nous 
chercherons quel est, dans cette suite, le terme le plus 61oign6 (vers la 
gauche) qui figure effectivement dans les 6quations du syst~me, nous r6- 
soudrons par rapport au terme dont il s'agit l'une des 6quations oh il 
figure, et nous en porterons la valeur dans les 6quations restantes: nous 
aurons ainsi, outre la formule de r6solution, un nouveau syst~me S', 
contenant une 6quation de moins clue le propos6, et dans lequel ne figure 
plus la d6riv6e 61imin6e, ni aucune des d6riv6es situ6es ~ sa gauche. 
Parmi les d6riv6es restantes, nous consid6rerons la plus 61oign6e (vers la 
gauche) de cel!es qui figurent effectivement dans S', nous r6soudrons par 
rapport ~ elle l'une des 6quations de S' oh elle figure, et nous en porterons 
la valeur dans les 6quations restantes, ce qui nous donnera, outre les deux 
formules successives de r6solution, un troisi~me syst~me contenant deux 
6quations de moins que le propos6. Et ainsi de suite. En poursuivant 
ce calcul jusqu'~ ce que les 6quations non encore r6solues ne contiennent 
plus la fonction u ni aucune de ses d6riv~es, nous tomberons sur un 
syst~me compos6 de deux groupes, savoir: i ~ les formules de r6solution 

successivement obtenues; 2 ~ les 6quations non encore r6solues ~.  Si 
parmi ces derni~res figure quelque relation non identique entre les seules 
variables x ,  y , . . . ,  ]e syst~me propos6 est impossible. Si  parml les pre- 
mieres figure une relation fl r6solue par rapport k u, elle ne contient 
dans son second membre ni u ni aucune de ses d6riv6es, et la fonction 
u s e  trouve ainsi exprim6e ~ l'aide des variables indSpendantes x , y , . . . ,  
des fonctions restantes v, . . .  et de leurs d6riv6es; les diverses d6riv6es de 
u peuvent donc, elles aussi, s'exprimer de la mdme mani~rc, et en portant 

Voir les Annales de l 'Eco le  Normale, juin 1893 , p. 178 , I79 et I8o. 
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leurs valeurs, avec celle de u, dans les formules de r6solution pr6c6dentes, 
nous obtiendrons certaines relations ~ ne contenant plus la fonction u ni 
aucune de ses d6rivdes: le groupe S 1 se composera alors de la relation 
unique a, et le groupe S~ des relations ~ ,  ~ .  

Si aucun de ces cas ne se prdsente, on pourra, en vertu d'une pro- 
position d5montrde plus haut (24, I), remplacer le syst6me ~ par un 
syst6me taxique ~,  composd d'un nombre 6gal d'6quations ayant respec- 
tivement leo mdmes premiers membres. On observera alors que les con- 
ditions de passivit6 du syst6me ~ constituent autant de relations aux- 
quelles les int6grales du proposd doivent ndcessairement satisfaire. On 
traitera ces relations comme on a traitd le syst6me propos6 S, et l'on en 
ddduira de mdme: I ~ un premier groupe ~ '  d'6quations, obtenues par 
r6solutions successives, ayant pour premiers membres certaines d6rivdes 
de u et dventuellement cette fonction mdme; 2 ~ un deuxi6me groupe ~ '  
de relations ne contenant plus la fonction u ni aucune de ses d6riv6es. 
Si parmi les derni6res ~ '  figure quelque relation non identique entre les 
seules variables z ,  y ,  . . . ,  le syst6me propos6 est impossible. Si dans le 
groupe ~ '  figure une relation tl' r6solue par rapport ~ u, la fonction u 
et ses ddriv6es peuvent s'exprimer b~ l'aide des variables ind6pendantes 
x,  y , . . . ,  des fonctions restantes v , . . .  et de leurs d6riv6es, et en portant 
les valeurs ainsi obtenues dans les relations prdcddentes du groupe ~ '  et 
dans celles du groupe ~[, on obtiendra certaines relations ($' ne contenant 
plus la fonction inconnue u ni aucune de ses ddrivdes: Ie groupe $1 se 
composera alors de la relation unique tl', et le groupe S~ des relations 
~ ,  ~ ' ,  0~'. Si le groupe ~ '  n'existe pas, le groupe S 1 se compose des 
relations ~[, et le groupe S~ des relations ~ ,  ~' .  

Si aucun de ces cas ne se prSsente, on pourra dSduire du syst6me 
(Q[, ~ ')  un syst~me taxique ~', compos6 d'un hombre 6gal d'6quations 
ayant respectivement Ies mgmes premiers membres. Sur le syst6me ~' 
on op6rera comme sur ~,  et ainsi de suite. 

Or,' un pareil mdcanisme ne peut manquer de conduire finalement 
soit ~ une impossibilitY, soit ~ une dquation rdsolue par rapport ~ u ,  
soit k des conditions de passivitd ind~pendantes de u et de ses ddriv6es. 
Car, dans ]e cas contraire, il conduirait h une suite illimitde de syst6mes 
taxiques possddant la propridt6 suivante: chacun des syst~mes dont il 
s'agit comprendrait un premier groupe d'dquations en nombre 6gal k 
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celles du syst~me pr(~c~dent et ayant respectivement les m~mes premiers 
membres, puis un deuxi~me groupe d'4quations r~solues par rapport ~ des 
d~riv~es param~triques du pr~c6.dent. I1 r~sulte de cette circonstance que 
routes les d~riv~es de u finiraient par devenir principales (24, II), et 
partir de ce moment les conditions de passivit~ demeureraient finies par 
rapport g u, ce qui est dvidemment incompatible avec notre hypoth~se. 

2 7. Au syst~me S~ on pourra appliquer la proposition du num6ro 
precedent, et continuer ainsi jusqu'~ ~puisement des fonctions inconnues. 
D~s lors: 

Etant donn4 un syst~me diff4rentiel dont les seconds membres sont 
nuls et les premiers ddveloppables dans quelque domaine, on peut, dans 
les circonstances g4n~rales, et sauf la rencontre de relations non identiques 
entre les seules variables ind~pendantes, en d~duire, sans changement de 
variables ni integration, un second syst~me admettant les m6mes int~- 
grales, et form6 de groupes successifs d'dquations 

G 1 , G 2 ,  ~ . . ,  S t ,  

qui jouissent des propri4t~s suivantes: 
I ~ Ces groupes sont en nombre ~gal h celui des inconnues 

U 1 ~ U 2 ~ * . . ~ M r "  

2 ~  le groupe Gk (k ~ I ,  : , . . . ,  r) se trouvent engag6es les seules 
inconnues 

Uk~ Uk+1~ . . . ~  Ur. 

3 ~ Si le groupe Gk n'est pas enti~rement d~pourvu d'~quations, la 
substitution 

d'int~grales quelconques du syst&ne 

G,+I,  . . . ,  

transforme Gk, soit en une formule exprimant l'inconnue uk h l'aide des 
variables ind4pendantes, soit en un syst~me orthonome passif ~ la seule 
inconnue u~. 

L'int~gration du syst~me propos~ se ram~ne ainsi ~ l'int~gration 
successive de divers syst~mes orthonomes passifs n'impliquant chacun 

Aata mathamati, aa. 23. Impr im ~  le 17 novembre 1899. 3 8  
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qu'une seule fonction inconnue, et la seule connaissance des premiers 
membres de 

G1, G2, . . .  , G, 

permet de fixer avec une enti~re precision l'~conomie des conditions ini- 
tiales dont la donn~e d~termine enti~rement un groupe d'int~grales du 
syst+me propose. 

27 bis. Plus g~ndralement: 

Etant donnd un syst~me diff~rentiel S,  dont les seconds membres sont 

nuls et les premiers d~veloppables clans quelque domaine, on peut, darts les 

circonstances gdn~rales, et sauf la rencontre de relations non identiques entre 

les seules variables inddloendantes , en d~duire, sans changement de variables 

ni intdgration, un second systOme admettant les m~mes intdgrales, et form~ 

des grout)es successifs d'dquations 

auxquels corres~vondent les groupes successifs d'inconnues 

S 1 ~ 8 2 ~ o , o ~ S q  

de la far suivante: 
I ~ Z'ensemble de ces derniers reproduit une fois et une seule chacune 

des inconnues du syst~me proposd S .  
2 ~ Dans le groupe S~ (k ~ x,  2 , . . . , q )  se trouvent engagdes les seules 

inconnues 
sk ~ sk+l , �9 �9 �9 ~ S~. 

5 ~ Si le groupe S~ n'est pas entiOrement ddpourvu d'dquations, la sub- 

stitution aux inconnues 
sk+1, . .  �9 , s q  

d'int~grales quelconques du syst~me 

S,§ 

transforme Sk, soit en un groupe de formules exprimant les inconnues sk a 

l'aide des variables inddTendantes , soit en un syst~me orthonome passif aux 

seules inconnues s~. 



Sur une question fondamentale du ealeul intdgral. 299 

L'int~gration du syst~me propos~ S se ram~ne ainsi d l'int~gration suc- 
cessive de divers systdmes orthonomes passifs, et la seule connaissance des 
premiers membres de 

s , , s , , . . . , s ,  

permet de fixer avec une enti~re prdcision l'~conomie des conditions initiales 
done la donn~e dgtermine enti~rement un grou]pe d'intdgrales du systOme S. 

CII~QUI]~ME P A R T I E .  

Propositions diverses sur les systbmes non orthonomes. 

28. Nous nous proposons, dans le prgsent chapitre, d'examiner 
certaines formes diffdrentielles non orthonomes, et d'6tablir, pour des 
donn6es initiales convenablement choisies, l'existence de leurs intdgrales. 

Une fonction f ( x ,  y , . . . )  de variables en nombre quelconque sera 
dite quasi-exponentielle, si, en d6signant par M0, a des constantes positives 
convenablement choisies, et par x0, Y0, . . .  des valeurs particuli6res con- 
venablement choisies de x ,  y , . . . ,  elle admet pour majorante (22, I), re- 
lativement aux valeurs X o , Y o , . . .  , la fonetion 

~(x ,  y,  . .) =/0e~ =-~0)+('-'.>+'-'1. 

D'apr6s cette ddfinition, une fonction quasi-exponentielle est d6velop- 
pable k l'aide d'une s6rie enti6re ind6finiment convergente. En outre, 
comme nous allons maintenant le prouver, elle jouit, en tout point ana- 
lytique (xl,yl,. . .),  d'une propri6t6 semblable k celle que la ddfinition 
pr6c6dente lui assigne en (x0, Y0, " ")" Effectivement, si l'on d6veloppe, 

partir de x0, Y 0 , ' " ,  les deux quantit6s 

f @ ,  , y , ,  . . . )  , r  , y , ,  . . .), 

il rdsulte de la ddfinition des majorantes que chaque terme du premier 
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ddveloppement a un module inf~rieur h celui du terme correspondant du 
second; ~ plus forte raison le module du premier d~veloppement est-il 
moindre que la somme des modules des termes du second; or, le second 
ayant tous ses coefficients positifs, il est clair qu'en d~signant par $i, ~1, '"  
les modules respectifs des differences x I - - x 0 ,  y ~ - - Y 0 , " ' ,  la somme 
des modules de ses termes est 

on aura done 

M 0 e a($~+'~+...); 

mod f ( s , ,  Y l , . .  ") < M0e'(~'+"+"'). 

Un raisonnement semblable, appliqud aux fonctions 

f(P'q'"')(x . .  ~ ' (P'q '"' ) (x  . . . )  ~ M o a P + q + ' " e  . [ (x-~o)+(y-~')+' ']  ~,~ .... , , Y ,  . ) ,  ~,, .... , , Y ,  

dont la premibre a pour majorante la seconde, conduira ~ l'in~galit4 

rood r(r, q....) (x M o a p+q+''" e ~(~'+'+''') ,x,~ .... ~ 1 , Y l , . . - ) <  

En posant M0e a(~'+''+'') ----2~/~, il vient finalement 

rood f (x l ,  Y l , . . . )  < M1, 

mod f(P.q'"')(x . . . )  < M l a  p+q+''' I x ,  y , . . .  \ 1 ~ Y l  ~ 

ce qui revient s dire que, relativement aux valeurs x l ,  Y l , ' " ,  la fonc- 
tion f ( x ,  y , . . . )  a pour majorante 

M18a[(=--=l) + ~--yi) +-.-]. 

Les fonctions quasi-exponentielles donnent encore lieu aux remarques 
suivantes: 

I. Toutes les d~rivdes d'une fonction 

sont elles-m~mes quasi-exponentielles. 

Posons en effet 

quasi.exponentielle f ( x  , y ,  . . . )  

( P " q " ' " )  :l �9 �9 ") f , , ,  .... ( x ,  y , . .  .) = y ,  
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MoaP'+~'+"" = M; .  

La fonetion f ( x ,  y ,  . ..) 6tant quasi-exponentielle, il r6sulte de la d6- 
finition que l 'on a, pour toutes valeurs positives ou nulles des entiers 

P , q ,  . . . ,  
mod ,~,r(r162 ... Yo, �9 �9 .) < -Mo ~(P'+P)+(r 

OU 
m~ ~ o, Yo, . . . )  < Mo a~+q+''" 

La fonction 9~(x, y ,  . . . )  a done pour majorante, relat ivement aux valeurs 

xo ,Yo ,  . . . ,  
Mo e ~[r +(v-v~ 

II. Si l'on effectue sur une fonction quasi-exponentidle un hombre quel- 
conque de quadratures simples, en ayant soin que le r~sultat de chacune 
d'elles se rdduise, pour une valeur particulidre donnde de la variable qu'elle 
intgresse, ~ une fonction quasi-exponentielle des. variables restantes, le rdsultat 
final de l'opdration est lui-m$me une fonction quasi-exponentielle. 

les d6veloppements 
Yo, . . . .  L'int6grale, d6velopp6e 
ment pour  expression 

On peut 6videmment se borner au cas d'une seule quadrature, re- 
lative, par exemple, ~ la variable x. Cela 6tant, supposons que le r6- 
sultat d 'une  pareille quadrature,  ex6cut6e sur la fonction quasi-exponen- 
tielle f ( x ,  y , . . . ) ,  doive se r6duire, pour x = x o, ~ la fonction quasi- 
exponentielle co(y , . . . ) ,  et soient Y o , . . -  des valeurs particuli6res quel- 
conques de y ,  . . .  , 

Z (~ - -  x~ (Y - -  y~ 
a~,~ .... x . 2  . . p  x 2 . . q ' ' ' '  

P , q ,  . . .  �9 �9 . 

bq .... (Y - -  y~ 
I . 2 . . . q  

q ~ . . .  

respectifs de f ( x ,  y , . . . ) ,  c o ( y , . . . )  ~ partir de x o, 
partir des mdmes valeurs, a 6videm- 

. , ~ ' . .  . . "  
q ~ . . .  

-Jr- Z am .... 
P , q ,  . . .  

(x -- ~oF +1 (y - -  yo)~ 
, . 2 . . . p ( p  + I) I . 2 . . . ~  . . . .  

D'un autre e6t6, si ron  d6signe par Mo, a ,  No, fl quatre eonstantes po- 
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sitives eonvenablement ehoisies, on a, pulsque f ( x ,  y , . . . )  et to(y, . . . )  
sont quasi-exponentielles, 

OU 

mod %,q .... < 21/o av+q+''" mod bq, < No/~+"" , . . .  ' 

< M o a  (p+a)+q+''" , rood bq .... < No/~+'"; rood av. ~ .... a 

on en tire k plus forte raison, en ddsignant par Po la plus grande des 

quantit6s Mo No , et par  r la plus grande des quantit6s a ,  fl, 
t 2  ' 

e'est ~ dire 

mod %,~ .... < PoT( ~+~)+'+''' , mod bq .... < P o f  +''', 

rood F (v+''',)" P o f  p+l)+q+''" x., .... ""(x0,Yo, " " )  < 

mod F (~ Yo, ") < / ) o f  +'''" 

La fonetion F(z ,  y , . . . )  est donc elle-mdme quasi-exponentielle, ce que 
nous voulions 6tablir. 

III. Toute fonction compos~e i~ l'aide d'une composante enti~re et de 
fonctions simples quasi-exponentielles est elle-m~me quasi.exponentielle. 1 

I1 suffit 6videmment d'6tablir eette propri6t6 pour une somme et un 
produit de deux fonctions quasi.exponentielles. 

Or, si les fonctions f ( x ,  y ,  . . . ) ,  F (x ,  y ,  . . . )  sont toutes deux quasi- 
exponentielles, on a, en d6signant par Mo, a ,  N O ,/3 quatre constantes 
positives convenablement choisies, et pour toutes valeurs positives ou nulles 
des e n t i e r s p , q , . . . ,  

mod f(P'q'"')(~ .) < Moa p+~+''', t . v j  y ,  . . .  \ ~ 0  ~ Y O  ~ " ~ 

mod ,~(P'q'"')/x .) < No/~'+~+'". ] t ' x , y , . . .  t, 0 :~ Y O  ~ " " 

En d6signant par Po la plus grande des deux quantit6s M o , N o, et par  
~- la plus grande des deux quantit~s a , / 3 ,  on aura ~ plus forte raison 

I Voir la note de la page 264. 
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mod/(P'q",')(~ . Poy p+q+''' -~,y .... ~o ,Yo ,  . ' ) <  

mod ~(P'q'"')(x . . . )  < Per  p+q+''" TX,  V,... k 0 ~ ~0  ~ 

d'oh l'on d6duit, par addition membre ~ membre,  

mode(p,q,...)(~. .) q- mod,,(v,q,...)tx . . .)  < ~pof+r ~x,y,... ~-o, Yo, �9 rx, y,... ~ o, Yo, 

et ~ plus forte raison 

mod L,rr(P'q'")(~x, ~, ... vv0, Yo, . . . )  q- rx, y,'~(P'~'")(Xo,... Yo , . . . ) ]  < 2P0 f+q+"" 

La somme des deux fonctions donn6es est donc quasi-exponentielle. 
Si l 'on consid@e maintenant le produit  

G ( x , y , . . . )  = f @ , , j , . . . ) . ~ ( x , y , . . . ) ,  

et qu'on le diff~rentie p lois par rapport ~ x,  q lois par rapport ~ y, 
etc., sans effectuer jamais la r~duction des termes semblables, on a finale- 
ment  une somme compos~e de 2 p+q+''" termes; chacun de ces termes est 
d'ailleurs un produit de deux ddriv6es appartenant respectivement ~ f e t  

~, et dont les ordres totaux respectifs ont pour somme p - I - q  q- . . . .  
On a done, en dormant ~ /~0 et y la m~me signification que ci-dessus, 

rood Yo ,"  ") < 

OU 

mod G~P,'yq:'.'.')(xo, Yo, ' .  ") < Po~(2T) p+'+'''' 

Le produit  G(x ,  y , . . . )  est done quasi-exponentiel. 

29. 8i dans un syst~me ortho~que passif, lin~aire par rapport ~ l'en. 
semble des inconnues et de leurs d~riv~es, les lermes ind@endanls de ces 
quantitds sont tous quasi-exponenliels, el que les aulres coefficients se r~- 
duisent tous d des constantes; si, de plus, les fonctions, en hombre fini, dont 
la donn~e d~termine enliOrement un groupe d'int~grales hypolh~liques du sy- 
slime, sont toutes quasi-exponentidles: les int~grales dont il s'agit existent 
effectivement el sont elles-mdmes quasi-exponenlieUes. 

I. Nous observerons tout d'abord qu'en vertu des n ~ 2, 3, 4, et 
des remarques faites au num6ro pr6c6dent 28, les d6terminations initiales 
des int6grales hypoth6tiques sont toutes quasi-exponentielles. 
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Cela dtant, soient u ,  v , . . .  les fonctions inconnues du syst6me pro- 
posd, que nous d6signerons par (S); I . , / , , . . .  leurs d6terminations ini- 
tiales respectives; It, 1J , . . .  de nouvelles fonctions inconnues. Si, comme 

l'alin6a VI d u n  ~ 22, on effectue la transformation 

l 
u - ~ I ,  T u ,  

::/:+:: 
en attribuant ~ U , ~ , . . .  les m~mes cotes respectives qu'h u , v , . . . ,  on 
voit imm(idiatement: I ~ que le syst~me ($) ainsi obtenu est ortho~ique 
comme le propose, et que, sauf le changement de u , v , . . ,  en U , ~ , . . . ,  
les ddriv~es des fonctions inconnues s'y r~partissent de la m~me mani4re 
cn principales et param~triques; 2 ~ que le syst~me (~) est, comme le 
propose, lin~airc par rapport ~t l'ensemble des inconnues et de leurs d~- 
riv~es, que les termes ind~pendants de ces quantit~s y sont tous quasi- 
exponentiels, et les autres coefficients tous constants; 3 ~ enfin, que si 
l'on impose d'une part aux int~grales hypoth~tiques de (S) les ddtermi- 
nations initiales I . ,  I , ,  . . . ,  d'autre part ~ eelles de (~) des d4terminations 
initiales identiquement nulles, les relations primitives, num~riquement 
concordantes dans le premier cas, le seront aussi dans le second, et four- 
niront, pour les d~riv~es principales semblables des inconnues corres- 
pondantes, les mdmes valeurs initiales. En consdquence, tout revient h 
prouver: I ~ la convergence des ddveloppements des intdgrales hypothdtiques qui, 
dans le systOme ($),  r~pondent 5 des d~terminations initiales identiquement 
nulles; 2 ~ la nature quasi-exponentielle de ces intdgrales. 

II. Si, darts les seconds membres de ($), on rem_place les termes in- 
ddpendants par certaines majorantes relatives aux valeurs initiales Xo, Y o , . "  
des variables x ,  y , . . . ,  puis t o u s l e s  autres coefficients (non nuls) par 
certaines constantes positives respectivement supdrieures h leurs modules, le 
systOme rdsultant (($)) admet un groupe d'int~grales qui s'annulent toutes en 
X o , y o , . . .  , tandis que leurs ddrivdes de tous ordres y prennent des valeurs 
initiales essentiellement positives. 

Les termes ind~pendants qui figurent dans les seconds membres de 
(~) ~tant tous quasi-exponentiels, on peut assigner deux constantes po- 
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sitives, H ,  ~-, telles, que les termes ind6pendants dont il s'agit admettent 
tous pour majorante, relativement aux valeurs x o , Y o , . " ,  la fonction 

Hd[(x-,o)+(v-v,)+...] . 

Je d6signe en outre par /~ une constante positive quelconque, qui sera 
fix6e ult6rieurement. 

Cela 6rant, je consid6re une 6quation quelconque (~) du syst6me (~), 
j'appelle n l'ordre du premier membre, r l'ordre du second, et je pose 

(65) M = f - -  Mo - -  M , r - -  M , r ' - -  . . . - -  MW: 

dans la formule (65) , M o ,  .311, M ~ ,  . . . ,  Mr dgsignent autant de con- 
stantes positives ou nulles; la constante M o sera choisie positive ou nulle, 
suivant que l'6quation (S) contiendra ou non dans son second membre 
quelqu'une des fonctions ineonnues U, 11, . . .  du systgme ($);  m~me 
alternative pour la constante M1, suivant que l'6quation (S) contiendra 
ou non dans son second membre quelque d6riv6e premi6re de U, 11,. . .  ; 
pour la constante 21/2, suivant que l'6quation (S) contiendra ou non dans 
son second membre quelque dgrivde seconde de l i ,  11 , . . .  ; et ainsi de 
suite jusqu'~ M~; enfin, celles des constantes M0, M1, M 2 , . . .  , Mr qui 
ne sont pas nulles seront choisies suffisamment petites pour que la valeur 
de M d6finie par la formule (65) soit positive. Ddsignant alors par w 
une fonction inconnue de la variable ind6pendante t, je consid6re l'6qua- 
tion diffdrentielle 

(66) ~ ' ~ '  - Mo~ + Mm'* + Mow + M, ~-i + " "  + M~-~V ~tn 

et je remarque qu'en vertu de la relation (65) elle admet l'int6grale 

w(t )  = z ( ~ " -  ,), 

qui s'annule pour t = o, tandis que ses d6riv6es de tous ordres y pren- 
nent des valeurs initiales essentiellement positives. Cette 6quation (66) 
peut d'ailleurs s'dcrire sous une forme un peu diff6rente, comme il suit: 
je laisse intacts le premier membre et les deux premiers termes du second 
membre; si M 0 n'est pas nul, j'appelle q0 le nombre des termes qui, dans 
le second membre de (fi), contiennent quelqu'une des fonctions inconnues 

Aeta magt~nat~. 23, Imprim6 le 20 novembre 1899. 39 
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U ,  V ,  �9 . . ,  et je remplaee, dans le second membre de (6@ le terme Mow 

par une somme de qo termes 6gaux chacun "~ M~ si M~ n'est pas nul, 
qo 

j'appelle ql le nombre des termes qui, dans le second membre de (~), 
eontiennent quelque d6riv6e premi6re de U, l J , . . . ,  et je remplace, dans 

Ow 
le second membre de (66), le terme M~ ~- par une somme de q, termes 

6gaux ehacun ~, M1 aw q--~-~; et ainsi de suite jusqu'au dernier terme Mr a~wat ~ 

De cette mani6re, je fais correspondre k l'6quation (~) du syst6me ($)  
une certaine 6quation diff6rentielle 

(66 bis), 

~crite d'une certaine manikre, et impliquant la fonetion inconnue w de la 
variable ind6pendante t; au terme ind6pendant qui figure dans le second 
membre de (~) correspond, dans l'6quation (66 bis), M0/t + M/~e~; k tout 
autre terme (suppos6 effectif) du second membre de (~) correspond le 
produit d'une constante positive par l'une ou l'autre des quantit6s w, 
~w ~2w 
a$ , at ~ , . . . ,  suivant que le terme consid6r6 de (~) est d'ordre o, i, 2, .... 

Cela pos6, aux variables ind6pendantes et aux fonctions inconnues 

x , y , . . . , U , ~ , . . .  

du syst6me ortho~ique ($),  raisons correspondre autant de constantes po- 
sitives 

que nous nommerons, pour abr6ger, leurs poids respectifs; consid6rant 
ensuite l'une quelconque des d6riv6es des inconnues, appelons poids de 
cette d6riv6e le quotient obtenu en divisant le poids de la fonction 
laquelle elle appartient par ceux de toutes les variables de differentiation, 
distinctes ou non. Dans l'6quation (56 bis), nous remplacerons le terme 
ind6pendant Mop + Mpe r' par 

M0/~ + Mp~*(=-:0)+~'-'0>+'"~; 

consid6rant ensuite le premier membre de (66 bis) ou tout autre terme 
du second membre, nous le eomparerons au terme correspondant de l'6qua. 
tion (e), nous remplacerons la d6riv6e de w (d'ordre positif ou nul) qui 
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figure dans le terme consid6r6 de (66 bis) par la d6riv6e de It ,  t l , . . .  
(d'ordre 6gal) qui figure dans le terme correapondant de (~), et, cette 
substitution une lois faite, nous multiplierons la d6riv6e en question par 
son poids; enfin, nous r6duirona k l'unit6 le coefficient du premier membre. 
On volt imm6diatement que l'6quation r6aultante ((~)) est identiquement 
v6rifi6e pour 

[ u = ~ w [ ~ ( ~ -  ~o) + ~ ( y - y 0 ) + . .  3, 

(6V) 
v = ~ w [ ~ ( ~ - ~ 0 )  + ~(y Vo) +. . . ] ,  
�9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 * �9 

A chaque 6quation du syat6me (~) on fera correspondre de m6me une 
6quation telle que ((~)), et l'on tombera ainsi sur un syst6me ((~)), iden- 
tiquement v6rifi6 par la substitution h U, 11 , . . .  des seconds membres 
des formulea (67), c'est ~ dire de fonctions qui s'annulent pour 

X - -  X 0 ~- y - -  Y0 . . . . .  O, 

tandis que leurs d6riv6es de toua ordres prennent des valeurs initiales 
essentiellement positives�9 

Dana ce qui suit, je nommerai 
P une conatante positive sup6rieure au plus grand module que 

puissent at~eindre, dans le syst~me ($),  les coefficients (constants)des 
termes non ind6pendanta des seconds membres; 

h 2 , h 3 , . . .  , h v les plus petites valeurs que puissent respectivement 
atteindre les cotes seconde, troisidme, . . . ,  ff~.e des diverses variables in- 
d6pendantes; 

J2,J3,  " " , ] v  lea plus petites valeurs et J~, J3,  " ", Jv les plus 
grandes valeurs que puissent respectivement atteindre celles des fonctions 
U, ~ , . . .  et de leurs diverses d6riv6es figurant effectivement dans le 
syat+me (~);  

la plus petite valeur que puissent atteindre, dans l'6quation diff6- 
rentielle (66 bis) et autres analogues, les coefficients (constants)des termes 
non ind6pendants que contiennent effectivement leurs seconds membres. 

D6signant en outre par 

01 , 0~,  . . . ,  Ov 
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p constantes positives dont les valeurs vont ~tre fix6es dans un instant, 
nous prendrons: I ~ pour chacune des quantit6s ~, ~ , . . .  un produit de 
puissances de 8 1 , 0 2 , . . .  , O~ d'exposants respectivement dgaux aux cotes 
premiere, seconde, . . . ,  pi~mo de la variable correspondante; 2~ pour chacune 
des quantit~s a ,  ~b, . . .  le quotient de i par des puissances de 01,0~,.. . ,0 P 
d'exposants respectivement dgaux aux cotes premiere, seconde, . . . ,  p~mo 
de la fonction inconnue correspondante. Le poids d'une d~riv~e quel- 
conque (y compris l'ordre z~ro) aura alors pour valeur le quotient de I 
par des puissances de 0 1 , 0 2 , . . . ,  O~ d'exposants respectivement 6gaux 
aux cotes premiere, seconde, . . . ,  pi~m~ de la d~riv6e consid6r6e. 

Cela ~tant, nous d~terminerons successivement 0~, Op_l,  �9 � 9  0~ ,  01 

l'aide des relations 
O ~ ) I ~  

P 
o , > u  

> x, 

> 

O~ > - -  P 0 +'-+" �9 ~ ' - " ;  �9 3 "" 

01 ~ I ,  

u ~--  z t ]  - 3 ~ J , - J F  01 > -~ , '~  3 . . . .  , , 

> . . 0 7  

Dans ces conditions, tout coefficient non ind6pendant pris dans les seconds 
membres du syst6me (~) a, comme nous allons le faire voir, un module 
inf6rieur au coefficient correspondant (positif) du syst6me ((~)). 

Consid6rons en effet deux 6quations correspondantes, (~) et ((~)), des 
deux syst6mes, et une d6riv6e (d'ordre positif ou nul) figurant effectivement 
dans lc second membre de (!;). En vertu de la d6finition des syst~mes or- 
thoiques, cette d6riv6e (d'ordre positif ou nul) poss6de: soit une cote premi6re 
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infdrieure ~ celle du premier membre; soit une cote premiere 6gale ~ celle 
du premier membre, avec une cote seconde inf~rieure; . . . ;  soit des cotes 
premiere, seconde, . . . ,  ( p -  2) i~me respeetivement dgales ~ celles du pre- 
mier membre, avee une cote (p ~ I) i~m~ inf~rieure; soit enfin des cotes 
premiere, seconde, . . . ,  ( p - -  ~)i~m~ respectivement dgales ~ celles du pre- 
mier membre, avec une cote p~m, infdrieure. Comme les quantit~s 0~, 
0 ~ , . . . ,  0~ sont toutes plus grandes que I, le coefficient de la d4riv6e 
consid~r4e dans le second membre de l'6quation ((~)) poss~de, suivant le 
cas, une valeur supdrieure ~ l'une ou i~ l'autre des quantitds 

�9 " " v 8  v 2  ~ 1 ~  

]~- J" 0 j~-~ 0 
~ O p  " " " 8 2 ,  

�9 �9 �9 . . �9 . �9 �9 

j,--.rv 

il est donc forc6ment supdrieur K P, et par suite au module du coeffi- 
cient correspondant du second membre de l'dquation (~). 

Les quantit6s $, ~ , . . .  sont en outre routes supdrieures ~ i :  car, 
la cote premi6re de toute variable dtant positive et au moins 6gale ~ i, 
chacune des quantitds dont il s'aglt est au moins 6gale 

par suite supdrieure ~ I.  
Si, apr6s avoir ainsi fix6 8 1 , 6 ~ , . . . ,  0~, on d6signe par eo le poids 

maximum des premiers membres de (($)), par 2 la plus petite des con- 
stantes M d6finies par la relation (65) et autres analogues, et que l'on 

oJH 
prenne /z > -~-, le coefficient de 

er[~(x--x0)+v(v--yo)+...], 

dans l'un quelconque des termes inddpendants des seconds membres de 

((o~)), ayant une valeur au moins 6gale ~ z'~ sera par suite supdrieur 
( . 0 '  

H i donc le terme inddpendant considdr6, dans lequel figure, outre l'ex- 
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ponentielle dont je viens de parler, une constante additive sup~rieure 
z4ro, est une majorante pour 

HeT[~(x-~o)+~(y-vo)+...]. 

k plus forte raison, puisque les quantit~s $, ~ , . . .  sont toutes sup~rieures 
k I, sera-t-il une majorante pour 

.~6~[(X-~o)+(~-Vo)+...], 

plus forte raison enfin pour le terme ind6pendant qui lui correspond 
dana le syst&me (~).  

En r~sum6 donc, si l'on consid6re dans lea seconds membres de (~)  
un terme ind&pendant quelconque, ce dernier a pour majorante le terme 
ind~pendant qui lui correspond dans le syst&me (($)); les autres coeffi- 
cients (constants et non nuls) des seconds membres de (~)  se trouvent 
remplac6s dana ((~)) par certaines constantes positives respectivement sup~- 
rieures k leurs modules; enfin le syst&me ((~)) admet un groupe d'int6- 
grales qui s'annulent en x0, Y 0 , " - ,  tandis que leurs d6riv6es de tous 
ordres y prennent des valeurs initiales positives. 

III. s  i~tdgrales hypothdtiques de ( ~  ) qui, pour 

x - -  xo ---- Y - -  Yo ~ " " ~ o, 

ont des ddterminations initiales identiquement nulles, ont des ddveloppements 

n#cessairement convergents et sont quasi-exponentielles, ce qui ach~ve la dd- 

monstration. 

La convergence se prouve par un raisonnement tout semblable 
celui de l'alin~a IX d u n  ~ 22, en 4tablissant que les d~veloppements des 
fonctions (57) sont majorants pour ceux des int~grales hypoth~tiques de 
(~) qui r~pondent k des ddterminations initiales identiquement nulles. 

D'ailleurs, en d~signant par b la plus petite des quantit~s o, ~b, . . . ,  
et par A la plus grande des quantit~s $,  ~ , . . . ,  toute dSriv~e partielle 
d'ordre n des fonctions (67) a une valeur initiale dont le module tombe 

au dessous de ~ (AT)"; les fonctions (57) out donc pour majorante commune 

/ ~ ,,~[x--xo) +(y--u0)+ ...]. 
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k plus forte raison les int~grales de (~)  dont nous venons de d~montrer 
l'existence admettent-elles pour majorante commune cette m~me fonction. 

IV. L'dnonc~ formul~ au d4but du present num~ro 29 cesserait 
d'dtre exact, si l'on substituait aux fonctions quasi-exponentielles, que 
j'y consid~re, certaines fonctions exprimables par un d~veloppement entier 
inddfiniment convergent: nous avons effectivement constat~, k l'alin~a I 
d u n  ~ 2o, que si l'on assujettit une int~grale hypoth~tique de l'~quation 

o z -  vy: a se %duire, pour x = o, k une certaine s~rie enti~re en y in- 

d~finiment convergente, le d~veloppement, construit a priori, de l'int4grale 
est divergent. 

30. Consid~rons un sy~t~me diff4rentiel oh se trouvent r~alis~es 
la lois les diverses conditions ~nonc~es ci-apr~s: 

i ~ Le syst~me est %solu par rapport ~ certaines ddriv~es, dont ren- 
semble, compar4 ~ celui des ddriv~es figurant dans les seconds membres, 
n'offre avec lui aucune variable de differentiation commune (de cette 
premiere hypoth~se %sulte, comme nous le verrons dans un instant, la 
nature orthoique du syst~me). 

2 ~ Si l'on forme un premier groupe (x,  y , . . . )  avec les variables 
de differentiation des premiers membres, et un deuxi~me groupe (z, s , . . . )  
avec routes les variables restantes, les seconds membres, supposes lin~aires 
par rapport aux inconnues et ~ leurs d4riv~es, ont de plus la forme enti~re 
par rapport aux variables du  groupe (z, s , . . . ) ;  relativement ~ celles-ci, 
les termes ind~pendants des inconnues et de leurs d~riv~es ont des deg%s 
quelconques, et le coefficient de tout autre terme un deg% au plus ~gal 

l'ordre du terme; relativement aux variables ( x , y , . . . ) ,  ces diverses 
fonctions sont d~veloppables dans un mdme domaine. 

3 ~ Les conditions de passivit~ du syst~me sont suppos~es satisfaites. 

Cela grant, et les fonctions, en hombre flni, dont la donnge ddtermine 
ent@rement un groupe d'intdgrales hypoth~tiques (ordinaires) du syst~me, ~tant 
choisies sous la seule restriction d'etre entiOres par rapport aux variables 
(z,  s , . . . ) ,  les intdgrales dont il s'agit existent effectivement, et ont elles- 
m~mes la forme entiOre par rapport aux variables (z,  s , . . . ) .  

I. De la premiere des conditions suppos~es r~sulte la nature orthoique 
du syst~me. 



312 Ch. Riquier. 

Effectivement, le syst~me est r~solu par rapport  ~ certaines d~rlv~es, 
qui ne figurent, non plus que leurs propres d~rivdes, dans aucun des 
seconds membres. Si d'autre part  on d~signe par Q un entier sup~rieur 

l 'ordre maximum des d~riv~es figurant dans les seconds membres, et 
que l 'on attribue aux fonctions inconnues la cote z~ro, aux variables 
x , y , . . ,  la cote Q, et aux variables z , s , . . ,  la cote I, chaquep remie r  
membre aura une cote au moins ~gale k Q, et chaque inconnue ou d~- 
riv~e f igurant  dans les seconds membres une cote inf~rieure ~ Q. 

II. On peut, dans la ddmonstration de la convergence des d~veloppe- 
ments des int~grales, se borner au cas oh les d~terminations initiales sont 
toutes identiquement nulles. 

Effectivement, les d~terminations initiales sont, d'apr~s l'hypothSse, 
forc~ment enti~res en z ,  s ,  . . . .  Cela dtant, si on les ram~ne, par la 
transformation connue (22, VI), 5 ~tre toutes identiquement nulles, le sy- 
st~me transform~ est identique au propose, ~ cela pros que les termes 
ind~pendants des inconnues et de leurs d~riv~es se trouvent remplac~s 
par d'autres qui sont, comme eux, entiers par rapport aux variables 
Z ~ 8 ~  . . . .  

III. Je consid~re un polynome entier de degrd N en z - - z o ,  s - - s  o , . . . ,  

les coefficients de ce polynome ~tant des fonctions de x ,  y , . . .  d~velop- 
pables dans un domaine de x0, Y o , - - - ,  et j 'appelle 

r u n e  premiSre constante positive moindre que les rayons du domaine; 
3 I  une deuxi4me supdrieure ~ toutes celles que l'on obtient, lorsque, 

apr~s avoir d~velopp~ ces m~mes fonctions ~ partir  de x 0, Y0, �9 �9 �9 on 
remplace dans ces d~veloppements les coefficients par leurs modules, et 
les differences x - - x 0 ,  y ~ Y 0 , ' "  par la constante r; 

a~, ay, des constantes positives au moins ~gales ~ ~ o o o - - ~  
?. 

m un entier positif; 
0~(t) la fonction enti~re ~ T t -l- t ~ ~ . . .  -t- t ~. 

C e l a  ~ tan t ,  l a  f o n c t i o n  

M0.v[(~ - -  ~o) + (~ ~ so) + ...] 
y , . . . 7  z ,  s ,  . . . )  = _ _ - - -  

es t  u n e  m a ] o r a n t e  d u  p o l y n o m e  proposal ,  P ( x  , y , . . . , z ,  s ,  . . . ) ,  r e l a t i v e m e n t  

a u x  v a l e u r s  p a r t i c u l i ~ r e s  x o , Yo , " �9 � 9  zo , So ,  . . . .  
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Posons en effet 
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r  y , . . . )  = 

d'oh l 'on tire 

M 

[I - -  a x ( Z  ~ ~ o )  ~ a y ( y  - -  YO) - - ' "  . ]m ' 

et 

(68) 

~(x, u, . . . ,  ~ ,~, . . . )  = r u , . . . ) ,  oA(~- -  zo) + (s - -  ~o) + . . . ]  

91+z+...+k+g+...~ Oi+t+"" ~ ~ + g + " ' O ~ v  

9 z i ~ y t . . .  ~ z ~ s  g . . . ~ ~ x i O y ~ . , .  �9 O z , # s r  . .  " 

Puisque P e t  ~ sont des polynomes de degr6 _N en Z--Zo,  s - - s o , . . .  , 
route d6riv6e de /)  ou B a une valeur  initiale nulle, d6s que la somme 
de ses ordres partiels relatifs ~ z ,  s , . , .  est sup6rieure k N. On a 
d'ailleurs, pour i q- 1 + . . .  ~ o, et en faisant suivre de l 'indice z6ro les 
notations des diverses fonctions k considdrer et de leurs d6riv6es pour 
d6signer leurs valeurs particuli6res en x 0 , Y0, ' �9 �9 z0, so, �9 �9 �9 

[ ~+~+ "" r ] 

X (m + i ) ( - -  + i + , ) . . . ( m . - k i - k l - - , )  

X �9 �9 �9 �9 . �9 . . �9 . �9 . , �9 �9 �9 �9 �9 �9 . ~ 

et ~ plus forte raison 

d'oh l 'on tire, en d6signant par A~,r .... le coefficient du terme en 

( z -  ~0) ' (s -  ~0)~... 
dans le polynome P, 

[~+'+... [a~+'+..- A,,g,...] 
(69) Lax'ay'..~.]o> m~ ~ ~ J 0 "  

On a d'autre part,  pour  o ~ k -[- g -]- . . .  ~ N,  

(70) [ _ ~ . - : - . J o =  x. 2 . . . ( k  + g  + . . . )  ~ x. 2 . . . k . I .  2 . . . g  . . . .  

Des relations (68), (69) et (70) on d6duit 

[ s,+,+...+,+~...~ ] 
bz~vy~... ~z*vsg.. > ~" : "  k X I .  2 . . . f f  X . . .  X rood [ ~'+t+"'A*'~'''] 

�9 o "" k ~ a Y Z . . .  Jo 
Aola math~analb~a. 2 3 ,  I m p r i m ~  l e  2 0  n o v e m b r e  1 8 9 9 .  40 
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[ r ~,'~y'...~zi~s'.. :]o > mad L~z~-~yl . _ _ ~  [ " .]o" 

IV. Si l'on ddsigne par  w une fonction inconnue des deux variables 

inddpendantes ~ et a, par  O,(a) la fonction enti~re I + a - { - - a ~ + . . . +  a ~, 

et par M ,  r ,  go,  gl , g , ,  �9 �9 �9 gK des constantes positives quelconques, l'dqua. 

tion aux ddriv~es partielles 

(7I)  ar OK(O) -']"goW + g, O,(a) aw V'w a~w - - =  v ,  + 9, O,(a)--~,, + ... + g~o~(a)~---~ 

r 

admet quelque int~arale poss~dant la double proprigt&, i ~ d'etre enti~re en a; 

2 ~ de prendre,  elle et ses d~riv6es partielles de tous ordres, des valeurs initi- 

ales positives ou nulles pour  ~----- a---- o. 

Pour le d~montrer, je pose 

(72) w = u o + u~a + u,a'  + . . .  + ux~, ~, 

uo, ul,  u~, . . . ,  uK ~tant des fonetions ineonnues de la seule variable ~. 
L%quation (7I) devient: 

- g + + .,?; 
M - e [ i  + a +  a' + . . .  + a ~] 

?, 

+ - ~ e g o [ U o  + u,a + u,a'  + . . .  + u~a ~] 
r 

+ __M g,(~ + a)[~ .u,  + 2 .u ,a  + . . .  + I C . u ~  ~-'] 

q* 

M + eg,(, + a + a ')[ , .  ~.,,, + ~. 3.,~a + . . .  + (X-- , )X,~a~- ' ]  

t r  

�9 ~ . . . . .  , . . . . .  ~ , , , , , ~ . ~ , . ~ ~ 

+ ~ 9 x ( I  + a + a ~ + . . .  + a x ) . x . 2 . . . / ~ u x ,  
I - -  - 

r 
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et l'on volt que ses deux membres sent alors de degr4 K e n  a. En 
~galant les coefficients des diverses puissances de a dans les deux membres, 
on a un syst~me diff~rentiel dent les premiers membres sent respectivement 

~'t~ o Ou t ~ O~K 

chaque second membre 6rant le produit de M par une fonction lin6aire 

de uo,u l ,u2 ,  . . . , u x  h, coefficients positifs ou nuls; si donc on assujettit les 
fonctions inconnues u 0 , u 1 , u 2 , . . . ,  ux ~ prendre, pour $ ~  o, des valeurs 
initiales positives ou nulles, il est clair que les relations primitives four- 
niront, pour leurs d6riv6es de tous ordres, des valeurs initiales jouissant 
de la m6me propri6t6. De l~ r6sulte, en vertu de la formule (72), que 
w e t  ses d6riv6es partielles de tous ordres prendront, pour $-~ a-----o, 
des valeurs initiales positives ou nulles. 

V. Je reviens maintenant ~ l'6nonc6 g6n6ral, en supposant, comme 
cela est permis (II), les d6terminations initiales identiquement nulles. 

Pour l'6tablir, j '6value le degr6 maximum, par rapport s z ,  s ,  . . . ,  
des fonctions de x , y , . . . , z , s , , . ,  qui jouent le rble de coefficients 
dans les seconds membres; j'6value aussi l'ordre maximum des seconds 
membres, et je d6signe par K le plus grand de ces deux entiers. Je 
d6signe ensuite par L l'ordre maximum des premiers membres du syst6me 
donn6 (~);  par go le nombre des fonctions inconnues; par gl celui de 
leurs d6riv6es premi6res relatives aux seules variables du groupe (z ,s , . . . ) ;  
et de m6me par g 2 , . ' . , g K  les hombres de leurs d6riv6es d'ordres 
respectifs 2 , . . . ,  K qui se rapportent aux seules variables de ce groupe. 
Soient x 0 , y 0 , . . . , z 0 , s 0 , . . .  les valeurs initiales choisies pour les va- 
riables. Chaque coefficient des seconds membres 6tant, d'apr6s l'hypoth6se, 
entier en z - - z 0 ,  s - - S o , . . .  , a lui-m~me des coefficients, fonctions d& 
veloppables de x ,  y , . . . ,  que je nommerai, pour abr~ger, sous-coefficients 
du syst5me. Je ddsignerai maintenant par r une quantit~ positive in- 
f~rieure aux rayons du domaine de Xo, Y o , " -  oh les divers sous-coeffi- 
cients du syst~me sent supposes i~ la lois d~veloppables; par M'  une 
quantit~ positive sup~rieure ~ toutes celles qu'on obtient lorsque, apr~s 
avoir d6velopp~ ces derniers k partir de x0, Y 0 , ' " ,  on remplaee, dans 
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les d6veloppements obtenus, les diff6renees x ~ x 0 , y - -  Y0, �9 �9 �9 par r ,  
et les constantes jouant  le rble de coefficients par leurs modules; enfin, 
je d~signerai par M une derni+re quantit6 positive sup6rieure k la lois 

aux diverses quantit6s 

M ' ,  M'-~ M'  r '  ~z-1 , - ~ . 2 , ' ' ' , M ' I . 2 . . . ( L _ _ I )  " 

Cela pos6, je eonsid+re l '~quation aux d~riv6es partielles (7x), et 
j 'y adjoins toutes celles qui s'en d6duisent par I ,  2 , . . . ,  L - - x  diff6- 
rentiations relatives k la variable ~. J 'aurai  ainsi un syst~me 

(73) 

eomprenant L 6quations dont les premiers membres sont respeetivement 

~w ~ w  ~Lw 
- -  ~ ~ 

En ver tu  de l'alin6a IV, l '6quation (71), et par suite le syst~me (73), 
admettent  une int6grale enti~re en a, de la forme 

uo + T + . . .  + uxo 

oh u 0 , u I , u 2 , . . . ,  u~c d6signent eertaines fonetions de ~, et eette int~grale 
poss6de, ainsi que ses d6riv6es partielles de tous ordres, des valeurs 
initiales positives ou nulles pour ~ = a = o. Nous la d6signerons, pour 

abr6ger, par W(~,  o). 
Je considSre maintenant  une 6quation d6termin6e du syst~me pro- 

pos6 (~) ,  et ~ cette 6quation j 'en fais correspondre une de la mani~re 
suivante. D6signant par q l'ordre du premier  membre  de l '~quation 
consid6r6e (q est Fun des entiers I , 2 , . . .  , L), je choisis dans le syst&ne 

~qw 
(73) l '6quation qui a pour premier membre  ~--~, savoir 

- -  I OW M +loW + . . .  (74) a~q egq-1 I - -  

0K~o 
 -ge I + Z; 

dans le second membre de cette derni~re, �9 d6signe une somme de pro- 
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duits (en nombre limit~) dont chacun peut eontenir en faeteurs: I ~ une 

constante positive; 2 ~ une puissance de i r 3o une fonction O(~r) (affect~e 

d'un certain indice); 4 ~ une d~riv~e de w int~ressant au moins une lois 
la variable $. Dans cette ~quation (74), je remplaee le premier membre 
~ q w  

vtq par celui de l%quation consid~r~e du syst~me ($) ;  dans le premier 

des deux termes du second membre de (74), je remplace $ par la somme 
( x - - x 0 ) - ] -  ( y - - y 0 ) - { - . . . ,  a par la somme (z - -zo) - ] -  ( s - - s o ) - { - . . . ,  

0w gow par la somme des inconnues du syst~me, gl ~a par la somme de leurs 

�9  ~KW 
d~rivdes premmres relatives aux seules variables z ,  s , . . . ,  etc., g ~ a ~  

par la somme de leurs d~riv6es d'ordre K relatives aux m~mes variables; 
enfin, dans le second terme Z du second membre de (74), je remplace ~ e t r  
par les sommes respectives (x--xo) -~ (Y--Yo) -[-.'. et (z--z0) -{- (S--So) "t-..., 

~a+~w 
puis par + O--Vo) + . ,  + (S--So) + ...]. 

A chaque 6quation du syst6me propos6 ($)  j'en his  correspondre 
une de la mani6re que je viens de dire; j'obtiens ainsi un syst6me (($)), 
identiquement v6rifi6 quand on y remplace toutes les fonctions inconnues 
par W[(x- -xo)  -t" (Y--Yo) + . . . ,  (z--zo) + (s--so) -{-...]. En vertu des 
propridt~s ddmontr~es de la composante W(~, a), les int~grales dont nous 
venons de constater l'existence effective dans le syst~me ((~))sont enti~res 
en z ,  s , . . . ,  et admettent, ainsi que leurs d6riv~es partielles de tous 
ordres, des valeurs initiales positives ou nulles. 

Observons maintenant que le syst~me ((~)) ne diff~re du propos~ ($)  
qu'en ce que chaque coefficient (ind~pendant ou non) des seconds membres 
s'y trouve remplac~ par une majorante. D'autre part, puisque les d~- 
terminations initiales sont supposdes identiquement nulles pour les int~- 
grales hypoth4tiques de (~),  les int~grales effectives de ((~))et leurs 
d~riv~es param~triques ont des valeurs initiales au moins ~gales aux 
modules de celles qui ont ~t~ choisies pour les int4grales hypoth~tiques 
de ($) et leurs d~riv~es semblables. En faisant alors le raisonnement 
ordinaire, on verra que la m~me propri~t~ subsiste pour les d~riv~es 
principales. Done les ddveloppements des int4grales hypoth~tiques de (,~) 
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sont, comme ceux des int~grales effectives de ((~)), convergents et entiers 
e l i  z ~  s ~  . . . .  

3I.  Consid~rons un syst~me diff~rentiel S, oh chacune des variables 
et des ineonnues se trouve affect~e de p cotes, et supposons essentiellement 
que les cotes premieres de routes les variables inddpendantes aient dtd choisies 
~gales 5 un m~me entier positif 

Supposons d'autre part que les circonstances suivantes se trouvent 
simultan~ment r~alis~es dans le syst~me S: 

x ~ Ce syst~me, impliquant g fonctions inconnues, et compos~ de g 
~quations, est r~solu par rapport ~ g d~riv~es appartenant respectivement 
aux g fonctions inconnues, et ces g d~riv~es, non plus que leurs propres 
d~riv~es, ne figurent dans aucun des seconds membres, qui d'ailleurs sont 
supposes tous ddveloppables dans un mdme domaine. 

2 ~ Toute inconnue ou d~riv~e figurant effectivement dans le second 
membre d'une ~quation du systSme, poss~de une cote premiere au plus 
~gale ~ celle du premier membre correspondant. 

Finalement, dressons, pour chaque 4quation du syst~me S, la liste 
des diverses quantit~s (fonctions inconnues ou d~riv~es)qui, figurant 
effectivement dans le second membre, se trouvent dtre anormales (6) vis 

vis du premier; dgalons s zdro les d~riv~es premieres de chaque second 
membre, prises par rapport aux quantit~s anormales correspondantes, et 
d~signons par (A) le groupe des dquations ainsi obtenues. 

Cela ~tant, si le groupe des ~quations (A) n'exis~e pas, ou, en d'autres 
termes, si aucun des seconds membres du syst~me ne contient de quan- 
titd qui soit anormale vis ~ vis du premier membre correspondant, le 
syst4me S rentre, comme cas particulier, dans la cat~gorie des syst~mes 
orthonomes passifs, et l'on salt, d'apr~s ce qui a dtd vu dans la troisi~me 
partie, que les intdgrales ordinaires r~pondant ~ des ddterminations initi- 
ales quelconques existent effectivement. 

Nous allons maintenant nous occuper du cas oh quelqu'une des 
~quations du syst&ne S contient dans son second membre des quantit~s 
anormales vis ~ vis du premier, et ~tablir s ce sujct la proposition 
suivante: 

Le groupe des dquations (A) dtant supposd exister, si l'on impose ~ des 
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intggrales ordinaires hypoth~tiques du syst~me S des dgterminations initiales 
(I2) arbitrairement choisies sous la seule restriction que les dquations (A)se 
trouvent num~riquement v~rifides par les valeurs initiales des quantit~s qu'elles 
contiennent, les int~grales dont il s'agit ne peuvent manquer d'exister effec- 
tivement. 

I. Pour abrSger, et faute d'une dSnomination meilleure, nous quali- 
fierons de conforme toute relation dSduite du syst~me S e t  satisfaisant k 
la lois aux deux conditions suivantes: 

x ~ La relation dont il a'agit a pour premier membre quelque d& 
riv~e d'inconnue, et toute inconnue ou d~rivSe figurant effectivement dans 
le second membre poss~de une cote premiere au plus ~gale k celle du 
premier membre. 

2 ~ T o u t e  dSrivSe premiere du second membre, prise par rapport 
une quantit~ qui soit anormale vis ~. vis du premier, fournit, par son 
Squation k zdro, une relation consSquence alg6brique de (A). 

Cela pos6, si sur une relation conforme on exdcute des diffdrentiations 
quelconques, on tombe sur une relation de mdme nature. 

Cette proposition est Svidente dana le cas tr~s-particulier oh le second 
membre de la relation donnSe ne con~iendrait que les seulea variables 
ind~pendantes. 

Pla?ons-nous actuellement dans le cas gSnSral, et supposons qu'on 
ex(!cute sur la relation donnSe une diffSrentiation premiere se rapportant, 
par exemple, ~ la variable x. On voit tout d'abord que la relation r& 
sultante satisfait, comme la proposSe, k la premiere des deux conditions 
formuldes dans la dSfinition ci-dessus: car, en dfisignant par ~- la cote 
premidre (positive) commune aux diverses variables indSpendantes, la cote 
premiere du premier membre a augments de T, et la cote premiere 
maxima des inconnues ou dSriv~es figurant dans le second membre a 
augments aussi de T. Je dis qu'elle satisfait aussi k la deuxi~me condition. 

Soit en effet 

(75) a --- r ( . . . ,  x , . . . )  

la relation proposSe, dana laquelle ~', . . .  dSsignent les diverses inconnues 
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OU ddrivdes qui ont la mgme cote premibre que d. En diff~rentiant la 
relation (75) par rapport b~ x, il vient 

00 af 0~' + 
~ . . . .  4-- ~,~--~ ~ . . . .  

Les inconnues ou d6riv6es qui, dans le second membre de cette derni6re 

~ ~ '  et les d6riv6es pre- relation, ont mgme cote premi6re que ~z' sont 0-~- '""  

mibres du second membre, prises successivement par rapport aux quantit6s 

~ '  

sont respectivement 
0f 

Si la d6riv6e 0~__" est anormale par rapport k 0___3 la quantit6 e?' l'est par 

rapport k 3, et comme la relation (75) est, par hypoth6se, eonforme, 

l'6quation 0f 00---~----o est cons6quence alg6brique de (A). D'ailleurs, en 

dehors des quantit6s 03' -~-, . . . ,  aucune des inconnues ou d6riv6es figurant 

03 
dans le second membre ne peut gtre anormale vis K vis de ~z' puisqu'elles 

ont une cote premi6rc inf6ricure. 
On volt par 1~ que la nature conforme de la relation (75) persiste 

apr6s une premi6re diff6rentiation ex6cut6e sur elle. En vertu du m~me 
raisonnement, appliqu6 ~ la relation r6sultante, elle persiste apr6s une 
seeonde, et ainsi de suite quel que soit le hombre des diff6rentiations. 

II. Toutes les relations primitives du syst~me S sont conformes. 

Car les relations qui font pattie du syst6me le sont 6videmmen~, 
et par suite aussi (I) toutes celles qu'on en d6duit par diff6rentiations. 

III. En supposant, comme nous l'avons fait, que los relations (A) se 
trouvent numdriquement vdrifides par les valeurs initiales des variables, des 
inconnues et des ddrivdes paramdtriques qui y figurent, les relations primitives 
fournissent, sans incompatibilitY, les valeurs initiales de toutes les ddriv~e~ 
principales, et, en consdquence, les ddveloplgements par la [ormule de Taylor 
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des intdgrales hypothdtiques rgpondant aux conditions initiales donn~es peuvent 
~tre enti~rement reconstruits. 

En attribuant aux variables, aux inconnues et aux d6riv6es para- 
m6triques les valeurs inifiales donn6es, on transforme~ comme nous allons 
le voir, chaque second membre des relations primitives en une simple 
fonction des d6riv6es principales dont les classes sont inf6rieures ~ celle 
du premier membre correspondant. Effectivement, l'op6ration dont il 
s'agit transforme chaque second membre du syst6me S e n  une simple 
quantit6 numdrique. D'un autre c6t6, si, sur une relation du syst6me S, 
on ex6eute une diff6rentiation d'ordre quelconque, le second-membre de 
la relation r6sultante a la forme lin6aire par rapport aux d6riv6es dont 
la cote premi6re est 6gale ~ celle du premier membre, et en particulier 
par rapport aux d6rivdes principales anormales; le coefficient d'une d6riv6e 
principale anormale n'est alors autre chose que la d6riv6e premi6re du 
second membre, prise par rapport ~ la d6riv6e principale anormale dont 
il s'agit, et, comme la relation est conforme, ce coefficient ne peut manquer 
de s'annuler quand les relations (A) se trouvent num6riquement v6rifi6es, 
et par suite quand on attribue aux variables, aux inconnues et aux d6- 
riv6es param6triques les valeurs initiales donn6es. 

Cela 6tant, donnons aux variables ind6pendantes x ,  y , . . .  leurs va- 
leurs initiales. Dans ces conditions, les int6grales hypoth6tiques et leurs 
d6riv6es de tous ordres prennent 6galement leurs valeurs initiales, et, 
comme celles des int6grales et de leurs d6riv6es param6triques sont sup- 
pos6es donn6es, chaque relation primitive ne contient plus dans son second 
membre d'autres quantit6s inconnues que les valeurs initiales des d6- 
riv6es principales de classes inf6rieures ~ son premier membre. Si done 
on partage les relations primitives en groupes successifs d'apr6s la classe 
croissante de leurs premiers membres, si d'autre part on observe que 
chaque dSriv6e principale figure une lois et une seule dans les premiers 
membres de ces relations, on volt que les relations primitives du premier 
groupe fourniront, sans incompatibilit6, les valeurs initiales des d6riv6es 
principales de premi6re classe; puis, ces derni6res une lois connues, que 
les relations primitives du deuxi6me groupe fourniront, sans incompa- 
tibilit6, les valeurs initiales des d6riv6es principales de deuxi6me classe; 
et ainsi de suite ind6finiment. 

Acta math~mati~a, 23. Imprim6 le 1 d~eembre 1899. 41 
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IV. Les int~grales ]~ypoth~ti~ues r~pondant aux conditions initiales 
donnges ne peuvent manquer d'exisler effectivement, si leurs ddveloppements, 
construits a priori d partir des valeurs initiales choisies pour les variables, 
sont convergents. 

On raisonnera comme h l'alin~a III d u n  ~ ~4. 
En consequence, tout revient ~ prouver la convergence de ces d6- 

veloppements. 
V, VI, VII, VIII et IX. I1 suffit maintenant, pour achever ]a d6- 

monstration, de r~pSter textuellement les alin~as V, VI, VII, VI l I  ei IX 
du n ~ 22, avec les quelques modifications qui s'y trouvent indiqu~es par 
voie d'annotations. 

APPENDICE. 

Je me propose de faire volr, dans cet Appendice: 
I ~ que tous les types de syst~mes diff~rentiels compldtement int6- 

grables ~tudi~s jusqu'k ce jour ne sont que des cas particuliers du type 
que j'appelle aujourd'hui orthonome; 

2 ~ que les r~sultats exposes par M. GOURSAT dans les C o m p t e s  
R e n d u s  de l ' A c a d ~ m i e  des Sc iences  du 2 novembre 1897 sontcon- 
tenus, comme cas particulier, dans ceux que j'expose au n ~ 3I du present 
M~moire. 

I. Je feral observer tout d'abord que le mot orthonome, tel qu'il 
se trouve d~fini au n ~ 21, poss~de une signification plus large que dans 
mes travaux antSrieurs. Dans les travaux en question, j 'ai consider6 en 
effet un type de syst&ne diff4rentiel auquel j 'ai donn6 d'abord le nora 
d'harmonique (Anna les  de l ' E c o l e  Normale ,  t893), puis d'orthonome 
(Recue i l  des s a v a n t s  ~ t ranger s ,  tome 32, n ~ 3), et je me propose 
actuellement d'~tablir qu'un pareil type rentre, comme cas particulier, 
dans celui que je qualifie aujourd'hui d'orthonome, et qui fait l'objet de 
la troisi~me partie du pr6sent M6moire. 
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Je rappellerai tout d'abord les ddfinitions de ces syst~mes. 
D6signant par x ,  y , . . .  les variables ind6pendantes, et par u , v , . . .  

les fonctions inconnues d'un syst6me diff6rentiel, raisons correspondre k 
chacune des quantit6s 

x , y , . . . , u , v , . . .  

p entiers positifs, nuls ou n~gatifs, que nous nommerons respectivement 
cote premiere, cote seconde, . . . ,  cote pi~me de cette quantitY. Consid6rant 
ensuite une d~rivSe quelconque de l'une des fonctions inconnues, nommons 
cote ~i~ine (q = I , ' 2 , . . . ,  p)  de la d~riv~e en question l'entier obtenu en 
ajoutant k la cote q,~e de la fonction inconnue les cotes q ~  de routes 
les variables de diff6rentiation, distinctes ou non. 

Supposons enfin que le syst~me se trouve r~solu par rapport k eer- 
tuines d~riv~es, qui ne figurent, non plus que leurs propres d~riv~es, duns 
aucun des seconds membres, et que ces derniers, si l'on y consid~re pour 
un instant x , y , . . . , u , v , . . . ,  et les diverses d6riv4es de u , v , . . . q u i  
y figurent, comme uutant de variables ind6pendantes distinctes, soient 
tous d~veloppubles duns un m~me domaine. 

Celu ~tunt: 

A .  Ddfinition des syst~mes harmoniques (ou anciens syst~mes orthonomes). 

Le syst~me en question sera dit harmonigue, s'il satisfait k la con- 
dition suivante: 

Les diverses d~riv~es de u ,  v , . . .  qui figurent effectivement dans le 
second membre d'une 6quation quelconque ont des ordres uu plus 6gaux 
k celui du premier membre correspondant; de plus, en d6signant par 
cl, c 2 , . . . ,  cp les cotes du premier membre, et par c~, c~ , . . . ,  c~ les cotes 
d'une d~riv~e quelconque d'ordre ~gal figurant effectivement dans le second, 
les differences 

! ! c I - c  1 , c ~ - c ~ , . . . , c p - c ~  

ne sont pus toutes nulles, et la premiere d'entre elles qui ne s'dvanouit 
pas est positive. 

B .  Ddfinition des nouveaux syst~mes orthonomes. 

Le syst~me en question sera dit orthonome, si les deux conditions 
suivantes se trouvent k la lois remplies: 
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I ~ Les cotes premieres des diverses variables ind6pendantes sont 
routes 6gales ~ un mdme entier positif. 

2 ~ Si, consid6rant une 6quation quelconque du syst~me, on d6signe 
t par cl ,  c ~ , . . . ,  c~ les cotes du premier membre, par c'~, c'~, . . . ,  c~ celles 

d'une d6riv6e figurant effectivement dans le second, et par c'~', c '~ ' , . . . ,  c'~' 
celles d'une fonction inconnue y figurant aussi effectivement~ les diff6rences 

i t t 

C 1 ~ C 1 , C 2 - -  C 2 , ~ ~ ~ , Cp  - -  Cp  

ne sont pas toutes nulles, et la premiere d'entre elles qui ne s'6vanouit 
pas est positive; la m~me chose a lieu pour les diff6rences 

c, - -cV,  - - c V , . . . ,  - -c ' / .  

J'6tablirai enfin les propositions suivantes: 

Tout systdme harmoniq~e peut Etre considdrE comme un systdme ortho- 
home (nouvelle ddfinition) o~ les cotes premidres des diverses fonctions in- 
connues sont routes dgales entre elles. 

Effectivement, (!tant donn6 un syst~me harmonique, j'y affecte les 
diverses quantit6s x ,  y , . . . ,  u ,  v , . . .  d'une cote suppl6mentaire, que je 
consid~re comme antdrieure i~ toutes celles qu'implique la d6finition A ,  
et je choisis cette cote nouvelle 6gale s I pour les variables x ,  y , . . . ,  

z6ro pour les inconnues u,  v ,  . . . .  I1 r(isulte de l~ que, dans le sy- 
st~me donn6, chaque variable, chaque inconnue et chaque d(iriv6e d'in- 
connue se trouve affect6e de p d- I cotes, et que la cote premiere d'une 
quantit6 quelconque se trouve ~tre (!gale: 

s'il s'agit d'une variable, ~ z; 
s'il s'agit d'une inconnue, ~ z6ro; 
s'il s'agit d'une d6riv6e d'inconnue, ~ l'ordre mdme de cette d6riv6e. 
Cela 6tant, on volt sans peine que les deux conditions 6nonc6es dans 

la d6finition B se trouvent n6cessairement satisfaites. 

REciproquement, si, dans un syst~me orthonome (nouvelle d~finition), les 
cotes premieres des diverses inconnues sont toutes Egales entre elles, le sy- 

st~me dont il s'agit est harmonique. 

On consid6rera chaque variable et chaque inconnue comme affect6e 
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seulement des p i i derni~res cotes qu'implique ]a d6finition B ,  et ron 
verra sans peine que la d6finition A se trouve satisfaite. 

II. Les systOmes harmoniques comprennent, comme cas particulier, ceux 

que ]'ai nomm~s taxiques. 

I1 suffit de rapprocher de l'alin6a pr6c6dent I l'exemple II d u n  ~ 21. 

III. Les  syst~mes harmoniques comprennent, comme cas particulier, les 

systOmes ci-dessous ddfinis, que nous nommerons parataxiques. 

D6signant par u ,  v ,  . . . ,  w certaines fonctions inconnues des variables 
ind6pendantes x ,  y , . . . ,  s ,  t, nous adopterons pour celles-ci un ordre 
d6termin6, par exemple 

(76) x ,  y , . . . ,  s ,  t ,  

et de mSme pour les inconnues un ordre d6termin6, par exemple 

(77) u ,  v ,  . . . ,  w.  

Puis nous rangerons comme il suit, sur une ligne ind6finie allant de 
droite ~ gauche, les d6riv6es de tous ordres des diverses fonctions in- 
connues. Nous 6crirons d'abord l'ensemble des d6riv6es premieres, puis 
k gauche de celui-ci l'ensemble des d6riv6es secondes, puis k gauche de 
ce dernier l'ensemble des d~riv6es troisi~mes, et ainsi de suite ind6fini- 
ment. En d6signant maintenant par a , / 9 ,  . . . ,  2,/~ les ordres partiels 
d'une d6riv6e quelconque relatifs k x ,  y ,  . . . ,  s, t respectivement, chacun 
des ensembles pr6c6dents sera divis6 en ensembles partiels se succ6dant 
de gauche ~ droite d'apr4s les valeurs d6croissantes de l'ordre partiel a; 
chaque sous-ensemble en sous-ensemblcs partiels se succ6dant de gauche 

droite d'apr~s les valeurs d6croissantes de l'ordre partiel /~; et ainsi 
jusqu's l'ordre partiel +~ (inclusivement). Chacun des ensembles obtenus 
aprSs une pareille suite d'op6rations se compose 6videmment de d6riv6es 
semblables appartenant respectivement aux fonctions u ,  v , . . . ,  w: ces 
d6rivSes seront finalement ~crites de gauche ~ droite duns l'ordre qui 
correspond k celui des fonctions. Les d6riv6es de tous ordres de nos 
fonctions inconnues se trouvent alors rang6es, sur une ligne ind6finie 
allant de droite k gauche, dans un ordre bien d6termin6. Nous quali- 
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fierons de parataxique la suite ainsi obtenue, et noua dirons qu'une d~rlv~e 
de fonction inconnue est antdrieure ou post~rieure ~ une autre, suivant que, 
dans la suite parataxique, elle figure k gauche ou k droite de cette autre. 

Cela ~tant, un syst~me diff~rentiel sera dit parataxique, s'il se trouve 
r~solu par rapport k certaines d~riv~es, et si ron peut trouver, pour les 
variables et les inconnuea, deux ordres respectifs, (76), (77), tels, que 
chaque second membre ne contienne, outre les variables et les inconnues, 
que des d~riv~es param~triquea poatdrieures au premier membre corres- 
pondant. 1 

Or, un pareil syst~me eat n~cessairement orthonome (nouvelle dd- 
finition). 

Effectivement, si une d4riv~e de fonction inconnue est ant~rieure 
une autre, il arrive forc~ment de trois choses l'une: 

ou bien elle est d'ordre sup~rieur h cette autre; 
ou bien elle est du mdme ordre (total), mais, en d~signant par 

~' ,f l '  , . . . , ~ '  , # ' ,  

a " , f l " , . . . , ~ " , ~ "  

les ordres partiels relatifa h 

x , y , . . . , s , t  

de ces deux d~riv~es, les differences 

(7 8 ) ~ ' - - ~ , " , y - - f l " , . . . , ~ ' - - ~ "  

ne sont pas toutes nulles, et la premi6re d'entre elles qui ne s'6vanouit 
paa est positive; 

ou bien enfin lea deux d~riv~es ont lea m~mes ordres partiels respec- 
tifs, mais la fonction inconnue ~ laquelle appartient la premiere d~riv~e 
pr~cSde, dana la suite (77), la fonction inconnue k laquelle appartient la 
seconde. 

Cela 4tant, et en d~signant par h le nombre des variables ind~- 
pendantes, il suffit, pour se convaincre de la nature orthonome d'un sy- 
sterne parataxique, d'attribuer: 

1 II va sans dire que les seconds membres sont supposes tous d~veloppables dans 

un m~me domaine. 
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aux variables des cotes premieres toutes ~gale8 ~ i, et aux inconnues 
des cotes premi&es toutes nulles; 

aux variables et aux inconnues des cotes secondes toutes nulles, 
l'exception de x qui aura pour cote 8econde l'unit~; 

aux variables et aux inconnues des cotes troisi~mes toutes nulles, 
k rexception de y qui aura pour cote troisi~me l'unit~; 

etc.; 
aux variables et aux inconnues des cotes h ~ routes nulles, k 1'ex- 

ception de l'avant-derni~re variable s qui aura pour cote h ~ l'unitd; 
finalement, aux variables des cotes (h-~ I) ~ "  routes nulles, et aux 

inconnues successives u ,  v , . . . ,  w des cotes (h + I) i ~ '  dont la valeur 
aille en d~croissant. 

Si 1'on observe maintenant que, dans ce syst~me orthonome, les cotes 
premi4res des inconnues sont toutes ~gales, il r~sulte de l'alin~a I que 
tout syst~me parataxique est harmonique. 

IV. Les systOmes de M "~ de Kowalevsky (I875)constituent un cas 
particulier des syst~mes que j'ap_pelle aujourd'hui orthonomes. 

Voir l'exemple I d u  n ~ 2i .  

V. .Les syst~mes du premier ordre que M. M~ray et moi avons dtudi~s 
en I89o sous le nom de syst~mes imm~diats r~guliers (ou semi-r~guliers)~ 
constituent un cas particulier des syst~mes harmoniques, et it plus forte raison 
(I) des syst~mes que j'appelle aujourd'hui orthonomes. 

Effectivement, si l'on consid&e un syst~me du premier ordre r~solu 
par rapport k un certain nombre de d~rivdes, on peut, pour en disposer 
nettement les diverses ~quations, les ~crire dans les cases d'un quadrillage 
rectangulaire dont les lignes correspondent aux variables ind~pendantes 
x , y , . . ,  et les colonnes aux fonctions inconnues u , v , . . . ,  en pla~ant 

O'tt 
l'~quation qui aurait, par exemple, ~ pour premier membre, dans la case 

qui appartient en mdme temps ~ la ligne (x) et k la colonne (u). 
Supposons maintenant que les lignes du tableau ainsi obtenu puissent 

dtre rang~es dans un ordre tel, qu'en y faisant abstraction pour un in- 
stant des colonnes vides et des colonnes pleines, chacune des autres, par- 
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courue de bas en haut, soit form6e par la succession d'un fragment vide 
et d'un fragment plein. Adoptons pour les lignes rordre dont il s'agit, 
et en mdme temps disposons les colonnes dans un ordre tel, que le 
hombre des cases rides n'augmente jamais d'une colonne ~ la suivante 
quand on lit le tableau de droite ~ gauche. Inversement alors il est 
clair: I ~ qu'en faisant abstraction pour un instant des lignes vides et des 
lignes pleines, chacune des autres, parcourue de droite k gauche, est 
form6e par la succession d'un fragment vide et d'un fragment plein; 
2 ~ que le nombre des cases rides n'augmente jamais d'une !igne ~ la 
suivante, quand on lit le tableau de bas en haut. 

Cela 6tant, et apr6s avoir donn6 k toutes les variables ind6pendantes 
la cote premi6re I, k routes les fonctions inconnues la cote premi6re z6ro, 
distribuons les variables ind6pendantes en groupes successifs d'apr6s les 
nombres d6croissants de cases vides contenues dans lea lignes corres- 
pondantes, et attribuons k chacune d'elles la cote seconde I ,  2 , 3 ,  . . . ,  
suivant qu'elle appartient au premier, au second, au troisi6me ...  groupe. 
Fixons pareillement la cote seconde de chaque fonction inconnue par la 
consid6ration des nombres de cases rides contenues dans les diverses co- 
lonnes. On prouve alors bien ais6ment que la cote seconde maxima des 
diverses ddriv~es figurant darts les seconds membres du systOme est inf~rieure 
d la cote seconde minima des diverses d~rivdes figurant dans les premiers. 
Comme d'ailleurs les cotes premieres de toutes les variables sont 6gales 

I, celles de toutes les inconnues 6gales ~ z6ro, et celles de toutes les 
d6riv6es premi6res 6gales ~ I, il est clair que le syst6me propos6 est 
orthonome (nouvelle d6finition), et de plus h~trmonique (I). 

Cela 6tant, la simple d6finition des syst6mes du premier ordre que 
M. M~RAY et moi avons 6tudi6s en 189o ( A n n a l e s  de l ' E c o l e  Nor -  
ma le ,  189 ~ , p. 28, 29, 3 ~ , 44 et 45), montre qu'on peut les consid6rer 
comme un cas particulier for~ restreint des sysl6mes harmoniques. 

Comme je l'ai fait remarquer dans l'Introduction, et comme on peut 
ais6ment s'en assurer, ils comprennent k leur tour, comme cas particuliers, 
les formes du premier ordre 6tudi6es par M. K0~IG et par les divers 
auteurs qui l'ont pr6c6d6. 

VI. Zes syst~mes canoniques de M. Bourlet (I89I)  constituent un cas 
particulier des systOmes ~arataxiques, a plus forte raison (III) des syst~mes 
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harmoniques, ~ .plus forte raison enfin (I) des syst~mes que j'aploelle aujourd'hui 
orthonomes. 

Leur d~finition (voir la Th6se de M. BOURLE% p. 27) revient en effet 
b, la suivante: 

Un syst~me diffdrentiel sera dit canonique, s'il est du premier ordre, 
lin4aire par rapport aux d~riv~es des fonctions inconnues qu'il implique, 
r~solu par rapport k un certain nombre de ces d~riv~es, et si de plus 
les lignes et les colonnes de son tableau peuvent dtre rang~es dans un 
ordre tel, que le second membre de l'~quation ~crite dans une case pleine 
quelconque ne contienne, outre les variables inddpendantes et les fonctions 
inconnues, que les d~riv~es premieres correspondant, soit aux cases rides 
situdes dans les lignes inf~rieures k celle de la case pleine consid~r~e, 
soit aux cases vides situ~es k droite dans la m~me ligne. 

D'apr4s cette d~finition, les syst6mes canoniques de M. BOURLET ne 
sont ~videmment autre chose que des syst~mes parataxiques et lin~aires 
du premier  ordre. 

VII. Les systdmes canoniques d~finis et ~tudigs par M. Delassus en 
I895 constituent un cas particulier des systkmes taxiques, d plus forte raison 
(II) des systdmes que ]'ai dtudi~s en x893 sous le nom d'harmoniques, d 
plus forte raison enfin ( I )des  systdmes que i'apl~elle aujourd'hui orthonomes. 

D~signons par n l'ordre d'un syst&ne diff~rentiel donn~; rangeons 
les d~riv~es de tous ordres des fonctions inconnues u ,  v , . . . ,  w dans 
l'ordre taxique, comme il a ~t~ expliqu~ au n ~ 2I (exemple II); et ne 
consid~rons, dans cette suite ind~finie, que la portion limit~e E contenant 
les d~riv~es des ordres I , 9 ,  . . . ,  n. Si l'on parcourt de gauche b~ droite 
cette suite limit~e, il r~sulte des explications donn~es au n ~ 21 que l'on 
reneontrera suecessivement: 

l'ensemble E(~ n) des d~riv~es d'ordre n de u, l'ensemble E(/) des d~- 
riv~es d'ordre n de v , . . . ,  l'ensemble E(~ ) des d~rivdes d'ordre n de w; 

l'ensemble E(: -1) des ddriv(~es d'ordre n - - I  de u, l'ensemble E(: -1) 
des ddriv(~es d'ordre n - -  I de v , . . . ,  l'ensemble E(2 -!) des d~riv~es d'ordre 
n - - I  de w; 

etc.; 
finalement, l'ensemble E~ ) des d~riv~es premieres de u, l'ensemble 
A~ta matl~mat~a. 23. Impr im6 le 21 d6cembre 1899. 42 
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E() ) des d~riv~es premi4res de v , . . . ,  l'ensemble E~ ) des d~riv~es pre- 
mieres de w. 

Cela pos~, la d~finition donn~e par M. D~LASSUS de ses syst~mes 
canoniques (voir les A n n a l e s  de l ' E c o l e  N o r m a l e ,  I896, p. 44 ~ et 
44 I) revient ~ dire qu'un pareil syst~me est r~solu par rapport ~ certaines 
d~riv~es des fonctions inconnues, et que, si l'on partage en groupes les 
~quations du syst~me, suivant que les premiers membres des 5quations 
dont il s'agit appartiennent ~ l'un ou ~ l'autre des ensembles partiels 

E(:) E?) E(:), 

E(:-') ,  E! "-') , . . . ,  E(: 

E(T El 

chacun des groupes d'dquations ainsi obtenus satisfait ~ la double con- 
dition suivante: I ~ en d6signant par j le hombre des 6quations qui com- 
posent un groupe quelconque, ces j 6quations se trouvent r6solues par 
rapport aux j premi6res d6riv6es de l'ensemble partiel correspondant; 
2 ~ chaque 6quation du groupe consid6r6 ne contient dans son second 
membre, outre les variables ind6pendantes et lea inconnues, que des d6- 
riv~es param6triques post6rieures, dans l'ensemble E,  aux )" premiers 
membres du groupe. 

Les syst~mes canoniques de M. DELASSUS sont donc 6videmment 
taxiques. 

VIII. Zes rdsultats exposes par 11I. Goursat dans les Comptes-Rendus 

de l'Acaddmie des sciences du 2 novembre I897 ,  constituent un cas particulier 

de ceux que j'expose au n ~ 31 du prdsent Mdmoire. 

Ddsignons en effet par u une fonetion inconnue des deux variables 
ind6pendantes x et y, et consid6rons l'6quation aux d6riv6es partielles 

(79) O"u ~---F x , y , u ~ ,  ,~y .  ,~zOy,_ l ,  . . ,  Oza Oy._h �9  

~Zh-- l~y . - -h+l  ' ~ A §  ' "'" ' ~ ) '  
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dans le second membre de laquelle $ , . . .  d~signent toutes les d~riv~es 
de u des ordres 1 , 2 , . . . , n - - I .  Si l'on attribue k x , y , u  les cotes 
premiSres respectives x, I ,  o et les cotes secondes respectives c~, c~, o, 
avee 1~ condition c~ > c~, les quantit6s u ,  3 , . . .  seront toutes normales 
vis ~ vis du premier membre de l'~quation (79), comme ayant une cote 
premi6re inf~rieure; quant k la quantit~ 

Oz~Oy.-~ ' 

qui a mdme cote premiere que le premier membre, elle sera normale ou 
non vis k vis de lui, selon que la difference 

[hc. + ( n - -  h)c,] - -  [ie~ + ( . - - i ) c , ] = ( h - - i ) ( c ~ - - c , )  

sera ou non positive; en supposant, pour fixer les iddes, c~ > cv, on voit 
donc que les quantit~s 

0~u ~nu 0"u 

Oy" ' ~z~y "-l ' " " " ' Oz a-l Oy "-a+l 

sont normales vis ~ vis du premier membre 0"u VzhVy._h, mais que les quantit~s 

(80) . . . ,  

ne le sont pas, sans toutefois que leur cote premiere surpasse celle du 
premier membre dont il s'agit. 

L'application ~ ce cas particulier de notre proposition d u n  ~ 31 
fournit alors le r~sultat suivant, dans lequel on reconnaltra sans peine 
celui qu'a r~cemment formul~ M. GOURSAT: 

Si l'on d~signe par (A) le 9roupe des dquations obtenues en dgalant d 

zgro les ddrivdes premieres du second membre de l'~quation (79) par rapport 

aux quantit~s (8o), et si l'on impose d u n e  intdgrale hypoth~tique de (79) 
des conditions initiales arbitrairement choisies sous la seule restriction que 

les dquations (A) se trouvent numdriquement vdrifides par les valeurs initiales 

des quantitds qu'elles contiennent, l'int~grale dont il s'agit ne peut manquer 

d'exister effectivement. 


