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ESSAIS SUR LE CALCOL DU NOMBRE DES CLASSES DE FORMES 

QUADRATIOUES BINAIRES AUX COEFFICIENTS ENTIERS 

PAR 

M. L E R C H  
F R I B O U R G .  

C I t A P I T R E  I I I .  

Nous allons exposer les %sultats de nature alg6brique qui lient la 
thdorie de l'6quation binbme h la question qui nous occupe. GAUss, dans 
la septi~me section des Disquisitiones, a montr6 l'existence de la d6compo- 
sition suivante 

�9 P - -  I y 2  4 ~ = --_+PZ 2, 
X - - I  

p 6tant premier, et Y et Z des polynSmes aux coefficients entiers. LE- 
J �9 1" �9 JEUNE-DIRICHLET 1 e~  JACOBI ~ On~ ~eneranse les r6sultats de GAuss au cas 

d'un discriminant fondamental posifif, et out ddcouvert le rble que jouent 
les polynbmes Y et Z dans la ddtermination du nombre des classes d'un 
discriminant positif. CAucnr ~ paralt le premier avoir reconnu nettement 
comment la d~composition de GAuss gdn6ralisde d6pende du diseriminant 
(qui remplaee alors le nombre p) suppos6 fondamental, positif ou ndgatif, 

1 Sur la mani~re de rdsoudre l'dquation t ' - - p u  ~ =  I au moyeu des fonctions circu- 
taires, ( Jou rna l  de C r e l l e ,  t. I7). 

' ~/ber die Kreistheilung und ihre Anwendung auf  die Zahlentheorie ( Mo n a t s b e r i c h t e  
de r  kSn. p r e u s s i s c h e n  A k a d e m i e  der  W i s s .  zu Be r l i n ,  I837 ). 

3 Oeuvres  de Cauchy ,  I e s6rie, vol. 5, P. 84. 
Acta mathemalica. 30. Imprimd le 25 ]anvier 1906. 
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pair ou impair. Parmi les continuateurs de ces grands inventeurs nous 
sont connus los travaux de J. LIOUVILLE, 1 0 .  SCHEMMEL, ~ de MM. ALEX- 
ANDER BERGER 3 et H. WEBER. 4 Si l'on compare les rdsultats obtenus par 
ces 6minents g6om~tres avec cc qu'on lira dabs ce chapitre, on remarquera 
qu'il n 'y  a pas grande chose qui nous soit personnelle; cctte partie prdsente 
en effet un caractbre de compilation. Cependant certains ddtails que nous 
eroyons neufs et notre mani~re d'exposition me paraissent mdriter l'at- 
tention. D'ailleurs, nous aidant par les besoins de la thdorie de Kr, o- 
.~ECKEa, nous avons retrouv6 tout ce qui est exposd ici avant de connaltre 
les m6moires originaux qui sont venus apr~s le travail de DIRICHLET. 

I. Soit D un discriminant fondamental, positif ou ndgatif, A sa 
va]eur absolue et observons que l'expression suivante 

I D 'D ~ 

/ / ) \  

a p o u r  valeur l'unit6, si [ ~ - ) =  I, et s'annule daBs tous lea autres cas.  

L'expression 
'-flea + 

V=]L 

2 a ~  

est donc le produit des faeteurs x - - e  ~' qu'on obtient en prenant pour 
a tous les hombres de la suite I ,  2 , 3 , . . . ,  A - - I  qui satisfont ~ la 
condition 

= I , 

doric 

i 2a ~i' .4(x,D)= H x - e  / �9 
a 

t J o u r n a l  de LIOUVILLE, 2 e s6rie, t. 2;  1857. 

De multiludine formarum secundi gradus disquisitioues ; Vratislaviae, I863.  

z Sur une applicatio~ de la thdorie des dqualions bin~mas h la sommalion de quelques 
sdries ( N o v a  A c t a  reg .  S o e i e t a t i s  s c i en t .  U p s a l i e n s i s ,  t. 13, 1886). 

* N a c h r i c h t e n  d e r  kSn. G o s e l l s c h a f t  do r  W i s s .  zu O S t t i n g e n ,  I893.  



Calcul du nombre des classes de formos quadratiques binaires s coe~cients enfiors. 20~ 

Reprdsentons de l'autre cbtd par b tous los entiers de la dire suite qui 
satisfont h la condition 

-~-~--I~ 

alors la fonction 
1 19 

(,b) B(x, D) H x - - e  
~ 1  

n'est autre chose que le produit 

. ) =  rl 
b 

L'identitd 

prouve que le hombre des 61dments a est 6gal ~ eelui des dldments b, et 
la valour commune de ces nombres est, en employant l'~criture de GAuss, 

6videmmen~ ~ ~(A). 

Los polyn6mes A(x) et B(x) sent doric du dogr~ ~ ( A ) .  

Les racines des gquations A(x)= o e t  B(x)= o constituent la to- 
talit6 des racincs primitives d'ordre A de l'unit6, et par cons6quent, on aura 

(2) A(x)B(x)-~ F(x), 

F(x) ddsignant le polynbme irrdductible aux coefficients rationnels qui 
2~ri 

s'annule pour x ~ e  J J'dcrirai iF(x, A) lorsqu'il faudra indiquer la 
valeur de ~ .  On sait que 

d 

le produit se rapportant ~ tous los diviseurs d du hombre A e t  /~(d) dd- 
signant los nombres de MOEBIUS. Par exemple 

(3~ 1 5 ~  I ) (~  - -  I )  8 ~7  ~ 5  X 4 X3 F(x, i s)=(~ ~ X ~ _ ~ ) = x - -  + - -  + ~ x + I .  
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Des ddfinitions (t ') st (I b) on tire l'dqua~ion formeliement plus simple 

A--1 ( ~,/n.i \ (D] 

a(~) n -~-1 ~'~ (4) ~ = = x - -  e / 

d'ofi on prenant los ddrivdes logarithmiques, 

(5) A(z) B(z) ~=l ,a 

Posant, pour abrdger, 

l 'dquafion (5) s'dcrira 

�9 , ~ l ( z )  
~(x)  - log B - ~ '  

�9 '(x) = 1~' ~,,, $ 

J 'v  suppose I x [ <  I 

d'ofi 

st j 'emplois le ddveloppement 

- -A--  l~ = 1 

~- 9 = 1  

Or, D dtant un diseriminant fondamental, on a 

,,-1 ./)),, , ,~=, ( / ) ) _  

de sorte qu'en substituant, il vient 

on bien 

(6) A(z) B(x) = :,=x 

en sd, rie gdom(triquo 

(Ixi<,) 
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Quant ~t la fonetion ~(x) ella-maline, l ' intdgration donne 

l ~-' 

oh il faut encore ddterminer la constante c. On a dvidemment 

log c = log/-/re ~ ~'/, 

et puisque 

011 ~ u r ~  

Avee 

(7) 

Quaut 

~-1 / o pour D > o, 

1 -&~ [-- s pour D < %  

~_~ 
e ~ pour D = - - 3 ,  

c =  - - I I  pour D = - - 4 ,  

dans d'autres eas. 

carte valeur de c, on a par consdquent la formuto 

h ]a 

pour e/l LVirer 

log B(~) l o g c - -  ~/D sgn D/,=1 #-z'~" 

En observant 

F(x),  il suffit de se rappelor la formula fonetion 

F(x) = l ]  x - - e  

quo l 'on a c ' ~  I, puisque 

F ( o )  = i, 

et qua la somme 
zJ--I ~favn'/ 

1 

: ~ C m 
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a pour valeur l'expression 

M. Loroh. 

I (a'a) a," , 
,~ 0 

oh A reprdsenfe le plus ~rand commun diviseur des nombres m e t  A, 
ZX 

puis A '  signifie le quotient ~ et d parcourt tousles  diviseurs du nombre 

A , on aura une sdrie 

log F(x) -~ ~ c,~ x" 
1 

dont ]es coefficients sont des nombres rationnels, et en partieulier les nu- 
mdrateurs c~ sont des nombres entiers. 

Si A est impair, il n 'admet  aucun diviseur carrd et il s'ensuit que 

I~(A'8)-~-I~(A')I~(3), et la formule 

fair voir que l'on a 

~., -- --/~(a')~(a.). 

Si, au contraire, A est pair, on aura c,, = o pour m impair. 
Des formules 

I 
logA(x)  = ? [O(x) + log F(x)] 

: log~/-dTs zT 
2 ~  

I 
log B(x)~-- ~ [ - -  O(x) + log F(x) ]  

n i l  

on tire 

A ( z )  = ~ e  

B(x)  = ~ / ~ e  "---'~ " '  



Calcal du hombre des classss d~ formes quadratiques b~naires s coefficients entiers. 209 

Cela grant, observons qu'une expression exponentielle 

se ddveloppe en uric sdrie 

r -{- a~x + a.~x: + a~x ~ ~ ... 

dont les coefficients a~ s'expriment en fonction rationnelle des 6[6ments  

a~, a : , . . . ,  a~ dont le rang ne ddpasse pus celui de a~. 
Les ddveloppements suivant les puissances de x des fonctions A(x) 

et B(x) seront alors de la forme 

A(~) = g;[, + (~, + b, <~)~ + (~ + b~ <~)~  + . . . ] ,  

I B(~) = ~ [ ,  + (~,--b~ <~),~ + #~--b~ <~)x ~ + . .  ], 

les a~ ainsi que les b~ dtunt des hombres rationnels. Mais ces fonctions-l~t 
dtant des fonctions enti~res, les sdries se r~duiront ~ un hombre fini de 

A(~) 
termes, et il s'ensuit que les coefficients dans les polynSmes ~ - c  et B(x)~/~ 

sont des nombres alg6briques de la forme a + b ~D. Celu a lieu pour les 

coefficients de A(x) et B(x) elles-m6mes, si A > 4, car ulors on u c--= I. 

Si A -----4, on a D----- - -4 ,  ~/D ---- 2i, c =  - -  I, ~/~ ~ + i ,  e t ]es  coeff i -  

c i e n t s  a § , (a -~-.b~/D)~/~. seron~; alors _§ (2b -a~ ~/D), _§ ( - -  2 b -~- ~a ~/~) 

et il est clair que lu forme a- t -b~/D rcste conserv6e. 

Lu m~me chose u lieu duns le cas de A : 3 ,  D - ~ - - A ,  puisque 
~/~. est ici aussi de lu forme a Jr/9i ~/D. 

Doric, duns t o u s l e s  cus, Ies coefficients des polynSmes A(x) et B(x) 
uppurtiennent au domaine de rationalit6 (I , ~/D). Mais ils sont des sommes 

2uxi 

de produits des hombres alggbriques entiers tels que e ~ -  , et il faut qu'ils 

soient eux-m~mes des hombres algdbriques entiers. 
Deux hombres algdbriques entiers de la forme 

a + b~/D et a--b~/D 

ont pour somme et pour diffdrences 2a et 2b~/D qui doivent aussi ~tre 
Acta math~m~atlva. 30, Imprim~ le 10 mai 1906. ~7 
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enti~res. Si D est impair,  il faut  done quc 2a-=--m ct 2b ~ n soient  des 

entiers, et on aura la forme 

2 

m e t  n dtant  deux entiers ordinaires.  
E n  eas de D pair, on peu t  rendre  (2b ~/D) 2 = 4b2D cut ter  en supposant  

I6b ~ entier,  c 'est  2l dire en p renan t  b----x - n  n 4rant un entier.  Si celui-ci 
4 ' 

est impair ,  on aura en faisant  2a = m 

v/: m + n D m - -  n D 

a -Jr- b~/5 = 2 , a - - b ~ / D  ---- 2 ; 

le p rodu i t  de ces expressions devan t  ~tre u a  ent ier  ordinaire 

on a la congruence (n 4rant impair) 

D 
m ~ - ~  - -  ( m o d  4 )  

4 

chose impossible  pour  un  d iscr iminant  fondamenta l .  Done  toujours  les 

deux hombres  2a et 2b sont  entiers. 
Les coefficients des po lyn6mes  2A(~)  et 2 B ( x )  &ant  de la forme 

m_+ n~/D oh m et n sont  des entiers ordinaires, on peut  sdparer les parties 

con tenan t  le radical ~/~ et il v ient  

2 A ( x )  --: Y(.r~) .4- ~/I.) Z ( x ) ,  

2 B ( x )  =- Y ( x )  ~ ~/D Z(x ) ,  

Y et Z signifiant deux po lyn6mes  aux coefficients entiers.  Le  double signe 

qui  figure aux seconds membres  devient  d4termin4,  si l 'on choisi t  ]e signe 

du te rme le plus 41evd dans le po lyn6me  Z(x ) .  On convicnt  de prendre  

le coefficient de la puissance de x la plus 41ev4e daus ie po lyn6me Z ( x )  

positif.  
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Des dquations (I ~) et (I b) rdsulte que l'on a 

A(X) X ~f<A) X ' [ ( D )  ( D ) ] { 3 T - X  ~$~(A,-1 = __ ; + + . . . ,  

1 d--1 [ Q~-) ( / )$) ]  ~v~i ' 
Bix)  = x'~(J)-- ~ ~-~ - -  + T ~-~(~)-- '  + ' " '  

d'ofi 
1 ~-~C~) 

A ( x )  + B ( x )  -= ~.~ --- 
A--I , ?vr, i I 

72. + . . .  
V,= 1 

~ ( ~ )  - -  B ( . )  --- - -  ~ ~ T x  + . . . .  

La dernibre expression eommengant par le {erme en x }r 
den t  est 

l 'gquation 
Y = I  

A ( z )  - -  B ( x )  = +_ ~/~Z(x)  

don{ le eoeffi- 

fair voir que le signe + est ~ .  On a done en ddfinitif 

! :A(o~, D) = Y(x, D)---<~Z(x, D), 
(8) 

| 2B(x, D) = Y(x, D) + ~/DZ(x, D). 

Les fonctions Y c t  Z sont de la forint 

(9) 

1 1 l 
- -  r  - -  ~(,4)---. 

Y ( x )  = 2z'~{~) + alz" + a . S  

Z ( x )  = z + blx ~(J>~" + . . .  ; 

. . . ,  

remarquons que le coefficient al est 

c'est g dire qu'il 
F ( x ,  A). 

A--I ~'J z:,i 

Y=I 

cst identique au coefficient de x ~(J)-I dans la fonction 



212 

L'dquation 

s'dcrira 

M. Lerch. 

= F(x)  

(~o) Y~(x, D ) - - D Z 2 ( z ,  D) = 4F(x, A). 

Cette identitd caractdrise compl~tement les fonctions Y e t  Z, si l'on ajoute 
que leurs coefficients soient rationnels, celui de la plus haute puissance eu 
Z grant supposd positif. 

Car si l'on avait une autre ddcomposition analogue 

4 F  = Y~ - DZ~, 

la fonction Y~--Z~ ~/D s'dvanouirait pour certaines racines de l'une des 
deux dquations 

Y +  Z ~l~ ----- o. 

Le plus grand commun diviseur des premiers membres 

I1, - z ,  Y+_ z i g  

serait un polynbme de la forme 

nSmes aux coefficients rationnels 

lynbme aux coefficients rationnels 

Y.,--Z2~,,;-d , Y~ et Z 2 dtant deux poly- 
I 

des degrds infdrieurs h 2F(A). Le po- 

et du degrd infdrieur h ~(A) s'annulant pour une racine primitive de 
l'unit6, la fonction F ( x )  devrait ~tre rdductible, chose impossible. Donc 
les polynbmes Y et Z sent compl~tement ddfinis par l'identitd (I o). 

2. Les dquations (8) donnent tout de suite 

A'(~) B'(.) 
A ( , )  B(x) 

- _ Z ( x )  Y ' ( x )  - -  Y ( x ) Z ' ( x )  
- -  2 ~/D Y ' ( x )  - -  DZ'~(z) 

1 Le proc4d6 le plus rapide pour le calcul dos coefficients des polyn6mes Y e t  Z 

a 6t6 donn6 par  LEGENDRE (Mdmoire s~tr la ddtermination des fonctions Y e t  Z etc., M6- 

m o i r e s  de  l ' a c a d . ,  t. I I ,  I83O); il repose sur ce que les sommes de puissances sem- 

blables des racines de A ( x ) =  o e t  B ( x ) =  o sent donnbes imm6diatement;  les coeffi- 

cients s 'obtienncnt ~ l 'a ide des formules de Newton. 
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ou en faisanl usage de (I o), 

(I I) A'(x,) B'(~) Z(z)Y ' (z )  -- Y(x)Z'( .)  
A(z) B(~) - -  ~/D 2F(z) 

On parv ien t  k une  autre  reprdsenta t ion  du  premier  membre ,  si l 'on  emploie  

le ddve loppement  (6). 

La  sdrie qui  y figure 

p e u t  so t ransformer  en faisant/~-----p + Av (p----- I ,  2 

�9 . . , o o ) ;  o n  a 

eL par  consgquen~ 

zI--1 t 
p = l  v : 0  

' 

I - -  z A X # - - I  " 
p = l  

2qous sommes  ainsi amends ~ in t rodui re  la fonct ion  enti~re 

( i2)  

lqous aurons alors 

A--I  

p = l  

= Q ( x , D ) .  

m 

A'(x) B'(x) ~/D sgn D 
(13) A(~) B ( ~ ) = ~ ( ~ - -  i) Q(x) 

E n  comparan t  avec (I I) nous  aurons 

I d X --I 
(i4) Q(xlsgn9 = ? x F--~y [Z(x) r (x)--  r(x)z'(x)]. 

Reprdsentons  m a i n t e n a n t  par  A v tous les diviseurs du  nombre  A plus pe- 

t i ts  que A ,  y compris  l 'unitd,  e t  fo rmons  le p rodu i t  1 

I I  F(x, a,) 
v 

1 Remarquons qu'il faut prendre, p. ex. 

F(z ,  I) ---- . - -  I, F ( . ,  2) = �9 + I, F ( z , 4 ) = ~ ' +  l, etc. 
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de tous les polynbmes F ( x ,  A )  correspondants. 

X A -  I 

F(.~) 

Alors le quotient 

aura pour valeur I1F(x, A~) et l'dquation (14) s'dcrira comme il suit 

' x [ Z ( . c ) Y ' ( x ) - -  Y(z)Z'(x)] H F(x, A,~. ( '4*) Q(x ) sgnD : 2 

]~tant connues les fonctions F(x) ct Q(x), on pourra caractdriser les po- 

lynBmes Y e t  Z d'une mani~re purement  algdbrique par une congruence 

que nous allons 6tablir. 
2vni  

J'observe d'abord que pour les valeurs x = - e  J oh ~ est premier 

avec A ,  la quantitd Q~(x) se rdduit ~ D,  de sorte que le polynbme 

Q2(x)--D cst divisible par F(x) .  Le quotient avant de m~me les coeffi- 

cients entiers, on aura la congruence 

(IS) Q2(x)~__D [rood F(x)]. 
2r:.i 

Cela dtant, j 'observe que pour x = e J on a 

Q(z) = y ( x ) -  (5Z(x)  = o, 

de sorte que la fonction enti~re aux coefficients rationnels 

Y ( z ) -  Q(x)Z(x) 
2 rt i 

s'annule pour x = e T ;  elle doit done admettrc le diviseur irrdductible 

F(x) ,  d'oh la congruence 

(I6) Y(x) ~ Q(x)Z(x) [mod F(x)]. 

�9 " S Pour prouver que cette congruence ~t deux inconnues algebnque, Y e t  Z 

n 'admet  qu'une seule solution dent los ddvclot)pemcnts soient de la forme 

(9), dlevons au carrd les deux membrcs ct faisons usage de (15); on aura 

La fonction entibre 

y 2  ~ D Z :  [mod F(x)]. 

y2 __ DZ2 
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6rant, d'apr~s (9), du degr6 zdro, elle est une constante qui n'est autre 

chose que le nombre 4; on a done 

Y 2 - -  D Z 2  = 4 F ,  

identit6 dent  on suit qu'elle est caraet6ristique pour les fonctions Y e t  Z. 

3. Revenons sur l'6quution (14"). Le produit qui y figure 

IIF(z, A~) 

contient le facteur F ( x ,  I ) = X - - I ,  et le quotient que j 'appelle G ( x )  ne 

s'annule plus  p o u r  x = x. On aura 

X A - -  I 
(a) G(x)  : (z - -  , ) f ( z )  ' 

(b) Q ( x ) s g n D  : { x ( x - - l ) G ( x ) [ Z ( x ) Y ' ( x ) - -  Y ( x ) Z ' ( x ) ] .  

En diff6rentiant et prenant x = I, 

Q'(I) s g n D  ~--- G(I) 

i l  vient 

Z Y '  - -  YZ'  

en inerrant pour un moment  Y(") et Z (") au lieu de Y(")(I) et Z(a)(I). 

L'6quation (a) donne ensuite 

G ( I ) - -  A 
~ ' ( x ) '  

et nous  savons que F ( t ) =  I pou r  A compos6, mais que . ~ ( I ) =  A. pour 

A premier ou puissance d 'un hombre premier. Observant que A sgn D = D,  

nous aurons donc 

e ~ l  ' p = 2 /~ (x )  

Dans le eas de D > o le premier membre s'6vanouit et nous aurons 

Z Y ' - -  Y Z '  = o. 

Nous verrons plus tard que, pour D positif, les deux quantitds Y(I) et 

Z(I )  sent diff6rentes de z6ro, de sorte qu'il vient 

Y(I) Y'(I) (D :> o). 
(I 7) g(I) --  Z'(1) ' 
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Soit en second lieu D = -  A un discriminant ndgatif; on a comme 

on sait 
zJ--1 

e - ~ ct(-- A), 

eusuite la relation 

Y~ + A Z  ~ = 4 F ,  (x---- i), 

fair eonnaltre l 'une des deux quanti tds Y et Z .  

Si le nombre A est composd et plus grand que hui t  on a F =  I, 

et par cons6quent Z - ~  o. On a done 

(c) Z ( I ,  - -  &) ---- o, Y ( I ,  - -  A) _--- • 2 (A compos6 > 8). 

et il s 'ensuit  que 

(d) - -  Y ( , , - -  A )Z ' ( ,  , - -  A) ---_ :C l ( - -  A), (A compos6 > 8). 

Cette dquation se simplifiera plus tard, lorsque nous aurons ddtermind le 

signe de la quanti t6 Y(x). Dans le cas de A--=-8 on a 

r ( , )  = o,  z ( , )  = , ,  r ' ( ~ )  = 4, - F ( I )  ~ 21 

d'ofi il suit 

CI(-- 8) Z(I) Y'(l) 
4 

Pour  A-----4 on a de mdme 

F ( t ) = 2 ,  mais 

et il vient  

Z ' ( . )  = o, Y ' (x )  = 2, 

z ( , )  Y ' ( , ) =  4 ~ 6 ' z ( - - a ) =  : .  

Si en second lieu A est premier, on a F ( t ) =  A et nous aurons, pour 

a ; ~ I ,  

y2 + AZ'-- - -  4 A ;  

cela exige que Y admet  le faeteur A ,  de solve qu 'on aura Y =  Ay ;  
il vient  

Z~ + A Y  2 = 4, 

de sorte que pour A > 3 ,  on aura y~- -o ,  Z~-~_+_2. 
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Par  cons6quent, cos formules  

Y ( , ,  - -  A) = o, 

217 

Z(  , , - -  A) ----- __+ 27 (A premier  > 3 )  

1 2bze/ 

B(o)  = ( - - , ) ~ < ~ '  H e~- 

c) -,) 
les r6sultats A ( o ) =  B(o)---- 17 OU bien 

Z(o)-----o7 pour D > o .  

Dans le cas .de diseriminant  n6gatif  on t rouve d 'abord 

2 2 a  ----- 9~(A) - -  2 O l ( - -  A), 2'b = ~ (A)  + r 
A r 

on aura donc, pour A > 4 7  D = - - A :  

A(o)  = B(o)  - -  ( - -  I)~ 7 

mais si A = 3  ou 4 on aura respeet ivement  r = 6  et r = 4 ,  de s o r t e q u ' i l  

v ient  comme cela se volt d'ailleurs d i reetement :  

~ri lri 

pour  D = - - 3 :  A ( o ) = e  ~ B(o) - - - -e  T 7 

pout-. D = - -  4: A(o)  = - - i ,  B(o)  = i. 

I1 s'ensuit7 en r6sum67 les formules suivantes: 

Y(o) : 2 ( - -  I)el(--A) 7 Z(o) = 0 pour  D : - -  A 7 A > 4, 

( t8  b) Y(o) = Z(o)  : I pour D = - -  3, 

Y ( o ) = o  7 Z ( o ) - -  I pour D = - - 4 .  
Aeta mathemat6m. 30. Imprim6 le 10 mai 1906. 28 

d'abord que les d6finitions donnen t  

I 2aTri 

A ( o )  = ( - - I ) ~ - i ~ ( A )  H e - ~  , 

6$ 

( �9 a ,b= I 7 2 ~ 3 , . . . ~ A - - t ~  

d 'oh l 'on tire ais6ment, pour D > o7 

(~ 8 ~ r ( o )  = 27 

(c') 

donnen t  

(d') Z ( , , - -  A)  r ' ( , ,  - -  Lx) = 2 4  e l ( - -  A). 

Nous  parviendrons plus tard  ~ la d6terminat ion du signe de Z( I ) .  

4. Quant  aux propri6t6s des fonetions A(x)  et B ( x )  remarquons  
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En observant que, pour A > 8, le nombre Cl(~ A) est impair ou pair 
selon que A est premier ou compos6, ce dernier rdsultat peut s'dnoncer 

comme il suit: 
/ - - 2 '  pour A premier et pour A-----8, 

(,8 o) Y(o) / 2, pour A eompos~ > 8; 

Z(o) = o pour A > 4; D - - = - -  A .  

I 
Dans la formule (I ") changeons x en -; nous aurons 

Dans le cas de D positif, on a eomme nous venons de le remarquer 

puis les quantifds 

1 2 a ~ i  

( -  I I  e 7  = ', 

2a,~ 2~ri( zl--o ) 
- -  ~ -  ,t 

e - - - - e  

T reeonstituent, dans leur ensemble, les quantit6s e 

notre formule sera done 

,~ a(x), 
r 

ee qui donne 
I 

; le second membre de 

ce qui donne, pour un diseriminant fondamental positif D,  les relations 
connues 

( ,9  ~) x Y , D  --= Y ( x , D ) ,  x~*'(")Z ,D ==Z(x,D). 

Dan's le cas d 'un discriminant n6gatif D-------A oh A > 4 ,  nous savons que 

1 H , . . ~  )c,(_~) , ~  I) ~r e -5- = ( - -  l 
a 
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~ard 2rd( A~-a) 
puis  les quant i tds  e ~ ~ e ~ reproduisent ,  dans leur ensemble,  les 

2b,,-r/ 
quant i tds  e z , et on aura  donc 

1 

(--I)c'(-J)B(x), 

d 'oh  il sui t  
1 

X~-r y ( I ) =  ( - -  I)Cl(--A)y(x), 

X ~(~) Z(zl-) ---- --(--i)cz(-A)Z(x).  

ou bien 

( 19 ~) 

m A), 

_ A ) ,  4 > 4 ,  

oh e- - - - I ,  si A est u n  hombre  compos6 supdrieur h 8, et e - ~ - - I ,  si A 

est un  hombre  premier  ou si A ~_ 8. 

Dans  les 6qua~ions ( I9  a) et  ( I9  b) je pose x = i ,  en excluant  les cas 

part iculiers  D ~ - -  3 ,  - -  4 ,  - -  8. 
Si le d iscr iminant  D ~ -  A est n6gat i f  et composd, on a alors 

I 
r (A) ----- o (rood 4), 

le d iser iminant  dtant  fondamenta l ,  bien entendu.  

Si, en second lieu, le d iscr iminant  D est posit if  et composd, on a, 

en g6n~ral, 
! 

~ ( D )  ~-~ o (rood 4), 

deux exceptions 6rant h signaler.  D ' abord  pour  D ~ 4 P ,  P dtant  premier ,  

na tu re l l ement  de la forme 4k -{- 3, puis  si D ----p~p~, les deux hombres  pre- 

miers p~ et P.2 ayan~ la forme 4 k ~ - 3 .  Dans  ces cas exceptionnels  on a 

I (rood 4). ~ r  _= 2 
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On a par consdquent les fairs suivants h remarquer: 
Si D est un discriminant fondamental positif qui n'est ni premier ni 

le quadruple d'un nombre premier, ni le produit de deux nombres premiers 

de la forme 4k A-3, on aura 

Y ( - -  i, D) = Y(i , D), Z ( - -  i, D) = Z(i , D). 

Les quantitds Y(i) et Z(i) seront donc reelles. 
Dans les cas de D = 4 p ,  D=plp2(p--_=p,~---p2~ 3(rood4)) on a, 

au contraire, 
Y ( - - i )  = - -  Y(i), Z ( - -  i) -= ~ Z( i), 

d'ofi il suit que les quanti~s Y(i) et Z(i) sent ou purement imaginaires 
ou nulles, en pattie. 

Pour un discriminant ndgatif composd diffdrent de - - 4  e t -  8, on a, 
d'apr~s ( 19 b) 

Y ( - - i ) =  Y(i), Z ( - - i ) = - - Z ( i ) ,  

done Y(i) est rdel et Z(i) purement imaginaire ou nul. 
Passons aux discriminants premiers. 
Si D > o est premier, on aura 

D - - I  D--I 
Y(- - i )= ( - - i ) '  Y(i), Z(-- i )=(-- , )  Z(i), 

d'oia il suit que Y(i) et Z(i) seront rdelles ou purement imaginaires selon 
que D ~ I  (rood8) ou D ~ 5  (rood8); les cas des valeurs dgales h zdro 
grant sous-entendus comme des valeurs rdelles ou imaginaires. 

Si le diseriminant est ndgatif et premier - - A ,  le hombre 

est impair, et les quantitds Y(i) et Z(i) seront essentiellement complexes; 
mais on trouve aisdment 

A4-1 ) 
r ( i ) =  , + ( - - , )  �9 i 3t ,  

.1+1 ) 
Z ( i ) =  ~ - - ( - - I )  4 i N, 

M e t  N d?~nt des entiers rdels. 
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5. Passons ~ la dgtermination des quantitds Y(I) et Z(I )  pour un 
discriminant ndgati[; nous savons que, si A est composd et plus grand que 
8, on a Z ( I ) =  o, Y(I) -= + 2; il ne rcste qu'~ ddterminer le signe de 
cette derni~re quantit6 qui est dgale ~ 2A(I). La d6finition (I ~) donne 
immddiatement 

2an' i  a~ri 
- -  - -  . a 7 ~  

et si l 'on remplace la quantitg I - -  e J par sa valeur - -  2ie ~ sm ~ ,  nous 

aurons 

(a) A ( , ) - - ( - - i ) { - ~ ( J ' e ; ' ~  H (2 s i n ~ ) .  
(Z 

La quantit6 rdelle et positive 

II (~ sin~) 
a 

reprdsente la valeur absolue de A(I)  et sera, par consdquent, 6gale h. un, 
si A est compos& I1 s'ensuit 

e ~ Z a  A ( , )  (--~){-~{A) . 

Or nous savons que (puisque iei r = 2) 

donc 

' ' ' ' C l ( - -  A) ,  

A ( , )  = { - - , )  e 

ou bien, }C l (p  A) dtant un entier pour le discriminant composd, 

I 

Supposons en second lieu A premier. Dans ce cas on a 

Y(, )  = o, z ( i )  = + 2, A(~) = ,ir z(,). 
2 
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La valeur absolue de 
donne 

la quan~itd A(t)  sera alors ~/~ et la formule (a) 

A(l) _ _  (__ i)~r X~ " 
IA(~)I 

eet~e quantitd dfant dgale h 

ou bien 

I 
2 iZ(I), on eonelut 

~ - 2 a  
Z(I)  ~--- 2 ( ~  i)~-~('J)-I e , 

. ,  7- , , ' , -  - -  Z(I)  = 2 ( - - , )  e 

ee qui se simplifie eomme il suit 
ct{-- J)--1 

z ( , ) =  ~(-- ~) 

On a done los rdsultats suivanf~: 

Y(I , - -  A) = o, 

(A premier > 3), 

1 

(~o ~) Y(~, -- a) = 2(- ,)~"-~, z(, , -- a) = o, 

(A eomposd > 8). 

En substituant ces valeurs dans les formules (d) et (d') d u n  ~ 3, noua 
aurons ces formes ddfinitives des rdsul~ts y indiquds 

2 1 a) y,(,) = (_  ~)~-t~,~-J)-,~ Act(-- a); 
1 

(2 ,~) Z' (~)  = - -  (-- ,)~"(-~' o f ( - -  A); 

(A premier > 3), 

(A compos~ > 8). 

En reprdsentant p a r  H le nombre impair C l ( - - A )  dans le cas de A 
premier, nous aurons 

1 1 
A ~ - ~ I ,  ( - - I )  ~ ( " - ) H ~ I  (rood4), 

et par eons6quent 

(2I ~) Y'(I) ---- - - ,  (mod 4), (A premier > a), 
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Si A n'est aucune des valeurs except~s, 3 , 4 , 8 ,  on aura r 
F ( - - i )  = I, ee qui donne des rdsultats plus simples pour la valeur par- 
tieuli~re x = - -  I. L'6quation 

donne 

r , ( - -  t) + Az ' ( - -  , ) - -  4 

Z ( - -  L) ---~ o, Y ( - -  I) = __+ 2 ---~ 2A(-- i). 

La formule immediate 

donne d'abord 

= 11 j 
a 

la valeur absolue de cette quantit~ devant ~tre un, on eonelut, en sub- 
stituant la valeur connue de Xa, 

A ( - -  I) = ( - -  i)t~(~)e ~9('j) ~ct( ~)(__ I)tt, 
\ 

x A.  Evidemment N ddsignant le hombre des 616ments a plus grands q u e ~  

2N---- ~ *  I + 
. ~  

parcourant des nombres premiers avec &; il s'ensuit 

v = I  

ou d'apr~s une formule eon~ue, 

On a donc 

( -  ~)~ = e - ~ +  ~[~-(~-)]c,, -,,~ 
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et la formule obtenue plus haut devient 

(b) A ( - -  l) = ( - - I  )l~(J' O~ ~ [I-(~)]cT`-zl) . 

Si A est premier et plus grand que 3, on a r----2 et il vient 

,) = _ ( .  (,-(:)) = 

Si A est composd et supdrieur h 8, le nombre des classes est pair 
et nous aurons 

A ( - -  ~) = ~; 

une exception pom'ra se prdsenter pour les discriminants pairs, car alors 

(z~-) = o, et la formule (b)donnera  

A ( - -  I ) =  ( - -  I): , (A pair > 8 ) .  

Or de la thdorie de la repartition des classes en genres on salt que le 

z Cl(- -A)  ne sera impair que si le discriminant a la f o r m e -  4m hombre 

ou - - 8 m ,  m 6tant un nombre premier. I)ans le cas de A _--_ 4m, le hombre 
premier impair m est un discriminant positif, et la formule (45) du eha- 
pitre I I  donne 

[.'--I 
a l l  

m - - !  
le second membre se compose de 4 unitds, positives ou n6gatives, et 

par cons6quent 
~ - - I  t Cl(-- 4m) ~ (mod 2), 

2 4 

pourvu que m soit premier. On vdrifie ais~ment que 

m - - 1  

et le r6sultat obtenu plus haut devient 

( 2 )  (m premier). A ( - -  I , - -4m)- -=-  ~ , 
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Soit maintenant A = 8m, les deux eas m =  I et m=~ 3 
possibles et il faut les distinguer. 

Pour m =__~ (rood 4) la formule (47) du chap. I I  donne 

(mod 4) sont 

1_8 A 

et par consequent 

Ce) ~Cl(--8m)-~[8 ] -4-[-~]-- [ ~ ]  (mod 2). 

Dans le 
ehapitre donne 

d'oh il suit 

deuxi~me eas oh m ~ 3 (mod 4) la formule (4 2) du mgme 

[;-~ 
2 

Au moyen de ces r6sultats (e) et (d) on trouve le tableau suivant (m ~tant 
toujours suppos6 premier des congruences au module deux, 

6 ' / ( --  8m) 

o, pour m ~ 8k d- I, 

I, pour m = 8 k n  c 5 ,  

I, pour m----8k-4- 3, 

o, pour m =- 8k d- 7, 

ce qui se r~sume par l 'gquation 

1 

(m premier). 

Nous avons par consequent le r~sultat suivant: 
Pour le discriminant fondamental n6gatif - - A  diffdrent d e - - 3 ,  

- -  4,  - -  8, ont lieu des formules 
Asta mathematic. 30. Imprim~ le 10 mai 1906. 29  
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(22) ' r(-- ,  ~, , - -  A)  = 

Z ( - -  I , - -  / ~ )  = O ,  

- - ( ~ ) ,  A premier, 

( ~ ) ,  A = 4  m ou Sin, m premier, 

t , A compos6, des autres formes. 

6. Une question des plus intdressantes serait d'obtenir des relations 
entre les fonctions Y e t  Z provenant des diseriminants diffdrents. Nous 
allons montrer comment ces fonctions peuvent s'obtenir pour un diseri- 
minant produit, si on les connait pour les discriminants faeteurs. 

Soient h ce~ effet D~ et D2 deux discriminants fondamentaux premiers 
entre eux, A~ et A2 leur valeurs absolues; le produit D~D2 sera, lui aussi, 
un discriminant fondamental et l 'on aura 

+] 
A(x, D,D, )=  I I  x--eJ'J") ~'' ';] 

u = l  

Le nombre a =  A t A - A 2  est premier avec AtA~, et on pourra donc 
remplacer ~ par av; il vient de la sorte 

- - -  / O l ~  m, ] \ av ] A  

A ( : ~ , D , D , )  = H ~ -  " 

L'un des deux discriminants, p. ex. D1, sera toujours impair; on aura 
alors 

et l'expression 

' 'A,)(A, o" 

sera 6gale h la suivanto 
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ee qu'on peut mettre sous la forme suivante, symdtrique en D~ et D~, 

1- -  sgn Dt 1- -  sgn D 2 (�9 , , 

A cause de l'identit6 
a l I 

A,~ , - -  A, + A~ 

la derni~re expression de A(x, D~D2) devient 

A(x, .,D,)= II ~ - ~  ~' 
v = l  

+(~,)'] 

Posons v - - - ~ f l + l t A  1 (p--~ I , 2,  . . . ,  A1; /~--=-0, I ,  2 , . . . ,  A - - I ) ,  il v ient  

l _ _  2~; I C;P"l A~I ,~-1 ~.p~i + ~.z (,o4 tLA~ ) 

p = l  I t = 0  

off l'on a pos6, pour abr6ger, 

, , . . - - , (~) ( ;  .. ~ % )  + @ ( ~  +~ :,,,< -~ . 

Laissant p constant, effectuons la multiplication relative h, r la quantit6 
p- l-pA~ pareourt le syst~me complet de restes pour le module A~, et 
nous aurons 

~(~, DID,) = I I  I I  x -  
p=l v = l  

Mettant la diffdrence qui figure au facteur sous la forme 

on obtient 

p v 

oh 

~,=~  ~ +  
\ p / \ v /  
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J'observe que ]a somme 

At 

p=l 

a pour valeur I - A , f ( A , ) ,  puis je change p en A l - p ;  la quantit6 ~' 
2 

t t  change en a , oh 

et nous aurons 

At--1 A r t  // ~ p ~ i  2.~.i\* 

AIx, D, D2) = I117I  k ~ - -  ~ ~) 
p = l  u = l  

Dans le deuxi~me membre, les facteurs o41 --~ o peuvent ~tre 

supprim6s; les autres peuvent 4tre rangds en deux groupes, celui des nombres 
p-----a et le groupe des nombres p = ~; on d6signe par a et/~ les hombres 

de la suite I ,  2 , . . . ,  A ~ - - I  qui satisfont aux conditions respectives 

<fl< • 
h ces nombres q et /9 correspondent respectivement les valeurs suivantes 
du symbole a" 

§ 

En posant p----a, le produit partiel correspondant 

L \ v l  \ u l J  

n'est autre chose que la fonetion 

il serait dgal h 

[ 2ani 

A ~xe ~-' , D2) ; 

B (xe W , D2), 
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si l 'on  prenai t  p = ft. Cela pe rme t  d'gcrire notre  r6sultat  sous la forme 
suivaate  

, [ 2arri 

( 2 3 * )  A(x, D1D,) = H A~xe ~ , D,) H BI~eW, ~'~' 
a # 

off les indices a et fl sont  d6finis par les condi t ions  (23) , s d~signant  l 'uni t6  

1-- sgn D 1 1-- sgn D 2 

(23 ~) ~ = ( - - I )  : ' 

On t rouve  de la m4me mani6re 

[ 2arri 

a 

Ces deux formules  (23*) et (~*)  rgsolvent  le probl~me propos6; on pen t  

s 'en servir pour  ramener  t o u s l e s  cas ~ eelui des discr iminants  impairs.  

P renons  D 2 ~ - - - A ,  D 1 = -  4, - - A  6tant  un  d iscr iminant  fonda- 
menta l  n6gatif  impai r ;  iei s = ~ I,  sgnD1 ~ ~ x, et les condi t ions  (23) 
d o n n e n t  a ~  I, /~---3.  On aura 

IA(x' 4~,)= A(ix, -- •  A), 
(24) [B(x,  4 A) = A ( - - i x , -  A)B( ix , -  A). 

Soit  ensui te  D un  d i sc r iminant  fondamenta l  posit if  impair ,  posons D2----D , 

D1 = - - 4 ;  on a ~ ~ I, et  les condi t ions  (26) 

d o n n e n t  a ~ 3, /9-~ I ;  nous aurons 

A ( x  , - -  4D) = A ( - -  ix , D ) B ( i x  , D), 

B ( x ,  - -  4D) = A (ix ,  D ) B ( - - i x ,  D). 

Soit  ma in tenan t ,  D:  = D  grant toujours  posit if  impair ,  D~ = 8; 
e ---- I, puis 

(5)--, 

O n  a 
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d'ofi a---- 1 , 7  et f l = 3 , 5 ;  en employant l'dcriture 

on a les relations 

1 + i  j =  

(26) 
! A(x , 8D) --- A(jx, D)A(j-'x , l))B(j~x, D)B()-3x, D), 

I B(x, 8D) = n(jx ,  h)B(j-~x, h)A(j3x, D)A(j-3x, D), 

et puis, en prenant D~ = -  8, on trouve 

I A(x, - -  8D) = A(j-' x, D) A(j-3x, D)B(.jx, D)B(j3x, D), 

(27) [B(x, 8D) --~ B(ff-mx, D)B(]-3x, D)A(./~, D)A(j'~x, D). 

Si l 'on fair D . ~ - - - - A ,  D ~ - - 8 ,  on a s . . . . .  l, s gnD l = - I ,  ) = I ,  
- \ ( Z /  

- -  I,  ~ -= I , 3 ; fl = 5,  7; les rdsultats sont 

[ A ( x ,  8 •  = A ( ] x ,  - -  A ) A ( j 3 x ,  - -  A ) B ( . / - ' . ~ ,  - -  •  - -  A ) ,  
(2S) / B(x,  8A) : B ( j x , -  A )B( f x ,  - -  A)A(j- 'x,  - -  A)A(j-:~x,  - -  A), 

enfin on trouve 

(26 ~) A ( x , - - S A ) = A ( j x , - - A ) A ( . / - ' . r , - - A ) B ( j : ' x , - - A ) B ( j - 3 x , - - A )  

et une expression analogue pour B(x , - -8A) .  
Cette formule (26 *) se trouve contenue clans (26) si l 'on y dcrit 

D = -  A;  cette formule-l~ subsiste donc pour t o u s l e s  discriminants im- 

pairs D,  positifs ou ndgatifs. 
Nous verrons que la ddtermination du nombre des classes d'un discri- 

minant  positif exige le ealeul du quotient B ( , ) : A ( I ) .  La formule (23*) 
ram~ne le calcul de cette quantitd ~t la ddtermination des quantitds de 

la forme 
/ ~prti 

A~e 'J'-, D , ) ,  

sans avoir besoin de l'expression explicite des polyngmes Y(x, D D~) et 
Z(z, D~D~); le calcul des dites quantitds est relativement facile. Mais on 
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peut mettre le probl~me qui nous occupe en relation avec la tMorie de 
l'61imination. 

Posons, pour abr6ger 

A, = A(x,  D,), A~ = A(x,  De), etc., 

et reprgsentons par R(A1, A2) le rdsultant des polyn6mes A~ et A s. Cela 
6rant, supposons D, > %  D e > %  de sorte que les conditions (23)de- 
viennent 

--'-'~" I ~  - - =  - -  I ~  

~a~i ~fln'i 

les quantitds e z, sont racines de l'dquation A~(x)---o, les e "' eelles de 
B l ( x ) = o ;  or on a 

_~(A, , A ~ ) =  I I  A le  ~: , D,~ , 
a~ 

/ ~flr:,i ) 

R(B, , B , ) =  I I  B(e , v .  , 
# 

et l'6quation (23*) permet de conclure 

(29") A(,,  D,D.~)----- R(A, , A,)R(B,, B.~). 

On trouverait de mdme 

(29 b) B(I, DtD~)= R(A1, B2)R(A2, B1) , 

et les m6mes formules s'obtiendraient en supposant D~------ A~, D~ = A s. 
Ces formules, int~ressantes en th6orie, ne contribuent rien ~ simplifier 

la pratique. 

7. Reprenons l'dquation (7) pour D positif, en supprimant le terme 
nul logc: 

(a) logB(z) -- ~/D ~ (D) ~ 

En passant h la limite pour x----I, le second membre devient 

1 ~U 
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donc nous aurons la formule connue 

(30) C l ( D ) l o g E ( D )  --= log A(,) '  

ou bien 

(30*) C'l(D) log E(D) = log 
Y(, , /9) + 4FZ(~ , D) 
Y(I , D)--  ~/D Z(I , D) 

Ce rdsultat ram~ne le calcul du nombre des classes h la d6termination de 

l'exposant H dans l'~quation 

Y - - ~ / I )  Z ~ 2 ' z( ,  ,D) ; 

c'est done un r6sultat d'une tr~s haute importance th6oriqnc; car il n 'y  
reste aucune trace de l 'origine transcendante qui la fair naltre, tous les 
hombres qui y figurent pouvant s'obtenir par des procdd6s purement algg- 

briques. 
Nous pouvons maintenant d~montrer le th6or~me connu que le nombre 

des classes, aussi pour les discriminants fondamentaux positifs, est impair, 
si le discriminant est un hombre premier, et qu'il est pair, si le discri- 

minant est un hombre compos~ plus grand que 8. 
Si le discriminant est un hombre premier, on a F ( I ) ~  D, et puis 

y 2 _ _ D Z  2 ~ 4 D  ' en posant pour abrdger, Y =  Y(I), Z = Z ( I ) .  On volt 
que Y est ngcessairement divisible par D, et en faisant Y - ~ - D z ,  Z = y ,  

il vient l'~quation 
y~ - -  D z  2 = - -  4 ; 

ces nombres y et z ne satisfont pas h l'~quation de FEI~MA% d'oh il suit 

que le quotient 

log lyl + [ z l ~ / D  - log-  
2 2 

n'est pas un entier. Or on a 

Cl(D)logE(D) = 2log IY +- z~/~[_ lo~l L+S,(~I, 
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d'oh il  suit que Y e t  Z sent du m~mo signe et que 

' C l ( D ) = l o g [ Y  + z~/Dl: log W + U v ~ .  
2 2 2 

le second membre n'dtant pas entier, il faut que Cl(D) soit impair: 
Si au contraire D est compos~ et plus grand que 8, on a F ( I ) =  I 

et par consdquent 
Y~ ~ DZ~ = 4, 

d'oh il suit que le quotient 

I I log Y +  Z~/D : l o g E ( D )  -----/~ 
2 

est un entier; par eonsgquent le hombre des classes 

Cl(D)--= 2 log[ Y +?~]D[" log E(D)----- 2/~ 
I I 

sera pair. 
Pour D = 8 on trouve aisgment que le nombre des classes est ~gal h un. 

8. Dans l 'dquation (7) pour D----D~ qui S'gcrit 

~/D-11 sgn D 1 y ~- = log __ -~- log c, 
v,=l Y,( , )  - -  ~/D,Z,(z) 

off l 'on emploie la notation 

YI(x)  = Y ( x ,  D,),  Z I ( x  ) = Z(x  , D,), 

posons 
~hrd 

xe z., au lieu de x, 

A 2 ddsignant la valeur abso!ue d'un discriminant fondamental D2; mul- 

tiplions les deux membres de l '~quation ainsi obtenue par T et ajoutons 

les r~sultats pour h = I ,  2 , 3 ,  . . . ,  A 2 - -  I ; il vient 

30 Aeta math~natgza. 30. Imprim6 le 11 mat 1906. 
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Cette formule donnerait h peine quelque chose d'utile, si le produit D1D ~ 
gtait n6gatif, h cause de l'ind6termination du logarithme; mais si c0 pro- 
duit-lh est positif, le premier membre est r~el en m~me temps que x et 
on pourra se borner aux valeurs rdelles des logarithmes qui figurent au 
second membre. 

Le produit ~/~-~ ~ sgn D~ dtant positif routes les fois que D~D~ le 
soit, le premier membre aura, pour x---- I, la valeur 

Cl(D~D2) log E(D~D2) 
et il s'ensuit: 

/ 2h,% / 21,~ k 

(3'*) CI(D,D,)logE(D,D,)-= ~ log / '~"'\ I '"~\ 
,:1 ) 

(D~ et D 2 6tant deux discriminants fondamentaux du m~me signe, A = ]D~I , 
A = iDol, puis Y~(x) et Z~(x) ddsignant les quantit6s Y(x,D) et Z(x,D)). 

On pourra rendre ~ la moitid le hombre des termes du second membre, 

si l 'on observe que la quantitd e ~(z'-~) est l'inverse de e ~h de sorte qu'en 
employant les relations (I9 ~) ou (I9~), la quantitd 

/ 2t,,i\ I ~h~\ 

Y, \ ~ - '  ) -- , /NZ, t~ '~' ) 

en y faisant k ~ - - A - - h ,  devient 

/ 2~\ f ~h~\" 

9. Consid6rons l'~quation 

k ~ l  I - - 8  A 

consdquence immddiate de la formule 

cot - -  = Cl(-- A) 
k = l  A T 

qui a lieu potu" tousles  discriminants nggatifs. 

cz(-- 
T 
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La fonction enti~re irr~ductible F(z)  pouvant s'dcrire 

e A ) 
,o~1 

o n  a u r a  

~-~( 
F(,) = I I  '- 

e~ aussi, pour un ent~ier h premier avee A ,  

v(~)= II 
On tire ensure  de (a) 

E 2hp~'i - -  p=l A I - -e  

I - - e  -W- ) 
/ 

I1 s'ensuit que la fonction enti~re 

s'dvanoui~ routes les fois que x devient racine de l '6quation irr6ductible 
F(x) = o. On a done la congruence 

A--1 (AI~ i )2 

4a F(~ a) 'c l ( - -  4)' (rood F(x 4)). 

Ce rgsultat est susceptible d 'une forme plus simple, si le d i s c r i m i n a n t -  A 
est fondamental. Dans ce eas on a en effet, pour le m~me module, la 
congruence 

- -  A ~ Q(x) ' ,  

e~ il vient 
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2rd 

Pour dg~rminer le signe, posons x ~ e 'j , ce qui change la congruence en 
~galitd; le premier membre ay~mt alors pour valeur l'expression 

F(~) 2ir et(--4) 
T 

qui est dgale ~ la suivante 

2- F ( I ) C t ( - -  A ) Q  e ~- , 
T 

il faudra prendre le signe supdrieur et par consequent 

(33) I xP 
p ~ l  p = l  

= ~  F( ,  , A)CZ(--  A)O(x ,  - -  A) 
T 

(mod F ( x  , A )), 

A grant un discriminant fondamental. 
ll  y a un rdsultat analogue pour des 

positifs. Soit en effe~, pour abrdger l'dcriture, 
discriminants fondamentaux 

C l ( D ) = K .  

on a la formule 

(T  + U ~/~)~r B(Q B'(t) 
- -  ~--- A(I--~ = F ( 1 ) '  

puis 

Posant done 

_ _ e ~ ) ,  (D) _ ~ _ _ , .  
b 

G(x) = I I ( , - - ~ ' ) ,  
o < b < D \  

_ -  _ 

on aura en vertu de la relation 

Q ( ' ~ )  e T --_ ~/~, 
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la congruence suivante: 

(34) IT  + UQ(~)J K G'(~) F--~ (rood F(x)). 

237 

IO. L'dquation suivante qui rdsuRe de (5) e~ (i I) 

= i ~ - ~  Z ( x ) r ' ( z )  - -  Y(a~)Z'(x) 
2F(~) 

permet d'dtablir plusieurs formules dans lesquelles intervient le nombre 
des classes d 'un diseriminant ndgatif fondamental; on les obtient en posant 

x + i~/3 pour ees valeurs de x la transformation du 

premier membre n'a aucune difficult6, je me borne done ~ signaler le r6sultat. 
2r~rl 

En prenant x = e ' , le premier membre devient 

~rrrl A- - I  (i - e s c o t  - -  1~, 
2 v = l  

ce qui donne l'dquation 

(35*) x Z ( z ) Y ' ( ~ ) - -  Y ( ~ ) Z ' ( z )  I ,J-1 r 

2r~ri 

oh x - ~  e s , et - - A  ddsignant un diseriminant fondamental. Le eas de 
r----o ou bien x---- x a dtd dtabli au n ~ 3, e t j e m e b o r n e d o n c a u x a u t r e s  

c a s .  P o u r  r I - = -  ou x - - - - - - I  on est condui~ ~ la fonetion 
s 2 

tt~r 

pour laquelle on trouve la formule suivante 

( 3  6 )  f g  ~ - -  - -  I - -  2 

h = l  

qui a lleu pour t o u s l e s  discriminan~s impairs et~ pour des diserimi- 
nants pairs fondamentaux. 
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I1 s'ensuit 

Z(-- I)Y'(-- I ) - -  Y(-- I)g'(--  I) 
F( - -  I) - - 4  r 

or, comme nous avons vu plus haut, on a ~ l'exception des cas peu in- 
tdressants A = 3 , 4 ,  8, les formules 

F ( - - I ) =  I, Z ( - - t ) = o ,  Y ( - - I ) - - m . + 2 ,  

ce qui permet d'derire 

(37) Z ' ( - -  I ,  - = , ( , -  

x y (__  I - - A )  est l 'unit~ positive ou n6gativo qui se trouve o~ e = - -  2 

ddterminde par los formules (22). 
I1 pout prdsenter quelquo intdr~t de poss6der la valour de la somme 

qui figure au premier membre de la formule (36)auss i  darts le eas oh 
- - A  est un discriminant pair, pas ndcessairement fondamental. On y 
r~pond par los deux formules aisdes ~ obtenir 

(36a) E t g s =  • r CI(--  A), 
1 

(A ~__ _+ 4 (rood I6)), 

A--1 h}T A --1 - -  

(36") E (--~A-) t g x = ( -  I)s 4v'& C l ( - - A ) ,  
1 T 

(A = o (mod 8)). 

On a ensuite pour los discriminants fondamentaux 

h = l  

ot~ r = I ou r = 2, puis, pour los discriminants fondamentaux impairs 

(39) 

oft r = t ou r = 3. Pour los discriminants fondamentaux pairs le premier 
membre est nul. 
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I I. En d6signant par r  m) le hombre des solutions de la congruence 
quadratique 

z" --~ n (rood ~n), 

je suppose que le module m soit la valeur absolue d'un discriminant fonda- 
mental, dont les facteurs premiers impairs 20 sont pris avec un signe dg- 
terrain6, tel que 1'on air toujours p ~ I (mod 4), de sorte qu'ils auront la 
forme des discriminants. 

Une discussion bien eonnue donne les r6sultats suivants: 
1. m impair, n quelconque; m = +/Tp, 

r ~ ) =  p~l ( I  + (~))" 

II .  m pair, n impair. 

1. m----- +__4//p, r  m ) =  ( ,  - t - ( ~ _ 4 ) ) H  ( I  + (~) ) .  

+ + + (:)). 2. m = +_ 8 / / p ,  

Ill. m pair 

o, H ( , §  r  - -  

p parcourant les facteurs premiers impairs de m. 
Ces r6sultats se r6sument d'une mani~re plus simple comme il suit, 

en introdulsant une sommation relative k teas les diviseurs d positifs ou 
nggatifs du nombre m qui ont la forme d'un discriminant fondamental, en 
prenant parmi eux aussi la valeur d ~ I, et les deux diviseurs 8k et - - 8 k ,  

d ~  �9 lorsqu'ils sent possibles, devant gtre consid6r6s eomme lfferents. Sous 
ces coiiven~ons~ on a: 

(A) r  ~) = ; , 
nt:d 

si un au moins des deux entiers m et n e s t  impair, puis 

(B) ~ r  ~ ,  
qtt:d 

s i m  est pair. 
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Ces pr~liminaires posds, il sera aisd d'dvaluer les sommes telles que 

m - - 1  

kin~ 
k = l  

oil f ( x )  signifie une foneLion admettant la p6riode I .  

Supposons d'abord que m soil impair, on aura, grace ~ la p~riodicit~ 

de f (z )  

= ( n )  k '  (modm), f ( k ' ~  f m '  si ~ n  
\m / 

m figure exactement au nombre de ~b(n, m) de fois dans 

la suite f m " On a donc 

m ~ |  m--1  

f m = r  -~ , 
/ = 1  n ~ l  

en employant la formule (A), cette quantit6 s'exprime sous la forme 

m - - I  

n ~ l  m : d  m : d  n ~ l  

Par consdquent, on a le thdor~me 

(c) 
m--1 I ra--I 

Y = l  

(m grant un produit de nombres premiers impairs diffdrents, puis 

f(x Jr" I )  = f ( Z )  

et d parcourant t ous l e s  diviseurs de m pris avec le signe convenable pour 
que d ~ t  (rood4)). 

S i m  est pair (divisible par 4 et non plus par i6), on aura de m~me 

m ~ l  m - - I  

k ~ O  n=O 

oil l 'on avait admis aussi la valeur k =~ o, sans quoi on serait oblig6 de 

supprimer aussi le terme k = m.  mais ]a formule qui donne r  m) varie 
2 ' 

a v e c l a  parit6 de n, puis on a r  pour n ~ 2  (mod4), eL on 
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peut se borner aux valeurs impaires de n et ~t cellos qui sent des multiples 
de 4. Puisque 

5b(n, m ) ~  a~  (d) pour n impair, 

e~ 

nous aurons 

pour n pair, 

1 - -m-- I  

d 4~ , 

absolue d'un discriminant fondamental pair, d pareour~ los diviseurs de m, 
positifs oh n6gatifs, qui oat la forme de discriminant, et aussi la valour 

d = ; f ( x  q -  = 

Comme application, prenons f ( x ) =  ~(rz), oh le symbole ~(z) a l a  
m~me signification que plus haut z--E(z), e t r  signifie un entier. En 
supposant l'entier positif m premier avec r ,  puis impair et sans diviseurs 
carr6s, la formule (C) sere applicable et donnera 

Grhce h l'hypoth~se que r e~ m soient premiers entre eux, on peut 6crire 

et la derni~re quantit6 sere ~deatique avec la suivante 

Si d est un discrlminan~ positif, la derni~re somme est hullo, elle se 
r6duit 

rtl--I 

e , pour d ~  I, 
1 

A~a, ma~J~,'aa~C,e~. 30. l~al~rlm6 le I I  mai 1906. ~1 
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puis k 

est un discriminant ndgatif. 11 vient par eonsdquent 

m--1 

v = l  

2 

(m dtant un produit de nombres premiers impairs diffdrents, et 8 pareourant 
t o u s l e s  diviseurs positifs de m qui ont la forme 4 k + 3; r signifie un 
entier premier avec m). 

Le symbole r~ a naturellement la m~me signification pour la diseri- 
minant - - d  que r avait pour le diseriminant A.  

Si en pal~iculier le hombre m est le produit de hombres premiers 
(positifs) de la forme 4k -F  x, on aura 

m--1  

x -- " - ' ,  

Cette formule (40) permet d'dvaluer les sommes 

m w l  

d'une mani~re assez commode; si en partieulier m ~--A est un hombre 
premier de la forme 4k + 3, on aura 

A--1 1.1--1 

et on pourra faire usage d 'un raisonnement habituel depuis EISENSTEIN, 
pour transformer le premier membre. Des r6sultats de cette esp~ce pour- 
ront cependant ~ peine avoir quelque importance. 

Passons au cas de m pair qui donne 
1 
- m - - I  

m - - I  4 
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Les testes des entiers r2 suivant  le module  m reproduisan t  l ' ensemble  des 

2, on a eomme ~lus hau t  

( ~ ( ~  ~ ~ ~ m' 

r devan t  tou jours  rester premier  avec m.  On a aussi 

( b )  

Si d est un  d iscr iminant  positif ,  les expressions ( a ) e t  ( b ) s ' 6vanou i ron t ,  

et  il ne reste que les cas oh d =  i et  oh d = - - 6  est un  d iscr iminant  

n6gatif .  

Posons  

l 
- -m- -1  

s =  2, s ' : ~ :  ~ -  ; 
)~<'m v ~ l  

la somme S '  ne peu t  diff~rer de z~ro que lorsque 3 est impair ,  on t rouve  

aisgment  eomme plus h a u t  

1 
- -  m - - 1  

v=l  4 r~ 
------Cl(--3), 

et il ne reste que la somme S.  

suivante  

d e n t  la valeur est 

Si 5 e s t  pair, elle est iden t ique  avee la 

m - - I  

2 --~-cl(--~), 
v,; 

et il faut  gtudier  le seul cas, oh 5 est impair .  Je  pose 

( ~ ) ~--- 20#, p ~ , . , . . .  - - - - I  
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nous aurons 

M. Lerch. 

m____ 1 

x ()) x s =  r .  (e + : ~ ) =  "' 23 p +  A 
p p.=O o<'23 p<23 

oh l 'on a d6signd par A un entier ind6pendant  de p e t  dont  la valeur 

es~ inutile ~ signaler, puisque 

x(_y)__o 
La somme suivante qui seule roste ~ obtenir 

( p  : I ,  3 ,  5 ,  " ' ' ,  2 ( ~ - -  I ) .  

- -  2 puis les termes p = d + a, contient  des termes oh p ~ - - i ,  3 , . . . ,  

a = 2 , 4 , 6 , . . . , d - - I ,  de sorte que 

p<$ a 

et en observant que la quantit~ 

se compose des m~mes termes que la suivante 

il vient: 

ou bien 

~s cz(-- o), 
1 

- v  

7"3 v=l 

ce qui donne pour la somme consid6r~e 
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lorsque 3 est impair; cette formule reproduit celle qu'on a dtablie pour 3 
pair et es~ doric gdndrale. 

CeIa ~tant, les formules qu'on vient de prouver 

o pour d >  I, 
I 
-m pour d =  I, 
4 

I - -  -- Cl( - -  3) pour d ---- - -  3, 
v~ 

1 
- m - - 1  
4 

i o pour d > I  ou pour d pair, 

) - - - I  pour d---- I, 
2 

[ - - ( ~ ) z - - C l ( - - 3 ) r ~  pour d = - - d e t  impair 

permet, tent de conelure 

m--I 
I r k %  3) _ _  i . . . .  

oh 3 parcourt t o u s l e s  diviseurs de m qui r e n d e n t -  3 un discriminant 
fondamental, tandis que 3' ne pareourt que des diviseurs impairs. On 
peut 6erire d'une mani~re plus simple 

m-- I  

C) (4~) ~ W  = ? m - - ~ - -  ~--  + 2  Cl(--r 
v ~ l  3 

(m 6tant l a  valeur absolue d'un discriminant fondamental pair, r u n  entier 
premier avec m, et 3 parcourant tous les  diviseurs de m qui r e n d e n t -  3 
un discriminant fondamental). 

Nous averts dtabli la formule (4o), avec d'autres analogues, d'une 
autre mani~re et sous =des hypotheses plus ggn6rales, dans un m6moire qui 
a paru darts les dcrits de l'acaddmie de Prague. 1 Ainsi, en supposant darts 

i 0 sou~ctu celitch v lomend arithmebickd posloujonosti druhdho slul~n~, e tc . , (Rozpravy  
5esk6  A k a d e m i e ,  V I I  e ann6e, n ~ 7; I898). V. aussi A n n a l i  di Y i a t e m a t i c a ,  3 e 

s4rie, t. ! I. 
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la formule (4o) m impair et d'ailleurs quelconque, il faudra introduire le 
plus grand diviseur carrd q2 de m; le premier f~rme au second membre 

sera alors m m q  au lieu de m - - z  
2 2 

Le deuxi~me exemple que je veux traiter de la formule (C) consiste 
prendre f(x)= sgn. R*(rx). En me bornant au cas de m impair, j 'aurai 

d'abord 
m - - i  m - - I  

z ~o. ~,(~)= ~ z (~) ~n. ~*(:). 
k = l  v = l  

Les sommes 

~.~ (!) -,/r~\ (d~ ~ (d) sgn. R,  (_~) 
, s g n . ~  I , ~ )  = w "v" 

sont nulles pour d >  I, puis on a 

I 

done pour d=--3  

I 
pour ~ < ~, m, 

I 
pour v > ? m, 

1 ~ ( , . - D  m-1 

l l ( m + l )  

en prenant, dans la seeonde somme, u ~ m - - t  t, il vient comme valeur du 
deuxi~me membre 

1 ~-(*--1) 

~ (~). 
1 

faisant m = o ~ ,  on aura 

notre quantit~ sera 

~ ' - - I  ~ - - I  

2 2 
et par consdquent, 

1 i-(~-D 

~ (~) 
1 

( = 2 2 - -  - C / ( - - ~ )  
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et il vient 

(42) sgn. R* = 2 2 - -  ~ --7- 

(m 6rant le produit de hombres premiers impairs diff6renfs, r premier avee 
m, 3 pareourant les diviseurs positifs de m qui ont la forme 4k + 3). 

Les formules qu'on vient d'~tablir peuvent gtre eonsidgr~es comme 
des analogies arithm~tiques des sommes de GAuss. Nous en allons donner 
une analogie alg6brique, en prenant, dans la formule (C), pour f(x) la fone- 
tion cot xzc; des termes infinis ne se pr6senteront pas, puisque la congruence 
u ~ = o  (modm) exige ~ o (modm). On aura d'abord 

, 

d parcourant les diviseurs de m, affect~s des signes convenables. 
Pour d positif, la somme partielle 

est identiquement nulle, et il ne reste ~ considgrer que des valeurs n6- 
gatives d = -  ~. La somme ~ laquelle nous sommes ainsi amends 

~/t--I 

v = l  q/b 

se transforme en faisant ~ = p q- ~/~, (p • I ,  2 , 3 ,  -" I " / t  ~ o, I ... ~ 1 7 6 1 7 6  :~ ~ , 

m ' - - I ) ,  oh m ' = ~ - .  I1 vient 

$--I m'--I 

Se = co t  + ~ , 
p = l  = 

ou en faisant usage de la relation 

mt-- I  

/ ~ 0  

= cot-g-, 
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d'ofi on substituant la valour 

il suit 

~-' 4r @ ) ~(~)co~_- 

4m Cl(-- 3), 

et on a la formule cherchge 

m--1 

(43) ~2cot  ~'--2r~= 4m ~2 ' Cl(--6) 
m 

~'-- I  3 

(m ddsignant la valour absolue d'un discriminant fondamental impair, et 
d parcourant les diviseurs de m qui ont la forme 4k-b 3). 

Dans l ecas  de m pair ( m ~ o  (rood 4)), dans la somme 

m ~ l  Z k'n 
cot -~- 

k ~ l  

se trouve un terme infini, celui oh k = m_ Nou seonvenons done de prendre 
2 

[ ( x ) = c o t x r ,  pour x fractionnaire, mais f(x)~-.o pour x entier. La 
formule (I)) nous donnera alors 

m--1 7 5  

1 
- -ga - - I  

I qui est infini; on off l'ast6risquo indique la suppression du terme k = ~m 

peut ~crire d'une mani~re plus commode 
1 - m - - I  

"' (~) ~ ' ~  (49 ~ "c~ ~ X  oo~+.  oo, ,~ 
k = l  v = l  = 

Pour d >  I. los sommes 

~ 1  ~ 

Z ~ cot 4 ~  

sont  hullos,  et il  ne res~e que des sommes  oh d = ~ d est n~ga~if. 
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Considgrons d'abord la quantitg 

S = c o t ~ ,  (# impair); 

en faisant v ~ p + 43#, m' m 4-- ~ , nous aurons 

S ~ ~ cot + 

ou bien 

249 

4 J - - I  . 

et en faisant usage de la valeur 

45--1  

La formule qu'on d e n t  d'obtenir 

- '  ( ( ; 1 )  x ~  
(~) eot~ = = ~-- cz(--e) 

m ~/3r~ 
V=I  

simplifie la premiere partie de l'expression qui nous oceupe, mais seule 
merit p o u r  des $ impairs. Si o ~ est pair, on a identiquement~ 

m--1  m- -1  

v ~ l  V=I  

et ee r6sultat est d'aecord avee le pr6e6dent, puisque le symbole de LF,- 

I1 reste encore les sommes 

1 

4 

eUes sont nuUes pour ~ pair, et il s'agit done du eas de ~ impair. 
Ar '~tc, thcm~t~t.  30. Impr im~  le II mai  1906. 3 2  
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En y faisant v = p + 3p, ~ = m', nous aurons 

p = l  g=O p = l  \ P / 

ou bien 

(fl) 

1 - m - - I  
4 

4~r: m___ C l ( - -  3). _ 

Ces r~sultats (a) et (fl) permet,~ent d'~crire 

k . 1  

(;)) 
oh 3' no parcourt que des diviseurs impairs. En s6parant, dans la pre- 
miere partie, les diviseurs pairs 3" des diviseurs impairs o ~, on aural apr~s 
r~duetion, la formule suivante 

S'~eot ~'~ ,~ 2 ~ 3') ~ 4 C l ( - -  3")  
k = l  5*' 

ee qu'on peut derire d'une mani~re plus simple 

(44) "cot = m  2 - -  ~ + ;i ~/~ 
k = I a V$ 

(m grant la valeur absolue d 'un discriminant fondamental pair, et 3 par- 
courant les diviseurs de m tels que - - 3  soit un discriminant; dans la 

~b 
somme au premier membre on supprime le terme infini k = ~-). 

I2. Soient Pl , P~,  P3 . . . .  des nombres premiers impairs, diffdrents 
entre eux, et positifs, puis ~1, ~2, -%, - . .  des signes donnds par la formule 

g~n6rale 
pu--1 

~ =  = ( - - I )  ~ , 
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et eonsid6rons la quantitg 

. o  . 
2 

duns laquelle al ,  a~, . . . ,  a, signifie un syst~me donnfi d'entiers qui peuvent 
gtre remplac6s par o ou par I. Cette quantit~ ~, est dgale ~ un, si l 'on 
u en mgme temps 

tandis qu'elle est nulle duns tout  autre eas. 

Cela grant, considdrons le produit 

(45) 0 x p ~ ' / ~ ' ' ' ' ' '  p" = z - - e  -2-) , 
\ J(21 , a2 , ~ a v /  .=1 

oh A ----- pl p ~ . . .  p~ est gvidemment lu valeur absolue d 'un discriminant 
fondamental impair. 

Soit IV le hombre effectif des facteurs du produit O(x), on a 6videmment 

A 

A I $ 

PIP2... $ = : 1  

off PlP~"" signifient routes les combinaisons v6ritables des entiers I ,  2, 

3 , . . . ,  ~, et e~, 62, . . .  les combinaisons de ces hombres, autres que les 

hombres p.  Pour une combinaison fixe PIP2"" 61tr2"', posons 

~ 1 ~ 2 . . .  p~.p~2. . .  = D' ,  p~,p~2 .. . .  = Q, ID'I  = ~ ' .  

D' 6gant un diseriminunt, on v6rifie ais6ment que la somme 

8 = 1  ,~=1 
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est nulle; parmi les sommes dont se compose N la premiere seule grant 
diffdrente de zdro, il s'ensuit 

,t A 

ce qai n'est autre chose q~e 
I N =  ~;~,(a), 

en employant l'6criture habituelle de GAuss. 
Prenons maintenant les Iogarithmes darts (45); il vient, en supposant 

I~1>I,  
I d 2ns~:i 

Pour obtenir les coefficients de cette s6rie, c'est ~ dire los quantit~s 

A ~ n s ~ i  

~,~ ~ 2 v ~ ~ s  e 11 , 

sous une forme plus simple, observons que l'on a, en ddveloppant le produit 
(45~), l'aggrdgat suivant 

G.---- H0 + ~:H1(~) + E,H,(~', ~") + . . . ,  
ct ~ t l  

oh 1'on a posd, pour abrdger 
B ~nsrci 

a =  x 
puis, p. ex. 

~J 2 2 ,~ 2 n s Tri 

, = 1 \  s / \  s 

.4 2ns~ri 

8 

etc. Dans les sommes don~ se compose G~, il faut remplacer successive- 
ment a par tous les hombres de la suite al ,  %, . . . ,  a~, puis a l ,  % par 
routes les combinaisons du second ordre a1% , % % , . . . ,  a~_la~ des mgmes 
hombres, et ainsi de suite. 
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Nous allons 6valuer la quantitd 

( - -  . . . ,  = 

en posant pour abrdger 

~ ,P l .~2P2 . . . ~ P ,  = Do, P~P2".'P, = A0, 

.P~+~P~+~... P~ = Q, 

on  ~,ura 

253 

zi 2ns~rl 

Cette expression s'dvalue ~ l'aide de l'identit6 (2) 

off d parcourt les diviseurs de Q, et il vient 

i\ " 2mural 

d m=l \~7~ / ' 

oh l 'on a posd, pour abr6ger, 
Q 

Qd = 7 "  

Pour simplifier la somme intdrieure, posons m ~ s + kA0, (s ~ i ,  2, ..., A o ; 
k-~- o ,  I , . . . ,  Qd- -  I), elle devient 

,3 o ~nswl Qd--1 ~ n w l  

a - : Z ( ~ ) e ~ Z e  a" ; 
$~1  k=O 

~ ~ ,  elle est donc nulle routes les lois que ~ ne soit pas un entier, et il 

ne reste qu'~ considdrer les termes oh n' est entier, pour lesquels elle 
est dgale 

a = Q~ ~ e "joa" 

ou bien 

,=1 \ n  / 



254 M. Lerch. 

Pour obtenir le signe de LEGENDRE qui figure au second membre, ob- 
servons que 

d'ofi il suit, D O dtant premier avee Qd, 

d'ofi 

Ensuite 

en substituant cette valeur, il vient 

et par consdquent 
Q /Do\ 

a - -  o .  

nd Q 
Les entiers d sont assujettis h la condition que les quotients ~ e t ~  soient 

entiers. En reprdsentant par 0 le plus grand commun diviseur des deux 
hombres n e t  Q, on aura 

n = n,  a ,  Q = Q, 0, (" , ,  Q1) ~ ~, 

et les quotients en question seront 

n~d Qt~ 
- - ~  

Q , '  d 

d 
Le premier ne sera entier que si ~ ~ 3 est un entier, et le second 

Q,O __ 0 
d 3 

exige que 0 soit un multiple de #. 
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Le hombre ~ dtant fix~, on fera parcourir ~ (~ les diviseurs de ~, 
Q3 et on posera d----- Q~(~, c'est h dire d------~-. 

(~--~~176 o prouve que a =  ~ - Q  

ou bien 

I1 faut encore gvaluer le signe #(d). 

d -~ Q13, 

donnent tou~ de suite 

~(d) = Z(Q,)Z(3), 

d'oh 

La valeur obtenue de 1~ somme 

DO 

Les gquations 

Q =  Q~,9 

#(Q)=#(Q,)/ . t ( tg) ,  

z(d) =/~(~)#(Q)~(~);  

et substituant, il vient 

ou bien 

ce qui donne le r~sultat voulu 
/ 1 ) \  

On peut remarquer encore que g ( Q ) =  ( - - I )  ~-', et il vient 

8 ddsignant le plus grand commun diviseur des hombres n et Q. 
I1 s'agit encore d'exprimer la quantitg ~/~ au moyen des racines 

~,  p, ,  q~,p,, . . . .  
On a ~videmment 

- [ p , \  [p,\ 
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puis 

ou bien 

M. Loreh. 

et d'une mani~re g~n~rale 

("p'"~ (~'""0 ( " " " - ' )  
4~,~>, . = ,p , . . . , , , l , , <=  \- 7 ;  i i 7,- ' 7-; 

Grgce h la loi de rdciproeit6, on a 

(,5) = ~,,,:.~.~..) 
de sorte que le produit 

s'~crira 

et il vient 

\ Pt I \ p~ l 

(5)(~.,...,D(~.,. ,~ ) (~,,,:::,~-,~ 
~, E E "'" p~ , 

~, -1  riP',  - -  / n P ' ~ \  
( - - I )  Hp.(r 6i,, . . . ,  , l l ) =  ( - - i )  (~-i)r ( - - I )a i - - l t -~ l  )~]81~ I 

. I / \ n P ~  - -  

l 'p/l / 
en posant 

p i  = h , h 
p--:, P ;  = --p,, etc . ,  

et ~ ddsignant le produit des nombres p~+~, p~+~, . . . ,  p~ qui divisent le 
llombre T/. 

Si en particulier n est premier avec A,  on aura l'expression plus 
simple 

, ,  n {  } (--~)'H~(~,,~, . . .  % ) =  ( - - ' ) ~ 1 6 2  �9 

p=l 
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Dans ee qui pr6e~de on a suppos~ i f >  o; pour obtenir la quantit~ 

A 9ns~ri 
- 

~ e ~  e A 
$=1 

le mgme proe~d~ donne d'abord 

et l 'on aura 

A4 2nmrt/ 
= a , = - -  �9 

' d d m ~ l  

.~o = #(A) = ( - -  0' ,  

si ~ est premier avec A; le eas plus ggn~ral s'~tablit d'une mani~re ana- 
logue. 

En posant pour abr6ger 

l'~quation 

s'e6rira 

~ n  = H o  + Z H I ( ( Z )  + Z H 2 ( ~ l ,  ~,)  "Jr" . . .  
a a|, a I 

(--  ~)'a. = x + Z ~(a) + Z ~(~1)r + Z 
all a2 ~D ~J a3 

ou bien 

(--~)~G, = (~ + ~(~,))(~ + ~(,,))(~ + ~(~,))...(x + ~(~,)) 

pourvu que, bien entendu, n soit premier avec A.  
En substituant rexpression primitive de G., on aura 

cherchde 

z-1 ~.,~ ~ I - - ( - -  I)ap ~ppp 

(46) Z S s e  ~ = ( - - i ) ~ l l  2 ' 
p=l 

off A=p~p2...p~, P~=~--- et l'expression $, 

nombre n est suppos6 posigif et premier avec A.  
Acta mathe~natica. 30. Imprim6 It 11 mai 1906. 

la relation 

est dgfinie par (45~); 10 

33 
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Le premier membre de cette 6quation n'est  autre chose que la somme 

~ntTc/ 

~ e  ~ , 

dans laquelle l 'indiee sommat~ire s satisfait aux conditions o < s < A ;  

s , ,  , . . . , 

I 
et qui se compose done de 2~q,(A ) termes. Si en partieulier on fair 

a, ---- a2 . . . . .  a~ ~ o, l e s s  seront les r6sidus quadratiques de A ,  pre- 

miers avec A .  
ge vais considdrer maintenant  la quantitd (4 6) clans le cas off l 'entier 

n a un faeteur commun avec A ;  soit n - - - -mA",  A = A ' A " ,  les deux 

nombres m et A '  ~tant premiers entre eux. La somme 

,t 2nstci 

devient 

s = l  

A' z]" ~mswi 

S----- E ~ s e  '~' , 
s ~ l  

et on peut  la t ransformer en faisant s - - - - r +  kA ' ;  il vient 

A" A"--I 2mrmi 

r ~ l  k=O 

Cela 6rant, reprdsentons par p~, F2, - �9 . , F z  les facteurs de A' ,  et posons 

pour abr~ger 

p =ir I 

2 

d p  ~ ~ On a, par ef imhon,  
~ t  J t l  

~ s  ~ ttts ats 
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puis comme cela se voit aisdment 

r A, ~ 09~ 0.)~ , r A" 

d'ofi 
~,,+~, = r = ~'~'~:~,,  

et notre somme prend la forme 

A' 2mrrri d"--I 

r ~ l  k=O 

Les deux entiers A'  et A"  dt~nt premiers entre eux, les hombres r - { - k A '  

(k = o ,  I ,  .... , A " - -  I) pareourent un syst~me eomplet de testes du mo- 
dule A",  et il vient 

A"--I A" 

2v--r 
k=O $=I 

Done enfin 

ou on faisant usage de (46), 

(47) 

~(A") X" - ~' ~=~,r 
e~-r A~ a~e , 

r = l  

./ 
A'A" 2msrcl 

s = l  p=l  

I - - ( - -  I )ap(m/~ 'P lVl~p~~ p 
k Pp / 

_ a - -  

( A '  = P l P , . . . . P r ,  A " = p ~ + l . . . p ~ ,  A ' A " =  A,  A ~ - -  Pp ; 

premier avec A'). 

Les formules (46) et (47) prouvent que les sommes 

m positif ct 

sent des quantit~s de la forme 

A 2n~,vi 

E ~ s e  A 
~ 1  

I "[- ~ ] ~  I + ~]$'~ I + ~/~"~'" 

2 2 2 

et il s'ensuit que les coefficients du polyn6me 

O (  .P~P2 . . . P ,~  ~ x~  + _ _p a,x~,_,  + . . . 
X Gtl ~t2 , q.ff alx,V 1 
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sont des nombres algdbriques en~iers du domaine de rationalit4 

En appelant t~r de la fonetrion enti~re 

8(xlPl~I "" "Pyre./ = 8a(Z ) 

le syst~me des signes 

( - -  i)a,, ( - -  , ) ' ,  . . . ,  ( - -  

il y aura 2 ~ types distinctes. 
Le produit de polyn6mes 

II (~) 

4tendu ~ tous les  2~ types diffgrents, donne l'dquation irrdductible d'ordre 
2~ri 

~(A) h ]aquelle satisfait la quantit~ e ~' En effectuant le produit 

II' oo(x) (a) 

4tendu aux polynSmes dont les types sa~isfont h la condition 

( - -  I) at+an+'''+% = I ( ~ e s  pairs), 

on regoit l'expression de GAuss 

Y ( x )  - -  ~/D g ( z ) ,  D = e l p  J Z~p 2 . . .  Z~l~.~. 
2 

I1 parait que eerie formation des polynSmes de GAuss puisse donner 
l'occasion ~ des conclusions intdressantes. 

13. 1Wous allons considdrer un hombre queleonque (m) des discrimi- 
nants fondamentaux premiers entre eux, soient D1, D~, . . . ,  Din, dont les 
valeurs absolues respectives soient d4sign4es par A ,  A ,  . . . ,  Am. Posons 
pour abr4ger D - - - - D , D  2 . . . D , , , ,  A ~ I D I ,  puis formons tousles  produits 
possibles 

Dr, D , , . . . D r . = D ' ,  a ' = l D ' [ ,  
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r l ,  r2, ..., r,  d6signant une combinaison quelconque des indices I, 2 , . . . ,  m. 
En d6signant par r , + l . . . r ~  la combinaison compl~mentaire, le produit 

Q'= A,.+, . . .A~.  

sera tel que I D'Q'I = Z~'Q'= A; les produits D' sont dvidemment des 
discriminants fondamentaux; je conviens d'6crire 

F(D') = 37Cl(D'), si D' est n6gatif, et 
T 

F(D') = o, si D' est positif. 

En introduisant encore le symbole 

off le produit se rattache ~ tous les diviseurs premiers cliff,rents q du 
nombre Q', et en convenant d'dcrire 

(D', i ) =  I, 

j 'aurai la formule suivante qui sera dOmontrOe tout ~ l 'heure 

i 2 m x - - ,  ' D '  ' (4s) ~ r  s =  Z(D',. Q ) F ( ) ,  

dans le premier membre le symbols ~.,*s signifie la somme de ceux des 
nombres s = I ,  2, 3,  .. -, & qui satisfont h des conditions simultan~es 

dans le second membre, D' parcourt tous les  produits D,....Dr. dont il a 
dtd question plus haut. 

Afin de d6montrer la formule (48), j'observe que l 'on a 

d'ofl 

: ~ Z * s =  ~ i + i + I + s. 
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Or le produit 
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+ + 

est dgal h la somme 

D' \ s / \ s  / 

D' pareourt t~ous les diseriminants form,s de la mani~re indiqude plus haut~. 
I1 vient done d'abord 

3 ,J 

~ . s  ~ x (r + ~ x (~)(%; 
la premiere somme 

A 

est la somme des entiers premiers avee A et plus petits que A, e t a  pour 

' �9 ' A ~ ( A ) .  valeur 1 expression ~ 

Ensuite, si D ' =  D, Q ' =  I, la somme 

A 

a pour valeur la quant~itd - - A F ( D ) ,  et il ne s'agi~ que des expressions 

A 

oh Q '>  I. On les obt~ient au moyen de l'identitd 

h=l  ~ -  f ( h ) =  d ~ ( d )  h=l  f(hd), 
Q, 

off d pareourt les diviseurs de Q. I1 vient, on posant Q; = ) - ,  

D' a~  D' 
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Or, on a la formule gdndrale 

s----n r = - - n A  oF.Do.  , (  ) 
s = l  r ~ l  

qui donne 

d(D3 ' S- - - - -  ~_~ta( ) -~ dQdA'F(D') 
d 

La somme 

d 
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d 

5tendue ~ t o u s l e s  diviseurs d du hombre Q', est dgale au produit 

q parcourant les diffdrents facteurs premiers de Q'; ce produit 6tant d& 
signde par (D', Q'), nous avons 

S = -  A(D', Q')F(D'), 

ce qui v&ifie l 'dquation (48) dont nous allons signaler quelques cas par- 
ticuliers 

I .  m - ~  2 ; D 1 ----- - - p ,  D 2 ---- - -  q ,  

p et q dtant deux hombres premiers de la forme 4k T 3. Parmi les pro- 
duits D' qu'ont peut former des facteurs D 1 et D2, Fun est positif; les 
autres sont D 1 et D 2 eux-m~mes, et il vient 

(49) 
( p -  i)(q-- ~) 

nous y avons remplac6 le 

4 % =  ~ - -  Cl( - -p)  

symbole ( - - - ~ ) p a r  son ~quivalent (q ) .  Les 
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deux signes ( P ) e t  ( ~ ) ~ t a n t  opposes, d'apr~s la loi de rdciprocit~, l'une 

des deux differences 

sera nulle et le second membre se rdduit toujours ~ un seul t eme  

l I .  m = 2, D 1 - - - - - - p ,  D 2 - -  q, 

p et q 6rant deux nombres premiers, p -- 3, q ~-- I (rood 4). 
I l  y a deux produits n~gatifs, D ' ~ - - p  et D ' - ~ - - p q .  La formule 

(48) devient 

(5o) s = C l ( - - p q )  4- ~ - -  - C l ( - - p ) ,  
2 LPq ~ \ , , p / /  rp 

les entiers s pareourent, comme dans (49), les r6sidus quadratiques du 
module p q ,  premiers avec le module. En observant que l'on a 

I 
~(p - - I ) (q - - , ) - - - - -0  (mod 4), 

C l ( - - p )  ---- I (rood 2), 

il vient, pour p > 3, 

(rood 4). 

Pour p = 3, multiplions les deux membres par 3, et il vient d'abord 

d'ofi imm~diatement la congruence pr6e~dente. La congruence (5t) est 
donc gdndrale, lorsque p et q sont deux nombres premiers, Fun de la 
forme 4k ~ i, l'autre de la forme 4k ~-3. 

III .  m = 3, D1 ~ - - - - P l ,  Ds = - - P 2 ,  D3 = - - P 3 ,  

les p dtant des hombres premiers de la forme 4k ~ 3. Dans ce cas on 
a les valeurs suivantes des discriminants n6gatifs D ' : - - p ~ ,  m p ~ , - - p ~ ,  
~p~p~p .~  ; le rdsultat (48) devient alors 
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I 8 PlP2P~ 
(5 : )  2(A'~l I ) ( P 2 -  I ) ( P 3 -  l )  Pl~9,~)a 1 

oh s parcourt les r6sidus quadratiques du module PlP~P3, et les" indices 
a, fl, 7 signifient les chiffres x, 2 , 3  pris dans un ordre quelconque. 

2 
Si les nombres p~, p~, io 3 sont diffdrents de 3, le quotient rp~ sera 

l'unit6, et il vient la congruence suivante 

. , .  (.) . , ) ( ,  . 

-at.- <I --(P~))(I --(P-~s)) --[- 4 (mod 8), 

qui pent encore se simplifier considgrublement. Elle u lieu encore si 
Pl ----5, car il suffit, dans ce cas, de multiplier les deux membres par 9 
et on parvient au m~me r~sultat. 

Les trois membres jo ayant la forme 4k q -5 ,  on a, d'apr~s la loi de 
rdciprocit6 

et cette 6galit6 n'a lieu que sous l'une ou l'autre des deux hypothbses 
suivautes: 

a) 

b) P,'s~ (P'''~ = (''''~-..~ I ,  
- i j ,  / = -  ~' , , ~ /  v~ / 

oh nous avons admis que dans le second cas les nombres p soient pris 
dans un ordre convenable. 

Le cas de a) exige que 

Acla mathom~t~a. 30. Imprim~ le  12 mai 1906. 34 
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l'ordre des p 6rant ici arbitraire, je le fixerai par la condition 

on aura alors 

L'une des deux diff6rences i - - ( ~ ) ,  

la congruence (a) devient 

CI( - -P~P2P3)  ~ 4 (rood 8). 

Passons au second cas; les 6galitgs b) donnent 

() () () ~,) ~ = _  ~. ~, = ( ~  (~, 

et le second membre de la congruence (a) sera alors 

+4, \ p , / /  \ P ~ / /  

et puisque 

(~,) =i~ 

I - - ( ~ )  sera done toujours nulIe et 

\ P , /  

(p,)(p,) _(p,~(~,~ = _ ( ~ , p , ~  = 
K g = ~K/\K/ CK-,J - - x ,  

l'une des deux dif[,rences ,------(P~t et , - - (~ )sera  nu]le, ]'autre ,rant 
dgale h deux, il vient, dans ce cas, la congruence 

C l ( - - p ~ p , p ~ )  --~ o (rood S). 

Les deux cas se rdsument par la congruence g6ndrale 

(53) Cl(--p:p,p,)~\-~/-}- -pT/-E\  p, / - - '  (mod8), 

oh Pl , P~, P3 signifient trois nombres premiers diff~rents de la forme 4 k +  3 

I V .  m = 3 ;  D 3 ~ p ,  D 2 = q ,  D s = - - r ,  

p ,  q, r 6rant des nombres premiers, les deux premiers de la forme 4 k +  I, 
]e dernier de ]a forme 4k + 3. On a ici les valeurs suivantes des discri- 
minants D' ndgatifs 

D--~  - - p q r  , - - p r  , - - q r  , - - r ,  
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et la formule (48) devient 

(54) 

267 

' - ( p -  , ) ( q -  ~) ( r -  i ) -  s "~:~, s 
2 p q r  1 

On en tire une congruence pour le module 8, en faisant usage du rdsultat 

(5 I). On aura 

Pour simplifier, distinguons deux cas: 

Dans le premier eas le second membre prend la forme 

et ce nombre est toujours congru ~ ( I - - e ) 2  2 ( I - - s ) ,  suivant le module 8. 
Dans le eas b) ]e second membre de la congruence en question s'dcrira 

(~--~)(~ + ~') + (, + ~)(i-- ~') + (i--.~)(~ + ~); 

le dernier terme est nul et les deux premiers donnent 

~(~ --~'). 

Le rgsultat est donc le suivant: 

,Soient 19, q,  r trois nombres premiers tels que 

p = q ~ _ m r ~ i  (rood4), 
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alors on a, pour te module 8, 

(55) 

M. Lereh. 

V. m----4, D1-------Pl, D~-------p,, D a - - - - p ~ ,  D~----q. 

Les hombres p sont premiers de la forme 4k W 3, q est dgalement premier 
mais de la forme 4k + r. I1 y a huit discriminants D' ndgatifs, h savoir 
--YlP~P~q, --P,P~P3, puis trois discriminants de la f o r m e - - p , q  et trois 
discriminants - -p~.  La formule (48) devient alors 

16 ~ * s  

= cz(--p, q) + ( --  )cl(--p,  p,p ) 

On en ddduit une congruence pour le module 16; si l'on fair usage des 
formules (5 I) et (53), elle prend la forme suivante 

On en tire plusieurs consdquences" 
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2 ~ Si I \__tp~)= i ",___tp~)=(~)=--,, ta parenth~se [ ]  dans Ia seconde 

somme devient 

( I -  "4- "4- 

il est clair que . A = o ,  si les deux signes /~'~\____C~)' (P~)sent oppos6s; un des 

deux termes dent  A se compose, sera diffdrent de z~ro et aura pour valeur 

4, si les deux signes en question sent dgaux. Donc on a, en r6sum~, 

.=:[(~)+,7 
et nous aurons le rdsultat 

CI( - -P~P'P~q)=--  2 [ ~  (p'pr~-, p~ I 

ou bien 

<, LkP / 

_ ( ~  =_ 2 ~ \-~-.: + I4, 

Dans le cas oh 

: (~)--(~)= ,, (~ ) - - - , ,  

ia deuxi~me partie du second membre  dans la formule (a) se rdduit ~ un 

seul terme, cetui oh a--~ 3; la parenth~se [ ] se compose alors de deux 
termes 6gaux, et 10 total sera toujours divisible par I6;  done ici il vient 

CI(--PxP2P~ q) = 2 \ ~ - /  ~ . 

Enfin, l 'hypothbse 
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famine le second membre de (a) ~ deux termes, ceux qui rdsultent de la 
somme en y faisant a ~ 2 et a ~ 3; on a alors l'expression 

2[(I--(~))(I--(~i))'~ (I--(Pi)'~(I\Pi ]\ -t" ('~))] 

[( " )1. § ,-(~(,- <m)+ ( , -  (,~))(, + (m 
p3i / \  

L'un des deux termes dont se compose l 'une ou l'autre parenth~se, est nul, 

- - (P~) '  ,'expression se rdduit puisque y figurent les facteurs tels que x + ~ , 

donc h la quantitd 

- ~ •  I \ P , I /  

et il vient 

( - - ( P ' P ~  (mod ,6). C l ( ~ P ~ P ~ P 3 q )  = 4 I ', P, I /  

En rdsum6, on a l e  thdor~me suivant: 

Soient P l ,  2)~, P3, q les hombres premiers diffdrents qui satisfont h la 
congruence p~ ~ P 2  ~ P 3  ~ - -  q ~ - -  I (rood 4), on a pour le module seize 

la congruence 

(56) cl(--p,  1,~p3 q) 

o, si = = ff  ~---x. 

Considdrons enfin le cas 

VI. m = 4 ;  D I = p l ,  D ~ = p 2 ,  D ~ = p ~ ,  D 4 = - q ,  
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les hombres premiers p e t  q sa~isfaisant aux conditions 

P l  ~ t~ --~ P3 --~ m q ~ I ( rood  4).  

On trouve d 'abord la congruence pour le module  seize 

Pz i 

ou en faisant usage du r6sultat (5I)  et posant, pour  abrdger, 

Ct(--Pl  P2P~ q) = C, (P~) = ~., (~,,~,r-l,~,~) 

0 " �9 Pour  distinguer,  c nslderons le cas 

les produits ( T ) d t a n t  positifs, on tire de (55) 

et  il vient, pour  le module  seize, 

c - 4 ( ,  -~)  + :(~--~) ~ (~ -~w~) + (I-~) X(~ - . ~ ) ( ~ -  ~). 
Pour  e ~  I on a ~videmment  C ~ o  (mod I6), eL il ne reste que le cas 
de z - - - : -~  i,  off on aura 

c ~ 8  + 4Z(~ + ~ ) +  2Z(~ + ~)(~ +~). 
a ~t 

On peut  changer  le signe de la troisi~me partie puisqu'elle est divisible 
par 8 et il s 'ensuit  

C ~ 8 -{- 2 X (i - -  ~2z)(L - -  ~2~-) (mod 8), 
r162 
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Si ma in tenan t  }2~ ---- >2~---- 7~---- }2, il v ient  

C ~ 8 - 5  6 ( I - - 7 ) ' - - - -  8 - - 4 ( I  -5 7) ~ 4(I -57)" 

Dans  le cas oh }21-----}22-----}2, 72,~ ---- - -  }2 , il vient  le m6me r4sultat 

C---- 4(x + }2); 

done on a d 'une  manibre gdndrale 

C ~  2(, - - s ) ( I  71-- 7), 

7 ddsignant le signe de la somme 71 -5 7~ -5 }23- 

I1 nous reste encore le second cas, oh 

B. 

on aura, d'apr~s (55), 

(?) 

c~(--p,p,q)-- 2(i--~.), cz(--p,~q)-= :(1--7,), 
Cl(--p2p3q)- 2(i --71) (rood 8), 

et la congruence (b) devient  

C~__ 2(I - -~) ( I  -~- ~717~) Jr- 2(I - - 7 2 ) ( I -  $7,7s ) + 2(I - - 7 1 ) ( I -  $7~}2a) 

+ (i + ~)(~ --~}2,)(~ --~}2~). 

Si l 'on a 71-----72 = }2s----~2, cette expression se simplifie comme il suit 

4 ( I - - 7 ) ( I - - $ )  71- (I -Jr- 6)(I--~7)2 ~ 2(1 -~- $) ( I - -7)"  

Si l 'on a 71 = 72-- - -~7s-- - -}2,  il v ient  

C ~ 4 ( '  " 7 ) (  I + ~) -Jc 2(, - -~) ( I  + ..=~2) 2 -~- (, -~- s)(I - -$7 )  2 

: ( ,  + ~)(~ - -  ~,~) ~ 2(i + ~)(x - -7 ) .  

Si enfin 71----- 73 ---- 7, ~2~-: ~ 7 ,  on t rouve pour le module I6 

o~ :(~--~)[2 + (, + 7) + (~ --~7)] + ~(, + ~)(, --7). 
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Oa n'altSre pas la congruence en rempla~ant la parenth~se [ ] par 

- - 2  + ( ~  + ~ ) + ( ~  + ~ ) =  27, 

ou simplement par le nombre deux. I1 vient ainsi 

C - _ ~ 8 + 2 ( I  + e ) ( i  + ~ )  (modI6) ,  

ce qu'on peat ~erire, en vertu de la circonstance ~7~7~ ~ - - I ,  

6 ' ~  2(1 + e)(t - -  ~7~7,~7~) + 4(1 --V1~7,). 

Oette derni~re lormule reprodui{ les deux 6ventualitds pr&6dentes eL reste 
d6finitive pour le cas B. On a ainsi le thdor~me suivant: 

, Les qua{re hombres premiers 1Ol, to2,10a, q satisfaisan{ h la condition 
p~ -=10~ ~10a _~ ~ q ~ i (mod 4), posons 

(< v,/= '~'' g = v, ,  g.  = v . ,  v = sgn (,7, + ,~, + v.); 

on aura alors, pour le module seize 

(57) Cl(--10~p~paq) =_ ~(~ + ~)(, - -  ~ , )  + 4(~ - - ~ , ) ,  

permet d'gtudier les testes, suivant les modules 4,  8,  I6 ,  . . . ,  des hombres 
de classes des discriminan{s pairs n~gatifs. Soien~ d'abord p ,  q deux 
nombres premiers qui satisfon{ ~ la eondi{ion pq_~ I (mod4), et eon- 
sid~rons la somme 

1 - '  
i +  i +  

Acre mathematica, 30. Imprim6 le 22 mai 1906. 35  

14. La formule de DIRICHLET (chap. II ,  (45)) 

1_ b 
4 



274 M. Lorch. 

qui dvidemment est uu entier. On a 

4 A =  

1 1 1 1 
7 p q ~laq ~ pq ~pq 

et la premiere somme a pour valeur 

! 
~-pq 

pour dvaluer les autres, on doit distinguer les deux formes des hombres 

27,q, h savoir 4 k +  I e t  4k-{-3.  
a) Soit d'abord p = q ~ I (rood 4), on trouve aisdment 

y r q  I - -  ~Pq 

* C l ( - -  4 P ) ,  ,~ = ' 
2 , 4 

et par consequent 

4A = [ Cl(--  4Pq) + - -  [ e l ( - -  4P) + Cl(--  4q)] q- (p - -  ,Xq - -  i).  
2 2 4 

en prenan~ les testes suivant le module 
gruenee eonnue 

(58) C l ( - -  4P) = ~) - - i  = I - -  
2 

4, et faisant usage de la con- 

(2) (rood 4), 7, 

on aura le thgor~me 

(59) 2 I c l ( - - 4 P q ) ' ~  p q I - - .  ~ ~ I - -  ~ - -  (mod4), 

(p et q deux nombres premiers de la forme 4k-4- I). 
b) Soit maintenant pro- q ~  3 (rood 4). On a d'abord 

1 1 

1 
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ot la formule suivante (chap. II ,  (3I*)) 

1 -4 4 

1 

donne, pour A = p ,  

T 

YP I +2 

formule exacte aussi pour p---= 3- Donc 

1 ( p ) ( ( ~ ) )  
~vq I + 

1 yPq 

= 4 - + I ,  

Enfin 

( q ) ]  "~ I + (~) [ I - - ( ~ ) ] 2  

et nous aurons (2) 
' c z ( - -  4 p q )  ---- - -  , - -  (60) ~ 2 

+ p - - i q - - i  
2 ~ + I (mod 4) 

(1o, q premiers de la forme 4k + 3). 
Passons maintenant aux discriminants divisibles par huit. On a pour 

ce but la formule (42) du chap. II ,  

[~] 

[8 J 
lorsque - -  A est un discriminant fondamental, puis une formule 6quivalente 
h la formule (47) du m~me chapitre 

v=l v=l 
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pourvu que D soit un discriminant fondamental positif. On peut remplacer 
les deux formules par une seule 

3 1 - - p  - - p  

(A) 

P d~signant un produi~ de nombre premiers impairs diffdrents et positifs. 
Rappelons encore le thdorSme dtabli h la fin de w 5 

p 6tan~ un nombre premier impair. 
Cela grant, eonsiddrons la somme 

1 

A = ~ "  ~ - -4  s 
2 2 

1 I 

p e t  q ~tant deux nombres premiers impairs; cette somme se simplifie 
comme plus haut, et on a en particulier, faisant usage d'une dcriture 
symbolique, 

lo signe-t-_ ~tant eelui de ( ~ ) .  Je d~signe pal" B(p,q)le deuxi~me 

membre, puis j'emploie la formule 

§ , 
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pour obtenir la formule 

Cl(-- 8pq) 4- B(p, q) -4- B(q, p) -4- C, 4 A =  2 

277 

et nous atlons dgterminer les restes suivant le module quatre, des diff6rents 
termes dont se compose le deuxi~me membre. 

Soit d'abord q _~ I (rood 8), on aura, en dcrivant simplement S(x) 
au hen de S(x, +_ p), 6videmment 

, 
B(p,q)---- , - -  ~ O f ( - -  8p) ~ ~. [ ,  - -  , - -  (rood 4). 

Dans le eas, oh q ~ 3  (rood8), il vient 

'-~ S ,'_3 ' 

or, S(~)  dtant un entier, on n'alf~re pas la congruence en changean~ son 

signe et on a 

i 2 - - 4  

ou bien 

Si t 'on a q =~ 5 (rood 8), i l  vien~ d'abord 

, q S 3  

et si l 'on fai~ usage de la relation (29) chap. I f ,  h savoir 

S(x) = -  S( i - -x)sgnD,  

nous aurons dans notre cas 
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d'oh 

q I ~ ~) : - [ , .  (~)]~,~-~ 
Soit~ enfin q ~ 7 (rood 8), nous aurons 

~ [ , -  ( ~ ) ] [ ,  + ( ~ ) ]  (mod 4). 

, q S 3 .(~ ~)= ~(~)- (~)~(-~)- (~)[ (~)- (~)~(~)] 
q 3 3 - - 4  I = - [ ( ~ ) ,  (~)][ (~) -  (T)~(~)] , 

d'ofi il suit 

I 2 I 

En rgsum~, on a la congruence 

oh 

z ~ - ~ - - I  pour q ~ I  (roodS), 

Quant au nombre C, l 'examen des 
suivantes, relatives au module quatre 

I - - -  

Cp,2  ~ 

I - -  

et zq = I dans d'autres cas. 

diffdrents cas vdrifie los congruences 

(-') , s i p _ ~ q + 4  (mod8) 

(~),  si ou p ~ q  (mod 8), ou 2 ~ - ~ - - q _ ~ I  (mod 4). 

Si l'on a p ~ p ,  q ~  a (rood 8), soit 

I 
Cl(-- 8pq) -~ J,.. (rood 4); 
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on aura alors le tableau suivant des J :  

O~ 
J k ~I/ 

7,7 = O. 

Notons eomme r6sultats partieuli~rement simples, relatifs au module huit, 

�9 [ 2 ( i - - ( q ) ) ,  si p-=--q+ 4, (~)= i; 
el(-- 8 q) - 

( I  - -  < ; ) ) ( I  -~- ( - -T>) ,  s i p_~_~ .  

Ces rgsultats, ainsi que eeux qu'on tire des formules (51), (59) et (6o), 
ont 6td donn6s par M. I-Iuawrrz. ~ On pourrait continuer eerie voie pour 
parvenir ~ des testes des hombres Cl(~4pqr) et Cl(~ 8pqr) pour le mo- 
dule seize, mais je me r6serve d'y revenir h une autre occasion. 

CHAPITRE IV. 

I. Soien~ $, 7], $o, ~0 des quantit6s r6elles e~ fractionnaires, qu'on 
peut supposer entre z6ro et l'unit6, alors les sdries h double entr6e qui 
figurent dans l'identit6 suivante 

( i )  

v ~ (7 + ~)[(~ + ~),  + (7 + n)w] 

($ + m)[($ + ~)v + (7 + n)w] 

. . . .  $ + m  . . . .  7- t -n  

Acta, t. 19. 
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seront convergentes, si v e~ w sont des quantitds complexes dont le rapport 

ne soit pas rdel. 
La formule dl6mentaire 

k ~ - - o o  

�9 " �9 " e  permet de transformer les dites series ~ double eiltrde en sen s simples et 
h convergence rapide, en admettant toutefois que l 'on peu~, dails les s6ries 
doubles, intervertir l'ordre de sommation. Des considdrations 61dmentaires 
que je role dispense de ddvelopper vdrifieil~ qua ee tb  dernibre opdration 
est ldgit:ime, ct en rempla~ant la formule (2) par 1,~ formule dquivalente 

(2') 

n O U S  C O I l C l u o n s  

(3) 

~ t  ~ k I - -  e - ' : ' r ' i  ' 
k ~  - -  ct~ 

2;':i 2r.i _ 
�9 " " - - C a v + v o w ' ) C v + , O ~  - - - -  . o.r,,.'a+ --~ (v--~ov--~ow)(r ~ I e v 

~r"ri (~_Fm) +,2r, rr. i ~ -3 I- ?1~ "2wr:i__ (~ + n)q-2~m" 
8 ~ - - I  ~ - - I  

2;z.[,e~r,z i 
o 

Pour l'exaetitude de cette relation les conditions o < C0 < I, 0 < 7 0  < I 
sont encore ndcessaires, mais les quantitds ~ et ~7 pcuvent dtre quelconques. 

Cette relation (3) n'est qu'un cas tr~s particulier d'une formule de 
transformation de la transcendante qui figure au premier membre et dont 
la th6orie a dr6 6bauehde par KI~OSECKE1L Avant d'avoir eu l'occasion 
d'dtudier le mdmoire du grand gdom~tre, nous avons dtabli la formule (3) 
d'une mani~re diffdrente I que je me permets de reproduire ici. 

Soient vl, v~ deux quantitds complexes dont le rapport ne soit pas 
r~el, p u i s u  1 st u~ deux quailtitds r6elles eontenues entre zdro et l'unitd, 
enfin wl ,  u'2, a des quantitds complexes quelconques, et considdrons l'in- 

tdgrale 
e~Zmi(tqh+'~2v~ d x  

c 

1 Rozpravy ~esk6 Akademie, II ~ ann6e, n ~ 23, p. 22 (t893). 
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prise le long d'une ligne ferm6e C ne passant par aueun des p61es de la 
fonoLion sous le signe somme. Cos p61es sent 

+% n + %  (n=o ,  + x ,  +2 ,  .) 
v, v~ 

et on pout admettre qu'ils sent diff6rents entre eux et simples, par con- 
s~quent. Une digression tout-~-fait simple permot de voir que l 'on pout 
faire s'61oigner ~ l'infini la ligno C de la sorte quo la fonotion sous le 
signe somme devient infiniment petite le long de cette ligne-l~, et que 
par consgquent, l'int6gralo tend vers z6ro. D'apr~s lo ih6or~me de CAUCHr, 
la somme des r6sidus de la fonetion intggr6o tendra vers zgro et l'on a 
ainsi 

~ m  (u,~+n) ~*~  (~2+n)  

n=--  'tOt + a r t  "{- ~ --(wlv2--W2@l+flv2) n=--  ~ l  + a~JI + ~ ~--'--~(W2VI--~A~lVI+flVl) 
e vi ~ I e v,  ~ I 

2 7r~e-- 2:a~i 

oh l'on a pes6, pour abrgger, s = u~v I + u~v~. 

Les lettres u 1 et u~ n'entront pas diroctemont en cette relation, d'oh 
il suit que s est une variable inddpendante assujettie h la condition quo 
le point s soit ~ l'int6rieur du parall61ogrammo (o, vl ,  v~ + v2, v~). Faisant 
a - -  o, changeons w 2 en - -  w~ et, dans la seconde s6rie, n on - - n ;  il vient 

a + . 
nffi--oo ~01 + fib 2v~n'i(wt+n)+2wini n = ~  ~OQ "4-~ 2v~a't (w~+n)+2v~la. i 

2rd 
( ~ w l ~  _ _  I X  I _ e - 2 ~ l ~ ) "  

Or l'dquation (3), si l 'on y fair ~0v + ~0 w -----s, s'derira 

0 to ~ I n f f i - -~  e t, 

Ao*~ ~r 30. I m p ~ m ~  le 22 m a i  1906. 86 
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et elle devient identique avee l'6quation (a), en faiaant 

W~ - - - ~ ,  W~ ----'~]~ V 1 ~---V, V~ - - - ~ .  

J ' introduirai main~enant les variables 

en supposant que la partie imaginaire de eo soit positive; la quanfitd u est 
supposde telle que le point qui la reprdsente soit h l'int6rieur du paralldlo- 
gramme aux sommets (o, x, i -I- m, m). On aura, sous la forme ddfinitive, 
la relation 

wi e ~nl e - ~ i  

2 sin ~rr s i n  ~ ' 

~Tous allons nous en servir dans les cas oh ~ et 7/sent r~elles et contenues 
entre z~ro et l 'unit~; sous eeLCe hypoth~se on pourra d6composer la seeonde 
s~rie qui figure au premier membre de (3"), 

I e 2~m+ ~0-~)(~+~) 

�9 �9 ~ 

en separant les termes m~_o  des termes m < o; en ecr~vant - - m  au lieu 
de m dans ces derniers, nous aurons les deux s~ries 

�9 ~ r i - -  ~ ( ~  -~)(m--r e*) 

I - -  a mffil I - -  

allons les remplacer par des sdries k double entree qui rdsultent en l ~ o u s  

remplaqant la quantit6 

par la sdrie gdomdtrique, convergente duns les conditions admises, 

#mO 
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Si, clans la seconds s~rie ainsi obtenue, on met n au lieu de n-4- i, 
le r6sultat s'fierira 

~ +  ~(l--~)($+m) 
I o 

~ +  m ~'~(~+m)+~,~ 
~CO m I 

m = l  n = l  

C'est sous la forms suivante ainsi vdrifide que nous allons employer la 
formule (3"): 

I e ~u~(~§ 
(4) . - - .  ~ + ,~ e 2 . ~ + . ) + , ~ =  __ [ 

+ m + $ e-'"~'~-~-(m+~('+") + X m"$ ,.,,~-~-0,*-~(~-,o 
ftt--O g = O  ~ 1  n ~ l  

~/~-~'~ (cot ~= + i). 
2 sia $~ 

h 
J 'y  pose ~ = ~ ,  sn dgsignant par A la valeur absolue d'un diseri- 

minaut fondamental n6gatif, je mulfiplie de part et d'autre par le signs 

I .  

Les sommations relatives ~ h dans les deux s6ries ~ double entr6es 
s'effectuent directement au moyen des sommes de GAuss 

~ +  

h - - 1  

et pour obtenir sous forms simple la somme engendrge par la premiere 
s~rie qui est ~ simple entrge, j'effeetue la substitution h + n& ~ m; on 
a u r a  alns1 

= s g n m  d 'o~  ~ =  im [, 
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et le r4sultat suivan~ 

2 sin ~r  a=* 

2 m u ~ i  

I -- ~(m--O("-u) +i~/-~.~(-~)-ff--~---r 
En faisan~ usage de la formule de L~sssou~  

:'~ (m +~(',+'0 

1 

nous aurons done la relation suivanSe 

(I) -- =~ or(-- zx) ~-~" r sin Cr. 

2mun~ 

. I e - - ~ - -  + "z~'~t _ _  I 

I - -~(m+$)(s+u)  

I - ? (m-~3( . -~ )  

dent nous allons tirer plusieurs eonsfquenees. 
Je remplace A par A , ,  r par % en introduisant un nouveau diseri- 

minant fondamental n4gatif - - A  2 avee l'indice correspondant %. Mais 
avant de commencer les calculs, nous devons transformer la premiere s4rie 
qui figure an second membre. En l'6crivant d'abord 

2 m ~t rrl 2muft i  - -  2 5ni 

m =  t "1~ __.2mwTri t-2r + ~ ~--2mes:ti 25t:i 
I ~ ~ - I ~ 4 

on la transforme en des s4ries h double entr4e, au moyen de l'identit~ 

n=O 
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On aura ainsi au lieu de (I) 

--2~ct(-- a~)(eot ~,r-- i) 
"g't 

•  )-'-'" ,.- 
_ _  ~ at  at  

m = l  

(I o) 
f/I,= 1 

m = O  n = l  

m = l  n = l  

m .  

I - -  ~ ( m + ~ ) ( n + u )  

I - -  ~ ( m - ~ O ( , - t , )  

285 

h et apr~s avoir multapli6 les deux membres Je pose main~nant ~ - - A , '  

le signe de LEGESIDRE ( - ~ ) ,  j'ajoute los r6sul~ts par pour 

h-~- I ,  2, . . . ,  A ~ I .  

En effeetuant la sommation dans les deux derni~res s6ries au moyen 
de la substitution h + mA~ = k, resp. - - h  + mA~ = k, nous aurons la 
relation 

~mua',i 2murd 

+ 
n = l  k = l  

ou en inerrant A I ~  et A~u au heu de co et u, 

2 m  

2 t u ~  2ku:~i 

e /tam "at- e /t=w 

2k 

(II) 

r~r, 

~nur~i 2nu~d 

+ ~/-~, e-a-a-a,., a,. + e  '~,0 
m = l  = 2/'1, 
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Iei on peut passer ~ la limifr pour u = o, je pose ensuite A 1 = &~; la 
formule se simplifie comme il suit 

(: )' - , j Cl( - -A)  zt=~/A -~ke '~ + e  
m=l 

o.1 
off nous avons mis ~ au lieu de to. En grouppant los termes suivant 

E I I Ot(k ) les valeurs du produit m . n = k ,  la somme m--devient ~ n =  k ' 

si l 'on convient de representer par 0 2 (k) la somme des diviseurs du nombre k. 
On aura alors, en faisant pour abr~ger to = ix, la relation 

(111) 
, .~,  _ h  r \  

Cl(-- A)'  = 4zr ~ ~ e + e 4,], 

d'ofi pour x = I la formule encore plus simple 

(III o) 

L'impor~ance prafique de ce~te relation n'est point eonsid6rable, puisque 
pour de grandes valeurs de A la convergence devient lente; mais cela ne 
veut pas dire qu'elle ne m6rite pas d'intSrdt. 

Revenons sur la formule (II) en remeffmnt les valeurs primitives m 
et u des variables, ~ savoir 

4. cz(-  a,)ct(-- a,) 
rtr~ 

2mun~ 2mu:r~ 

Snum 2nur~ 

- I - ~ / ~  e-~--~e~-~ + e  ~e-  
= . 2 ~  ; 

on peut effeetuer l 'une des deux somma~ions en fai~ant usage de la formule 

I ~ Z  ~ 
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Q(x) 6rant le polynbme dent il a ~t6 question dans le chapitre III;  il 
vient ainsi 

(IV) 

4~ el(--  A,)Ol(-- A )  
Tt T2 

2 m u ~  ~muffi . 2tawa't 

= V A ,  7,7, " 
- I ~ e 3t  

n = l  

~nu2rl 2nun'i ~nwl 
~o +~ ~Q(~ ~ , - ~ , )  

2~t ~nTr~ta'i 

off l'on peut prendre u = o. Posant par exemple A - - A ,  to = i, nous 
aurons 

27t ~ f/t  I ~ 0--~mTr " 

Mais on parvient h des formules plus importantes, si l'on effeetue les 
sommations au moyen des relations 

.=, . . / . ~  _ l o g . + , o g ~ ( ~ ,  a,)J' 

oh logo est une constanSe num~rique eonllue. Or 

r A(z) x Y - - i t / - ~ Z  - -  2 a r o t g ~ - ,  
~ l o g ~  = ~log y + i ~ / ~ Z  = 

et on aura 

n = l  

r ~ z aretg Y(., -- A,) 
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en faisant i logo = T. La  formule  (II) donne alors pour u = o, o~ = ix 

(v) 

,4~ cz(-- a,)ct(-- a,) 
r,r, 

2~l.f /r  

m ~ l  ~ - -  ~mAsza"  
I -- e At 

a rc t -  ~ / ~  Z (e 7 - j  __ A,  ! 

r~. ~ , -  A,) 

oh la constante ~ doit  6v idemment  avoir la valour 

c 'est ~ dire 

. ~ / A , Z ( o , - - A O  
T = 2 a r e ~ g  Y ( o , ' A , )  ' 

o pour A > 4 ,  

2~r ~'-- ~- pour A = 3 ,  

~r pour A 2 = 4 .  

E n  sp6cialisant Ag on aura au tan t  de formules pour le calcul de 

Cl(--A,) que l 'on voudra. Pour  A = 4 on a 

q(#) - - _  ~__~3,  Y =  2~, Z = i ,  

de sorte que 

- -  - = 2 arctg z, i - -  z 4, x + ~"  ~" - -  2 arctg ~ rc - -  2 arctg i 
z 

I 
et par consdquent,  la formule  (V) donne en changeant  x en ~ ,  

(V ~ ~ Ol(-- A)= arctg e ~ 
2 r  

I - -  "as 

m cos hyp m--5 

x ddsignant une quanti tg positive arbitraire. 
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Si l 'on fair A T ~ 3 ,  on aura 

sor~e que 
Q(z) 

Q ( z ) = z - - z  ~, Y = 2 z q - , ,  Z = , ,  de 

= 2z ~ aret;g = 2 arctg  ~ + z 7 ~ 2 arc~g 3 

e~ la formule (V) donne 

$( ) - -  
~m.~'~ 4m.flr  

A - ~ e  A 

6m~i r  

I ~ e  A 

ou bien 

(v ~) 

1 

2m~ 

2 -{ -e  8. 

*d 
~-iz~Tr 

sin hyp 

sin hyp 3mzz 
A 

2mlr  

t I -{- 2e --~-x 

Prenons  encore A = 8, o h  l 'on a 

Q = z -4- z 8 -  z ~ -  z 7, 

et 

II  s 'ensuit 

r =  2 ( ~ ' - -  , ) ,  Z = z, 

Q # J t - Z  s 

I e =-~ ~t- ~/-- e~ ~ (-~) 2" ~Z 

A ~ A 

l + e  

lltlr 

1 I ~ ~ 

30, Imp*Ira6 le 2~ m~i 1906. aeta mathemat/ea. ~7 
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ou bien, en changeant x en ~,  

(v') 

'-~cz(-- ~) 
~ b  

cos hyp A 

2 m ~ g ~  

co~ hyp A 

2. Revenons sur l'6quation (4). En reprgsentant par D une diseri- 

h multiplions de part et d'autre minant fondamental positif, posons-y ~-----~, 

( D )  e~ ajoutons los r~sultats pour h = ~ , ~ , . . . ,  D - - I .  13 vient par 

2 m w r d  2xi  

.~ ~ (D) I 6 D m~o n~l (.Dt I ---~-(m+~)(n4-.) ' - 4  +~, + ~/~ V~ ~--V~ e 
m=--| e D - -  I = ffi 

I -- ~(m--~)(n--u) 

Sdparons, dans la premiere somme, les termes h m positif, et faisons usage 
d e  l'identit6 

2rau~'i 2rani 

e D --i i--e D 

c e t t e  transformation permettra d e  m e t t r e  la relation obtenue sous la forme 
suivante 

2muTd 

o ~e 
m, 

m = l  

(vI) = ,,=o = ~--+-~e + . . ~ _  se 

$F$ 2 m o r e /  +2~r / Fn, 2 m w = i - - 2 ~ : m i  

= I - -  e - - ~ - "  m = l  I - -  e ~ 
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( /9  un discriminant positif fondamental, to ayan~ sa partie imaginaire po- 
sitive, puis o < ~ <  ~, et enfin u d6signant une quan~i~6 de la forme 
a+a'to, oh o < a < ~ ,  o < ~ ' < ~ ) .  

En passan~ ~ la limite pour u = o, ce~e ~qua~ion devieu~ 

(VI ~ 

~mwlr~ ~r ~ : a 4  
m = l  I ~ ~ - ' - - D - - "  I ~ 6 D 

La premiere s6rie K double entr6e qui figure au second membre contient 
des termes qui pou~ $---- o deviennen~ infinis; ce sent les ~ermes oh m = o 
e~ leur somme est 

(a) I e - ,  ~,- i 

I ~ 6  t .  

On peut passer ~ la limite pour $ = o clans les termes qui restent, et il 
ne s'agi~ que de la limite de la quantitg (a). lqous savons que pour les 
discriminants positifs la fonction Q(x) a cette propri~t~ que Q(I)=-o,  
Q'(I) = o, e~ il s'ensui~ que 1'on aura 

$---o/$ ~ e----g- m 7d v-1 D = ~--- ~ Q"(I , D)  --" Da~ h- h ( h - -  I). 

A. cause de la relation 

cet~e quan~it6 s'6crira 

1 

�9 D - - 1  
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et notre consdquenee de l 'dquation (VI~ relative au cas de ~ =  o, prend 
la forme 

(f), ,  , _ _  ~ --~- 2 - - e  o, 
m 

2ma~r~'/ 

8 D 

2mt~n/ 

I ~ 8  D 

Le premier membre a pour valeur la quantitd CI(D) logE(D) ,  et au 
second membre la sdrie k double entrde devient une sdrie simple, si l 'on 
effectue la sommation relative h m, en faisant usage de la sdrie loga- 
rithmique. Posant enfin ea----ix, on aura la relation 

(VI') C l ( D ) l o g E ( D )  = - ~  h-1 h ' - -  2, , .  log ~ ~ e  

ffi $ D ~ I 

x d~signant une quan~if~ positive arbitraire. 
L'dquation (VI ~ fournit une formule plus commode pour le caleul 

si l 'on y prend ~ = ~ ;  dcrivant 2 m +  x =,~, resp. 2 m - - I  =,~, numdrique, 

elle devient d'abord 

qD ~ = 4 i e 

~mm~ 

0 D 

2 m m ~  ' 

i + o  ~ 

oil ~----I ,  3, .5,7, . . . .  En  faisant usage de la formule 

Z z  z I + z  
2 ~ = log 7 - 

h 

le second membre so simplifie et on aura, en posant comme prdc6demment 
to = ix, la formule cherchde 
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n ~  

CI(D)logE(D) ~ log _ ~  
n ~  T = s 

a~l (D)  I I + 2 

6 /) - - I  

Le m6moire pr6sentd h l'Acaddmie contient encore quelques applications de 
certains d6veloppements demiconvergents. Si je les supprime ici, c'est puis- 
que j 'ai en vue d'y revenir bientbt en leur ajoutant d'autres dgtails que 
i'ai dfi supprimer dans le m6moire primitif. 

E R R A T A  T. 29. 

Page 344 et 345. Remplacer clans les symboles 

- - A  - - A  

le numbrateur - -  A par - -  A 1. 

Pag~ 403, formule (3I), mettre le signe ~moins. d,va~t ( 4 ~ .  \/-~/ 


