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ESSAIS SUR LE CALCUL DU NOMBRE DES CLASSES DE FORMES
QUADRATIQUES BINAIRES AUX COEFFICIENTS ENTIERS

PAR

M. LERCH
» FRIBOURG.

CHAPITRE IIIL

Nous allons exposer les résultats de nature algébrique qui lient la
théorie de 1'équation bindme a la question qui nous occupe. Gavss, dans
la septiéme section des Disquisitiones, a montré l'existence de la décompo-
sition suivante

p étant premier, et ¥ et Z des polyndmes aux coefficients entiers. Lz-
TEUNE-DIRICHLET ' et JACOBI? ont généralisé les résultats de Gauss au cas
d’'un discriminant fondamental positif, et ont découvert le réle que jouent
les polyndmes Y et Z dans la détermination du nombre des classes d'un
discriminant positif. CavcHY ® parait le premier avoir reconnu nettement
comment la décomposition de Gauss généralisée dépende du discriminant
(qui remplace alors le nombre p) supposé fondamental, positif ou négatif,

Y Sur la maniére de résoudre Uéquation t* — pu’® = 1 au moyen des fonctions circu-
laires, (Journal de Crelle, t. 17).

* Uber die Kreistheilung und ikre Anwendung auf die Zahlentheorie (Monatsberichte
der kon., preussischen Akademie der Wiss. zu Berlin, 1837).

® Qeuvres de Cauchy, I° série, vol. 5, p. 84.

Acta, mathematica. 30. Imprireé le 26 janvier 1906,
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pair ou impair. Parmi les continuateurs de ces grands inventeurs nous
sont connus les travaux de J. LiouviLLg,' O. ScuemmErn,? de MM. ALex-
ANDER BERGER® et H. WEBER." Si l'on compare les résultats obtenus par
ces éminents géometres avec ce qu'on lira dans ce chapitre, on remarquera
qu'il n’y a pas grande chose qui nous soit personnelle; cette partie présente
en effet un caractere de compilation. Cependant certains détails que nous
croyons neufs et notre maniere d’exposition me paraissent mériter I'at-
tention. D'ailleurs, nous aidant par les besoins de la théorie de Kro-
NECKER, nous avons retrouvé tout ce qui est exposé ici avant de connaitre
les mémoires originaux qui sont venus apreés le travail de DIRICHLET.

1. Soit D un discriminant fondamental, positif ou négatif, A sa
valeur absoluc et observons que l'expression suivante

G)+ )]

Y o i, . D ’
a pour valeur ['unité, si (;—) =1, et sannule dans tous les autres cas.

L’expression
1 D2y
41 vz ;[('?)+(7)J
(1*) A(x,l)):ll(x—~e”)
?_als'
est donc le produit des facteurs ©—e? qu'on obtient en prenant pour
@ tous les nombres de la suite 1,2,3,..., A—1 qui satisfont a la
condition
()
—)=1;
a
donc

A, 0y =11 {zs—0e7),

a

! Journal de LiouviLLE, 2¢ série, t. 2; 1857.

* De multiludine formarum secundi gradus disquisitiones; Vratislaviae, 1363.

* Sur une application de la théorie des équations bindmes & la sommation de quelques
séries (Nova Acta reg. Societatis scient. Upsaliensis, t. 13, 1886).

* Nachrichten der kon. Gesellschaft der Wiss. zu Gottingen, 1893.
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Représentons de l'autre c6té par & tous les entiers de la dite suite qui
satisfont a la condition

alors la fonction

4-1 i %[_(€)+(?)J
(1%) B((I},D)——‘——H(x_eT)

y=1

n'est autre chose que le produit

B, )= (s—c?).

b

1L’identité

4-1

=2 -ZE+XZ()

prouve que le nombre des éléments a est égal & celui des éléments b, et
la valeur commune de ces nombres est, en employant I'écriture de Gauss,

évidemment g o(A).

Les polynomes A(z) et B(z) sont donc du degré ~g(A).

Les racines des équations A(x)=o0 et B(z) = o constituent la to-
talité des racines primitives d’ordre A de I'unité, et par conséquent, on aura

(2) A(w)B(w) = F(x),

F(z) désignant le polynéme irréductible aux coefficients rationnels qui
27i

sannule pour z=e?. Jécrirai F(z, A) lorsqu’il faudra indiquer la
valeur de A. On sait que

) #w, &)= (o — )"

le produit se rapportant a tous les diviseurs d du nombre A et u(d) dé-
signant les nombres de Morbpius. Par exemple

Fx, 15):%%&%—}%:908—90’4—905“56‘ + 2t —x 1.
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Des définitions (1*) et (1') on tire I'équation formellement plus simple

) 41 i (?)
¢ i~ 1)

d’ott en prenant les dérivées logarithmiques,

4—1

A(z) B(z) D L
(s) A " e (7)==
- z—e 2
Posant, pour abréger,
A(x)
O(z) = log B(z)’
I'équation (5) s'écrira
4-1
, D I
¥(@) =Y (7) =
xr— e
I’y suppose |z|< 1 et jemploie le développement en série géométrique
b v
?v—'LI T = Z”.— . xL_l)
ed —u net
d'ott
®© 4—1 D __gl_l-_\f:j
O(x) = — Z x"“‘z (*)e 4
p=1 v=1 v
Or, D étant un discriminant fondamental, on a
4-1 2uyii
D\ -MF b\ o
; (';)(, = (";)\/D sgn 1),

de sorte qu'en substituant, il vient

N (DY .-
@(x)—*JDsgnbﬂg(/l).v !

ou hien

‘ A B _ NS ) A
(6) A((:;_—B((:)) = — /D sgn Dz <F>x T (lx' < l).

ne=l
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Quant a la fonction @(x) elle-méme, l'intégration donne

_ ® D Pt
@(x) =logcc—yDsgnlD (—)——,
(0)=loge—DsgaD Y ()

ol il faut encore déterminer la constante ¢. On a évidemment

i 2)
logc=log ITe 4\~

)

et puisque
Aj(?_)i__ o pour D> o,
21- v) A l—_ioz(z)) pour D <o,
‘4
on aura
=
e * pour D= —3,

C=1—1 pour D= —4,

1 dans d’autres cas.

Avee cette valeur de ¢, on a par conséquent la formule

A — o~ /D 2*
(7) logBEg:logm-\/DsgnD;(/—l—)%. (|2] < 1).

Quant 2 la fonetion F(z), il suffit de se rappeler la formule

F(z)= ﬁ (x — ey‘y"ﬁ)(f)

y=1

pour en tirer

@ 41 o\ 2mvmi

log F(z) =loge — Y 2% (%—)e T
m=1 v==1

En observant que 1'on a ¢ = 1, puisque
, puisq

Flo)=1,

et que la somme

207
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a pour valeur l'expression

P

0

ot A, représente le plus grand commun diviseur des nombres m et A,
puis A’ signifie le quotient -Aé et ¢ parcourt tous les diviseurs du nombre
m

A,, on aura une série

log F(x) = z %‘— z"”

1

dont les coefficients sont des nombres rationnels, et en particulier les nu-
mérateurs ¢, sont des nombres entiers.

Si A est impair, il n’admet aucun diviseur carré et il s’ensuit que
p(A’0) = p(A" (o), et la formule

Ly
fait voir que l'on a
Cn = — p1(A")p(A ).
Si, au contraire, A est pair, on aura r, = O pour m impair.

Des formules

log 4(x) = . [@(z) + log F(x)]

—togyi + 3 (ca— (2)vPsen ) 10,

m=1

log B(2) = [— 0(%) + log F()]

= log\/vl; + g (Cm + <,,1%> \/—IjsgnD>:T’;

on tire
i Cm— £ VDagnp i:.
A(x)z\/Ee““( ()7
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Cela étant, observons qu'une expression exponentielle
eu,z+a_x7+agz3+...

se développe en une série
r4azx+azx’+azx*+ ...

dont les coefficients a, s'expriment en fonction rationnelle des éléments
g, dy, ..., a, dont le rang ne dépasse pas celui de a,,.

Les développements suivant les puissances de z des fonctions A (x)
et B(x) seront alors de la forme

A(z) = e[t + (&, + b, yD)x + (a, + b, yD)a* + .. ],

1 - _
B(z) = ﬁ[x + (@, — b, yD)x + (a, — b, yD)z* + .. ],

les @, ainsi que les b, étant des nombres rationnels. Mais ces fonctions-la

étant des fonctions entiéres, les séries se réduiront 3 un nombre fini de

termes, et il s'ensuit que les coefficients dans les polyndmes A—\EZQ et B(x)yec
sont des nombres algébriques de la forme a + b\/ﬁ. Cela a lieu pour les
coefficients de A(z) et B(x) elless-mémes, si A >4, car alors on a ¢=1.

Si A=4,onma D=—4, D =2i,c=—1, /= +1, et les coeffi-
cients %’%—\/B , (& +byD) /e seront alors + (21)—3/5), + (— 2b + g\/§>
et il est clair que la forme a 4 b/D reste conservée.

La méme chose a lieu dans le cas de A =3, D==— A, puisque
Ve est ici aussi de la forme a 4 BiyD.

Dong, dans tous les cas, les coefficients des polyndmes A(z) et B(x)
appartiennent au domaine de rationalité (1, D). Mais ils sont des sommes

2yt

de produits des nombres algébriques entiers tels que e 4 , et il faut qu’ils
solent eux-mémes des nombres algébriques entiers.
Deux nombres algébriques entiers de la forme

a+byD et a—b\D

ont pour somme et pour différences 2a et 20/D qui doivent aussi étre
Acta mathemotica. 30. Imprimé le 10 mai 1906. 27
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entitres. Si D est impair, il faut donc que 2@ = m et 20 =n soient des
entiers, et on aura la forme

= m D
at b o= "D

m et n étant deux entiers ordinaires.
En cas de D pair, on peut rendre (25D)* = 4b’D entier en supposant

16b* entier, c’est & dire en prenant b =;n, n étant un entier. Si celui-ci

est impair, on aura en faisant 2a = m

m+n\/ED m——n\/ED
a+b¢7):____2__4_, a—byD=— 4_.

le produit de ces expressions devant étre un entier ordinaire

on a la congruence (n étant impair)

m? =2 (mod 4)
4
chose impossible pour un discriminant fondamental. Donc toujours les
deux nombres 2a et 2b sont entiers.
Les coefficients des polyndmes 24(z) et 2B(x) ¢tant de la forme
m+nyD ol m et n sont des entiers ordinaires, on peut séparer les parties
contenant le radical /D et il vient

2A4(z) = Y(z) + yD Z(x),
2B(r) = Y(z) F yD Z(z).

Y et Z signifiant deux polyndmes aux coefficients entiers. Le double signe
qui figure aux seconds membres devient déterminé, si l'on choisit le signe
du terme le plus élevé dans le polyndéme Z(z). On convient de prendre
le coefficient de la puissance de « la plus élevée dans le polyndme Z(z)
positif.
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Des équations (1*) et (1) résulte que l'on a

1 4—1 gvrt 1
= =G+ C)
Alx) =1z 2\ +(5) e’ + ...,
1 A4—1 vri 1
=== )+ ()
B(z) == ,,=15~ . + e x + ...,
d’on
mm+Bm~/ﬁ”—§K5f?lM”+
) v=1 v ) ,
4—1 v 1
D 7] ;&f’(d‘,"l
A(w) B(ar)*_—;(T)e ;
i 1
LY . > (A)‘1 .
La derniére expression commengant par le terme en zt’ dont le coeffi-
cient est

4 Quni

-1
— (2)6 4 T e—— \/-5,
=1 4

V=

I'équation
A(w)— B(x) = + D Z(x)
fait voir que le signe + est —. On a donc en définitif
[ 24(x, D)= Y(», D)—DZ(x, D),
) | 2B@, D)= Y@, D) + (D2, D)

Tes fonctions ¥ et Z sont de la forme

1
59’(4)'~

+ a,x + ...,

1
Fe(d)—2

1
O

1
[ Y(z)= 252" + ax

1
l Ay = 2"

remarquons que le coefficient a, est

(9)
4+ ..

al_-_-——z e,
y
y=1

cest a dire quil est identique au coefficient de x/~' dans la fonction

Fx, A).
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L/équation

s'éerira *
(10) Yz, D)— DZ*xz, D)= 4F(x, A).

Cette identité caractérise completement les fonctions Y et Z, si I'on ajoute
que leurs coefficients soient rationnels, celui de la plus haute puissance en
Z étant supposé positif.

Car si l'on avait une autre décomposition analogue
4F = Y|—DZ3,

la fonction Y, — Z /D s’évanouirait pour certaines racines de l'une des
deux équations

Le plus grand commun diviseur des premiers membres
Y, —Z b, Y+Zyp
serait un polynéme de la forme Y, —Z, D, Y, et Z, étant deux poly-
nomes aux coefficients rationnels des degrés inférieurs a égp(A). Le po-
lynéme aux coefficients rationnels

(Yz—Za\/E)(Yz + Z‘)VVE) — Y;—DZ;

et du degré inférieur & ¢(A) s'annulant pour une racine primitive de
I'unité, la fonction F'(x) devrait étre réductible, chose impossible. Donc
les polynémes Y et Z sont complétement définis par l'identité (10).

2. Les équations (8) donnent tout de suite

A(x)  B) _, 8@ ¥(@) — Y(2)8(x)
A(x)y  B(z) °V Yiz) — DZ¥z)

' Le procédé le plus rapide pour le calcul des coefficients des polynémes Y et Z
a été donoé par LuGENDRE (Mémoire sur la détermination des fonctions Y et Z etc., Mé-
moires de 1’acad., t. 11, 1830); il repose sur ce que les sommes de puissances sem-
blables des racines de A(#) = 0 et B(z) = O sont données immédiatement; les coeffi-
cients s'obtiennent & Vaide des formules de Newton.
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ou en faisant usage de (10),

A(@)  B2) _ L)Y (2) — ¥(2)4(x)
(11) Ax) "By Y 2F(z) '

On parvient & une autre représentation du premier membre, si I'on emploie
le développement (6).
La série qui y figure

S = g <§—>x""

peut se transformer en faisant y=p+ Ay (p=1,2,...,A; v=0,1, 2,
.., 00); on a
() =)
[z P
et par conséquent

4-1 D o . 4—1 D
2 R [

p=1 p

Nous sommes ainsi amenés a introduire la fonction entiére

4—1

= 2 p— D
(12) Q=) ;</’>x Qz, D).
Nous aurons alors
(13) A(z)  B(x) DsgnD

A(z) B(z) z@®—1) Q(x).

En comparant avec (11) nous aurons
4 _
(14) Q(z)sgn D = gx%(m—)‘ [Z(2) Y'(z) — Y (2) Z'(x)].

Représentons maintenant par A, tous les diviseurs du nombre A plus pe-
tits que A, y compris I'unité, et formons le produit’

HF@,A)

! Remarquons qu'il faut prendre, p. ex.

F(w,l):x—-l, F(w,2)=w+l, F(x»4>=z’+li etc.
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de tous les polynémes F(x, A,) correspondants. Alors le quotient

24 —1
F(x)

aura pour valeur [IF(z, A,) et 1'équation (14) s'écrira comme il suit
(14" Q(x)sgn D = 2[Z(»)V'(2)— ¥Y(2) Z'(x)] LL F(z, A).

Ftant connues les fonctions F(z) et @(z), on pourra caractériser les po-
lynémes Y et 7 d’'une maniére purement algébrique par une congruence
) 1 £ £

que nous allons établir.

2vmi
J’observe d’abord que pour les valeurs r=¢“ ou v est premier
avec A, la quantité Q*=z) se réduit a I, de sorte que le polynéme
Q*(x) — D est divisible par F(z). Le quotient avant de méme les coeffi-

cients entiers, on aura la congruence
(15) Q(x)=D [mod F(z)].

27
Cela étant, j'observe que pour z =¢“ on a

Qz)=yD,  Y(x)—yDZ(z)=o,
de sorte que la fonction entitre aux coefficients rationnels

(o) — Q) Z(2)

sannule pour z=ec¢4; elle doit donc admettre le diviseur irréductible
F(x), dou la congruence

(16) Y(z) = Q(z)Z(x) [mod F(x)]-

Pour prouver que cette congruence a deux inconnues algébriques ¥ et Z
n’admet qu'une seule solution dont les développements soient de la forme
(9), élevons au carré les deux membres et faisons usage de (15); on aura

Y*=DZ’ [mod F(z)].

La fonction entiére
Y — D4t
F(x)
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étant, d’aprés (9), du degré zéro, elle est une constante qui n’est autre
chose que le nombre 4; on a donc

Y*—DZ*=4F,
identité dont on sait qu’elle est caractéristique pour les fonctions ¥ et Z.

3. Revenons sur l'équation (14*). Le produit qui y figure

lF(x, A)

contient le facteur F(z, 1)=x—1, et le quotient que j'appelle G(x) ne
s’annule plus pour £ = 1. On aura

@) 6 =
(b) Q(x)sgn D = - u(z — 1)G(2)[Z(2) Y(2) — ¥(2) Z'(2)].

En différentiant et prenant z = 1, il vient

, LAY — Y
@()sgnD = G 2L =14,
en mettant pour un moment Y@ et Z®@ au lieu de Y“(1) et Z@(1).

I’équation (a) donne ensuite

A

G(I) - 111(1)’
et nous savons que F(1)=1 pour A composé, mais que F(1)==A pour
A premier ou puissance d’'un nombre premier. Observant que AsgnD = D),

nous aurons donc
41

D Yy - Y7Z’
—lo=D—p—.
; <p) 2F(1)
Dans le cas de D) > o0 le premier membre s’évanouit et nous aurons
Y —YZ'=o.

Nous verrons plus tard que, pour D positif, les deux quantités Y(1) et
Z(1) sont différentes de zéro, de sorte qu’il vient

Y1) _ YD
(17) @ = 70 (D > o).
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Soit en second lieu ) = — A wun discriminant négatif, on a comme

(F2)o~—Ba—a)

on sait
4—1

ensuite la relation
V' AZ'=4F, (z—1),

fait connaitre 1'une des deux quantités ¥ et Z.
Si le nombre A est composé et plus grand que huit on a F =1,
et par conséquent Z=o0. On a donc

(e) Z(1,—A)=o, Y(1,—A)=+2 (A composé > 8).
et il s’ensuit que
(d) —Y(1,—A)Z'(1, — A) = 2CI(— A), (A composé > 8).

Cette équation se simplifiera plus tard, lorsque nous aurons déterminé le
signe de la quantité ¥(1). Dans le cas de A =8 on a

F(1) = 2, Y(1)=o, Z(1)=1, Y'(1) =4,

d’ou 1l suit
cu—8) =220 =

Pour A =4 on a de méme
F(1) =2, mais Z'(z)=o, Y'(x) = 2,
et 1l vient
Z()Y'(1)= 4§C'l(—-4) = 2.
Si en second lieu A est premier, on a F(1)= A et nous aurons, pour

r=1I,

Y 4 AZ* = 4A;

cela exige que Y admet le facteur A, de sorte qu'on aura ¥ = Ay,
1l vient

Z’+A?/2=4,

de sorte que pour A >3, on aura y =0, Z = + 2.
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Par conséquent, ces formules

() Y(1,—A)=o, Z{t,—A)= + 2, (A premier > 3)
donnent
d’) Z(t,—A)Y'(1,— A)=2ACl(—A).

Nous parviendrons plus tard a la détermination du signe de Z(1).

4. Quant aux propriétés des fonctions A(x) et B(x) remarquons
d'abord que les définitions donnent

2ami 2bmi

40 =(—1"[[e*, BE=—0""]]e"

a

D D
(0= rnisams ()= ) = =),

d’ott 'on tire aisément, pour D > o, les résultats 4(o)= B(o)=r1, ou bien
(18% Y (o) = 2, Z(0)=o0, pour D>o.

Dans le cas de discriminant négatif on trouve d’abord

2 1 2 2 I 2
N 20=5¢(8)— C(=A4), A 20 =¢(A) + Cl—A);
on aura donc, pour A >4, D= —A:

4(0) = B(o) = (— 1)"~%,

mais si A=3 ou 4 on aura respectivement =26 et 7= 4, de sorte qu'il
vient comme cela se voit d’ailleurs directement:

pour D= — 3: A(o)=e_§, B(o)=e%',
pour- D = — 4: A(0) = —1, B(o) =1i.
Il s’ensuit, en résumé, les formules suivantes:
Y(o)=2(— 19  Zo)=o0 pour D=—A, A>4,
(18) ¢ Y(0o) = Z(0) =1 pour D = — 3,
Y(0)=o0 Z(o)=1 pour D= —4.

Acta mathemation. 30. Imprimé le 10 mai 1906. 28
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En observant que, pour A > 8 le nombre Cl(— A) est impair ou pair
selon que A est premier ou composé, ce dernier résultat peut s’énoncer
comme 1] suit:

(189) Y (o) = {

— 2, pour A premier et pour A = 8,
2, pour A composé > 8;
Z(0o) = 0 pour A > 4; D=—A.

1
Dans la formule (1*) changeons z en ~ Dous aurons

)= T,

Dans le cas de D positif, on a comme nous venons de le remarquer

2ami

1
S ¢4
(_ 029’( )Hed —1,

_ ?f'li 2ri(d—a)
= € 4

puis les quantités

e a4

2arni

reconstituent, dans leur ensemble, les quantités e ¢ ; le second membre de

notre formule sera donc
I

A(a),

1
CCE‘F(A)
ce qui donne

L)
s A<Iv) — A(x),

ce qui donne, pour un aiscriminant fondamental positif D, les relations
connues

a ‘];¢(D) /1 . ;—g(b) 1
19y (D) =T@, D), o Z(;,D)zzw,p).

Dans le cas d’un discriminant négatif ) =-— A olt A >4, nous savons que

2ami

1
. —¢(d R _
( 1)2 l Iea __( ])L'I( A))
a
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2anmi 2mi(4—a)

puis les quantités e ¢ =e 4  reproduisent, dans leur ensemble, les

2bmi

quantités ¢ 4 | et on aura donc

ﬁ“""’AG) —  (— )"YB(a),

X
d’ou 1l suit

m;tf(d) Y(E) — (__ I)cz(—A) Y(x),

xéw)Z(l) = — (— 1) Z(x).
x
ou bien
1
el Y(i — A) — Y@, —A),
.
(19%) fn e
o Z<;, ——-A) — —Z@,—A), A>a4,

=—1, st A

(0]

ol e=1, 8i A est un nombre composé supérieur a 8, et
est un nombre premier ou si A = 8. '
Dans les équations (19%) et (19") je pose =14, en excluant les cas
particuliers D) = — 3, —4, —8.
Si le discriminant D = — A est négatif et composé, on a alors

égp(A) = o (mod 4),

le discriminant étant fondamenfal, bien entendu.
Si, en second lieu, le discriminant D est positif et composé, on a,
en général,
~¢(D)=o0 (mod 4),
deux exceptions étant & signaler. D’abord pour D = 4P, P étant premier,
naturellement de la forme 4% 4 3, puis si D = p, p,, les deux nombres pre-

miers p, et p, ayant la forme 4%+ 3. Dans ces cas exceptionnels on a

;¢(D) =2 (mod 4).
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On a par conséquent les faits suivants a remarquer:

Si D est un discriminant fondamental positif qui n'est ni premier ni
le quadruple d'un nombre premier, ni le produit de deux nombres premiers
de la forme 4%+ 3, on aura

Y(—i,D)=Y(6,D), Z(—i,D)=Z(,D)

Les quantités Y (i) et Z(¢) seront donc réelles.
Dans les cas de D= 4p, D= p, p,(p=p =p,= 3(mod4)) on a,
au contraire,

Y(—i)=—X(i), Z4(—1)=—2(),

d’otr il suit que les quantités ¥(i) et Z(i) sont ou purement imaginaires
ou nulles, en partie.
Pour un discriminant négatif composé différent de — 4 et — 8, on a,
d’aprés (19°)
Y(—i=¥(i),  Z(—i=—2()

donc Y (i) est réel et Z(¢) purement imaginaire ou nul.
Passons aux discriminants premiers.
Si D> o0 est premier, on aura

D—1 D1
V—i=(—1)* Y@, Z—i=(=1)" 20),
d’olt il suit que Y(¢) et Z(i) seront réelles ou purement imaginaires selon
que D=1 (mod8) ou D=5 (mod8); les cas des valeurs égales & zéro
étant sous-entendus comme des valeurs réelles ou imaginaires.

Si le discriminant est négatif et premier — A, le nombre
I 1
seA)=;(a—1)

est impair, et les quantités ¥ (i) et Z(i) seront essentiellement complexes;
mais on trouve aisément

4+1

Y(")=<‘+(—') ! @'>M> Z(i)=(l-—(—1) ! i>N,
M et N étant des entiers réels.



Calcul du nombre des classes de formes quadratiques binaires & coefficients entiers. 221

5. Passons a la détermination des quantités Y(1) et Z(1) pour un
discriminant négatif; nous savons que, si A est composé et plus grand que
8, on a Z(1)=o0, Y(1)= + 2; il ne reste qu'a déterminer le signe de
cette derniére quantité qui est égale a 24(1). La définition (1*) donne
immédiatement

2ani am

. iz e . .o ar
et si I'on remplace la quantité 1 —e ¢ par sa valeur — 2d¢ 4 sin =, nous
aurons

@) A1) = (—ip"™ 5 T (250 %),

a

La quantité réelle et positive
H (2 sin @)
- A

représente la valeur absolue de A(1) et sera, par conséquent, égale a un,
si A est composé. Il s’ensuit

1 .3
—¢(d) —2a
P ed

A(1) = (—19)

Or nous savons que (puisque ici 7 == 2)

Tyg =t —You—
S ¥a=1p(A)— ] Cl—A),

donc
1 L) .
WD) T e(d)—— Ci(—d)
A1) = (— i7"t
ou bien, ;Cl(—- A) étant un entier pour le discriminant composé,
L o—a
A = (—"7

Supposons en second lieu A premier. 1ans ce cas on a

Y()=o, Z(1)=+2, A()=—YB 70,
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La valeur absolue de la quantité A(r1) sera alors yA et la formule (a)
donne
A(1) . .
O A

1 L
;a/(d) Tl

cette quantité étant égale a ——%iZ (1), on conclut
1 — ﬁEa
Z(1) = 2(—i)?" e
ou bien

1 g ol
3 w(d)—1 e T oH— £y Cy—4a)

Z(1) = 2(—1)

b

ce qui se simplifie comme il suit
cH—A)—1

Z(1)=2(—1) °

On a donc les résultats suivants:

Lo 1)

(2oa) Z(I’—-A)=2(~— !) ’ Y(I,——A)=O,
(A premier > 3),

1
3 CH—2)

(20" Y(i,—A)=2(—1) , Z(1,—A)=o0,
(A composé > 8).

En substituant ces valeurs dans les formules (d) et (d') du n° 3, nous
aurons ces formes définitives des résultats y indiqués

;—[Cl(—..l)—-l]

(217) Y'(1) = (—1) ACI(— A); (A premier > 3),

l 5
2—(,!(— J)

(217) Z'(1) = —(—1) Cl(— A); (A composé > 8).

En représentant par H le nombre impair CI(— A) dans le cas de A
premier, nous aurons

=—1, (—1)? H=1 (mod 4),
et par conséquent

(219 Y'(1)= —1 (mod 4), (A premier > 3).
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Si A n’est aucune des valeurs exceptés, 3,4,8, on aura toujours
F(—1)=1, ce qui donne des résultats plus simples pour la valeur par-
ticuliere # = — 1. IL’équation

Y1)+ AZ(—1)=4
donne

Z(—1)=o, Y(—1)=+2=24(—1)

La formule immédiate

A(—1)= ];I ('T'I ___eggg)

donne d’abord
1 i
_ _ ;"?(A) “T-yr'a am\ .
A(—1)=(—1)" e I:I 2008 )5
la valeur absolue de cette quantité devant étre un, on conclut, en sub-
stituant la valeur connue de ZXa,
LY e? o= a1~ a)

A(—1)=(—1)

\

(_~ I)N>
N désignant le nombreb des éléments @ plus grands que g A. Evidemment
% — A\
= 3 (1+(35%))
A

v parcourant des nombres premiers avec A; il s'ensuit

at 4]
2N=>¢(A)+ Y (%) = o)=Y (_VA)

4 v=1
"[5]“

ou d’aprés une formule connue,

2

S P
On a donce

() = e~’{’—'ww>+§'[2—(’z)]a(-m
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et la formule obtenue plus haut devient

]

Y A gy 0 S

Si A est premier et plus grand que 3, on a 7= 2 et il vient

&)

Si A est composé et supérieur a 8, le nombre des classes est pair

A(—1)= —(— 1)5 (1—(2)) -

et nous aurons

A(— 1) =1,
une exception powrra se présenter pour les discriminants pairs, car alors

(%) =0, et la formule (b) donnera

1
5 (=)

A(—1)=(—1) , (A pair > 8).
Or de la théorie de la repartition des classes en genres on sait que le
nombre —; Cl(— A) pe sera impair que si le discriminant a la forme — 4m

ou — 8m, m étant un nombre premier. Dans le cas de A = 4m, le nombre
premier impair m est un discriminant positif, et la formule {45) du cha-

pitre II donne

Lol —gm) =Y (’ﬁ)

m—
le second membre se compose de

unités, positives ou négatives, et
par conséquent

Scl — 4m =""" (mod 2

2 ( ) 1 ( 0 ))

pourvu que m soit premier. On vérifie aisément que

== ()

et le résultat obtenu plus haut devient

A(—1,—4m)= (%), (m premier).
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Soit maintenant A == 8m, les deux cas m=1 et m=3 (mod 4) sont
possibles et il faut les distinguer.
Pour m =1 (mod 4) la formule (47) du chap. IT donne

~ Ol(— 8m) = gz (%)— b2

et par conséquent

() éCl(— 8m) = [%] + ['rg] — [3—;] (mod 2).

Dans le deuxidéme cas ol m==3 (mod 4) la formule (42) du méme
chapitre donne

[57]
8

Cl(— 8m) = z]<

d’on il suit
(d) 5 I(— 8m) = [3m] [%] (mod 2).

Au moyen de ces résultats (c) et (d) on trouve le tableau suivant (m étant
toujours supposé premier) des congruences au module denx,

o, pour m = 8k 41,
1, pour m = 8k -+ 5,

£()l(—— 8m) =
2 1, pour m = 8k 4 3,

o, pour m = 8k 4 7,
ce qui se résume par l'équation

1(’5 8

5 CK—8m) (2

(—1) = %), (m premier).

Nous avons par conséquent le résultat suivant:
Pour le discriminant fondamental négatif — A, différent de — 3,

— 4, —8, ont lieu des formules
Acta mathemation. 80. Imprimé le 10 mai 1906. 29



226 M. Lerch.

—<§>, A premier,

5Y(~—I,~—A)= <2

;n«>, A = 4m ou 3m, m premier,

I, A composé, des autres formes.

6. Une question des plus intéressantes serait d’obtenir des relations
entre les fonctions I et Z provenant des discriminants différents. Nous
allons montrer comment ces fonctions peuvent s'obtenir pour un discri-
minant produit, si on les connait pour les discriminants facteurs.

Soient a cet effet D, et D, deux discriminants fondamentaux premiers
entre eux, A, et A, leur valeurs absolues; le produit D, D, sera, lui aussi,
un discriminant fondamental et 1'on aura

iy L2022 4 (22
A(m,DID,)z ﬁ <m__eﬂ?,7;,‘>‘z[( v )+( v )]

v=1

Le nombre a= A, + A, est premier avec A,A,, et on pourra donc
remplacer y par av; il vient de la sorte

L vavriy 2 (212) + (22
A(‘n)])lD-_)):H(I—,€J|Jz>'[( ) ( )]

v=1

L'un des deux discriminants, p. ex. D, sera toujours impair; on aura

alors
D 2
(&)= (3)=(2)

et l'expression

(%) = (A,I-:-l Ag,)(z.\.,]if )= (21.2._> <%\

sera égale a la suivante

()= Q&) = (5) = (1)
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P

ce qu'on peut mettre sous la forme suivante, symétrique en D, et D,,

1—sgnDy 1—sgn D,
D1D2 _ 2 2 —_
( - ) =(—1) =g,
A cause de l'identité
a 1 I
SR

AN, A TA,

la dernitre expression de A(r, D, D,) devient

A!AZ Qi Qumi l c 9‘,'1)2 ¥ Dl‘szz
A@.DDJ:II@_%A+4>J( )+ (%1
Posons V=p+/1A1 <40:I)2)"')A1; n=0, I,2>-..,A7__1>; il vient

4 dy—1 207 i iy
H + (ot pd)
A(x, DXI)9> = I I <x___8 4 4, >
p=1 p=0

ol I'on a posé, pour abréger,

s ) ) + (o)
T =\ )\o ¥ A, /’> EEYNVA

Laissant p constant, effectuons la multiplication relative a g; la quantité
o+ pA, parcourt le systéme complet de restes pour le module A,, et

nous aurons
2 2
. .1 M\ (D, DiN( Dz
S Bomt 20 5“?)(“)*(;])(“)]
x 4z

A@, D,D) =TI 11 e
p=1 v=1

Mettant la différence qui figure au facteur sous la forme

?me+ bi%a) 2pmi _ 2pmi pi%a
r—eh o=eh <xe 4 ——c‘J=>,

on obtient

5

(T F(Uj opri uri
A, DD)=¢ 7 ”)HH<xe "1——6"2>
P v

=< G)E)+ ()E)
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p )
2

A,¢(A)), puis je change p en A, —p; la quantité ¢
change en ¢, ol
" D\ (Dy Di\ (D;
2o =) (2) s 2t (5)(5)

4,—1 4,—1 2pmi 2vmi a”
A(xz, D/ D,) ”“<xed'-—e"2> .

p=1 v=

J’observe que la somme

4
p=1

I
a pour valeur

et nous aurons

LN A 1) A
Dans le deuxiéme membre, les facteurs ol <?‘> = 0 peuvent étre

supprimés; les autres peuvent étre rangés en deux groupes, celui des nombres
p=a et le groupe des nombres p = 3; on désigne par a et /f les nombres

de la suite 1,2,..., A;—1 qui satisfont aux conditions respectives
D, D, o<a<A, '
(23) <;>=;bgnDl, <I9>——-sgnD1, <0</3<A1>

a ces nombres a et j correspondent respectivement les valeurs suivantes

)+ () ~()+ ()

En posant p = «, le produit partiel correspondant

du symbole ¢”

fI (me%m B e?%) $[(%)+ (?)]

v=1

n'est autre chose que la fonction

A (xe%?, D2> ;

il serait égal a
pA

B <xe



Calcul du nombre des classes de formes guadratiques binaires & coefficients entiers. 229

si I'on prenait p= . Cela permet d'écrire notre résultat sous la forme
suivante

2ani

(23%) A(w, D,D,) = [[ Alee # , D,) 11 B(xe?i‘q'?, D,),
a 8

ou les indices a et B sont définis par les conditions (23), & désignant 1'unité

1—sgn Dy 1—sgn D,

(23 c=(—1)

On trouve de la méme maniere

2ami

(z3") - B, DD, = H B(xe"_‘, 1)2) H A(xegf'_’ﬁ, Dg).

Ces deux formules (23%) et (23%) résolvent le probléme proposé; on peut
s'en servir pour ramener tous les cas & celui des discriminants impairs.

Prenons D, = — A, D =-—4, — A étant un discriminant fonda-
mental négatif impair; ici e = — 1, sgn D, = — 1, et les conditions (23)
donnent & = 1, #=3. On aura

fi

Aiw, — A)B(— iz, — A),
A(—iz, — A)B(ix, — A).

IA(:(:, 44A)

(24) 1B, 48)

I

Soit ensuite D un discriminant fondamental positif impair, posons D, =D,
D, = —4; on a e =1, et les conditions (26)

4y —4\
(T> =1 8 >“ '
donnent a = 3, #= 1; nous aurons

(25) | B@, — 4D) = A(iz, D)B(—iz, D)

Soit maintenant, D, = D étant toujours positif impair, D, =8; on a

e =1, puis
(@)=r (F)=—r
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d’ot a=1,7 et f=3,5; en employant I'écriture

J.__l+i
Ve

on a les relations

[A(x, 8D)= A(jz, D)A(j 'z, D)B('z, D)B(j 2, D),

6
26) lB(az, 8D) = B(jz, D)B(j 'z, D)A(j*x, D)A(j*x, D),

et puis, en prenant D, = — 8, on trouve
(27) {A(w, —8D)=A(y'x,D)A(j*z, D)B(yx, D)B(;’x, D),
27
B(x,—8D)= B(j'«, D)B(j*z, D)A(jx, D)A()’z, D).

. . D
Si lon fait D,=—A, D,=—8, on a e=—1,8¢nD =—1, <J)=l,

a /

<%‘) =-—1; a=1,3; f#=175,7; les résultats sont
(28) IA(x, 8A)= A(jr, — A)A(S’z, —A)B(j'x, — A)B(j°x, — A),
2

| Bz, 8A) = Bjz, — A)B(j'z, — A)A(j 'z, — A)A(j~x, — A),
enfin on trouve

(269 Afw,-—8A)= A(jz, —A)A(j"r, —A)B('r. — A) Bz, —A)

et une expression analogue pour B(r, —8A).
Cette formule (26%) se trouve contenue dans (26) si Ton y écrit
D = —A; cette formule-la subsiste donc pour tous les discriminants im-

pairs D, positifs ou négatifs.

Nous verrons que Ia détermination du nombre des classes d'un discri-
minant positif exige le calcul du quotient B(1):A(1). La formule (237)
raméne le caleul de cette quantité a la détermination des quantités de

la forme
i
(™, ),

sans avoir besoin de I'expression explicite des polynoémes Y(r, D D,) et
Z(x,D,D,); le calcul des dites quantités est relativement facile. Mais on
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peut mettre le probléme qui nous occupe en relation avec la théorie de
I’élimination.
Posons, pour abréger

A, =A@x,D), A, =A(x,D,), ete,

et représentons par R(4,, 4,) le résultant des polyndmes A, et 4,. Cela
étant, supposons D, >o, D,>o0, de sorte que les conditions (23) de-

viennent
(Dl I (D‘ -
——> =1, ___> = — 1,

les quantités e sont racines de l'équation A4 ,(x)=o0, les ¢ celles de
B (z)=o0; or on a

R(4,, 4) = HA(e%?j, J))

R(B,, B)) = HB(e%'ﬂ, D,),
A

et 'équation (23*) permet de conclure

(29%) A1, D D)=R(4,, A,)R(B,, B,).

On trouverait de méme

(29" B(1, D,D,) = R(4,, B)R(4,, B),

et les mémes formules s’obtiendraient en supposant D, =—A , D,=—A,.

Ces formules, intéressantes en théorie, ne contribuent rien a simplifier
la pratique.

7. Reprenons I'équation (7) pour D positif, en supprimant le terme
nul loge:

B(z) - - /D a#
@ 08 4y = VD ;(5) Pa

En passant a la limite pour x = 1, le second membre devient

VD i:*_ (/li)i — CI(D)log E(D);
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donc nous aurons la formule connue

o — log B
(30) ClD)log E(D) = log 7,

ou bien

Y(, D)+ VDA, D)

30% Cl(D ED)= —
(30% U(D)log B(D) = log |-+ 1)

Ce résultat raméne le calcul du nombre des classes & la détermination de
Vexposant I dans 1'équation

Y+yDZ [T+ U\/B‘)” Y==Y(1,D) et\
Y—ypz ~ 2z /7 \zZ=z(u,D) /)

c'est donc un résultat d’une trés haute importance théorique; car il n’y
reste aucune trace de l'origine transcendante qui la fait naitre, tous les
nombres qui y figurent pouvant s’obtenir par des procédés purement algé-
briques.

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme connu que le nombre
des classes, aussi pour les diseriminants fondamentaux positifs, est impair,
si le discriminant est un nombre premier, et qu'il est pair, si le diseri-
minant est un nombre composé plus grand que 8.

Si le discriminant est un nombre premier, on a F(1)=D, et puis
Y*— DZ* = 4D, en posant pour abréger, ¥ = ¥ (1), Z = Z(1). On voit
que Y est nécessairement divisible par D, et en faisant ¥ = Dz, Z=1y,
il vient 'équation

y'— Dz* = —4;

ces nombres y et z ne satisfont pas a I'équation de Feumar, d’ou 1l suit

que le quotient _
+ |z|VD T+ UyD
logl———'—~y| 2| Vo tlog ————

n’est pas un entier. Or on a

Z\JD Y + Z\D|,
Cl(D)log E(D) = 2 log |+ 2yp]_ o 729 D]
V4 F(1) 2yD
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d’olt 1l suit que Y et Z sont du méme signe et que

.;Cl(D):logly +;‘/D|:1ogT+ UyD .

2

le second membre n’étant pas entier, il faut que CI(D) soit impair.
Si au contraire D est composé et plus grand que 8, on a F(1) =1

et par conséquent
Y?—DZ=4,

d’otr il suit que le quotient

log

Y 4+ Z\D
—Zl/——l:logE(D)=,u

est un entier; par conséquent le nombre des classes

Y+7yD | log E(D) = 2p

Cl(D) = 2log P

sera pair.
Pour D =28 on trouve aisément que le nombre des classes est égal a un.

8. Dans I'équation (7) pour D= D, qui s’écrit

— c~ (D, x* Y. (2) + VD, Z,(x)
D l) 1 __.] 1 it S |
vDisgn ‘;;, (,u> x %8 Y, (¢) — D, Z(x) loge,

ol I'on emploie la notation
Yl(x):: Y(m)'Dl)’ Zx(x)’:,z(x)DI):

posons .
xeﬁ% au lieu de z,

A, désignant la valeur absolue d’un discriminant fondamental D,; mul-

tiplions les deux membres de 1'équation ainsi obtenue par (%) et ajoutons

les résultats pour h=1,2,3,..., A, —1; il vient

® DD # 4,—1 D Y( 22’:) Z( ﬁﬂ)
(31 VDD D, Y (RR) 5= 3 () 10g Ty LNzt DL

pe=1 # k=1

Acta mathematice. 30. Imprimé le 11 mai 1906. 30
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Cette formule donnerait i peine quelque chose d'utile, si le produit D, D,
était négatif, & cause de l'indétermination du logarithme; mais si ce pro-
duit-la est positif, le premier membre est réel en méme temps que z et
on pourra se borner aux valeurs réelles des logarithmes qui figurent au
second membre.

Le produit \/D,\/D,sgn D, étant positif toutes les fois que D D, le
soit, le premier membre aura, pour z = 1, la valeur

CU(D, D,)log E(D, D,)

et il s’ensuit:

-1

Dy o 7o 4 ) 4 v ()
(31 CUD,D,)log E(D,D,) = Y () log Y: (ﬁ?)_\/’p‘:z: (=)

h=1
(D, et D, étant deux discriminants fondamentaux du méme signe, A, =|D,|,
A, =|D,|, puis Y,(z) et Z, (z) désignant les quantités ¥ (z, D) et Z(z, D)).

1
On pourra rendre a la moitié le nombre des termes du second membre,

2nt

) 5o —h
est l'inverse de e de sorte qu’en

27t
si I'on observe que la quantité e"_z(d’—
employant les relations (19*) ou (19°), la quantité

A PVA)
pIE: i
Yl<e A’>—'\/IT|Z1<6 Ai)

en y faisant k= A, —h, devient

YI<6 =)+ sgn D, \/D_.Z,<e A")

% o
Y, (e 4 )—Sgn D, \/szl<e & )

9. Considérons 1'équation

(a) i (52)—= = VA g a),

k=1 l—GA

conséquence immédiate de la formule

4—1

Z; (‘,D_A) cot%” — i}oz(—- A)

qui a lieu pour tous les discriminants négatifs.
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La fonction entiére irréductible F'(z) pouvant s’écrire
s (G)
I (e—*)"
p=1
on aura
iri (9
=T (—e%)",
p=1
et aussi, pour un entier ~ premier avec A,

F(1) = ﬁ (I ——e%‘jm/)(

p=1

7]

On tire ensuite de (a)

—A) =2 va (52)ou—a).

p=1 a

/pi ,

11 s’ensuit que la fonction entiére

[ﬁ(l __xp)(%z) lil (:;é) 1 ..ixpjl + 4;‘ F(I)?Cl(— A)?

p=1 p=1

s'évanouit toutes les fois que z devient racine de 1’équation irréductible
F(x)=o0. On a donc la congruence

)

p=1

N

— 4B p1 A)C(—A) (mod F(z, A)).

T

Ce résultat est susceptible d’une forme plus simple, si le diseriminant — A
est fondamental. Dans ce cas on a en effet, pour le méme module, la
congruence

et il vient

H(‘ o )Z< > = 4 2P Cl— A)Q, — A).
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gmi
Pour déterminer le signe, posons £ =e“ , ce qui change la congruence en
égalité; le premier membre ayant alors pour valeur l'expression

F(1) 2V g a)

T

qui est égale a la suivante
2 p(yci— A)ele?)
o b

il faudra prendre le signe supérieur et par conséquent

(33) ﬁ(‘ "x’?(%?) f(%) —

F(1,A)Cl(—A)Q(z, — A) (mod F(z, A)),

ﬁlll

— A étant un discriminant fondamental.
Il y a un résultat analogue pour des discriminants fondamentaux
positifs. Soit en effet, pour abréger l'écriture,

Ci(D) =K.

on a la formule

puis

Posant done
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la congruence suivante:

K 2
(34) [E—g@@] 5% (mod F()).

10. L’équation suivante qui résulte de (5) et (11)

4-1

— A\ I ~ Z@)Y'(@) — Y(@)2(=)
2:( v ) o = =iyA 2F(z)
xr— e

(35)

v=1

permet d’établir plusieurs formules dans lesquelles intervient le nombre
des classes d'un discriminant négatif fondamental; on les obtient en posant

1+ iy3,
2

r=1,—1, 47,

; pour ces valeurs de « la transformation du

premier membre n'a aucune difficulté, je me borne donc a signaler le résultat.

2rrd

En prenant  =e¢ * , le premier membre devient
. 2rri d—1
t = bt A v r
e L (58 et (=)

ce qui donne l'équation

(35%) CI;Z@;)Y (x)ﬁ,;)y(x)d (O \/A Z < ) cot (— — i‘)71',

2rmi
oh z=¢e*® , et — A désignant un discriminant fondamental. Le cas de

r==0 ou bien x =1 a été établi au n° 3, et je me borne donc aux autres

cas. Pour E = ; ou £ =—1 on est conduit a la fonction
v I | %14
COt <Z——*5>7Z = —'tg-A—

pour laquelle on trouve la formule suivante

41

(36) Z (—Til—é) tg EAC = 4\iz<1 — 2<A)>Ol( A)

h=1

qui a lien pour fows les discriminants impairs et’aussi pour des discrimi-
nants pairs fondamentaux.
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Il s’ensuit

I — 2(~2—>
(=D Y(—1)—Y(—DZ(—1) _ 4 A

F(=T1) . U= A

or, comme nous avons vu plus haut, on a a l'exception des cas peu in-
téressants A = 3, 4, 8, les formules

F(—1)=1, Z(—1)=o, Y(—1)=+2,
ce qui permet d’écrire

(37) Z(—1, —A)=e<l —2<%>>Cl(— A),

ol &= ——2 Y(—1,— A) est l'unité positive ou négative qui se trouve

déterminée par les formules (22).

Il peut présenter quelque intérét de posséder la valeur de la somme
qui figure au premier membre de la formule (36) aussi dans le cas ou
— A est un discriminant pair, pas nécessairement fondamental. On y
répond par les deux formules aisées a obtenir

4-1

(36%) z (%) tg%’r= + i{_—K—Cl(——- A), (A =+ 4 (mod 16)),
6) Y (F2) e =(—n WA o —a),  (A=o (mod B))

On a ensuite pour les discriminants fondamentaux

41 J—
—-A LS WU A\ 2VA oy
R Sl R C) e
ol ¥ =1 ou r= 2, puis, pour les discriminants fondamentaux impairs
(39) f (:A) cot (i_’_>7,= 2_<i> _‘1_\/.;01(__ A)
e\ h A 4 A T ’

ot r=1 ou r=3. Pour les discriminants fondamentaux pairs le premier
membre est nul.
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11.  En désignant par ¢(n, m) le nombre des solutions de la congruence
quadratique

2

z’=mn (mod m),

je suppose que le module m soit la valeur absolue d'un discriminant fonda-
mental, dont les facteurs premiers impairs p sont pris avec un signe dé-
terminé, tel que l'on ait toujours p=1 (mod 4), de sorte qu'ils auront la
forme des discriminants.

Une discussion bien connue donne les résultats suivants:

1. m impair, n quelconque; m = + [lp,

g, m=TI(1 +(2))

P

II. m pair, n impair.

1. m=+4llp, $(n,m) =<I + (:nﬁ*)>H(1 + (g))
o e st = (o (G Q)TN+ )

UL m pair
fotan,m = TI(1 + (2))

p parcourant les facteurs premiers impairs de m.

Ces résultats se résument d'une manidre plus simple comme il suit,
en introduisant une sommation relative & tous les diviseurs d positifs ou
négatifs du nombre m qui ont la forme d'un discriminant fondamental, en
prenant parmi eux aussi la valeur d = 1, et les deux diviseurs 8k et — 8%,
lorsqu'ils sont possibles, devant étre considérés comme différents. Sous
ces conventfions, on a:

(A) pom,m =Y (5),

m:d
si un au moins des deux entiers m et m est impair, puis

®) Solm,m =Y (),

m:d

si m est pair.
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Ces préliminaires posés, il sera aisé d’évaluer les sommes telles que

m—1

2 ()

olt f(x) signifie une fonction admettant la période 1.
Supposons d’abord que m soit impair, on aura, grice a la périodicité

de f(2) :
f<l”_> = f<%> , si k*=mn (mod m),

m

et la quantité f ( ) figure exactement au nombre de ¢(n, m) de fois dans

n
m
la suite Zf C%) On a done

m—1

& /R n\ |
Y 1) =2 gl mr(3);
en employant la formule (A), cette quantité s’exprime sous la forme
m—1 d m—1 'd
L ZEG) =25 GG

Par conséquent, on a le théoréme

© SrE) =TT O2)

(m étant un produit de nombres premiers impairs différents, puis
flo + 1) =f(z)

et d parcourant tous les diviseurs de m pris avec le signe convenable pour
que d=1 (mod 4)).
Si m est pair (divisible par 4 et non plus par 16), on aura de méme
m—1 m—1
E n
Y () = v, mr(z),
k=0 n=0
ol 'on avait admis aussi la valeur k=0, sans quoi on serait obligé de
supprimer aussi le terme k= 722; mais la formule qui donne ¢(n,m) varie

avec la parité de =, puis on a ¢(n,m)= o0 pour n=2 (mod 4), et on
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peut se borner aux valeurs irapaires de n et a celles qui sont des multiples
de 4. Puisque

d{n, m) = z (g) pour » impair,

d

et
d(n,m)= 22 (g) pour 7 pair,

nous aurons
1

o B -Er@@) 2T @®

ot il faut prendre (é) =1, puls A==1,3,5,...,A<m. (m estla valeur

absolue d'un discriminant fondamental pair, d parcourt les diviseurs de m,
positifs ou négatifs, qui ont la forme de discrimivant, et aussi la valeur
d=1; flo+ 1)=f(x))

Comme application, prenons f(z)= R(rz), ol le symbole R(z) a la
méme signification que plus haut 2z — E(2), et r signifie un entier. En
supposant l'entier positif m premier avec #, puis impair et sans diviseurs
carrés, la formule (C) sera applicable et dounnera

L) =L (E)

Gréice a I'hypothése que r et m soient premiers enire eux, on peut écrire

SO =T EmE),

et la dernifre quantité sera identique avec la suivante

[-¢
m] r)

Si d est un discriminant positif, la dernitre somme est nulle, elle se
réduit a

1

() X (@)

a1

m~—1

> ()a

p=1

m—1} m 1
fi: s pour o = 1,
" m 2

Acta mathematica. 30. Imprimé le 11 wai 1908, 31
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puis a

——(Zri’)f—gc'l(—a), si d——¢

est un discriminant négatif. Il vient par conséquent

5 (;i’) 2 oU—)

(m étant un produit de nombres premiers impairs différents, et ¢ parcourant
tous les diviseurs positifs de m qui ont la forme 4k 4 3; 7 signifie un
entier premier avec m).

m—1

(40) 3 m(%) _m—

ye=1

Le symbole 7; a naturellement la méme signification pour la discri-
minant — J que 7 avait pour le discriminant A.

Si en particulier le nombre m est le produit de nombres premiers
(positifs) de la forme 4%+ 1, on aura

Zm(ru) m—I.

Cette formule (40) permet d’évaluer les sommes

m~—1

> (%)

v=1

d’'une maniére assez commode; si en particulier m = A est un nombre
premier de la forme 4% 4 3, on aura

Y E(F) =Y E A5+ (=),

et on pourra faire usage d'un raisonnement habituel depuis EISENSTEIN,
pour transformer le premier membre. Des résultats de cette espece pour-
ront cependant i peine avoir quelque importance.

Passons au cas de m pair qui donne

- m~l

S =EX(RE) +2 T T ()
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Les restes des entiers 7A suivant le module m reproduisant ’ensemble des
A, on a comme plus haut

0 DO -OTOR-OTOL

A

r devant toujours rester premier avec m. On a aussi

1
—m—1 1 m—1 —m—1

BT EE =0T @ -0 G

y=1 1

-] -

Si d est un discriminant positif, les expressions (a) et (b) s'évanouiront,

et il ne reste que les cas ou d=1 et ou d=—¢ est un discriminant
négatif.
Posons
1—m——l

s-X (0 =T G

la somme S’ ne peut différer de zéro que lorsque ¢ est impair, on trouve
aisément comme plus haut

1
L1
ik N

§ =3 <—y">p: __g%()l(——o‘),

et il ne reste que la somme S. Si ¢ est pair, elle est identique avec la
suivante

-3
dont la valeur est

)

et il faut étudier le seul cas, ol ¢ est impair. Je pose

. m
/1=10+20#, <p=1,3’_._,20.__.1;ﬂ=0,1,..-,5§"_1>)
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nous aurons

51

S=z,,:< )2 (p + 208) = Z(?)P'*Az(:ﬁ)

p <23 p <27 '0

oli 'on a désigné par A un entier indépendant de p et dont la valeur
est inutile a signaler, puisque

Z<j>=° (p=1,3,5,...,20—1)

) P

La somme suivante qui seule reste a obtenir

s- 5

p<<20
contient des termes ol p=1,3,...,0—2, puis les termes p = + o,
c=12,4,6, , de sorte que
e E s e
p<8

et en observant que la quantité

(G2

p<d

se compose des mémes termes que la suivante
—1

> 5)» = —s2cu—0),

1

il vient:

ou bien

ce qui donne pour la somme considérée

S = m%[(%) — I]C’l(— 9),
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lorsque ¢ est impair; cette formule reproduit celle qu’'on a établie pour ¢
pair et est donc générale.
Cela étant, les formules quon vient de prouver

o pour d> 1,

3 (%l)m(%‘) _ Gm powr d=1,
—(%‘s)(l_(g)>%0l(—o“) pour d=—4,
o pour d>1 ou pour d pair,

TmE)- ey

L — (__-_6) E_ Cl(.—_ 0“) pour d= —¢ et impair

r ]t

permettent de conclure
L) —in— =T (E)(—6)5a-2
— 3300

ot ¢ parcourt tous les diviseurs de m qui rendent — ¢ un discriminant
fondamental, tandis que ¢’ ne parcourt que des diviseurs impairs. On
peut écrire d'une maniére plus simple

B e 21 R0 FLU

(m étant la valeur absolue d'un discriminant fondamental pair, 7 un entier
premier avec m, et ¢ parcourant tous les diviseurs de m qui rendent — o
un discriminant fondamental).

Nous avons établi la formule (40), avec d’autres analogues, d'une
autre manidre et sous .des hypothéses plus générales, dans un mémoire qui
a paru dans les écrits de 'académie de Prague.’ Ainsi, en supposant dans

L O souttu celych v lomené arithmetické posloupmosti druhého stupmé, etc.,(Rozpravy
deské Akademie, VII® année, n° 7; 1898). V. aussi Annali di Matematica, 3°
gérie, t. II.
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la formule (40) m impair et d’ailleurs quelconque, il faudra introduire le

plus grand diviseur carré ¢* de m; le premier terme au second membre

m—q
2

m—1I

sera alors au lieu de

Le deuxiéme exemple que je veux traiter de la formule (C) consiste

a prendre f(z)= sgn.R*rz). En me bornant au cas de m impair, j'aurai
d’abord

'"2_: gn. B* () = ¥ D (%) sgn. 2 (2).

d v=1

Les sommes

E () () = ()T () (2)

1 1

sont nulles pour d> 1, puis on a

1
I pour vy < im,

sgn.R*(i>= l
m I
l—~1 pour v > -,

donc pour d=—4¢

o Lm—1) m—1
¥ (wr() -5 5)-E (59

en prenant, dans la seconde somme, vy = m—, il vient comme valeur du
deuxiéme membre

)

=X (5)

3 3

. I O - 0 — 1 rd
faisant m = 0’4, on aura E(m—- 1) = >0+ — et par conséquent,

notre quantité sera

1
5(5—1)

T (&)= ()
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et il vient

m—1

(™7 2\\N(—N2 01—
(42) ;sgn.R (—'r—n—) =2 Z’:(z — ((—Q)( " )‘ra Cl(—9)
(m étant le pi-oduit de nombres premiers impairs différents, » premier avec
m, o parcourant les diviseurs positifs de m qui ont la forme 4% 4+ 3).
Les formules qu’on vient d’établir peuvent étre considérées comme
des analogies arithmétiques des sommes de Gauss. Nous en allons donner
une analogie algébrique, en prenant, dans la formule (C), pour /(z) la fonc-
tion cotwxw; des termes infinis ne se présenteront pas, puisque la congruence
vy*=o0 (mod m) exige y=o0 (modm). On aura d’abord
m—1 m—1
kr < /d v
;cot—q}? = ; ; (;) cotﬁ,
d parcourant les diviseurs de m, affectés des signes convenables.
Pour d positif, la somme partielle

m—1
z <£l) cot =
b \V m

est identiquement nulle, et il ne reste 4 considérer que des valeurs né-
gatives d = —¢. La somme & laquelle nous sommes ainsi amenés
m—1
—4d vr
z (——) cot— = Sa
— 4 m

se transforme en faisant v=p +dy, (p=1,2,3,...,0 —1; p=0,1,...

m — 1), ol m’=%. Il vient
o—1 m'—1 P pn
S — (——:—3) cot (‘—" _/>)
A Z F ; i

ou en faisant usage de la relation

m'—1
Zcot (w + ﬁ—)n‘ = m' cotm’ xx,
p=0
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d’olt en substituant la valeur

il suit

vin o, o
(43) Zcot7n~=4mzmu(—o)

(m désignant la valeur absolue d’un discriminant fondamental impair, et
¢ parcourant les diviseurs de m qui ont la forme 4% -+ 3).
Dans le cas de m pair (m=o0 (mod 4)), dans la somme

—1
g k*r
cot —

m
k=1

. . . m
se trouve un terme infini, celui odt k= —_-. Nou sconvenons donc de prendre

f(z) == cotzr pour z fractionnaire, mais f(r)=0 pour x entier. La
formule (D) nous donnera alors

Z"‘ ot"—”.—_zz( )cot—~+2z Z ( ) cot 4%,

S b " hd he . I . . LN
ol I'astérisque indique la suppression du terme k= >m qui est infini; on
peut écrire d’'une maniére plus commode

—m—l

PSS RO EEED WHOEES

k=
Pour d> 1. les sommes

oy 4d %4 d L 4
Z (T) cota , ; (5) cot»ﬂ;

y=1

sont pulles, et il ne reste que des sommes ou d = — ¢ est négatif.
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Considérons d’abord la quantité

m—1

— 40 . .
S = ; (—ff—) cotg, (0 impair);

. m
en faisant v = p + 40y, m' = 73 Dous aurons

ou bien

et en faisant usage de la valeur

40—1

YA ot = 2 V25 Cl(— 40
:;1( - )cotdﬁ 2 /73 Cl(— 40),
§="0l(—40) =22 2_(3> Cl(—3)
Ve T ) '
La formule qu’'on vient d’obtenir
m—1
(4N ot =" 2 (, —(2))ou—
(a) ;<T>cot—ﬂ;_\/ém <2 (9)01( 9)

249

simplifie la premitre partie de l’expression qui nous occupe, mais seule

ment pour des J impairs. Si ¢ est pair, on a identiquement

—1

BBz gtoo

v=1 y=1

et ce résultat est d'accord avec le précédent, puisque le symbole de LkE-

2 .
GENDRE ((7)\) est nul pour & pair.

Il reste encore les sommes

lml
4

r ___ — ﬂ-ﬂ.
S = ; <—4V~>cotm,

elles sont nulles pour ¢ pair, et il s'agit donc du cas de ¢ impair.
Acta mathematica. 30. Imprimé le 11 mai 1906,
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En y faisant v = p + du, %=m’, nous aurons
0—1 m'—1 01

S’ = Z (j) ot (47‘(:; 4 :-‘;) =m z <_/)"> cot%r

p=1 p p=0 p=1

ou bien

1
I m—1

” 5 (5t = 2y

vl

Ces résultats (a) et (f) permettent d’écrire
m—1

> ot t” = )3 :731-2 <2 — (3>>01(— )+ Y m2o—a),

Y2 -
k=1 & \/0 s

Y4

B - o ]
ol ¢’ ne parcourt que des diviseurs impairs. En séparant, dans la pre-
mitre partie, les diviseurs pairs ¢ des diviseurs impairs ¢’, on aura, apres
réduction, la formule suivante

g Z e m( (;))05(— &) + ‘; \/’;f,,l%oz(— 5")
ce qu'on peut écrire d’'une maniére plus simple

4 N 4\ 2Cl(— &
(44) Z cot— = m Z [2 — (—> <;>] v

(m étant la valeur absolue d’un discriminant fondamental pair, et ¢ par-
courant les diviseurs de m tels que — ¢ soit un discriminant; dans la

m—-‘l

k 1

. . . . m
somme au premier membre on supprime le terme infini k=—2—).

12. Soient p, , p,, p,. ... des nombres premiers impairs, différents
entre eux, et positifs, puis ¢,, €,, &5, ... des signes donnés par la formule
générale

py—1
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et considérons la quantité

o (BB ()

as)  @=(0f) >(€*§’) ;
() )

s 2

]

dans laquelle a,, a,, ..., a, signifie un systéme donné d’entiers qui peuvent
étre remplacés par o ou par 1. Cette quantité @, est égale & un, silon
a en méme temps

()= ()= () e

tandis qu’elle est nulle dans tout autre cas.
Cela étant, considérons le produit

pl,p:”...’p"):ﬁ(x_e,%r—i)m’

alaa2a"';av s=1

(45) 9(%

ou A=pp,...p, est évidlemment la valeur absolue d’un discriminant
fondamental impair.
Soit N le nombre effectif des facteurs du produit #(z), on a évidemment

5 LS (F »
— - /1 Dy
v=Yo=x X (HE) 6
§=1 s=1
2 2
L E . I +aP1+ z €p, €p, - pﬂlpﬁz Vo Py« -+
2“ 8
10200 s=1
ol p,p,... signifient toutes les combinaisons véritables des entiers 1, 2,
3,...,v, et ¢, 0,,... les combinaisons de ces nombres, autres que les
nombres po. Pour une combinaison fixe p, p,...q,0,..., posons
—_— ! —_ A T ’
€ppev P Pppe-- =D,  pp....=Q, [ D'|= A"

D’ étant un discriminant, on vérifie aisément que la somme

3 (epx boveoo > (v p : > _ "z" (1% ) (%)

s=1 N

[\




252 M. Lerch.

est nulle; parmi les sommes dont se compose N la premiére seule étant
différente de zéro, il s’ensuit

V-1 50 (-1 5 E)

s=1

ce qui n'est autre chose que

I

en employant 1'écriture habituelle de Gauss.
Prenons maintenant les logarithmes dans (45); il vient, en supposant
| 2| > 1,

@ 4 2nsmi

log 8(x|a) = Nlogx — Zﬂ;n z @e ? .
n=1

s=1

Pour obtenir les coefficients de cette série, cest a dire les quantités

2nsmi

4
P
G, = 2"2(0,8 ,

s=1

sous une forme plus simple, observons que l'on a, en développant le produit
(45%), l'aggrégat suivant

Go=H, + X H (a) + Z Hfa,a)+ ...,

ou l'on a posé, pour abréger
2 nsri
A*N T
H =3 (T ed
s=1

puis, p. ex.

2nsmi

B () = (= 1 37 (B0 (B 57

s=1

2nsmi

4 2 2
a -4 . & 3+ Dy
H?(al) a2>= (— I) 1y z ( 1p18 2}):)&1”3 - )8 4 ,
s=1

etc. Dans les sommes dont se compose G,, il faut remplacer successive-

ment o par tous les nombres de la suite a,, a,, ..., a,, puis a,, a, par
toutes les combinaisons du second ordre a,a,, a,a,, ..., &,_,a, des mémes
nombres, et ainsi de suite.
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Nous allons évaluer la quantité
(— )ttt [ (o, 0y or ey &) = 9D,5
en posant pour abréger
€D -&P,. -5, 0, = D, PPy D= A,
PpsiPpys-- By = d,

on aura

P 2nsmy

0 5 )OF

Cette expression s'évalue a l'aide de lidentité (2)
3 () 0m) = 3 () Z,rmd),

ol d parcourt les diviseurs de ¢, et il vient

A,Qd 2mnmi

8= T u@)(3) Y (e

m /
m=1

b

ou 'on a posé, pour abréger,
Q
Q==

Pour simplifier la somme intérieure, posons m=s+ kA, (s=1,2,...,4A;
k==o,1,...,Q,— 1), elle devient
2nsmi Qi—1 2&knmi

a = ﬁ(%)eﬁ(ﬁd ze Q ;

s=1 k=0

elle est donc nulle toutes les fois que = = #' ne soit pas un entier, et il

Qq
ne reste qu'a considérer les termes olt %' est entier, pour lesquels elle
est égale a

ou bien



254 M. Lerch.

Pour obtenir le signe de LEGENDRE qui figure au sccond membre, ob-

servons que D D D
) (@) =)

d’ou il suit, D, étant premier avec ¢,

@) -@)E)

Ensuite

- 2)(2),

en substituant cette valeur, il vient
Do I Do Do Do _— Do>’
()= G)(@)E) = Gl

o= (7) % R
vd

Les entiers d sont assujettis & la condition que les quotients d

)
d)’

et par conséquent

et ¢ solent

Q d
entiers. En représentant par & le plus grand commun diviseur des deux
nombres 7 et ¢, on aura

nznlﬁ’ Q:Q18: (nl’ Qx)”\“l’

et les quotients en question seront

nd Q3
Q' d
Le premier ne sera entier que si Qi = ¢ est un entier, et le second
1
@ _ 4
d = ¢

exige que & soit un multiple de J.
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Le nombre & étant fixé, on fera parcourir & ¢ les diviseurs de &,

et on posera d = ,4, c’est & dire d = %8 . La valeur obtenue de la somme

o (G4 e e (B)a=2(2)7

(2)2 =3 Ge)? V.

Il faut encore évaluer le signe p(d). Les équations

d= Qlé‘) Q= Ql'&

ou bien

donnent tout de suite

d’our

ou bien

D= (1) n(@n(9)e(®)yD,,

ce qui donne le résultat voulu
D —
Hy(on, 00, . @) = (— 1yttt n(Qu(8) (15 ) e (8) Y.

On peut remarquer encore que pu(Q)==(—1)"", et il vient

D .
H/L(al Y AN ap.) — (_ I)(a;——1)+((L;—l)+...+(a,,L——l)+v#(19)<_ﬁé>¢(,‘9) \/Do

# désignant le plus grand commun diviseur des nombres n et .
I s’agit encore d’exprimer la quantité /D, au moyen des racines

\/sl.pl ) \/Eapz y .t
On a évidemment

(AYE:
Vaipi & p, = Ve pivep, <—') (;:>’

Py
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puis
T D\ (P ‘ PP P
\/51 Pi &Py -5 Py — \/51 P \/E,Pg \/e, Ps (;,;) (;:-) : < ps,) <p1;72)
ou bien

PePa\ (Ps P\ (D1 P
Vsl D, .50 -8, = \/51 y ‘/52]’2 \/espa (__! —>< ;)’ >< .;)s ’/\)

et d'une maniére générale

Ve p. e : =(ﬂ%---m)(p‘psmpﬂ)___(p'p,---pﬂ—i)
1 P18 Ps- - EuPp 2, o, Pu

X \/51 Py \/ss Vs \/Es Ps- - \/Eﬂpﬂ‘

Gréce a la loi de réciprocité, on a

(7e) = Gz = GIG) (5

de sorte que le produit
_‘?_o_ pspa"‘pl‘><p1ps S (P:ps"'p!l—l
<’I’LQ>( P, Pq > T Pu )

(np. Py pv) (npl Py - - -pv> _ (np. Py -+« Pp—1Pustr-. -1%)
px pa pl/-

g'écrira

et il vient

(O Ea, om0 = (— 107 (0 e (— 0 (52 Ve

.. (— I)a“—l <%)\/5ﬂ}’#/‘(0)¢(&)

en posant

=4 p_A e,
.pl p?
et & désignant le produit des nombres p,.,, P,4s,..., p, qui divisent le
nombre n.
Si en particulier m est premier avec A, on aura l'expression plus
simple
n

(— 1Y Bfor, o) = [T { = 0 (507 verma

p=1
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Dans ce qui précéde on a supposé > o0; pour obtenir la quantité

2mm
H, = E(
le méme procédé donne d’abord
da  2emmi
H, = z/‘ d)ze “, Aa:%'
me=l

et I'on aura
Ho = F‘(A> = (_ l)vr

si n est premier avec A; le cas plus général s’établit d'une maniére ana-
logue.
En posant pour abréger

0(a) = (— 17 (22 ey,
I'équation
G=H,+ TH () + I B, o)+
s’eérira
(— G =1 +Z0a) + T 0(x)0e) +, T, 0()0(a)0(x)
+ .- o
ou bien
(=176, = (1 + D)1 + O(a))s + Ola)...(1 + Ola)

pourva que, bien entendu, 2 soit premier avec A.
En substitnant I'expression primitive de &,, on aura la relation
cherchée

P
—1  2nemi I —(— I)P VerPp
(46) AZ:(T),E 4 —1) H ) EPPP’

£=1

A

ot A=pp,...p, P,’,=1—O:, et l'expression @, est définie par (45%; le

nombre n est supposé positif et premier avec A.
Acte mathematica. 80. Imprimé le 11 mai 1906, 33
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Le premier membre de cette équation n’est autre chose que la somme

2nsmi
e,
dans laquelle I'indice sommatoire s satisfait aux conditions 0 <s< A;

T

et qui se compose donc de §I~¢(A) termes. Si en particulier on fait

a,=a,=...=a,=0, les s seront les résidus quadratiques de A, pre-
miers avec A.

Je vais considérer maintenant la quantité (46) dans le cas ol I'entier
n a un facteur commun avec A; soit n=mA", A = A'A", les deux
nombres m et A’ étant premiers entre eux. La somme

devient

n
i
8
®

et on peut la transformer en faisant s =1+ kA’; il vient

4 A" Imrry
5= Y Y 0T
r=1 k=0
Cela étant, représentons par p,, p,, ..., p. les facteurs de A’, et posons

pour abréger

e,,pp (— ¥+ (eppp>}

.’-_-1
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puis comme cela se voit aisément

-t

—t -t
Wy g = Wy, WDy g = w: 3
d’ou
puypyY

Oy = wr+kA F’r+m = 0,8,1:4,

et notre somme prend la forme

A 2mrmi 4" —1

2:.—1/
a%+kl‘

r=1 k=0

259

Les deux entiers A’ et A" étant premiers entre eux, les nombres 7 4 kA’

(k=o0,1,..., A” —1) parcourent un systéme complet de restes du
dule A", et il vient

4"—1 a"
— — —~r @(AN)
wr+lm' - W, = 2v—r
k=0 s=1
Done enfin
4 2mrmi
g AN
— o2v—7 re b
r=1

ou en faisant usage de (46),

a A' —
&4" 2msm " (—— 1ye (m P) \/epp,,
¢(A ) P
(47) =(—1y55 I I A ;

A
Dp

u

(A=pps...0,, A"=p41...p, AA"=A, A=
premier avec A’).
Les formules (46) et (47) prouvent que les sommes
4
> ae !
s=1

sont des quantités de la forme

2ns-n

Ik ep 1 & VP 1+ '
2 2 2 ’

et il s’ensuit que les coefficients du polynome

o

plpa N

a,a,...0,

) =z + a2+ a 2" 4 ...

mo-

; m positif et
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sont des nombres algébriques entiers du domaine de rationalité

(\/slpx ) \/es_p:’ et \/evpv)'

En appelant #ype de la fonction entiere

0(:1; pl...p,)__: ()

a...q
(_' I)alt (— l)az) RS (_ I)av;

il y aura 2" types distinctes.
Le produit de polynémes

le systéme des signes

I 6,(»),

@
étendu a tous les 2* types différents, donne I'équation irréductible d’ordre

2w

¢(A) a laquelle satisfait la quantité e? . En effectuant le produit
1I' 6,(2)

(@)
étendu aux polyndémes domt les types satisfont a la condition
(— 1)wtet-te — 1 (types pairs),

on regoit l'expression de GAuss

Y(z) —yD 4(2)
2

D=c¢ep ep,...e.0-

1l parait que cette formation des polynémes de Gauss puisse donner
l'occasion a des conclusions intéressantes.

13. Nous allons considérer un nombre quelconque (m) des discrimi-
nants fondamentaux premiers entre eux, soient D,, D,, ..., D,, dont les
valeurs absolues respectives soient désignées par A, A,, ..., A,. Posons
pour abréger D= D,D,...D,, A =|D|, puis formons tous les produits

possibles
D.D,...D, =D, A =|D|,
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T,y 7yy ..., 7o désignant une combinaison quelconque des indices 1,2,...,m.
En désignant par 7,,,...7, la combinaison complémentaire, le produit
@=A,,. . A,

sera tel que |D'Q'|= A'Q = A; les produits D' sont évidemment des
discriminants fondamentaux; je conviens d’écrire

| [ &

F(D')==Cl(D'), si D' est négatif, et

~

F(D')=o0, si I est positif.
En introduisant encore le symbole

. =11~ (7))

[]

ot le produit se rattache a tous les diviseurs premiers différents ¢ du
nombre €', et en convenant d'écrire

D 1) =1,
jaurai la formule suivante qui sera démontrée tout a 1'heure
I Zm v ’ 7 r
(48) #(8)— 3 ZTs=Z(D, Q) F(D);

dans le premier membre le symbole 3 *s signifie la somme de ceux des
nombres s=1, 2, 3, ..., A qui satisfont & des conditions simultanées

()= () =...= (%) =
)= ()= (2 =1
dans le second membre, D' parcourt tous les produits D, ...D, dont il a

été question plus haut.
Afin de démontrer la formule (48), jobserve que l'on a

'Z*S-——il‘-“ (%) ‘+<%> ! +<Ps,ﬂ> (g>s,

2 2 2 s,

s=1

d’on
4

e 1C 1) ) ()



@)+ G+ () (+ ()

est égal a la somme
)+ TG0

D’ parcourt tous les discriminants formés de la maniére indiquée plus haut.
Il vient donc d’abord

=g () T EOE)

la premiére somme

Or le produit

> (5)s

s=1
est la somme des entiers premiers avec A et plus petits que A, et a pour
valeur 1'expression ; Ag(A).
Ensuite, si D'=D, ¢ = 1, la somme

> (3)

a pour valeur la quantité — AF(D), et il ne s'agit que des expressions

=3 (D)

ol ¢ > 1. On les obtient au moyen de l'identité

> (§)rtn = Y u@y. riua

h=1 h=1
ot d parcourt les diviseurs de ¢. Il vient, en posant @, = %,

4Qq

= pua(Z) ¥ (O

Q:d =1
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Or, on a la formule générale

2 (Z)s = nz: (F)r = —na,F(D,)

qui donne

§=— 3 pld)(F)a0AF(D) = — AF(D) 3 pld)(3).

d

La somme '
; #(d)<%)’

étendue a tous les diviseurs d du nombre ¢, est égale au produit

(=)

q

g parcourant les différents facteurs premiers de €'; ce produit étant dé-
signée par (I, ¢), nous avons

S=—A®D, QFD),

ce qui vérifie 1'’équation (48) dont nous allons signaler quelques cas par-
ticuliers

1. m= 2; D,=‘—p; D2=—_Q)

p et q étant deux nombres premiers de la forme 4%k 4 3. Parmi les pro-
duits D' qu'ont peut former des facteurs D, et D,, I'un est positif; les
autres sont D, et D, eux-mémes, et il vient

(49) (ﬁ:—ll*(q“”—-ﬁ f:*s = <1 — <z%>)127 Cl(— p)
‘+@'Q»§”“@;

nous y avons remplacé le symbole <——;—1~0> par son équivalent <%> Les



264 M. Lerch.

deux signes (—2) et (g) étant opposés, d'aprés la loi de réciprocité, 'une

-0 -6

sera nulle et le second membre se réduit toujours a un seul terme

des deux différences

11. m=2, Dl =—0p, -Dg=q;

p et g étant deux nombres premiers, p =3, ¢ =1 (mod 4).
Il y a deux produits négatifs, D'=—p et D'=—pg. La formule
(48) devient

(p—Dq—1) 4 5% __ ;o (D2 o
(50) 21— pq; s = Ol pq)+<r (1,)),?03( »),

les entiers s parcourent, comme dans (49), les résidus quadratiques du
module pg, premiers avec le module. En observant que I'on a

%(p-— 1)(g— 1)=o0 (mod 4),
Cl(—p) =1 (mod 2),
il vient, pour p> 3,
—p)=1— (1
(51) Cl—pg) = 1 — (2) (mod 4).
Pour p = 3, multiplions les deux membres par 3, et il vient d’abord

3CU—pg) =1 — (—f;) (mod 4)

d'ott immédiatement la congruence précédente. La congruence (51) est
donc générale, lorsque p et g sont deux nombres premiers, l'un de la
forme 4%k + 1, l'autre de la forme 4% 4 3.

IIL m=3, D =—p, D,=—p, D, = —p,,

les p étant des nombres premiers de la forme 4%+ 3. Dans ce cas on
a les valeurs suivantes des discriminants négatifs 1': —p , —p,, —p,,
~—p,P,p,; le résultat (48) devient alors
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: ) Pll’:lg
(52) 20— gy — 1) — 1) — oo 2
= Cl(—p,p,p,) + (‘— @)(I_&)icz-—pa
| (—p.0,0, a;’s (pa> (Pa) Tpa ( :

o s parcourt les résidus quadratiques du module p,p,p,, et les indices
a, 3, r signifient les chiffres 1,2, 3 pris dans un ordre quelconque.
Si les nombres p,,p,,p, sont différents de 3, le quotient Ti sera
Pa
I'unité, et il vient la congruence suivante

e ) G R Gl ) Gl )
+ <I — (%))(I — (f;)) + 4 (mod 8),

qui peut encore se simplifier considérablement. Klle a lieu encore si
p, =3, car il suffit, dans ce cas, de multiplier les deux membres par 9
et on parvient au méme résultat.

Les trois membres p ayant la forme 4%+ 3, on a, d’aprés la loi de

réeiprocité
<pl pg> (p.ps> (mn) —
.p."l pl p2

et cette égalité n'a lien que sous l'une ou l'autre des deux hypothéses
suivantes:

p,pg> _ (p, m) — (psp,> _
a LR} = (B02) = (2 81) — g
) ( Py by P, ’
) (10.-103) -1, (mm) — (p. m) —1,
p? pl pS
ol nous avons admis que dans le second cas les nombres p soient pris

dans un ordre convenable.
Le cas de a) exige que

G)==G) G)=—G) G)-—()

Acta mathematica. 30. Imprimé le 12 mai 1906, 34
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l'ordre des p étant ici arbitraire, je le fixerai par la condition (]i‘> = 1;

on aura alors

B-E-C)- E-C)-6-—

I/une des deux différences 1 _<p_,9), I —

a,

TN

gf) sera donc toujours nulle et

la congruence (a) devient

Cl(—p)pap:g) =4 (mOd 8)

Passons au second cas; les égalités b) donnent

G)=—G  G-G)r G)=G)

et le second membre de la congruence (a) sera alors
(=) + (=) +
()= —(E)E) () =

I'une des deux différences 1 —(%) et 1 —<&> sera nulle, l'autre étant

Vs

et puisque

égale a deux, il vient, dans ce cas, la congruence
Cl(— p,p,p,) =0 (mod 8).

Les deux cas se résument par la congruence générale

(53)  ClU—p,p,p,)= (’%) + (’%}) + (”Tf’—) — 1 (mod 8),

ol p,, p,, p, signifient trois nombres premiers différents de la forme 4k 3
IV, m= 3, D, =p, D, =gq, D, =—r,

p,q,7r étant des nombres premiers, les deux premiers de la forme 4%+ 1,
le dernier de la forme 4k + 3. On a ici les valeurs suivantes des discri-
minants D’ négatifs

D=—pqr, —p,—qr, —7,
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et la formule (48) devient

(54) §(p~1)(q—1)(r—1)-%i§*s
— clt—p) + (1= (&) Jort—2n) + (1= (2) Jor—

(=) 9)zenn

On en tire une congruence pour le module 8, en faisant usage du résultat
(51). On aura

et = =)= @)+ (=)~ )
H(= )= 0)

Pour simplifier, distinguons deux cas:
I
T

Dans le premier cas le second membre prend la forme
2(1 —e)(1 —ee’) + (1 —¢)®

et ce nombre est toujours congru & (1—¢)*= 2(1 —¢), suivant le module 8.
Dans le cas b) le second membre de la congruence en question s'écrira

(1—e)1 +e¢)+ (1 +&)(1-—eg') + (1 —2)(1 +¢);
le dernier terme est nul et les deux premiers donnent
2(1 —¢').
Le résultat est donc le suivant:
»Soient p, ¢, trois nombres premiers tels que

p=q¢=—r=1 (mod 4),
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alors on a, pour le module 8,
(55) Cl{—pgr) =

V. m=g4, D1=—p1’ D2=——p,, Dy = —p,, D,=q.

4

Les nombres p sont premiers de la forme 4% + 3, ¢ est également premier
mais de la forme 4%+ 1. Il y a huit discriminants D’ négatifs, a savoir
~— P, Ps D34, — P, Py P;, puis trois discriminants de la forme — p,q et trois
discriminants — p,. La formule (48) devient alors

16
PP Psq

P2, P )) — D P, D)
+ 3 (= (@)~ (&))o—ro
+2 <I - (%9))(‘ - (?))(* — (i))%m(— 2.

On en déduit une congrmence pour le module 16; si 'on fait usage des
formules (51) et (53), elle prend la forme suivante

) P b
* 2 (=N (=)~ )+ (~E)N-G)]

On en tire plusieurs conséquences:

;—(p —1)(p,—1)(p, — 1)(g—1)— s

= Cl(— plp,psq)+( (

1° Si (%‘) = (%): (%) =1, on a Cl(—p, p,p,q) =0 (mod 16).
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2° §i (%‘) = (%‘") = (%) = —1, la parenthése [ ] dans la seconde

somme devient

(=G0 G)+ (@) +60)

il est clair que 4 =o0, si les deux signes (?) , (%’) sont opposés; un des

a,

deux termes dont A se compose, sera différent de zéro et aura pour valeur
4, si les deux signes en question sont égaux. Donc on a, en résumé,

=g+
Pea +
et nous aurons le résultat

Cll—p, 2, 1, ) = — 2[2 (P2r) — t] +4 Z[(%} +1]
=5 )+

ou bien

Cll—p,p, 0,9 = 2[2 (p,g_p,) — IJ (mod 16).

=\ P

Dans le cas ol

S NG R R
3 (q g ’ q S
la deuxidme partie du second membre dans la formule (a) se réduit a un

seul terme, celui ol a= 3; la parenthése [ ] se compose alors de deux
termes égaux, et le total sera toujours divisible par 16; donc ici il vient

U0 = ¥ (22) |

T\ Da
Enfin, 'hypothése

N
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raméne le second membre de (a) A deux termes, ceux qui résultent de la
somme en y faisant a =2 et a = 3; on a alors l'expression

[ @)=+ (— )0+ )

Fo (=)= E)+ (= G0+ ()

L'un des deux termes dont se compose 1'une ou l'autre parenthése, est nul,

puisque y figurent les facteurs tels que 1+ (%), I'expression se réduit
2

donc a la quantité

R ) S R )

et il vient

Cl(—p, p, p;q) = 4(1 — (P—;&)> (mod 16).

1
En résumé, on a le théoréme suivant:

Soient p, , p,, Py, q les nombres premiers différents qui satisfont a la

congruence p, =p, =p, =—g=—1 (mod 4), on a pour le module seize
la congruence
(56) Ol(—1)11)2p3 1)

() + )+ (G2) =] o () ==
(=) s = () =6)=—»

If

Considérons enfin le cas

VI. m=4; D ,=p, D,=p, D,=p, D,=—gq,
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les nombres premiers p et ¢ satisfaisant aux conditions

h=p,=p,=-—q¢=1 (mod 4).

On trouve d’abord la congruence pour le module seize

- PsPrq

(=G~ ) + T ()

ou en faisant usage du résultat (51) et posant, pour abréger,

Cll—p, 1,0, 0) =Y <r — (jL))Cl(-—pﬂpy 9)

Cl—p,p, 0,9 = C, (g) =%, (@A4,r=1,2,3)

(b) C= Z (I — (%)wm)c‘l(—mpyq)

+ (= (5))0— ) (= )+ (=),

Pour distinguer, considérons le cas

A ()= (&) = (&) ==
q \q q ’
les produits <7%7’_/> étant positifs, on tire de (55)

Cl(—ppp. 9 = 2(1 — (?)) = 2(1 —¢) (mod 8),
et il vient, pour le module seize,

C=4(1—e) + 2(1—e) X (1 —epy) + (1— &) Z(1 —e7,)(1 — 7).

Pour e=1 on a évidlemment C==0 (mod 16), et il ne reste que le cas
de ¢ == — 1, oll on aura

C=8+42(1 +7m) + 22 (1 + 95)(1 + 7).

On peut changer le signe de la troisiéme partie puisqu’elle est divisible
par 8 et il s’ensuit

0=8+2X(1—5)(1 —7,) (mod 8),
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Si maintenant », = »,= », =7, il vient

C=8+46(1—79)"=8—4(1 +79)=4(1 + 7).
Dans le cas ou 3, =9, =, », = —y, il vient le méme résultat
C=4(1 +9);
done on a d'une maniére générale
C=2(1— &)1 + %),

7 désignant le signe de la somme %, + 7, + 7,.
Il nous reste encore le second cas, ou

s -0
on aura, d’apres (55),

Cl(—p, p,q) = 2(1 —¢),
Cl(—p,p,9) = 2(1 —7,) (mod 8),

Cl(—p, p,q) = 2(1 —7.),

et la congruence (b) devient
2(1 —&)(t + egy7,) + 2(1 — 7)1 — e,7,) + 2(1 — 7, )(1 — e7,7)

C
(1—e)(1 + ep,)(1 —ep,) + (1 — &)1 + ep)(1 —exp,)

+
+ (14 e)(t—ep)(1 —en).
Si I'on a %, =1, =9, =7, cette expression se simplifie comme il suit
41—t —e) + (1 + &)1 —en)* = 2(1 + &)(1 —7).
Si 'on a 3, =95, =—y, =19, il vient
C=4(1 —)(1 + &) + 2(1 —&)(x +e9)* + (1 + &)(1 —ex)’?
=2(1 4 &)1 —en) = 2(1 + &)(1 — ).

Si enfin 5, =y, =%, 5, = —3, on trouve pour le module 16

C=201—¢e) 24 (1 49+ (1 —ep]+ 201 + &)(1 —).
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On n’altére pas la congruence en remplagant la parenthése [ ] par
—2+ (1479 + (1 +7) =27,
ou simplement par le nombre deux. Il vient ainsi
C=8+ 2(1 + ¢)(1 + %) (mod 16),
ce qu'on peut berire, en vertu de la circonstance 7, = —1,
C=2(1 + &)t —mp7,) + 4t —7,7,).

Cette dernitre formule reproduit les deux éventualités précédentes et reste
définitive pour le cas B. On a ainsi le théoréme suivant:

»Les quatre nombres premiers p,, p,, »,, ¢ satisfaisant & la condition

p,=p,=p,=—q=1 (mod 4), posons
Pa . Py L Py - _ .
) =n (E)=n (E)=n 1=t +n+n)

on aura alors, pour le module seize

2(1—e)1 %), st (%‘) = (%) = <%°1> =g¢;
(57) Cll—p,p,p,9)= 2(1 + &)(1 —ypyp,) + 4(1 —7y7,),

()= ()=—0)=-

14. La formule de DiricHLET (chap. II, (45))

1

—-D
< (D 1
X (3) =30U—4D)
permet d’étudier les restes, suivant les modules 4, 8,16, ..., des nombres

de classes des discriminants pairs négatifs. Soient d’abord p, ¢ deux
nombres premiers qui satisfont a la condition pg=1 (mod4), et con-
sidérons la somme

s=1
Acta, mathematica. 30. Tmprimé le 22 mai 1906. ' 35
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qui évidemment est un entier. On a

1 1 1
i -Pg §P7

=Y (D + X O+ SO+ X G

1 1 1

1
7 Pe -rq

et la premiere somme a pour valeur

3
77

Z (piq) = 2 Cl(— 4pg);

pour évaluer les autres, on doit distinguer les deux formes des nombres

P,q, a savoir 4k 1 et 4k + 3.
a) Soit d’abord p=¢ =1 (mod 4), on trouve aisément

oy ) S —ng—
> () (g) ==z Cl—w, ¥ (g ="
et par conséquent
1 ‘"@ @—1Xg—1).
44 = - Cl(— 4pg) + —5—~ [CU(—4p) + CU—2g)] +—

en prenant les restes suivant le module 4, et faisant usage de la con-
gruence connue

(58) Cl—ap)="""=1— (;) (mod 4),

2

on aura le théoréme

o 2ot = (o () =1~ () () i

(p et ¢ deux nombres premiers de la forme 4k + 1).
b) Soit maintenant p=g¢=3 (mod4). On a d'abord

4

S OE=(-0)E6)

1

L

!
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ot la formule suivante (chap. II, (31%)

N

Il

: (—A) 2+(ZZ§>“<%> Cl— A)

g hd!

donne, pour A =p,

formule exacte aussi pour p = 3. Done
()
X ()G =2 (= ().

—Pq

Z(y 2> (P*I)(q—l)_‘_ i

Enfin

et nous aurons
(60)  Cl(— apg) 7 <E) [1 — (2” + - <§> [‘ - <£>]

+2000 0 b1 (mod 4)

2

(p, q premiers de la forme 4k -4 3).
Passons maintenant aux discriminants divisibles par huit. On a pour

ce but la formule (42) du chap. II,
[

lorsque ~— A est un discriminant fondamental, puis une formule équivalente
a la formule (47) du méme chapitre

[52] 52)
Y (i—)) + ; (g) = Lo —sD)

v=1

v

"‘A) = 0l(—84),
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pourva que D soit un discriminant fondamental positif. On peut remplacer
les deux formules par une seule

3
-P

) > (2)+ (;‘)S‘(l, —lo—sp),

P désignant un produit de nombre premiers impairs différents et positifs.
Rappelons encore le théortme établi a la fin de § 5

Cl(—8p) =1— <1—2)) (mod 4),

p étant un nombre premier impair.
Cela étant, considérons la somme

T SR A TS e IR T

p et q étant deux nombres premiers impairs; cette somme se simplifie
comme plus haut, et on a en particulier, faisant usage d'une écriture
symbolique,

g L. |
($+ G L)) - 20+ Gt
—G)[5G #2) + (55 £2)]
le signe + étant celui de <~;—4> Je désigne par B(p,q) le deuxiéme

membre, puis j'emploie la formule
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pour obtenir la formule
44 = Cl—38pg) + B(p, ) + Blg,p) + C,

et nous allons déterminer les restes suivant le module quatre, des différents
termes dont se compose le deuxiéme membre.

Soit d’abord g=1 (mod 8), on aura, en écrivant simplement S(z)
au lien de S(x, & p), évidemnment

aip. = (s~ (1)t =1L = ()] ~()] e .
Dans le cas, o g=3 (mod 8), il vient

80,0 =—| () + )6 - (GF)56) )

I . \
or, S<§> étant un entier, on n'altére pas la congruence en changeant son

signe et on a

ou bien

Si 'on a ¢= 75 (mod 8), il vient d’abord
= 8(Z —N g3y — (2] 83 —4\g(h
Bip.0=5(3) + (5)56) — G156 + (556}
et si l'on fait usage de la relation (29) chap. II, & savoir

S(x)=—- S{t—2z)sgnD,

nous aurons dans notre cas
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de sorte que

wteva==(+ () + (5956
B(p, q) = [ ()J Cl(— 8p) = [ ()][1+<>] (mod 4).

Soit enfin ¢=7 (mod 8), nous aurons
w.01= ()= (590) - (130) (5990
- {59+ @0~ G0

o= [+ () + )
==+ (53] ot

En résumé, on a la congruence
B(p, q) z;[x — (—;)][1 +e, (g)] (mod 4),

g,=—1 pour ¢=1 (mod8), et e,=1 dans d'autres cas.

ol

Quant au nombre C, l'examen des différents cas vérifie les congruences
suivantes, relatives au module quatre

1— (:—I>, si p=g¢+ 4 (mod 8)
14
C,.,=
1—(5), siou p=¢q (mod 8), ou p=-—q¢=1 (mod 4).

Si Ton a p=p, ¢= o (mod 8), soit

(mod 4);

pra

- Cl(—8pg) =,
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on aura alors le tableau suivant des J:

4
1,5 =— I —"(E); |
3,5 = 2, 3,7 = I‘—<§>,

i)

J7’7 = 0.

&
:_R(
i
ko)

Jl,lzo) ‘Il,3= 1 '_'(%)}

<
-

J3,3 = O)

-
»

f

5,5

Notons comme résultats particulierement simples, relatifs au module huit,

(=) #r=as e ()=
-)ri orme

Ces résultats, ainsi que ceux qu'on tire des formules (51), (59) et (60),
ont 6t6 donnés par M. Hurwirz." On pourrait continuer cette voie pour
parvenir i des restes des nombres Cl(— 4pgr) et Cl(— 8pqr) pour le mo-
dule seize, mais je me réserve d’y revenir a une autre occasion.

Cl(— 8pg) =

CHAPITRE IV.

1. Solent &,%,&,,7, des quantités réelles et fractionnaires, qu'on
peut supposer entre zéro et l'unité, alors les séries a double entrée qui
figurent dans l'identité suivante

e‘lm[(v’i'”)fo (§+m)n,]
v Z 2 (7 + nIE + mo + (7 + nyw]

M= f=-—0r

27+ n)Ee—(E+min]

(1) + w Z Z €&+ m)(€ + m)v + (y + n)w)

M=-—® n=—w

w0

z —2m$+m)‘qo z e‘zﬂi(ﬂi‘")s’o
§+ 7+

m=—co n=—

! Acta, t. Ig.
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seront convergentes, si v et w sont des quantités complexes dont le rapport
ne soit pas réel.
La formule élémentaire

o 2o . eloum
(2) Y m=emigg—y, (0<0<),
permet de transformer les dites séries & double entrée en séries simples et
A convergence rapide, en admettant toutefois que l'on peut, dans les séries
doubles, intervertir I'ordre de sommation. Des considérations élémentaires
que je me dispense de développer vérifient que cette dernicre opération
est légitime, et en remplacant la formule (2) par la formule équivalente

, P glomiut k) 250
(2) 2 w + k - 1 __0——‘11177;"

k——x

nous concluons

. 2xi . . 2a1
i Tﬂ-l(v-—;ov—zow)(:+m) ‘v—l (Gv+ngw)(y+n)

ORI + Y
e EF M I my oy ot B e
e v — 1 e’ -
27ien

= (6257.-1' S IXe?zzi __kﬂi_) )

Pour lexactitude de cette relation les conditions 0 <& <1, 0<7, <1
sont encore nécessaires, mais les quantités & et 7 peuvent étre quelconques.

Cette relation (3) m'est qu'un cas trés particulier d’'une formule de
transformation de la transcendante qui figure au premier membre et dont
la théorie a été ébauchée par Kroxecker. Avant d’avoir eu l'occasion
d’étudier le mémoire du grand géométre, nous avons établi la formule (3)
d’une maniére différente’ que je me permets de reproduire ici.

Soient w,, v, deux quantités complexes dont le rapport ne soit pas
réel, puis w et w, deux quantités réelles contenues entre zéro et l'unité,
enfin w, , w,, a des quantités complexes quelconques, et considérons I'in-

e?Iﬂ‘i(lll"rf‘"z"z) da‘f
(emri(vlz—w,) — Ixe?ﬁi("z’_“’z) —_ I) z+ a
C

! Rozpravy ceské Akademie, II° année, n® 23, p. 22 (1893).

tégrale
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prise le long d'une ligne fermée (' ne passant par aucun des péles de la
fonction sous le signe somme. Ces pdles sont

n <+ w n w,
rT=—a, L, + 2 (n=o0,+1,+2,..)
v v,
1 2

et on peut admettre qu’ils sont différents entre eux et simples, par con-
séquent. Une digression tout-a-fait simple permet de voir que l'on peut
faire s’éloigner & Ilinfini la ligne C de la sorte que la fonction sous le
signe somme devient infiniment petite le long de cette ligne-la, et que
par conséquent, l'intégrale tend vers zéro. D’aprés le théoréme de Cavcny,
la somme des résidus de la fonction intégrée tendra vers zéro et l'on a
ainsi
- . e"';—’:"(wﬁn) - . . eT‘"’”*")
n Wy +oav, + 0 e%i(w,v,«wzv,+ﬂvz)— [ e tav o e%(wwl—w,vg-fnv‘)—

2ie—2sami
+ (e-—?m'(wl+av,) — I)(e—-ﬂm'(wz+av,) — I)

::O,

ol l'on a posé, pour abréger, s =wu,v, + u,v,.

Les lettres w, et w, n'entrent pas directement en cette relation, d’ou
il suit que s est une variable indépendante assujettie a la condition que
le point s soit & l'intérieur du parallélogramme (o, v, , v, +,, v,). Faisant
a =0, changeons w, en — w, et, dans la seconde série, n en — ; il vient

2—?}(%4-") G—_ ("1—“)('”2+”)+'2me
|

-]
(a) z - ogmi + Z 2u,78 -
W, + e—:l—(wl+n)+2w2m' . w, + n =p Gt n)+ 2y 1

n=— n=-—wm

27
= (e‘zw,m‘ — IXI — e—zw,m') :

Or I'équation (3), si l'on y fait &v + npw =5, s'écrira

27)m+ = (v—-a)(E-f- m) ® ——(9+n)
> R
= —w 5 + ,m' Tom (E+ m)+4Iymi —_ Nz —o0 7 t+n 62_'051_1(.0+”)+2€ﬂ —
27ie?Imi

T e — 1)

Aote mathemation. 30. Imprimé le 22 mai 1906. 36
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et elle devient identique avec l'équation (a), en faisant

w, =§, w, =7, v, =0, UV, = W.

J’introduirai maintenant les variables

3 = U
v )

w 8
> s
en supposant que la partie imaginaire de w soit positive; la quantité u est
supposée telle que le point qui la représente soit a l'intérieur du parallélo-
gramme aux sommets (0, 1,1+ w, ®w). On aura, sous la forme définitive,
la relation

Bprict 2 (1~ +m)

(3*) z 1 e2umi(n+n) Z e
7 + n oIS 3 + m 2m(€+m)+2ﬂ’“

Nwe— Mas —a

I e e—émi

2 sin 9 sin >

Nous allons nous en servir dans les cas oll & et 7 sont réelles et contenues
entre zéro et l'unité; sous cette hypothése on pourra décomposer la seconde
série qui figure au premier membre de (3*),

27]m+ — (l-—u)(E+m)

2: $+m 2—(E+m)+2'qm . ’

m=—=n

en séparant les termes m >0 des termes m <o; en écrivant —m aun lieu
de m dans ces derniers, nous aurons les deux séries

L 7 . 2gi— 21— w)m—)
S mm et R
o= £+ m e—?(€+m)——2ym' - 3 —l—m(m—5)+2mn

Nous allons les remplacer par des séries & double entrée qui résultent en

remplagant la quantité
1

I s T 2ymi
I—e ©

par la série géométrique, convergente dans les conditions admises,

—Zii(mi N F Ianmi
> -

=0
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Si, dans la seconde série ainsi obtenue, on met » au lieu de n + 1,
le résultat s’écrira

R ik 21— 4m)

z $+m 2m(5+m)+?7m

M=

— Z Z —m%‘ge-—2nnm———(m+n)(n+u)

m=0 n=0

Znnm— — (m—-a)(n--u)

—5

m=1n=

Cest sous la forme suivante ainsi vérifiée que nous allons employer la
formule (3%):

© Py
1 gg“’l‘(ﬂ*"‘)
(4) Z 7 + n eomi(p+n)+2m __
72w —— 0
I —2nvm——(m+5)(n+u) 2nnm——<m—é)(n-u)
T parer T 2p e
mm=Q ﬂ; m + e m=1 7;
m e—¢mi .
== i (cot y + 1).

J’y pose np= 7];— , en désignant par A la valeur absolue d'un diseri-

minant fondamental négatif, je multiplie de part et d’autre par le signe

de LEGENDRE (:—};é> et jajoute les résultats pour h=1,2,..., A —1.

Les sommations relatives & & dans les deux séries a double entrées
s’effectuent directement au moyen des sommes de Gauss

4-1 2nhmi

Y(EH) =5

et pour obtenir sous forme simple la somme engendrée par la premiére
série qui est a simple entrée, jeffectue la substitution 24 nA = m; on
aura ainsi

(58)=(G2)mmm aa (52)5= an&)lr:TI

)z\/_ ,
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et le résultat suivant

e 471,
2 < A) cotﬁg
2 sin érm ot h A
2mumns ami
e 4 = (nteXntw)
Am; ( ) m 6)'":'”—"4-25::; —'1\/A;'§( )m+fe
)
+iyA Z Z( ) e ” .
m=l n=
En faisant usage de la formule de LEBESGUE
4—1
—A 4\/ A
Z (—h ) tZ Cl(— A),
nous aurons donc¢ la relation suivante
2m e—ém
(I) 7 Cl(— A) sin £
tmurs omi
N /—AN1 e 4 — T (m+Ontu)
"\/Amz_,< ™ )lm_l%iu-. "“;Z< ) &°
)
TR ACHFtE

M=l n=

dont nous allons tirer plusieurs conséquences.

Je remplace A par A,, 7 par 7, en introduisant un nouveaun discri-
minant fondamental négatif — A, avec l'indice correspondant z,. Mais
avant de commencer les calculs, nous devons transformer la premiére série
qui figure au second membre. En I'écrivant d'abord

Ims i 2mumi | 2mont

*/— AN\ I e 3 . /—A\le 4 '3
—z_‘< m )Z M.,.ggm'-l_z( m )R Qm_cm_i
m= I—e 4

m=1 1—¢ 4

—2§mi

—2fmi

on la transforme en des séries a double entrée, au moyen de l'identité

1 Z 2mn a :l: Inéns
- == e
Smant +98mi

1—e 4 n=0
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On aura ainsi au lieu de (I)
— 2 01— A (cot &x — i)

Tl
— R R (— A, T angih T
=—\/A,mz=l;< L)L a
© o _m —onEmi 2mnmm
) +\/AI;Z‘(—mA‘>—:;{.e 4~ méni+
N & — A, — 2%t nt)
——-z; ;( n )mfl—ée
= — AN T et
+zmz=1;< n )m——$

et aprés avoir multiplié les deux membres

Je pose maintenant & = -

par le signe de LEGENDRE <— hAQ)’ j'ajoute les résultats pour

h=1,2,...,A,—1I.

En effectuant la sommation dans les deux dernitres séries au moyen
de la substitution h+ mA, =k, resp. —h 4 mA, =k, nous aurons la

relation
. 2munmi __ 2mumi
4 4
. v LR 3
Lo ajo-a)=vE Y (G ER) T
2kumny 2lmm'
i)

© ® mimi A
——ZZ —AN\[—AN,Gm e te
Tva, e e (%)(—I?—)e B e
ou en mettant A w et A % au lieu de w et u,

20— A,)Cl(—A,)

o hd o _._Al — A gm"mme?mum + 8—-2mum

(I ~VE LY (G (G
PETUT 2mmi

m —_— T

F ()
1

n 2n
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Ici on peut passer a la limite pour u = 0, je pose ensuite A = A,; la
formule se simplifie comme il suit

Imnwms 2mm“>

( I(— A))”—VAZZ(,M)“( T4l

m=1 R=

oll nous avons mis % au lieu de w. En grouppant les termes suivant
6,(k)
k 3

les valeurs du produit m.n =4k, la somme Z% devient ;{Zn=

si I'on convient de représenter par 8, (k) la somme des diviseurs du nombre %.
On aura alors, en faisant pour abréger w = iz, la relation

@ o sy =AY (= 8) & (75 4 %),

d’oll pour # =1 la formule encore plus simple

(1) Cl— Ay == Z( ) 6.(n) ,

L’importance pratique de cette relation n’est point considérable, puisque
pour de grandes valeurs de A la convergence devient lente; mais cela ne
veut pas dire qu'elle ne mérite pas d'intérét.

Revenons sur la formule (II) en remettant les valeurs primitives @
et » des variables, a savoir

22CU— A,)CU—4,)

T, %
2mumi 2muny
e (AN~ AN T e A e A
—va (S (ER)
Inui Znum'
A A-a +6 A,-v .
HEY 3 (EA)(CA) T F T

on peut effectuer 1'une des deux sommations en faisant usage de la formule

Z (——pﬂA)zﬂ - IQ-—(Z::"’

g1
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Q(z) étant le polyndme dont il a ét6 question dans le chapitre III; il
vient ainsi

47
42 01— A,)Cl— A,
- Imtuy _ munmi tmox
() T T T )
av) B AN 2m Iz
m= I1—e 4
Joumi _ 2numi ( _ i )
. - —Ag dyw +e Ay Q‘B Agw,_,Al
HVE Y (5R) L
n=1 : I —e dow

ol 'on peut prendre w = 0. Posant par exemple A, = A,, w =i, nous
aurons

2mr

Cl(— A)? = f’z\izi (—mA,) 1Q (=) '

m1—e2m7

Mais on parvient a des formules plus importantes, si 'on effectue les
sommations au moyen des relations

z‘: <:_A_)x _Q@, =AY
n

— pd2
= I &

«

Z(:—,LA")%”= ;\_/_‘Z__’_(__logc + log%%’;';_‘ﬁ_:‘;)’

n=]1

ol logc est une constante numérique connue. Or

1, A@@) 1, Y—iJyAZ ZJA

Jloepm = By ayaz T 2T
et on aura

e & ——A, ' \/.A—g Z(Z, _A‘z)

VA, ( = )Tn_=r—2arctg Y&, — Ay )
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en faisant ilogc—=y. La formule (II) donne alors pour =0, w =iz

22 Cl(— A,)Cl(— A,)

1T
(% )
=N /AN Qle 4, —A,
(V) —“‘g " >El_e-———’"‘z‘:’"

2mm

+ Z (———Al> r— 2arctg\/A’Z(e_7;’ — A‘) )

Imn

Y(e——a, —_ A,)

ou la constante y doit évidemment avoir la valeur

\/K:Z(O, - As)
Y(oy - A’) ’

r = 2arctg

c’est a dire
o pour A, >4,
7= 2{ pour A, =3,

T pour A, =4.

En spécialisant A, on aura autant de formules pour le calcul de
Cl(— A,) que l'on voudra. Pour A, =4 on a

Q(2) = 2— 2%, Y = 2z, Z=1,
de sorte que

Q) _ =z VA, Z

A I
AT TR r——zarctg——Y——-=7r——2arctg;=2a.rctgz,

et par conséquent, la formule (V) donne en changeant z en EI;,

] mznw

Vo) Zo—a)=Y (—mA) arctg e 3
CES(EY)

m
m cos hyp —
z

x désignant une quantité positive arbitraire.
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Si lon fait A, =3, onaura Q(g)=2—2", Y=20+4+1, Z=1

sorte que
Q) z—2

1—2* 1 -2’

V3

2z 4- 1

2v3

y — 2 arctg Py

Z 2
—%,Lz z = 2 arctg

3?2 arctg

et la formule (V) donne

0l A) =AY (TA) L

ou bien
mar

sin hyp N

Iman

i—f Cl(— A)= V& Z (—mA) L
1 sin hyp X
(vh

+ 2 i (_-mA) arctgﬁﬁ—;;n?.

1+ 2032

Prenons encore A, =8, olt l'on 2

Qmit s —if—d!,  T=2("—1), Z=s,
et
Q ___z-l—z‘
I —2° 142
11 s'ensuit
__2mz:r ‘_smmr
2 . —~A\le 4 4¢ 4
70l(—"'A>*—'\/A2< m );'Z ~8m.27‘!‘
14+e¢ 4
=, =
+2z( A)arctg\/ —
! " 1—¢ 2¢

Acta mathematica. 30, Imprimé le 28 mai 1906.
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. x
ou bien, en changeant z en 57

( © co8 hypm
27 — — A\! A
?Ol(_ A)= \/AZ ( m )R 2max

1 cos hyp A

=L/ — 2
2Z< mA) arctg—«——ﬂﬂ v i

er — ¢ 2z

+

2. Revenons sur l’équation (4). En représentant par D une discri-

minant fondamental positif, posons-y » = %, multiplions de part et d’autre

par (%) et ajoutons les résultats pour A=1,2,..., D—1. 1l vient
lem .
——g-l(m-}-E)(u«}-u)
Dm_—z_w < ) mmvm + ¢D mzo ; ('n,)

+ D z Z ( ) _7”"(",_9(,.,..) o

m=1 =l

Séparons, dans la premiére somme, les termes a m positif, et faisons usage
de l'identité

2mums 2mmi
—_— 2muri —(a"f-“)+2c7n
e ? e

2moni 2mwri - )
2 +agm SROT g
I —e

cette transformation permettra de mettre la relation obtenue sous la forme

suivante
2mums

VD Z <D) Le P
vy |~ > (O) g Y ( )L e

m=0 n=1 m=l fe
?mm‘ 2mms
® — 2 © —— (w—u)—2§mi
ﬁS«<D | o D twim DX(D> o D @
\/ n__, m/ m 2"“'2 +28ms J fon m '2ml¢)um' —oemi .

i=1 1—e I—e
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(D wun discriminant positif fondamental, w ayant sa partie imaginaire po-
sitive, puis 0<&é<1, et enfin » désignant une quantité de la forme
o+ dw, ol 0<o<1, 0<o' <1).

En passant a la limite pour u = o, cette équation devient

—w=/D\ 1
DY (2)n
_ , @ D . —-%ﬁn(m+5) © L] D I _Eal‘in(m—f)
(VI) 7 &4~ (Z) m+&° T2 (Z>m—ee
A /D Imomt o2 g—26mi
5 Q)5 )
L \/ o~ m/ m <I _ 62—,'2"-1'-}'257#1 + . e?mpam‘i_zeﬁ>

La premicre série a double entrée qui figure au second membre contient
des termes qui pout &= 0 deviennent infinis; ce sont les termes ot m == O
et leur somme est

_ 2nérmi

@ EHT -l

a=1

On peut passer 2 la limite pour & = o dans les termes qui restent, et il
ne s'agit que de la limite de la quantité (a). Nous savons que pour les
discriminants positifs la fonction @Q(z) a cette propriété que @Q(1)=o,
Q' (1) =o, et il s’ensuit que l'on aura

néni

lim{é Z (§>e‘ @ }= T, D=1 Z(%)h(h— 1).

=0 n=1

A cause de la relation

cette quantité s’écrira
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et notre conséquence de l'équation (VI°), relative au cas de &=o0, prend

la forme
ENGEESHNGIED B NOEE

')mnm

m=1n=1
momi
L
z D\ 1 e ?
—ZVD (E E 2mont
m=1 I —e¢ 2

Le premier membre a pour valeur la quantité CI(D)log E(D), et au
second membre la série & double entrée devient une série simple, si l'on
effectue la sommation relative & m, en faisant usage de la série loga-
rithmique. Posant enfin @ = iz, on aura la relation

(VI) CU(D)log E(D —D”-i( ) — Z( )10g<1-—e <)

z désignant une quantité positive arbitraire.
L’équation (VI°) fournit une formule plus commode pour le calcul

‘o . I, .
numérique, si I'on y prend 5:5; écrivant 2m + 1 =1, resp. 2m—1 =1,

elle devient d’abord

B ()= Xy @)

Imani
B
+2003 (2) 5 —
m=1 I 46 P
od A=1,3,5,7,.... En faisant usage de la formule

xt 142
2;—1—-—10;31__”

le second membre se simplifie et on aura, en posant comme précédemment
o = iz, la formule cherchée
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niw

Cl(D)log E(D ~ZZ() ‘+e_;

n=1 — e

+20 Y (B) i

2 —1

Le mémoire présenté a I'Académie contient encore quelques applications de
certains développements demiconvergents. Si je les supprime ici, c'est puis-
que j'ai en vue d’y revenir bientét en leur ajoutant d’autres détails que
j'al dfi supprimer dans le mémoire primitif.

ERRATA T. 29.

Page 344 et 345. Remplacer dans les symboles

Ermr) * @)
ax® + bzy + cy’ a,b,c

le numérateur — A par — A,.

Page 403, formule (31), mettre le signe »moins» devant (%)




