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UNE MI~THODE GI~OMI~TRIOUE I~LI~MENTAIRE POUR L'I~TUDE 

DE CERTAINES QUESTIONS DE LA THt~0RIE 

DES COURBES PLANES' 

P A R  

H E L G E  y o n  K O C H  
S T O C K H O L M .  

Jusqu'~t l'@oque off WEIERSTRASS inventa une fonction continue ne 
possddant, pour aucune valeur de la variable, une ddriv6e d6termin6e, 2 
c'6tait une opinion bien rdpandue dans le monde seientifique que route 
courbe continue poss~de une tangente d6terminge (du moins en exceptant 
certains points singuliers); et l'on salt que, de temps en temps, plusieurs 
g6om~tres 6minents ont essay6 de consolider cette opinion, fond6e sans 
doute sur la repr6sentation graphique des eourbes, par des raisonnements 
logiques. 3 

Bien que l'exemple dfi h WEIERSTRASS air pour toujours corrig6 cette 
erreur, eet exemple ne satisfait pas l'esprit au point de vue gdom6trique; 

1 Une partie du present travail est la reproduction d'un article paru dans A r k i v  
fSr  m a t h e m a t i k ,  a s t r o n o m i  och f y s i k  (utg. af K. Sv. Vet.-Akademien, Stockholm), 
Bd. I, p. 68I .  

t Voir J o u r n .  f. Math . ,  t. 79 0875)  �9 
3 Parmi ces tentatives nous citerons celles d'AMP~RE (J. 6c. pol. cah. 13) de 

BERTRAND (Trait~ do C. diff. et int~gr.; t. I) et de GILBERT (Brux.  m~m. 8 ~ t. 23 
(I872)). - -  On trouve des notices historiques et bibliographiques dans l 'ouvrage de 
M. E. PASCAL: Esercisi e note crit. di calcole infinitesimale p. 8 5 - - t 2 8 .  Milano I895. 
- -  Voir aussi Encyklopadie der Ma th .  W i s s .  I L  A. 2, p. 63 et l 'ouvrage de M. DINI 
(traduetion LfJROTH-ScHEPP): Grundlagen fiir eine Theorie der Functionen einer ver- 
iinderlichen reellen GrSsse, p. 88 suiv., p. 2o5- -229 .  
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c:.tr l't fonetion dong il s 'agit  est ddfiaie par  une expression ana ly t ique  qui 
cache la n~ture gdom~tr ique de la ,~ourbe t~orrespondante de sm~e qu 'on  

ne volt  pas, an se plaeant  ~ ca poin t  de rue ,  pourquoi  la eourbe n 'a  pas 

de tangen~e; on dirai t  p lu t6 t  que ]'apparem~e est iei on contradiction avee 

la rgalit6 du  fair, gtabli par  WEIEltSTaASS d 'une  mani~'re p u r e m e n t  ana- 
lyt ique.  

C'est pourquoi  je me suis demandd --- et je erois que eette quest ion 

est d ' impor tauee  sur tou t  au p, , int  de rue  de l 'enseia 'nement  des prineipes 

fondamen taux  de l 'analvse et de la o'6om&rie - -  si l 'oa  pouvai t  t rouver  

une eourbe sans tan~ente  oh l'apparenr g6omdtr ique fftt ~n accord avee le 

fair dour  il s'agit. La  eourbe que j 'ai t rouvde et qui  fait l 'objet  principal  

de l '6 tude suivante est d6finie par une cons t ruc t ion  ggomdtr ique,  suffisam- 

m e n t  simple,  je erois, pour  que tou t  le monde  puisse pressentir ,  d6jk par  

:>]'intuition naive , ,~  l ' impossibil i t6 d 'une  t angen te  d6terminde.  

Cette const ruct ion n 'es t  d 'ai l leurs q u ' u n  eas partieulier d 'une  m6thode  

qui  peu t  servir dans l '6tude de plusieurs questi tms con,:ernant les eourbes 

planes. On en t rouvera  des indicat ions dans les dellx dcruiers paragraphes.  

I n t r o d u c t i o n .  

Nous  eommeneons  par  rappeler  quelques not ions  don t  nous aurons 
besoin darts la suite. 

Un  ensemble de points  C darts un  plan s 'appelle an  are de courbe si 

on peu t  lui faire correspondre un sea 'ment reetiliffne A t ]  (le telle manibre 

qu'~ tous les points  de A B  correspondent  des points  d&ermin~s eons t i tuan t  
l ' ensemble  (2. 

Parmi les nombreux exemples analogues qui ont 6t6 publi6s aprgs celui de WEIER- 
STRASS, i[ n'y a aucun, '5. lna connaissance, auquel ne s'applique la m~me remarque. 
Un essai de C. W~E.~E~ (Journ.  f. Math , t. 9 O, p. 22i ; Cf. \Vmi.:asTaas.% Funclionen- 
lehre, p. IOO) d'(dneider ggom6triquement la eourbe dgfinie par la fonetion do WErER- 
S'rnASS ne suffit pas, semble-t-il, pour lever la difficultg dont il s'agit. 

2 J'emprunte eette expression g u n e  eonf4renee (t~ hi. Klein .qnr le earactgre ma- 
tb~matiquo de l'intllirion de l'espaee (1893). 
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Consid~rons un tel ensemble et d~signons par K(X) le point de C 
qui correspond au point X du segment AB. Soit X' un point quelconque 
de AB,  K(X') le point eorrespondant de C; on dit que la eourbe est cow 
tinue au point K(X) si le point K(X')  s'approche ind6finiment du point 
K(X) quand X' tend vers X d'une mani~re quelconque; si cette condition 
est vgrifi~e pour tout point de l'arc eonsiddr6, on appelle celui-ci un arc 
de courbe continue ou un arc continu. 1 

Soit C u n  tel arc, K(X) un point de C eorrespondant au point X de 
AB; s'il y a sur AB un point X' distinct de X.(et distinct de B si X 
coincide avec A, distinct de A si X coincide avee B) tel que le point 
correspondant K(X')  coincide avec K(X), ce point s'appelle un point mul- 
tiple de la courbe; dans 18 eas contralto, K(X) s'appelle un point simple. 
Si tous los points de l'arc C sont simples, celui-ci s'appelle un arc continu 
simple ou encore, d'apr~s la terminologie de M. I-[~Lnnt~!r, une courbe de 
M. JORDAN. Enfin, un tot arc s'appelle fcrmd ou ouvert solon que los 
points K(A) et K(B) coincident ou non. 

Considdrons un tel arc ouvert C. Soient X1, X: deux points du seg- 
ment AB et ddsignons par x~, x, leurs distances respeetives du point A. 
0n  dit que le point K(X~) de C prdcdde ou succdde le point K(X.~) solon 
que x~<x~ ou x ~ > x : .  Si l 'on proud sur AB trois points X~, X~,X~ 
on dit que le point K(X~) de la courbe est intermddiaire aux points K(X~), 
K(Xa) ou quece  point est situ6 entre les deux autres, s i l e  point X~ est 
situg entre los points X, ,  X s. Les points I f (A) ,  K(B) de la courbe qui 
correspondent aux extr~mitds du segment AB s'appellent los e.strdmitds de 
Fare eonsid6r6. Si l'on fair parcourir ~ X le segment AB dans le sons 
convenu eomme positif, on dit que le point eorrespondant K pareourt 
Fare de eourbe C duns le sens positif. 

Si  l'on joint deux points K,  K'  de la eourbe par une droite, eelle-ci 
s'appelle une sdcante de la eourbe et la partie de cette s6cante comprise 
entre K et K '  s'appelle une corde de ]a courbe. 

Fixons le point K et raisons tendre K'  d'une maniSre quelconque vcrs 
K; si la s6cante KK' tend alors vers une direction limite T bien d~terminde, 

Analytiquement, la derni~re condition revient s supposor los coordonn~es car- 

t4siennes~u, v d'un point de la courbe exprimables en fonctions continues par rapport 

s un paramgtre. 
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on dit  que la courbe a en K une tangente  et la droite T s'appelle la 
tangente de C a u  point  K;  1 dans le cas contraire on dit  que la courbe 

n 'a pas au point  K une tangente  ddterminde on, d 'une  mani6re plus br6ve, 

que la courbe est sans tangente en K.  

Supposons que la courbe considdr~e ai~ au point  K une tangente  dd- 

termin~e T. Soient L et M deux points voisins sur la courbe tels que 

K sc t rouve entre L et M.  Alors la sdcante L M  tend n6cessairement 

vers T comme position limite quand L e t  M tendent  vers K tout  on 

restant  sur la courbe ~ des cSt6s opposds par rapport  ~ K.  ~ 

Rappelons enfin la d6finition de la longueur d 'un  arc de courbe KK'. 
Intercalons sur cet are, entre  K et K ' ,  un certain nombre  de points K~, 

K2,  . . .  , K~ et consid4rons la ligne polygonale form6e par les comes KK1, 
K~K2, . . . ,  K,K' .  Faisons augmente r  ind4finiment le nombre de ces points 

intermddiaires de telle mani6re que la longuem" de chacune de ces comes 
tende vers zgro. Si la longueur  de la l igne polygonale ainsi ddfinie tend 

vers une valour finie et ddterminde L ,  on dit  que l 'arc de courbe KK' 
est rectifiable e t a  pour  lonyuear L.  

Darns le cas contraire on dit  que l'are n 'est  pas rectifiable. On prouve 

dans ce cas quc la longueur  de la ligne polygonale tend vers l'infini, et 

l 'on convient  de dire que la longueur  de l 'arc est infinie. 

Io 
D ~ l ~ n i t i o n  d e  l a  c o u r b e  P e t  d e  l a  f o n c t i o n  f(~). - -  C o n t i n u i t Y .  - -  

N o n - e x i s t e n c e  de la tangente. 

I. Jo ignons  par une droite deux poinC, s A et B d 'un  plan (fig. x). 

Par tageons  le segment  A B  en trois parties dgales AC, CE, EB,  et con- 

i Nous consid6rons ]a direction de K vers K' comme la direction positive de la 
s6cante KK' si K' succ~de K sur la courbe, ce qui d6termine la direction positive de 
la tangente T. 

Ce th6or6me simple, clue nous n'avons pas rencontr6 ailleurs, est d'une grande 
utilit6 dans la suite. La d6monstration est imm6diate. En eflet, si K est pr6o6d6 par 
L et succ6d6 par M, LK et KM coincident, s la limite, avec la direction positive de 
T, donc l'angle ibrm6 par ces directions tend vers z6ro; or, cet angle 6tant sup6rieur 

l'angle KLM, ce dernier tend aussi vers z6ro, ce qui prouve que LM coincide, ~ la 
limite, avec la direction positive de T. 
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struisons sur CE comme base un triangle dquilatgral CDE. Nous aurons 
une ligne bris6e ACDEB formde par 4 segments dganx. Pour fixer le 
c5t6 vers lequel doit ~tre tournd le triangle, nous conviendrons de regarder 
une direction (par exemple celle de A v e r s  B) comme positive et de con- 
sidgrer comme positif le cbtd laissd ~ gauche quand on parcourt le segment 
dans le sens positif. Pour abrdger, nous ddsignons par ~2 cette opdration 
au moyen de laquelle on passe d'un segment rectiligne AB ~ la ligne po- 
lygonale ACDEB ddviant de AB vers le cbtd positif. 

D 

A c E 

Fig. I. 

K N 

,A & U F H C E P R 

Fig. 2. 

2. Partons maintenant d'une ligne droite d6terminde AB, le sens de 
A vers B grant considdr6 eomme positif (fig. 2). P~r l'opdration ~2, AB 
est remplac~e par la ligne brisde ACDEB, les segments AC, CD, DE, EB 
dtant dgaux entre eux et leur sens positif ~tant respcctivement celui de A 
vers C, de C vers D,  de D vers E ,  de E vers B.  

Effeetuons l'opdration t2 sur chacun de ces segments; la tigne ACDEB 
sera remplacde par la ligne bris6e AFGHCIKLDMNOEPQRB composde 
de I6 segments dgaux AF, FG etc. 
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Sur chacun de cos derniers segments nous effectuons encore l'op~ration 

~(2; nous aurons une ligne brisde A,S'TUF.. .  comI)osde par 4"~--=-6 4 seg- 
ments 6gaux entre eux AS ,  S T  etc. 

Effectuant l'opdrafion 12 sur chacun de cos nouveaux segments et 

continuant ainsi inddfiniment, nous obtenons une suite inddfinie de lignes 

polygonales que nous ddsignerons par 

(,) 

et qui se composent respectivement de 

I , 4 , 4  ~ , .. ", 4 "-~ , " -  

cbt~s. PI d~signe la droite primitive AB,  1~'2 la ligne ACDEB et ainsi 
de suite. 

Nous alIons voir que, quand n croit inddfiniment, P ,  tend vers u n e  

courbe continue P qui ne poss~de, en aucun point, de tangente d6termin6e. 

3. Nous nommerons sommets de P1 les deux points A et B, sommets 
de P2 les 4-t-  I points A , C , D , E , B ,  sommets de P3 les 42-[- I points 

A ,  F ,  G,  . . . ,  B e t  ainsi de suite. On voit que P ,  aura 4"- '  -t- I sommets, 
que tous les 4~-2-t - I sommets de 1)n_1 sont aussi des sommets de P ,  et 
que, par suite, le nombre de sommets nouveaux introduits par le passage 

de P,,-1 h P,  est 6gal ~ 3 . 4  n-2. 
Ddsignons par S l'ensemble des sommets de routes les lignes (I). 

De la construction rdsulte que si l 'on considSre un cbtd quelconque K L  
d'une ligne queleonque P~ il y aura, dans chaque voisinage de K,  une 

infinit~ de points S situds sur KL: dSsignant par I K  le ebt~ de P~ qui 

prdc~de K L  il y a par la m~me raison, dans chaque voisinage de K,  une 
infinit~ de points S situds sur IK.  Les eStds I K  et K L  formant entre eux 

un angle I K L  dgal, selon les cas, h 60 ~ ou h I2o ~ on peut done affirmer 
que la droite joignant deux sommets queleonque K et K'  ne peut pas 

tendre vers une position limite ddtenninge quand lc point K '  (tout en 
restant sommet) tend vers K d'une mani~re quelconque. (St K =  A ou 

K== B il faut modifier ldg~rement le raisonnement qui prdcSde). 
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D~signons par S'  l'ensemble des points limites ~ des points S. 
Chaque point de la coarbe que nous allons dgfinir sera ou un sommet 

ou un point limite des sommets; autrement dit, notre courbe sera composde 
par un ensemble de points P compris tout entier duns l'ensemble S'..2 

4- Pour dgfinir P ,  nous allons faire eorrespondre h ehaque point X 
du segment A B  un point d6termin6 K(X) de P e t  nous introduirons en 
m~me temps une fonetion continue f (x)  qui joue un r61e fondamental 
pour l'6tude de la eourbe. 

Ddsign0ns par x la distance de A au point X. Si ce point appartient 
it S'  nous prendrons 

K(X)  = X 

et 

Dans le eas contraire nous menons de X une perpendiculaire XX~ h 
A X  (dirigde vers le cdt~ positif de AB). 

En prolongeant suffisamment cette perpendiculaire, on rencontre nd- 
cessairement le contour d'une ou de plusieurs des lignes P..  Soit P ,  la 

r *x p emmre ligne rencontrde et X~ le point de rencontre. 
Si X~ es~ un point de S '  nous prenons 

K(X) = X, 

et nous ddsignons par f(x)  la longueur XX~. 
Dans le cas eontraire, X~ appurtient h un des segments rectilignes 

qui composent P~, terming par deux sommets eons6cutifs - - s o i t  S~ et S, 
- -  de P, .  Menons aIors de X 1 une perpendiculaire X1X 2 ~t S~$2 (dirigge 
vers le ebtg positif de S~S.2). Soit P~ la premiere des lignes (I) qu'on 
rencontre - - s o i t  en X~ - -  en prolongeant suffisamment la perpendieulaire 
dent il s'agit. 

1 D'aprhs lu terminologie de 1~. G. CANTOg, S '  est la premigre d~riv~e de S. 

D'apr~s ce qui a 6t4 dit plus haut  il r~sulte que tout point de S appartient ~ S'. Dire 
qu'un poin~ K appartient s S'  revient done s dire que c'est ou un sommet ou un point 
limite des sommets. 

2 R6ciproquement tout point de B'  appartient ~ P ,  c'est-~-dire on a P-----S', ce 
qui r6sulte facilement des r6sultats quo nous allons 6tablir. 
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Si X~ est un point de S '  nous ferons 

K(X) = x ,  

et nous ddsignerons par f(x) la somme des longueurs XX~ et X~X~. 
Si X~ n'est pas un point de S'  nous ddsignons par /'1, T2 les ex- 

trdmit6s du segment de P~ sur lequel se trouve X~; ces extrdmitds seront 
certains sommets consdeutifs de P~. Nous dlevons de X2 une perpendi- 
culaire X2X3 sur T~ T~ vers le eStd posit-if et ddsignons par Xs le premier 
point de rencontre avee une des lignes P , .  

Continuant ainsi de proche en proche deux cas pourront se prdsenter. 
Ou bien on rencontrera, aprbs avoir dlevd un certain nombre de perpen- 
dieulaires: 

x x ,  , x , x , ,  . . . ,  x,_, x ,  

dont on ddsignera respeeiivement par f~(~), f2(x), . . . ,  f~(x) les longueurs, 
un point X, appar~enant h S',  et alors on prendra K ( X ) =  X, et ddsignera 
par f (x)  la somme de ees perpendiculaires; ou bien on ne reneontrera 
jamais un point de S'. Darts le dernier cas, on aura une suite inddfinie 
de perpendiculaires 

(2) x x , ,  x , x , ,  x , x , ,  . . .  

dont on ddsignera les longueurs respectives par f~(x), f~(x), f~(x), . . .  et 
dont la somme sera, ainsi que nous ddmontrerons, dgale h u n  nombre fini. 

En effet, prenant la distance AB comme unitd de longueur, le segment 

i e t  la perpendieulaire abaissde du point D (fig. 2) sur CE CE est dgal h 

I - -  

est dgal h 8~/3. CDE dtant le plus grand triangle de la figure, on a 

~videmment 
I - -  

pour route valeur de x de l'intervalle considdrd 

(3) o < z <  i. 

Les triangles FGH, IKL etc. eonstruits sur les cStds de P~ ~ ACDEB 
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, I 
uyunt leurs e6t~s cguux ~ ~, eeux eonstruits sur les c6t6s de P., ayant 

leurs e6t6s 6gaux ~ ! et ainsi de suite on obtient de m~me 
27 

r2(~) z , x ,  i i  - 

I I - -  

(4) . . . . . . . . . . . . . . . .  

I r~(z) = x , _ ~ x ~ < ~ / L  

pour tout l'intervalle (3)- 
La somme des longueurs  (2) ne peut donc pas &re supdrieure au 

nombre 

? ~ / g  + p + p + . . .  --:~/a 

et est, par suite, eonvergente. Lu somme de eette s6rie dent  l'existenee 
est ainsi dgmontrde seru ddsignde par f(x); en suivant ind~finiment la ligne 
bris6e XX, X~X~... on upproeheru done inddfiniment d'un point d&ermin~ 
qui, nous le eonvenons, seru le poin~ K(X) eorrespondunt ~ X et dont~ la 
distance de X, mesurge le long" de la ligne brisde XX~X~Xs..., sera ggale 
i~ f(~:). On voit imm6diatement: que K(X) fair partie de l 'ensemble S'. 

Si nous convenons, dans le eas oh lu suite des perpendieulaires (2)ne 
con~ient que k termes, de mettre 

~ + , ( z ) = o ,  f , + , ( z ) = o  , . . 

nous avons donc une fonction f(x) d6finie, pour route vuleur de x de Fin- 
tervulle o ~ I, par la formule 

f (w)= f,(x)-4- f2(x) + . . . .  

Tous les points K(X) ainsi obtenus constituent, par ddfinition, notre 
ensemble P.  A ehaque point X sur AB correspond un point bien rid- 
termin6 K(X) de iP dont la position est ddfinie moyennunt lu fonction f(x). 

I1 nous faut commencer par prouver que eet ensemble constitue une 
courbe continue, duns le sens ordinaire de ce mot. 

Acta mathemativa. 30. Imprim~ le 17 octobre 1905. ~0  
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5. De deux points K 1 et K 2 de P eon'espondant h des valeurs x 1 et 
x~ de x, nous voyons que K~ pr@dde h~ si x~ < x.~ que h~ succdde K.~ dans 
le cas contraire. 1 l)e trois points K1, K~, K 3 corrcspondants aux valeurs 

X 1 ~ X , X s O~1 

X 1 < X 2 < X 3 

K~ est inte~m6diaire aux points K~, K~. 
Ainsi, par exemple, entre les deux points A et B de notre P n o u s  

avons trois points intermddiaires C, D ,  E appartenant h la ligne To, I5 
points interm6diaircs F ,  G, H etc. appartenant ~t P:: et ainsi de suite. 

De m~me entre deux sommets consdeutifs S~ et S~ de la ligne Po, 
qui sont, par ddfinition, des points de P ,  il v a trois points intermddiaires 
(appartenant h P~+~), r5 points intermddiaires (appartenant 5 P~+~) et ainsi 
de suite. 

Nous avons ddfini un point quelconque K de P en menant successive- 
ment eertaines perpendieulaires 

(z) xx , . . .  

rencontrant respectivement P~ en X~, P~ en X~, et ainsi de suite, X~ 
6tant situ~ entre deux sommets S~, S.~ de P~ et de m~me X~ entre deux 
sommets I'~, I~ de P,~ etc. Le point K est donc, d'apr~s notre dgfinition, 
un point intermddiaire h S~ et S.2, interm6diaire h T~ et I'~ et ainsi de suite. 
Dans le cas oh la suite (2) se prolong'e inddfiniment nous aurons donc une 
suite infinie de segments 

s,s,, T , r , ,  . . .  

ddcroissant inddfiniment et embrassant tous le point K qui se trouve ainsi 
intercal6 entre des points dont la distance diminue inddfiniment. 

6. I1 nous taut prouver que la fonetion f (z )  qui est une fonetion 
bien ddterminde de x dans l'intervalle 

(3) o < x <  

est aussi continue darts cet intervalle. Pour cela nous montrerons d'abord 
que chaeune des fonctions 

r l ( x ) ,  f , ( x ) ,  . . .  

I Cf. les def in i t ions  adopt6es  au d6but .  



Une mgthod8 ggom~trique gl~mentMre. 155 

est continue duns l'intervalle dont il s'agit et ensuite que la somme de ees 
fonetions y converge uniformgment. 

Par d~finition, f~(x) est lu distance d 'un point d'une eertain e ligne 

continue C 1 (compos6e par une infinit6 de segments reetilignes) h la droite 

A B e t  eette fonction est done n6eessairement continue. Aux points ex- 
tr4mes A ,  B eette fonetion s'annule. 

[2(x) est la distance d 'un point d 'une eertaine ligne continue C~ 
(semblable h C ~ ) h  un certain e6td S~S.~ de la ligne polygonale 1~; en 

eonsidgrant f2(x) eomme fonetion de Fare mesur6 le long de S~S~ on volt 

que e'est une fonction continue de cet arc et, par cons6quent, de la va- 

riable x dans l'intervalle eorrespondant. Or, f~(x) dtant dgul ~ zdro pour 
les valeurs de x eorrespondunt aux extrdmitds S~, S~ et la m~me eireon- 

stance se prdsentant pour les cbtds voisins de P~, on volt que f~(x) est 

continue duns tout l 'intervalle (3). 

La mgme dgmonstration s'applique aux autres fonetions f~(x), f~(x), . . . .  

Toutes les fonctions f~(x), f~( z ), ... sortt dortc corttirtues darts l'intervaUe (3)- 

Maintenant, eomme ees fonctions satisfont aux indgalitds (4) dans eet 

intervalle, on voit que b u r  somme Xf,(x) y converge uniformdment. ])one, 

d'apr~s un thdor~me classique, la fonction f (x)  reprdsentde par cette sdrie 
est une fonction continue dans cet intcrvalle. 

7. D6signons maintenant par K(x)  le point de P eorrespondunt 
la vuleur x de l 'intervalle o . . .  I. Pour voir que P est un arc de eourbe 

continue au point K ,  il nous taut montrer que 

l imK(x ' )  = K(x)  

pour 
lim x' ---- x 

e'est-k-dire que lu distance entre les points K ( x ' ) e t  K ( x ) d i m i n u e  inddfini- 
merit u v e c  

Prenons d'abord le eas off K(x )  est un point appartenant h une des 
lignes P, ou, ee qni revient au m6me, que ee point soit ddfini par un 
hombre fini de perpendieulaires 

XXI  , X1X~ , . . . ,  X~_I Xk 
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rencontrant respectivement les lignes polygonales 

Po,,P,~, . . . ,  P~, 

aux points X~, X2, . . . ,  Xk des c6tds respeetifs 

(5) 8 ,S ; ,  8~S~, . . . ,  S,8;, 

le point X i dtant sur P~ entre les sommets ~q~ et Sf. Soient 

x ' x ' ~ ,  x ' l x ; ,  . . .  

la suite (finie ou infinie) de perpendiculaires d6finissant ]e point K(x'), x' 
dtant une valeur voisine de x. I1 rdsulte de la construction adoptde que 
si l 'on choisit ] x ' - - x ]  suffisamment petit on peut faire en sorte que les 
points 

x i ,  x ; ,  . . . ,  x '~  

appartiennent respectivement aux cbtds (5) et que la distance entre X~ et 
Xk soit infdrieure i~ une quantifd d donnde d'avance. 

Or, on passe du point X~ au point K(x') par une suite de perpen- 
diculaires 

de longueurs respectives 

Comme 

X ' ~ X ; + , ,  X;+,X;+, ,  . . .  

5+,(x'), f k + : ( x ' ) ,  . . . .  

f , . + , ( x )  = o ,  f ~ + . ( x . )  = o , . . . 

on a, ~t cause de la continuitd de la somme 2'f~(x), 

~im (~,§ + z,+~(~') +...) = o. 

La distance absolue entre les points X~ et K(x') ne pouvant ~tre su- 
p~rieure ~ la longueur de la ligne brisde 

. ~ i X ; + l X ; + ,  �9 �9 �9 

c'est-~-dire 
f , , , ( z ' )  + f,+~(x') + . . .  
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on voit done que cette distance tend vers zdro avec I x ' - - x  I. Comme il 
e n e s t  de m~me de la distance entre X~ et X~ = K(x), il est done prouv6 
que la distance entre K(x) et K(x') diminue inddfiniment avec l x ' - - x l .  

Considdrons en second lieu le cas oh le point donnd K(x) est ddfini 
par un hombre illimit6 de perpendiculaires 

xx , x,x , . . .  

reneontrant respeetivement les lignes 

aux points 

des c6t~s 

x , ,  x , ,  . . .  

s , s ; ,  s , s ; ,  . . .  

et eonservons d'ailleurs les notations du cas prdc6dent. 
Soit s une quantit6 donn6e; choisissons k suffisamment grand pour 

que la somme 
5+1(x) + + . . .  

$ 

soit moindre que ~, pour tout l 'intervalle (3). On volt alors que la 

distance des points X~ et K(x) et de m~me que la distance entre X~ et 

K(z') est moindre que ~-. Choisissons enfin Ix , -x  I suffisamment petit 
3 

pour que la distance entre Xk et X~ soit infdrieure h ~ - ce qui est toujours 
3' 

possible d'apr~s ce qui prdc~de. I1 est alors dvident que la distance entre 
K(x) et K(x') est moindre que z ou, en d'autres termes, que cette distance 
peut ~tre rendue aussi petite qu'on le veut en faisant [x ' - - x  I suffisam- 
ment petit. 

Done l'ensemble _P consgitue un arc de courbe continue en chaque point. 

Darts ce qui va suivre, nous conservons la lettre P pour ddsigner la 
courbe ainsi ddfinie. 

8. En joignant les points A ,  D et D ,  B (fig. 2) par des droites, 
on obtient un triangle ADB circonscrit ~ la courbe P ,  en entendant par 
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1~ que tout point de P se trouva h l'intdrieur ou sur la contour de ce 
triangle. En effet la construation adoptde montre d'abord que chaque 
sommet se trouve h l'intgrieur ou sur le contour de ee triangle (ainsi, par 
exemple T, IV, G, K se trouvent sur la droite AD) et il en est donc de 
mfime de l'ensemble S '  des points ]imites des sommets. 

Par la m~me raison, le triangle AGC est cireonserR k la partie de la 
courbe P comprise entre A et C (fig. 2), le triangle CKD est circonscrit 
h la partie comprise entre C et D at ainsi de suite. 

Par eonsdquent la partie de P comprise entre 6' at E se trouve h 
l'int6rieur ou sur ta limite du pentagone CKI)NE (o~ l'on remarque que 
les ebt~s CK et E N  sont perpendieulaires h AB). 

R 

.,/ , __X. 
L K N "~ M 

Fig. 3. 

De la m~me mani~re on volt qne, si L M  (fig. 3) est un cbtd quel- 
eonque d'une ligne brisde t'~, tout point de P intermddiaire ~ L e t  M 
se trouve h l'intdrieur ou sur le contour d'un triangle L R M  oh chacun 
des angles L e t  M est dgal g 30~ et les points . Y e t  T divisan~ L M e n  
trois segments 6gaux, la partie de P eompris entre N at T se trouve nd- 
eessairement eompris dans un pentagone construit sur N T  eomme base et 
semblable h aelui dont il dtait question tout g l'heure. 

Pour abrd, ger nous appellerons CE segment lacunaire de A B  (fig. 2), 
F H  segment laeunaire de AC etc.; d'una manihre ggndrale, L M  (fig. 3) 
6tant un e6td de P~, le segment N T  sera ddsign6 comme segment lacunaire 
de ce cStd. Adoptant cette terminologie, on volt que sur A B  (fig. 2) il 

x (AB dtant supposd = I), 2 y a I segment laeunaire CE de longueur 

segments F H  et PR de longueur , 4 segments laeunaires de longueur 

,~ et ainsi de suite. La somme de tous ees segments est done dgale 



Uno m6thode g$om6trique 616mentaire. 159 

! 2 2 ~ -1  

c'est-g-dire 6gale ~ la longueur de AB. 
Par la mgthode adopt6e pour d6finir la courbe P ,  on a dr6 amend 

construire sur ehaque segment lacunaire comme base un triangle 6quilatdral; 
et l'opdration ~2 dgfinie au n ~ I consiste pr6cis6ment h remplacer un 
segment lacunaire (par exemple FH) par une ligne bris6e (FGH) com- 
posde par les deux autres cbtds du triangle en question. 

Convenant de ddsigner par A l'opdration qui consiste h effectuer 1'opera- 
tion $2 sur tous ies  segments lacunaires de AB simultandment, on volt que, 
par cette opdration, la droite AB se trouve remplac6e par une certaine courbe 
continue C~ composde par des segments reetilignes formant entre eux des 
angles 6gaux ~ 60 ~ C'est la courbe dont il a dt6 question an n ~ 6; son 
6quation en coordonndes rectangulaires (A ~tant l'origine et AB l'axe des 
x) peut s'6crire 

f~(x) 6tant la fonction dgfinie a u n  ~ 4. 
Au lieu de ddfinir la courbe P h l'aide d'une suite d'opgrations ~2, nous 

pouvons maintenant l'obtenir par une succession d'op6rations A. AprSs 
avoir remplae~, 'X l'aide de l'op~ration A, la droite primitive AB par la ligne 
C~, on peut effectuer sur chacun des segments rectilignes qui composent 
(~ la m~me opdration et ainsi inddfiniment. On obtient ainsi une succes- 
sion illimitde de courbes 

AB,  C1, ... 

et des considdrations bien simples montrent qu'on arrive ainsi h une courbe 
limite identique h P.  

En adoptant cette mgthode de ddfinir P,  on peut ddmontrer simple- 
ment que tout point de P est un point simple de la courbe ou, en d'autres 
refines, qu'~ des points distincts X ,  X' de AB correspondent des points 
distincts K(X) ,  K(X') de la courbe. Soient en effet 

(K) X X 1 , X I X 2 , . . .  

e~ 

(K') X 'X; ,  XIX'~, . . .  
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les suites de perpendiculaires ddfinissant respectivement K(X) et K(X') et 
admet~ons que les points limites K(X) et K(X') coincident; nous en con- 
clurons que X et X'  doivent coincider aussi. 

Considgrons d'abord le eas off les deux suites (K) et (K')  sont illi- 
mitges. 

Le point X de AB dolt se trouver sur un des segments lacunaires 
de AB (les extr~mit6s du segment &ant exelues); car dans le cas contraire 
X serait un sommet ou un point limite des sommets ot l'on aurait, par 
suite, K(X) ~ X contrairement ~ l'hypoth~se. Par 13 m~me raison X' dolt 
se trouver sur un segment laeunaire, l l  est clair d~s lots que X et X '  
doivent se trouver sur le m~me segment lacunaire; ear dans le eas con- 
traire on pourrait affirmer, d'apr& ce qui pr6c~de, que K(X) et K(X')se 
trouveraient respectivement compris dans deux pentagones n'ayant aucun 
point en commun, ce qui serait contraire h l'hypoth~se K(X)= K(X'). 

Par ddfinition, X 1 d~signe le point oh la perpendiculaire XX: ren- 
contre ix ligne C1; X 1 est donc un point d 'un certain segment reetiligne 
de C, et le m~me raisonnemen~ que plus hau~ montre que X 1 dolt ap- 
partenir h un segment lacunaire; de m~me X~ dolt appartenir ~ un segment 
lacunaire et on conclut comme plus h~ut que X: et X'~ appartiennent nS- 
cessairement an mSme segment lacunaire. Continuant ainsi de proehe en 
proehe on ddmontre que quelque grand que soit k, les points X, et X~ se 
trouvent sur le m~me segment lacunaire. Or le segment qui comprend X~ 
et X~ fair, d'apr~s la construction adopt~e, un angle 6ga/ h 6o ~ ou 120 ~ 
avec le segment comprenant X et X'. D6signant par XX' la distance entre 
les points X et X'  on a done la relation 

x 1 x i  = : x x "  ; 

le m~me raisonnement s'appliquant aux points Xk, X~ on a la relation 
g~n6rale 

X ,  X l  = x ; _ ,  

d'ofi 
X~X'~---- :*XX' 

ee qui, X~ et X'k tendant par hypothSse vers un mdme point K(X)~ K(X'), 
exige n6eessairement 

X X '  ~-~ o 

c'est-~t-dire que les points X ,  X'  coincident. 
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13 nous reste h considgrer le eas off l'une au moins des deux suites 
(K), (K') eonsiste d'un hombre fini de termes. Supposons par exemple que 
la suite (K) consiste de k termes 

X X l ,  X I X 2 ,  . . .  , Xk-- lXk  

et que la suite (K') contienne un nombre de termes (fini ou infini) > k .  
Par les m~mes raisons que dans le cas pr6cddent on volt alors que 

X et X' se tronvent sur un mgme segment laennaire, que X1 et X~ se 
trouvent sur un mgme segment laeunaire, . . . ,  que X,_I et X~_I se trou- 
vent sur un mgme segment laeunaire. Supposons que X et X' soient des 
points distinets; il en est alors de mgme de Xk_l et X~_I (ear on a 
Xk_IX~_I=2~-IXX ') et, par cons6quent, de Xk et X~; or X k - ~ K ( X )  
6rant par hypoth~se un point de l'ensemble S' (c'est-h-dire un sommet ou 
un point limite des sommets), X~ ne peut pas ~tre un point de S' (ear 
alors on aurait X ~  K(X')  contrairement ~ l'hypoth~se K(X')-= K(X)). 
Par consequent X~ dolt appartenir ~ un segment lacunaire. Soit N T  (fig. 
3) le segment laeunaire comprenant Xk_~ et X~_I; alors Xk est un point 
de S' se trouvant sur l'un ou sur l'autre des deux ebtds NR et TR et X', 
appartient ~ un segment lacunaire ~ disons N~ T1 - -  appartenant h l'un de 
ces c6tds. Les points de la courbe P intermddiaires k N~ et T 1 se trouvent, 
d'apr~s ce qui pr6c~de, compris dans un certain pentagone dont le contour 
n'a d'autres points en commun avec les c6f6s NR et TR que les points 
du segment N 1 T1; Xk est done s6par6 de ce contour et ne peut pas coin- 
cider avee le point g ( z ' )  (dgfini par la suite (K')) qui est un point de la 
eourbe P interm6diaire ~ N~ et T~. Le thdor~me est done d~montr6. 

Donc P e s t  un arc continu simple. 

9. 1%us pouvons maintenant ddmontrer le thdor~me qui fair l'objet 
principal de no~e gtude. 

Th4or~me. La courbe t ) n'admet en aucun point une tangente dd- 
terminde. 

Consid~rons d'abord un point K de la eourbe qui est en mdme temps 
un sommet d'une ligne polygonale Pa- 

Aota mathemativa. 30. lmprim~t le 18 octobre 1905. 21 
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Dans chaque voisinage de K il v a une infinitd de sommets K'  el, 
d'apr~s ce qui a &6 dit plus haut (pag. 15o), nous savons que la droite 

joignant K ?t un point K '  ne peut tendre vers une limite d&erminde 
lorsque K '  s'approche de K d'une maniSre quelconque. Or, les points K 

et K '  &ant des points de la courbe, la droite K K '  est une secante de P 

qui tendrait vers une position ddtermin6e si la tangente en K existait. 
Donc la courbe ne peut pas avoir en K une tangente d&ermin@. 

Consid6rons, en second lieu, le cas o5 le point K es~ si~ud sur une 

ligne polygonale P~ mais n'est pas un sommet. K est alors n6cessairement 
un point limite des sommets et reste, par consdquent, commun h toutes 
les lignes 

P=, Pa+,, . . . .  

On peut donc supposer l 'indice a ehoisi aussi grand que l'on veut. 

Cela remarqug, soit L M  le c6td de P~ sur lequel se trouve K (fig. 3) et 
L N R T ~ I  la ligne brisde obtenue en effeetuant l'op6ration ~2 sur L M .  

Les sommets N ,  R ,  T sont done des points de la courbe P e t  l'on a 

L N  ~ NR----- R T - =  T M .  

Mais de l~ r6sulte que l 'angle R K N  est compris entre 3 ~ et 60 ~ 

Or, K est situ6 sur la courbe P entre ]es points L e t  N (ou entre 

les points T et M); donc, 1 si la courbe avait en K une tangente dd- 
termin6e, la~'s@ante K R  tendrait (pour a----cr vers la m~me limite que 

L N  (ou T M )  ce qui est impossible, l 'angle formd par ces droites apparte- 

nant h l'intervalle 3 0 ~  6o ~ 
I 

Considgrons, comme dernier cas, un point K de P qui n'est situ6 sur 
aueune des lignes P , .  Dans ee eas, K est ddfini par une suite illimitde 

de perpendieulaires 
x x , ,  x,x , x,x , . . .  

reneontrant respeetivement les lignes polygonales 

aux points X 1 , X~, X~, . , .  des e6t& 

(6) S,S,, T,T,, U, U,, . . .  

i Voir rintroduction. 
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D'aprSs ce qui prgc~de K est un point de la eourbo P situ6 entre les 
points S 1 et $2, entre les points T 1 et T2, entre les points U~ et U~ et 
ainsi de suite. La suite des points 

S , , T 1 ,  U I , . . .  

s'approchent de K ind6finiment du m~me cbtd, e'est-h-dire ces points prd- 

c~dent tous le  point K; et c'est du ebt~ oppos6 que s'approehent les points 

S , , T , , U , ,  . . . .  

Done, si la eourbe avait en K une tangente d~terminde, les s~eantes 
(6) auraient eette tangente eomme limite commune. Or, eela est impos- 
sible, l'angle forint par deux sgeantes eons6eutives dtant, selon les cas, 6gal 

6 0  ~ OU I20% 

Le thdor~me est done d~montr~ pour tout point de la eourbe. 

TT. 
Oues t i ons  de r ev t i f i va t ion  et de q u a d r a t u r e .  --  R e p r d s e n t a t i o n  

p a r a m ~ t r i q u e .  

i o. Ddsignons par L~ la longueur de la ligne polygonale Pi. Le 
segment A B  (fig. 2) grant pris pour unit6 de longueur on a L~ = A B  = I. 

Par l'op~ration s~, /)1 se change en P2, cette dernigre ligne ayant visible- 

ment la longueur 4. En passant de P2 et t)3 la longueur se trouve en- 
3 

core une fois multiplide par 4 et ainsi de suite. On a done, d'une ma- 
3 

nitre gdngrale 

d'oh 
lira L~ = r 
y = a o  

I1 en rdsulte que la longueur de l'are de eourbe P eompris entre A 
et B est infinie. De la m4me mani6re on peut d6montrer le m~me do 
Fare compris entre deux sommets queleonques, d'ofi se d~duit sans diffi- 
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cult6 que la longueur de l'arc compris entre deux points quelconques de la 
courbe est infinie. 

I1 est aussi facile d'~valuer l'aire comprise entre la courbe et l 'une 
de ses cordes. Prenons par exemple la corde AB.  L'aire comprisc entre 

I 
AB----1)1 et P2 est dgale h l'aire d 'un triangle dquila~eral de base ~ -  

3 '  
c'est-h-dire 6gale h 

I I 4. 
3-~r ~ = 78r ~, 

l'aire comprise entre P~ et /)3 est ~gal ~ la somme de 4 triangles (voir 
i 

fig. 2) dquilat6raux de base dgale k ~; cede aire est donc dgale 

I (~ )  4 I ( ~ ) '  

Pour avoir l'aire A comprise entre P~ et P~+~ rappelons que P~ est 
I 

une ligne polygonale de 4 ~-~ e6tds dent chacun est dgale ~t 3,-~; pour 

passer de P~ k P~+~ on eonstruit sur ehaque c6t6 un petit triangle 6qui- 

latdral de base ~ .  On a doric 

A __~_ 4,_, , I _  . - -  ~ I (4) v. 
4 3 '~ r 76 ~'~i" , 

h'aire eherchde A 6rant dgale k la somme des aires &~, & ~ , . . .  on 
trouve donc 

A = A =  ~ q 3  

c'est4-dire 
I A =  ~ r  

1 I. Indiquons maintenant comment peuvent s'exprimer les coordon- 
ndes cartdsiennes u ,  v d 'un point de la courbe P en fonctions uniformes 
par rappol~ h un param~tre. 

Comme axe des u nous prenons la droite AB (fig. 2), comme axe des 
v u n e  droi~e passant par A e t  perpendiculaire ~ A B (compt~e positivement 
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du bas en haut). Soient x la distance d 'un point quelconque X de AB 
h l'origine A, K(x) le point correspondant de la courbe (ddfini, comme il 
a 6t6 expliqu6 pr6c6demment, par une certaine suite de perpendiculaires 
XX,,  X~X~, ...), u = u ( x )  et v-=-v(x) les coordonn6es rectangulaires de 
ce point K. 

Nous avons pos6 plus haul 

x x ,  = r,(~), 

et 

x , x ,  = f , ( x )  , 

f(z)  = f,(x) + f2(x) + . . . .  

La droite XX 1 6rant perpendiculaire ~t l'axe des u, sa projection sur 
cet axe est nulle. Quant ~t X1X2, cette droite forme avec l'axe des u un 
angle qui, selon les cas, est 6gal h 30 ~ ou I5o ~ D6signons par {f2(x)} 
la projection de XIX 2 sur 1'axe des u. D6signons, d'une mani~re ana- 
logue par 

{ f3 (x )}  , { f . ( x ) }  , . . .  

les projections de .X, X3, X3X4, ... sur t 'axe des it. 
Enfin, d6signons par 

{ { r , ( ~ ) } ) ,  { { r , ( ~ ) ) } ,  { { r~(~) } }  , . . .  

les projections de XX, ,  X,X~, X2Xs, ... sur l'axe des v. (On a dvidem- 
mer i t  { { r , ( ~ ) ) )=  ~,(~)). 

I1 r6sulte de ces d6finitions que {f~(x)} et {try(x)}} sont des fonctions 
continues de x dans l'intervalle o . . .  I et que les modules de ces fonctions 
sont au plus 6gaux h fi(z). Comme u ( x ) - - x  et v(x) sont respeetivement 
les projections sur l'axe des u et l'axe des v de la ligne bris6e 

x x ,  x , x ,  . . . 

(les extr6mit6s de cette ligne 6rant les points X et K), nous pouvons donc 

6crire 
= x + { 5 ( x ) }  + {r~(x)) + . . . ,  

(7) ~ = r,(~) + {{r2(~)}} + {{5(~) )}  + . . . .  

Comme la s6rie Xf,(x) converge uniform6ment dans tout l'intervalle 
o . . .  i, il en est de m6me, et h plus forte raison, des s6ries nouvelles 
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ainsi d6finies qui repr6sentent les coordonndes u ,  v d'un point de notre 
eourbe. Ces s6ries repr6sentent donc des fonctions continues dans l'inter- 
valle dont il s'agit. 

Par les formules (7) nous avons donc les coordonn6es u,  v exprim6es 
en fonctions uniformes et continues d 'un param~tre x tout le long de la 
courbe. 

Nous verrons, dans le paragraphe suivant, comment une simple trans- 
formation permet de passer de la courbe P h une eourbe P '  oh l 'on peut 
choisir l'abscisse u elle-mdme comme param~tre et exprimer l'ordonnde v 
en fonetion uniforme et continue par rapport h u tout le long de la eourbe. 

III. 
T r a n s f o r m a t i o n  de P en u n e  courbe  P' o~t l 'ordonn6e  est u n e  

fonct ion u n i f o r m e  de l~absvisse. 

I2. Consid6rons dans le plan des eoordonndes ( x , y ) u n  segment 
rectiligne A B  formant un angle quelconque avec 1'axe des x (fig. 5). 
Partageons A B  en trois parties dgales A C ,  C E ,  E B  et construisons sur CE 

comme base un triangle C D E  dont la mddiane 2~ID (M dtant le point di- 
visant la base CE en deux parties dgales C2~I et 2VE) est parall~le h l'axe 
des y, dirig@e vers les y positifs et 6gale h 

CE 
2 ~/3" 

On sait alors que cette m@diane est 6gale k la mddiane d'un triangle 6qui- 

latdral eonstruit sur la m@me base CE.  
Nous appellerons ~' l'opdration par laquelle on passe ainsi d 'un seg- 

ment  rectiligne A B  ~ la ligne brisde A C D E B .  

1 3. Prenons maintenant sur l'axe des x un segment A B ,  A grant 
l'origine et la distance A B  dtant ehoisie pour u~_t6 de longueur (fig. 4). 
Effectuons sur le segment notre op6ration ,(2' (ce qui revient ~ effectuer 
l'opdration ~2 d@finie au n ~ I). A B  se trouve ainsi remplac@ par une 
ligne polygonale A C D E B  compos6e par 4 c6tds et que nous d6signerons 
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par P~. Effectuant sur chacun de ces cbtgs la ra~me opgration ~2' on 
passe h une ]igne polygonale t)~ composde par 4 ~ cStds, sur ]esquels on 
effectue la rn~me opgration e~ ainsi de suite inddfiniment. Ddsignant, pour 
plus de symd~rie, A B  par P~, on a ainsi ddfini une suite illimit6e de lignes 
polygonales 

P;, P;, P;, . . . .  

Je dis que ces lignes tendent ind~finiment vers une courbe continue 
P '  dent l'dquation, en coordonndes rectangulaires, peut s'dcrire 

v = ~ ( x )  

~(x)  ~tant une fonction uniforme et continue de x dans l 'intervalle o . . .  i. 

D 

K 

G <0 

/ k  
A $ u F H C E P R 

Fig, 4. 

14. Ddsignons par S l'ensemble des sommets (c'est-~-dire les points 
oh deux eSt6s d'une ligne P: se rencontrent) et par S '  l 'ensemble des points 
timites de S. (On volt que chaque point de S appartient h S'.) 

Soit x la distance d'un point quelconque X de A B  h l 'origine A.  
Si X est an  point de S'  nous prenons 

v=~(~)=o .  
Dans le cas contraire nous 6Ievons en X une perpendiculaire sur A B  

dirigge vors l e s y  positifs. 
eertaines des lignos P: ,  soit 

uux points respectifs 

Cette perpendiculaire rencontre successivement 

/ ' : ,  P ~ ,  P'~, . . .  

x~,x,,x,,  . . . .  
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Posons 

XX, =~,(z), x , x , = r  X,X~=F~(z), 

et eonvenons de mettre, si Xk est un point de S' 

~ , + , ( ~ )  = o.  r  = o . . . . .  

Par un raisonnement tout  analogue ~ celui employ6 plus haut (n ~ 6) 

nous voyons alors que les fonctions F~(x) sent uniformes et continues dans 
l'intervalle o . . .  i et que leur somme ~(x) y converge uniform~ment. 

Donc si nous posons 

(8) v = r  ( o < ~ <  ,) 

y est une fonction uniforme et continue dans cet intervalle. 
Nous voilh donc en possession d 'une courbe P'  off l 'ordonnde s'ex- 

prime en fonetion uniforme et continue (8) par rapport ~ l'abscisse dans 

tout  l 'intervalle consid6r6. 

15. Je dis que la fonction ~(~) n'admet, pour aucune valeur de x ,  

une ddrivde flnie et ddterminde.' 

Si K est un point de P '  qui appartient en m~me temps ~ l 'une des 

lignes P ' ,  la ddmonstration est tout  analogue h eetle employ6e plus haut 
pour la courbe P .  

Consid6rons donc le cas contraire oh le point K est la limite d 'une 
suite inddfinie de points X ,  X , ,  X~, . . . ,  sa distance y ~i l'axe des x 6rant 

6gale k la s6rie infinie 

v = .r  + r  + ~ , ( ~ )  + . . . .  

Supposons que la perpendiculaire X K  rencontre successivement les 
lignes polygonales 

P , ,  p'o,, . . .  

aux points 
X , ,  X , ,  . . .  

lqous laissons ind~eid~, clans ce qui guit, s'il pent y avoir des valeurs z oh Is 
d~riv~e est d4termin~o mais infinie. 
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sit'u~s respectivemenf sur les c6t6s 

8,8;, 8,8;,... 

de cos lignes. Tous les triangles construits suceessivement dans notre figure 
ayant leurs m6dianes parall~les g l'axe des y nous pouvons (voir fig. 5) 
distinguer le c6t~ CD d'un tel triangle situ6 /~ gauche de la m6diane du 
c6t6 D E  situ6 ~ droite. Pour abr6ger le raisonnement qui suit, nous 
appellerons les e6tSs tels que GD cStds ~ gauche et les c6t6s tels que D E  
c~t~ ~ droite. 

D 

,4" 

Fig. 5. 

Cela eonvenu, remarquons tout d'abord que dans un triangle CDE de 
notre figure (fig.. 5) construit sur un c6t$ ~ gauche AB,  CD est un ebt6 
h gauche formant avec A B  un angle DCB moindre que 6o ~ et que D E  
est un c6t6 h droite formant avec A B  un angle DEC plus grand que 6o ~ 

Le cas oppos6 se pr6senterait si A B  6fair un c6t6 ~ droite. Donc, 
si dans la figure eonstruite on consid~re deux cbt6s suceessifs (e'est-~-dire 
ayant un point commun) dons Fun est ~ gauche et l 'autre ~ droite, ces 
deux cbtgs forment un angle qui reste, de quelque mani~re qu'on ce d6- 
place sur la figure, supdrieur ~ 6o% 

16. Distinguons maintenan~ entre les t rois  cas suivants. 
i) Si grand que l 'on choisisse l'indiee k, il y a dans la suite 

(9) s s;, . . .  

une infinit6 de e6t6s ~ gauche et une infinit6 de cSt6s ~ droite. De ce 
que nous venons de dire de l 'angle form6 par deux cbt6s successifs r6sulte 
a!ors que les droites (9) ne peuvent pas tendre vers une direction limite 
ddtermin6e; par suite, le point K de la courbe 6rant situ6 entre les deux 

~cfa tnath~at~a~ 30. Imp~im~ le 19 d6eembre 1905. ~2 
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points S, ot S'~ quelquo grand que soit ~, il no pout y avoir au point K 
une tangente d6termin6e. 

2) h part4r d 'un cor~ain indice k ~ous los cbt~s (9) sont ~t gauche. 
Dans co cas il est facile de voir que la droi~e S~S', coincide ~ la limite 

(pour ~ = cx~) avec une droi~e parall~le h l'axe des y. En effot soit A B ,  OD 
deux cStds ~ gauche consgcutifs (voir fig. 5) et soit D E  le c5~ ~ droite 
correspondant (d'apr~s la construction adoptde on a alors CM-----ME et la 
mgdiane MD est parall~le ~ raxe des y). D~signons par/~ l 'anglo DMB 
form~ par le cSt~ A B e t  la verticale et par f l 'angle formg par CD et 
la verticale. D M  grant plus grand que CM on vertu de la construction, 
l 'anglo fl' ou CDM est plus petit que l'anglo DCM d'oh l 'on obtient 

I 

Considdrant un c5~ ~ gauche consdcutif ~ CD ot d~signant par fl" 
Fangle qu'il forme a v e c l a  verticale on a, par la mgme raison 

I 

ot ainsi do suite. Par l~ on voit donc que los angles 

f , f ' ,  . . .  

diminuent ind~finiment et tendont vers zdro. 
Or, le point K ~tant intorm~diaire ~ S, et S" nous savons quo, s'il 

y avait une tangente T d~termin~e au point K,  la s6cante S~S'~ tondrait 
ind~finiment vers T comme position limite. Donc T serait ndcessairemont 
parall~le ~ l'axe des y, c'est-h-dire la d~riv~e do F(x) au point consid~r~ 
sorait infinio. 

3) A partir d 'un cer~in indico k tous los c5t~s (9) sent ~ droite. 
Comme dans le cas precedent, on arrive h la conclusion que si ~(x) 

avait une dgriv6e d6termin~e pour la valeur considdr6e de x, cette d~riv~e 
sorait infinie. 

Le th~or~me 6nonc6 est donc vrai dans tous les cas. 
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I V .  
G$n$~'alisation de la m~thode.  

17. Prenons sur un segment rectiligne A B  deux points C, E entre 
A e t  B e t  ddsignons par a,  b, c respectivement les longueurs des segments 
AC, CE, EB .  Construisons sur CE comme base un triangle dquilateral 
CDE tournd vers le cStd positif de AB.  

Nous ddsignerons par ~(a,  b, c) l'opdration par laquelle on passe ainsi 
du segment AB ~ la ligne polygonale ACDEB eomposde par 4 segments 
ayant pour longueurs respectives a, b, b, c et nous appellerons respective- 
ment a, b, c le premier, le second, le troisibme parambtre de ~. 

Ddsignant par L la longueur de A B  et par .L' celle de la transformde 
de AB (c'est-~-dire la ligne ACDEB), on a la relation 

L ' =  L-{-b .  

La somme a q-b q-c grant dgale ~ la longueur du segment A B ,  on 
volt que, ce segment dtant regardd comme donnd, il y a une infinitd double 
(ddpendant de deux param6tres inddpendants, par exemple a et b)d'opdra- 
tions ~ qu'on peut effectuer sur AB.  Nous dirons qu'on effectue ,une 
opdration B, sur A B  si on effeetue l'opdration ~(a,  b, c) avec des valeurs 
donndes positives (non nulles) de a, b, c (compatibles, bien entendu, avec 
la relation a -{- b % c ~ AB). 

Ces ddfinitions adoptdes, partons d'un segment rectiligne A B  que nous 
ddsignons par /)1 et dont la longueur L 1 sera choisi pour unitd de longueur: 

L ~ = I .  

Choisissons une suite de nombres positifs 

~I , ~2 , E8 , " " " 

tels que 
I >~z >~ >E 8>... 

et tels, en outre, que la somme 

air une valeur iinie e. 
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Effectuons sur P1 une opSration $2 ayant pour second param~tre un 
hombre b 1 remplissant la condition 

b ,  < 

ce qui nous donne une ligne polygonale P2 composde par 4 cbtgs recti- 
lignes; effectuons sur chacun de ces c5tds une operation ~ off le second 
param~tre est au plus dgal h e~ ; nous obtenons alors une ligne polygouale 
P3 composge par 4 ~ cStds; sur chaeun de ces derniers nous effectuons tree 
opdration ~ off le second param~tre est au plus dgal h z 3 et ainsi de suif~ 
inddfiniment. 

Soit P1, P2, P~, .." la suite des lignes polygonales ainsi ddfinies et 
conservons d'ailleurs les mgmes notations que prgcddemment (n ~ 3, 4). 
A_insi nous appelons sommet tout point off deux cbtds successifs d'une ligne 
P,  se reneontrent (et aussi chacun des points A et B) et nous ddsignons 
par S l'ensemble de tous les sommets, par S'  l 'ensemble des points limif~s 
des sommets. A tout point X de AB nous faisons correspondre un point 
dSfcrmind K(X) ddfini par une suite de perpendiculaires 

XX1, X~X~, X~X3, . . .  

suceessivement eonstruites eomme a u n  ~ 4. I)$signant par x la distance 
de X au point A nous posons 

f l ( X )  = X X l ,  f , ( x )  = X I X  , , . . . .  

Dans le cas off Xk est un sommet ou un point limite de~ ~ommetl nous 
prenons comme prdcddemment 

.K(X) = X~, 

f~+, (~)  = h + , ( x )  . . . . .  o .  

Duns le cas eontraire on d~montre facilement que Xk tend (pour k----c~) 
vers un point hmite bien dfitermin~ que nous d6signons par K(X), car 
la somme 

f ( |  + f , ( z )  + . . . 

est convergente ce qui r~sulte des in~gaht& faciles ~ dtablir: 

, . . . 

et de l'bypoth~se faite sur los e~. 
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De la m~me mani~re qu'au n ~ 6 on pout ddmontrer que ehaeune 
des fonctions f~(x) est continue dans rintervalle o . . .  I, que la somme ,~f~(x) 
y converge uniformdment et que, par consdquent, f ( x )  est une foncfion 
uniforme et continue dans cet intervalle. Et  on eonclut de lh que Fen- 
semble des points K(x) obtenu en faisant varier x de o h I constitue un 
arc de courbe continue P.  

Cette courbe poss~de des propri~tds ~r~s diffdrentes selon les diffd- 
rentes valeurs attribudes aux param~tres des opdrations t2 empIoydes et 
l 'on eongoit qu'il y a 1~ une m~thode pour construire des courbes possddant 
telle ou relic propri~t6 exigde ~ l'avance. Dans ce qui suit nous nous 
bornerons ~ considdrer un exemple particuli~rement simple. 

Choisissons, dans chaque opdration ~(a, b, c) emp!oyde pout" la con- 
s~ruction de P, le premier param~tre a 6gal au troisi~me c et d~terminons 
le second param~tre b de la mani~re suivante. Choisissons une suite de 
hombres ddcroissants 

b l ,  b 2, b~, . . .  

et suffisamment pet-its pour que l 'on puisse effectuer sur A B =  P1 une 
opdration B ayant b~ pour second param~tre, sur chacun des segments de 
la ligne P~ ainsi obtenue une opdration ~2 ayant b~ pour second para- 

m~tre ct ainsi de suite. (I1 surf-it par exemple de supposer bl < I be < b, 

b~ <~' 
~ 3  ~ " ' ' ) "  

D6signant la longueur de la ligne P~ par L~ on voit ",tiers facile- 
men$ que 

.LI ::m: I) 

L, ~- Ll + bl, 

L8 = L2 + 4b~, 
�9 . . . . . . .  . . , . 

d'o~ 

L~ ~ I + b~ + 4b, + .- .  + 4 "-~bv_l. 
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Done la limite de L, (pour v = c-~) est finie ou intlnie selon que 

la s6rie 
~4"b, 

converge ou diverge d'o~i l 'on conclut que la courbe P est rectifiable dans 

le premier  cas, non rectifiable dans le second cas. 
Consid6rons maintenant  un  point  K de P .  Si K est un sommet on 

d6montre, en raisonnaut comme plus haut  (n ~ 9) que la courbe P n 'a  pas 

une tangente  d~termin~e en ce point;  il en est de m~me si K est un point  

limite des sommets ~d~fini par une suite infinie de perpendieulaires 

XX~ , X , X , ,  . . . .  

Dans le cas au contraire oh K est un  point  limite des sommets, ddfini 

par une suite finie de perpendieulaires, le raisonnement employ6 au n ~ 9 
tombe en d~fant si la s~rie X4~b, converge; il est donc douteux si l 'on 

peut  par la m~thode adopt6e former une courbe rectifiable et sans tangente, 
et il y a lieu de se poser la question si de telles courbes existent ou non;  

en tout  cas, une mgthode de trancher cette question nous apporterait  sans 

doute des connaissances nouvelles sur la structure infinitdsimale des courbes 

planes. 


