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SUR LE PROBLEME DES TROIS CORPS.

Trajectoires le long desquelles deux au moins des trois eorps se choquent.
Conditions qui entrainent un choe

PAR

GIULIO BISCONCINI

3 ROME.

Préface.

M. PANLEVE, en étudiant le probléme des trois corps, a démontré
que le mouvement se poursuit indéfiniment régulier, pourvu que les con-
ditions initiales ne soient pas telles qu'a un instant fini une au moins des
distances mutuelles ne soit pas nulle.!

En d’autres termes, si, pour une valeur finie # du temps, deux au
moins des trois points coincident, les équations différentielles du mouve-
ment ne peuvent pas étre intégrées a l'aide de séries convergentes pour
t>1. Les développements sont an contraire toujours valables pour ¢ <t¢,.

M. PAINLEVE ajoutait ensuite: »Il serait donc extrémement important
de définir avec précision les conditions initiales qui correspondent a un
choc», et plus loin, en faisant allusion & une étude qu’il avait commencée,
mais pas accomplie, il observait: »Cette discussion me donne lieu de penser
que les conditions initiales qui entrainent un choc au bout d'un temps
fini satisfont & deux relations analytiques distinctes (qui se réduisent 2 une
dans le cas du mouvement plan)s.

M. le prof. Levi-CiviTa, en envisageant le cas particulier du mouve-
ment plan, se proposa cette question, que M. PAINLEVE n’avait pas résolue.

Y Legons sur la théorie analylique des équations différentielles, p. 583.
Acta mathematicn. 380. Imprimé le 19 aofit 1905. 7
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Dans son travail il démontra effectivement 'existence d’une relation ana-
lytique uniforme, et il en donna une expression développée en série de
puissances de la distance des deux points, qui tendent a se choquer.'

Le chemin avait été tracé, et l'on n’avait qu'a le suivre pour résoudre
le probléme dans le cas général. Voici les résultats auxquels nous sommes
parvenus. Soient P,, P,, P, les trois corps. Posons p, = P, Py, p, =P, P,,
et faisons l'hypothése que lim p, =0 et limp, = 0. Il s'agit de déter-

t=t =1

miner les relations, auxque]leé doivent satisfaire les conditions initiales,
pour que cela ait lieu. — Les deux hypothéses, que nous avons faites,
doivent étre évidemment suffisantes pour caractériser les chocs P, P; et les
conditions initiales, dont ils dépendent. Néanmoins, pour la résolution du
probléme, nous avons introduit une troisitme hypotheése, que nous n’avons
pas pu déduire des autres. Nous avons admis, que, dans le voisinage de
P,, la vitesse angulaire de P,P, dans le mouvement relatif par rapport
a P, soit finie.

Le raisonnement, qui nous a conduit & l'admettre, est tout a fait
intuitif et on le trouvera dans le § 4, n° 2.

Quant aux différentes phases du procédé, elles peuvent étre résumées
en un mot.

Nous avons considéré le mouvement relatif des points P,, P,, par
rapport & P, et, par un choix convenable des variables, nous avons con-
duit les équations du mouvement au type de celles de M. LEevi-Civira
(v. § 4, n° 1). Nous avons alors démontré, que les trajectoires singuliéres
du systéme, le long desquelles les deux points P,, P, doivent se choquer,
correspondent univoquement aux solutions, qui sont holomorphes dans le
voisinage de la position de choc (v. § 5, n° 3). Nous avons déduit, selon
les prévisions de M. PAINLEVE »deux relations analytiques distinctes» entre
les conditions initiales, relations, qui nous permettent de décider, si le
mouvement aura lieu le long d’une des oo® trajectoires singuliéres.

Si nous indiquons ces deux relations par ) = o, u{) = o, il est
évident qu'une seconde couple u® = o, u{’ = o, analogue a la premiere,
sera caractéristique pour les chocs Py P,, et une troisiéme ) = o, uf) = o

! Traiettorie singolari ed urti mel problema ristretio dei tre corpi. Annali di Ma-
tematica. Tomo IX, serie III*. — Une nouvelle rédaction de ce mémoire paraitra sous
peu dans les »Acta».
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pour les chocs P, P,. En résumé les deux équations
uPuPuP = o, uPuPuy = o

nous permettrons de caractériser tous les mouvements singuliers du systéme,
dans lesquels deux quelconques des points se choquent.

Nous finirons ce court résumé de notre travail en ajoutant, que dans
le dernier paragraphe mnous nous sommes occupés de déterminer effective-
ment la forme analytique des équations 4" = o0, u” =0, en développant
les premiers membres en séries de puissances de la distance P,P;.

§ 1. Equations du mouvement.

1. Mowvement des trois corps P,, Py, P, référé & des axes fixes. —
Considérons trois points P,, P,, P,, dont les masses sont m,, m,, m,, et
supposons qu'ils s'attirent mutuellement selon la loi de NewToN. Rappor-
tons-les & un systéme d’axes cartésiens &, %, ¢, fixes dans I'espace, et appelons
&, %, & les coordonnées d’un point quelconque entre eux, et p;, q;, 7; les
composantes de sa quantité de mouvement.

Les équations du mouvement du systeme sont:

(dsi_ °H  dp_  oH  dG__ oH
at — o’ at —  ags’ a— or’
(1) W=0,1,%
dpe _ _°H  dgi_ _°H  dri_ oH
a9’ a oy’ a oy’

ou l'on a posé:

(2) H=T—U= Y ~@+g+m)—Y S
et:

By=\G— Fon—n) + G— o

Il va sans dire, que nous avons choisi I'unité de temps, de manicre
que la constante d’attraction universelle devienne égale & 1'umité.

IL.  Tramsformation de Poincaré. — Envisageons maintenant le systéme
d’axes ,y,# menés par P, et dont les directions sont constamment celles
des axes £, ,¢  Solent %,,¥,, 2, ; %, ¥, 2, les coordonnées des points
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P, , P, rapportés & ces axes. Les formules de transformation entre les
deux systémes sont:

(i=1,2)

x0=€0) Yo == %o» z0=CO)
(3)
z, =&—§&, Y =0, — %, 2 =G—&.

Posons ensuite:

(3)

(i=1,2)

D = Py 9 = an re=7,.

2 2
On apercoit que, puisque Zo:jpjxj=20:jf),5j, etc., les équations (3) et (3')
donnent entre les variables z,,¥,,4; %, ¢, "% et &, 7, & Pis @, ¥e une
transformation, qui conserve la forme canonique au systeme (1).

Nous pouvons maintenant remarquer que p,, g,, 7, sont des constantes.
2

Elles sont en effet, au multiplicateur g,-m,- prés, les composantes de la vitesse

du centre de gravité des trois points, qui se meut uniformément sur une
ligne droite. On pourra donc les supposer égales a zéro, sans rien oter
a la généralité du probléme.

Les équations, qui définissent le mouvement relatif de P, et P, par
rapport a P,, sont done:

dzg _ o°H  dy.  °H  du__  oH
dt dp,‘, at g’ at ory’
(1) (i=1,2)
dp; __°H  dge _®H  drn__oH
dt _ 9.2';" dt - 3y." dat - 9z’

ol 'on a posé, en vertu des relations (2) et (3), (3'):

(2) H=T—U=

= :I-z{ Zi (i; + —;—z—)(p?+ g+ + mio(p1p2+Q1Q2+7'17'2)}_’ Ziijﬂzj’

i 0

A°f= Va; +.’/i2 + 7,

Ay = @i—z)* + 3 —y) + (@ — )
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III. Remplacement des composanies de la vitesse absolue de P, par les
composantes de sa vitesse relative. — Substituons maintenant 3 la place des
composantes de la quantité¢ de mouvement absolue de P, les composantes
%1, Y1, 2 de sa vitesse relative.

Elles sont fournies par le premier groupe des équations (1'), dans
lesquelles on doit supposer ¢ = 1 et avoir égard & la relation (2').

En posant:
I I 1 I

(4) M= Tmy = T
on aura:

o =mp + 22,

' __ 9,
(5) yl“#léll‘l‘ﬁ,

’ r2

5 =mn +W;

et par conséquent:

2

(@ + 91 + &) + (4 ¢ + 7)) } -3, ”Z’Z’-

0

I
I

) H=1

Du premier groupe des équations (1'), en vertu des égalités (5), on
tire done:
dz, _ oH _ 9Hox, °oH

Ti_t.__g.l;;_a—x;epl =#15;;’ etC.,
do, oH_oH  ofes oH &
dt s Op, | ox,9p,  op, Mothy’ ”
c'est-a-dire:
dix:__a(ﬂlH) ‘_132=3(/11H) @=a(ﬂlﬂ)
dt %, dt w, dt 0z
dx, 3 P dy ? Y q dz 3 zr
“e (g _lg) _ﬂz_( _t_z> _2=_( _u)
dt  ap, ( + myp, )’ dt 3, H+ My’ dt or, H+ Mype,

En dérivant les relations (5) par rapport & ¢ on a:

‘E dp, 1 dp,

dt =#lﬂ+ﬁo—c§7’ ete.,
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ou bien, en vertu des équations (1'):

at . M mesm, . Maz T AL

dx; oH 1 oH oH m?x.z_’_ ? <m,m?>
9%y \my A v

. °H  mx, ? ( m i, > ote
#l axl Agz 8xl m, Al? ’ '

On pourra donc remplacer le deuxiéme groupe du systéme (1°) par
les équations:

dxz; ? myx,x, , mm, I

a ——870_1<MH+ N Am>’ ete.,
dp, oH

‘(_i? == —51_‘, s ete.

Posons enfin:

MmN

N

xlx2 +y1y2 +zlzi + mlmﬂ I
3

Al m, Ap’

2
I ’ 2 ’
H = 5(“’12 +yl+ 27— Z

]

+ m,
(211) .

=0+ g+ 09— 3" i, + gig. + A7)

2 2 2 q'l 2 - ij A‘U ”30!21 1072 lq;’ 172/

D’aprés les équations (5) le systeme (1°) sera équivalant au systéme:

dn,_ 0B, dy_ oM, of

1 .~ ez’ dt 2’ at 32,

dz, _  9H, dy. _ _ @H, de; _ 3H,

(1) dt oz, ’ dt oy, dt — 22, °
I’I

dz, aH, dy, _ 24, dz, 3,

I dt ap,’ dé 3q, ’ dt or, ’

D, _oH,  de__oH, &y h

ai oz’ a ey, at — 9z,

La transformation, que nous avons employée a fait donc perdre a
notre systéme la forme canonique originaire, mais elle lui a donné une
forme demi-canonique. De cette propriété nous allons profiter tout de suite.

IV. Forme semi-canonique polaive pour les équations dw premier
groupe. — Soient p, , #,, ¢, les coordonnées polaires du point P,, et P, 6,, @,
leurs variables conjuguées. Nous entendons par cela, que, si 'on substitue
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dans le premier groupe du systéme (1”) aux deux séries de variables
Ly, Ui, 25 %y, Yty 2, les deux nouvelles séries, que nous venons d’indiquer,
ce groupe doit maintenir la forme canonique.

Puisque on a:
.’)9‘ = lol Sill 191 Ccos 501’

(6) ¥, == p, sin &, sin ¢,,
& == 0, C08 1917
il faut poser:
3_1/1 , 3.’{‘!1 , s ;s . ;
P, =z 13p L+ oy 13,0 +z1§0—= x; sin &, cos ¢,y sin &, sin ¢, 42 cos &y,
1 1
%, 3y, , , . )
(7)1 6,= xl 39, + .7/1 y + 31 = 0,(2; cos &, cos ¢, Y] cos &, SIn ¢, —2; SIn &),
, 0z, .9y, , 92, ) . , -
O, = xl@—l +y‘3—¢>1 + zla—% = p,(— %, sin &, sin ¢, -+ y;sin §, cos ¢,).

On tirera identiquement:
Pido, + 6,d%, + @,dp, = zdz, + yidy, + #dz,.
Cela nous suffit pour conclure, qu'il s’agit d'une transformation de con-

tact. Par conséquent la forme canonique du premier groupe sera conservée.
Les relations (7) résolues par rapport & 7, y1, 21 nous donnent en outre:

L 3 61 - 1
%, = P sin @, cos ¢, 4 o cos d, cos ¢, Y sin ¢, ,
' , . . 6 .
(7' y; = Py sin &, sin ¢, —I—;licosﬁlsmgpl +p Smﬂ 08 ¢y,
, 8, .
Lzl=Plcos&1 — —Lsin &,.
£y

Les fonctions H, et H, pourront donc étre mises sous la forme:

9 My My MMy 0y My
H *~<P + 5 +P151n20> ﬂl( 1 + P2 + A)

1" My 01V MM, 1

Vs,
Mo 4

B = g ) — (T e 4 )
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Dans ces relations les symboles introduits ont, comme il est aisé de
voir, les significations suivantes:

02 =zl + 4% + 2,

A = \,/(‘ol sin &, cos ¢, —2,)* + (p, sin &, sin ¢, — y,)" + (p, cos #, —2,)*,

V, = %,sind cos ¢, 4 y,sin 4, sin ¢, 4 2z, cos d,,

: 9, o, .
(8) v, =1)2<P] sin &, cos ¢, + o cos &, €os ¢ Y sin ¢1>
P sin 6 sin e 4 O oos 8 sinc o, )
+ Qﬂ( 1S § sin ¢y + ZCOS 1S ¢y +101 sn 9, cos?l)
6, .
-+ 72<P1 cos &, —p—‘sm ?91>-

Les équations du mouvement relatif sont donc évidemment:

. _ B, @, oH, g _
a 3P at 98’ Y
I
| an oH, 46 oH ao, oH,
(1) il RS btk U v Tl —= .
dt %0, ’ dt 28, ’ dt op,’
dxe_aHe dpi___a_'H’
1T it = ete., = ete.

Il est aisé et en méme temps intéressant, de mettre en évidence la

signification cinématique des variables conjuguées aux coordonnées polaires
. Ry 6 o .

du point P,. Les égalités (7) nous montrent, que P,, -, —*— se tirent

Py P8I0 ¥

de z;,y;, 71 en ajoutant ces dernitres, aprés les avoir multipliées par les

cosinus de direction des tangentes aux lignes coordonnées polaires, qui
‘s (2] o

passent par P,. Les quantités P, =, —*—

Py’ pysin d,

sur ces lignes de la vitesse relative du point P,.

sont donc les projections
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§ 2. Quelques conséquences, que Uon tire des équations du

mouvement, dans hypothése que lim P, P, = o.
t=¢

La forme, que nous avons donnée aux équations du mouvement, nous
permettra d’étudier le comportement des variables du probléme, lorsque
pi= P P, tend vers zéro pour une certaine valeur finie du temps. Cette
hypothése analytique entraine I'hypothése physique, que les deux points
PP, se choquent au bout du temps #,. L'intuition nous fait voir, que
s'll y aura, a cause de ce choc, des singularités dans les caractéristiques
du mouvement relatif des deux points P, P,, elles pourront se trouver
seulement dans celles du point P,. En effet on comprend que ce choc ne
pourra exercer quune influence trés petite sur le mouvement de P,. En
d’autres termes les coordonnées et les composantes de la witesse absolue
(ou, ce qui revient au méme, les composantes de sa quantité de mouvement
absolue), que nous devons supposer finies avant le choc, devront rester
telles pour ¢ =1¢,.

Cela justifie la transformation, que nous avons employée au n° 3 du
paragraphe précédent, qui pouvait sembler d’abord sinon illogique au moins
peu symétrique. Il est évident, que si nous n’avions pas opéré comme
cela, toute singularité dans la vitesse de P, aurait amené une singularité
analogue dans celle de P,. Nous trouverons tout a l'heure une confirma-
tion rigoureuse de cela.

L. Comportement de la vitesse absolue de P,. — Proposons-nous de
démontrer d’abord que:

Si p,, powr t =1, tend vers zéro, les fonctions p,, q,, r, vestent toujours
Jinies (méme pour p, = o).

Cette propriété ressort tout de suite de la forme analytique particuliére
des équations (1'”). Considérons en effet, parmi les équations du second
groupe, celles qui fournissent les dérivées de p,, q,, r, par rapport a ¢, et
substituons I, par son expression (2"’).

Il vient ainsi, en nous bornant a la premicre:

(% = m;gt, ) + mXZ’ (oy5in & cos g, — ),

dcta mathematica, 80. Imprimé le 5 septembre 1905. 8
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ou bien:

m,m, m,m,

m,ny, sin ¥, cos ¢
1 2 1 1
€OS 0, — 5 2 .

A;i

dp,
a Pi

Ty + o

Faisons maintenant 1’hypothése que lim p, = o0, et que la limite in-
t=t,

férieure de p, soit plus grande que zéro. Ayant égard & la deuxicme des

relations (8), on conclut que lim A = p,, et que les deux fractions
t=t,

x, m,m,sin#, cos .
K%,, 2 A”‘ 1 restent finies. Nous aurons donc
. m,m, sin ¥, cos ¢
lim p, —/— ! '=0
(=tlp A.
et nous pourrons conclure qu'il y aura un intervalle (¢, f) assez petit,
.o . .
dans lequel la fonction Tipf restera toujours finie.

Puisque nous avons identiquement:

4

, dp,
Deo(ty) —pu(t) = dt d,

¢

nous pourrons écrire:

, ~ 8D,
py(t) =p2(t)+(tl—t)[7d£t], et o<e<Il.

Il suffira donc d’admettre, que dans le point # la fonction p, ait une
valeur finie' pour en tirer qu’elle restera finie méme au moment du choc.

Un raisonnement identique peut étre fait pour ¢, et r,, par consé-
quent notre lemme reste démontré.

II.  Comportement de la vitesse relative de P,. — Nous sommes a méme
maintenant de déduire de l'intégrale des forces vives du systéme (1)
d’autres propriétés pour les caractéristiques de P,.

Si kb est la valeur de l'énergie totale des trois points, l'intégrale de
JAcoBl, exprimée par les variables x,,y,,2,(i=1,2); 21, ¥], 21 ; P2, ¢, 79,

' Cela se vérifie, si nous supposons, que le mouvement soit régulier pour toute
valeur du temps, qui ne correspond pas & un choc. Cette hypothése est justifiée par
le théoréme de PAINLEVE (v. la préface).
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sera, d'apres 1'égalité (2,):

2
mym;
T =}

’{H( +y +2£2)+/z2(103+q§+’”3)} 2,, Ay

St I'on emploie la transformation fournie par les relations (6) et (7), on a:

. .
(24) {y < 1 1+plsm 0) +/12(201+q,+9»2)}
—-—Ml _mumg __m,mg _ k
21 P2 A S |
et de suite:
2 (A .
o P + +Pz Y

Mg,

= 2m‘,muul+p“ul{ (h-i— —I- )——/12(103-"934‘7”3)}-

En posant enfin:
() P 2+ B0 — (o 4 g3 479

et en remarquant, que m,m,u, = m, + m,, on arrivera a l'égalité:

2

(10) P1 P2+ + = 2(m, + m,) + p,P.

, sin® &,

Si p, tend vers zéro, la fonction P ne peut pas croitre indéfiniment,
car p, ne s'annule pas, par hypothése, et p,, q,, 7, restent finies a cause
du lemme démontré.

Le second membre de 1'égalité précédente aura done, pour p, aussi
petite que 'on veut, une valeur trés voisine a 2(m, 4 m,). Mais, comme
le premier membre est une somme de quantités essentiellement positives,
chacune d’elles sera finie dans le voisinage de p, = o.

Nous pouvons donc énoncer ce nouveaun lemme:

b 0
Vo Vs,
Sinies par les équations (1), me peuvent pas croitre indéfiniment, lorsque ¢
s approche & t,.

Si p,, pour t =1t tend vers zéro les fonctions \Jp, Py,
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Si nous envisageons maintenant 1'identité:

d(p, 1 ‘)__I dp, +p

dt Vdt ‘dt’

nous pouvons écrire, en vertu des équations différentielles:

alp, 1) _ P oH, oH,
at 1P T P
Ayant égard & l'expression analytique de H,, donnée par la premiére
des relations (2'), nous avons donc:

d(p, 2, 6; &,
(ot )__I)z /01{

Cdt T plsin’d,

+ﬂ1<

M, My + ", My ?A) + mV, mn, 3 A l
Pl A’ 9p, ,0: moA‘ 9,01 I

Mais, comme on a:

ZAY

1 . .
o, = A {(0; sin &, cos ¢, — x,) sin &, cos ¢,

+ (p,sin 8, sin ¢, — y,) sin &, sin @, + (o, cos &, — 2,) cos &, }

= — (0, — @, sIn & cos ¢, — Y, sIn &, sin ¢, ~— 2, c0s &,) =&—_~Y—‘,
0 14 ¢ A
la derniére relation s'écrira:
d(p P) 2 o motm
—dt P; + + pisin® ¥, I

wmm(p,—V,) , mV, mmip —V,)
p( A’ + P m, A* )

En se servant en outre de 1'égalité (10) et en faisant quelques ré-

ductions on aura:

d(p, L) __m, + m, W —V
= > +P— m,p,( + )

Enfin, en posant:

Q=P— m,p,< V' + = )
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il viendra:

dp,f) _m, + m
11 1 - 0 1 0.
(11) 3 P
Rappelons-nous maintenant, que la fonction P reste finie pour toute
valeur de t dans le domaine de #, et remarquons, que l’expression

mwol( Vv, + =1 ) tend vers zéro en méme temps que f, —?¢. Nous en

tirons que 0. 1este finie dans le domaine de ¢,.
I1 sera donc possible d’envisager une certaine valeur ¢ de £, telle que,

y + ™ 4+ 0> 0. Dans cet intervalle d([:it )

restera positive et la fonction p, P, sera par conséquent toujours croissante.
Comme elle ne peut pas donc s’annuler pour ces valeurs du temps (f, au
plus exceptée), ni l'un ni Pautre de ses facteurs pourra étre égal a zéro.
3H, al‘ol
9P, at’
la fonction p,(¢) tendra vers zéro toujours de la méme manidre, c’est-a-dire
en décroissant.
En résumé on a:

dans l'intervalle (#,¢), on ait

Mais, puisqu’'on a déja vau que P, = on peut conclure, que

Si p,, pouwr t=1=t,, fend vers zéro, la fonction P, = % ne peut pas

s’annuler dans le voisinage de t,.
Nous démontrerons enfin que:

Dans le voisinage de &, la limite inférieure des valeurs de p, P} ne peut
pas étre zéro.
Remarquons, & ce but, que la relation (11) nous donne:

apr, d
’ol—d—t‘ 15;"" '+n

L'identité;
d(p Py) __ 2 4p,
@ = P r 7+ P dat

pourra donc étre écrite:

d(PtP’) m, + m, dpl
Tdt P‘( ) +(1) i’-ﬁ.
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Ou bien, puisque P, = %/:1:
dp ) __ 2 _@( e >
(12) dt —‘10-1 dt my + my 2/0111+/01u .

Si nous admettons, que dans le voisinage de ¢ la limitc inférieure
des valeurs de p, I’} soit zéro, nous pourrons conclure qu’il y aura une
valeur #, suffisamment prés de ¢, pour laquelle p, P} deviendra aussi petite
que l'on veut. En particulier nous pourrons supposer, que, pour ¢= 1%,
m, + m,

2

ait 0,0 < ’ﬁo_%i’ﬁ

soit p, P} < Nous pouvons encore supposer que, pour ¢=1¢', on

, car nous avons vu dans la démontration du lemme
précédent, que p,0 tend vers zéro en méme temps que £, —¢. On tire

de tout cela, que la valeur de ; 0, Pt —p,Q, pour t=1¢, sera moindre

m, + m,

que ——

et, par conséquent, que l'inégalité

m, + m,

(13) mo+m1“-%P1P?+ﬂxu> 2

sera verifiée.

Le premier membre de la relation (12) aura donc le méme signe que
g ot s g .
;i‘?t—', c’est-a-dire qu’il sera négatif.

En d’autres termes la fonction p, P} sera décroissante dans le point ;.

Envisageons alors une valeur ¢ comprise dans Dintervalle (¢, 7) et
qui soit suffisamment voisine a #'.

Puisque l'inégalité (13) reste a fortiori satisfaite, nous en tirons, que
méme & l'instant ¢” la fonction p, P} sera décroissante.

Comme nous pouvons répéter ce raisonnement pour chaque point de
(¢, ¢), il faudra que l'on ait:
(14) lim p, P! = o.

t=t,

Il est cependant aisé de montrer, que cette conclusion est absurde.

Eerivons en effet d’aprés (12):

d
—d(p, P}) = —-—2% (mo + ml—ép,P‘f +p,(1>.
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Puisque — d(p, P}) et —dp, sont des quantités positives, cette égalité
donne lieu, en vertu de (13), a l'inégalité:

—d(p, P}) > — (m, + m,)dlog p,.

De celle-ci on tire, en intégrant tous les deux membres entre deux
limites ¢', ", qui vérifient l'inégalité (13):

(,01 P?)t - (/01 P?)z > (mo + ml) { (Iogpl)t' - (log lol)t" } J

Faisons maintenant tendre ¢” vers ¢,. Le premier membre, en vertu
de 1'égalité (14), aura la limite finie (p, P});, tandis que le second croitra
indéfiniment. Ce résultat nous montre, que I'hypothése, d’olt nous sommes
partis, est fausse.

§ 3. Changement de la variable indépendante.

I. Remplacement de ¢t par p,. — Dans une remarque au commen-
cement du paragraphe précédent nous avons employé implicitement une
propriété, qui & ét6 enoncée par M. PAINLEVE (v. aussi la préface). Ce
théoréme dit, au fond, que. le mouvement de trois points matériaux, qui
s'attirent selon la loi de NEwToN se poursuit réguli¢rement et les équations
se laissent intégrer par une approximation aussi grande que l'on veut,
pourvu qu’il n'y ait pas un choc au bout d’un temps fini. A partir de
cet instant on ne peut rien affirmer.

Les cas, qui peuvent se présenter sont évidemment deux: a)une seule
des trois distances tend pour ¢=1¢, vers zéro, tandis que les deux autres
restent supérieures a zéro, b) tous les trois corps tendent en méme temps
vers une position déterminée de I'espace.

Nous étudierons seulement le premier et nous supposerons, que ce
soit la distance P, P, qui s’annule pour la valeur #, du temps.

Comme nous n'avons fait aucune hypothése a I'égard des masses des
trois corps, il est bien évident, que nous pourrons donner aux résultats,
que nous atteindrons, une interprétation plus générale. Il suffira que l'on
change convenablement la signification donnée aux symboles, pour avoir
des propriétés identiques relatives & un choc entre deux autres points.
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Faisons donc ’hypothése: limp, = 0. D’aprés le théoréme de Parx-

t=1,
LEVE, pour toute valeur de ¢ prés de ¢, les fonctions p,, 8., ¢,; P, 6, ,;
Ty, Ys, 2 Pa, qs, 7, dépendent régulitrement de #,. Nous avons de plus

dp,
a,
par conséquent, que ¢ pourra étre considérée une fonction de p, réguliére
dans le domaine p, = 0. Nous avons donc:

démontré (v. § 2, n° 2, II lemme) que ( ) est négative. On tire
1=t

Si py, pour t =1, tend vers zéro, les fonctions 8, ,..., & ; ,,
Yoy ..., 7, dépendent réguliérement de p, dans le voisinage de t, (cette valewr

aw plus exceptée).

Pour avoir les équations, qui définissent ces fonctions au moyen de p,,
il faudra évidemment éliminer d¢ entre les équations (1"”). A ce but
écrivons la premiére sous la forme

@ _*
do,  3H,’
P,

La quatritme du premier groupe nous donne par conséquent:

—_ — 2

Cependant, comme il est possible de tirer de l'intégrale H=15 la
fonction P,, nous pourrons remplacer I'équation précédente par H =k, et
envisager, dans toutes les autres, P, comme une fonction connue.

En résumé le systtme auquel doivent satisfaire 8,(0), (o) -

2.(po,), 7:(0,) sera:

a, _ oH, oH,  dp _  oH, M,

I dp, 28, 3P’ do, 90, al,’

as, _ _oH oH,  do, _ _ oA, 3

(1™ dp, CL dp, %, 9P’

I

dr, oM, oH,  dy _ oH,oH,  d_ oM, oH,
- do, 9p, 3P’ dp, 9q, 3P’ dp, or, P
dp, _ _ °H, %H, dg, _ _ °H, 24, dr, _ __°H, 38,
do, ox, 3P dp, oy, " 9P’ dp, oz, P~
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II.  Remarques générales & Uégard des équations oblenues. — Aprés
avolr intégré ces équations, on pourra, d’aprés U'intégrale H = I, exprimer
P, par p,. Enfin, en remplacant toutes les fonctions, dont dépend le se-

°H

cond membre de I'équation = 1:5', par leurs valeurs obtenues, nous
: .

dp,
pourrons avoir, par une seule quadrature, la fonction p, et toutes les autres
caractéristiques du mouvement exprimées au moyen de ?.

Ce qui nous importe le plus c’est de mettre en évidence le caractére
analytique des intégrales dans le voisinage de p, = o.

D'aprés le théoréme de M. PAINLEVE on est assuré, que le long de

toute trajectoire (ol % ne soit pas identiquement nulle) le mouvement ne

cesse pas d’étre régulier, c’est-d-dire, les intégrales sont toujours des fone-
tions holomorphes. Au contraire, on ne sait rien, si les points se meuvent
le long des trajectoires singulitres. Dans le paragraphe suivant nous ver-
rons, qu’elles sont caractérisées univoquement par les intégrales du systéme
(17), qui sont holomorphes dans le domaine de p, = o (bien entendu, ce
point au plus excepté).

§ 4. Forme définitive des équations.

L. Nowvelle transformation de variables. — Dans le systéme (1™) rem-
plagons les variables p,, P, 6,, @, par des nouvelles », R, &, ¢, lides aux
premiéres par les relations:

6, 2,

7
A — .
-4 “1 r*sin® 9,

(IS) V:\’/};;:7 _R::—Tp“ 19:= g

7

La signification des variables #;, ¢} est bien simple.
Eerivons & cet effet:

, 6, , o, .
9 =—"1p, ¢1=m-,015m'91)

et rappelons-nous que LI ——51‘1—19 sont les composantes de la vitesse re-

£ p, Sy,

lative de P, selon les lignes polaires &, ¢, (v. § 1, n° 4).
Nous tirerons tout court, que # et ¢| sont respectivement les vitesses

WA

angulaires des projections de P, P, sur les plans ¢, = const., §, =

Acta mathematics. 30. Imprimé le 5 septembre 1905. 9
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La premiere des (15) nous donne:
(16) do, = 2rdr.

En outre, ayant égard aux expressions (2"') de H, et H,:

(17, %—%‘=P,=—§,
(17) g{:%=%=%=,9;,
(17, :_% =‘o’l's?:1l"z9,=r‘s?nl"z?l=¢;'

. 9
S1 nous calculons GTA’ en nous servant des (8), nous trouvons:
1

r) . . . .
Eﬁé = i—{(/’x sin &, cos g, — Z,) p, cos &, cos ¢, +(p, sin &, sin ¢, — y,) p; cos F;sin @,

1

= —z}pl{xgcosﬂ, cos ¢, + y,cos &, sing, —2z,sin ) = -—%%% )
Par conséquent:
S w2 (B £,
39, ‘olsm o sin’ ¥, W, \pi A
ou méme, d'aprés (15):
(174) 28, ‘I——-go, sin #, cos 8, - —* <; Aiz’)aa‘;,l }

Par un calcul analogue on pourrait obtenir:

I o, _ (l__'_)m
( 7e) My pa A® 3?’1‘
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En envisageant les dérivées de H, par rapport aux variables du second
point, on a:

oH, 1 9V,
op, P o,
= —{—I P sind 8, z9cos——$‘ si .
= P, oy s cos ¢, + Ecos | COS ¢, P ne,
8H, 1 . 3 ar
w1 TPy + e (— Rsin#, cos ¢, + v’ 8 cos # cos ¢,
2 01
— 1’ sin d; sin ¢,) },
°oH, 1 . . 3 0 .
(17 o 1 T qs -+ " (— Rsind,sin ¢, + r’# cos §, sin ¢,
2 01”1
+ r*¢]sin @, cos gol)},
oH, 1 1 .
3;3 — ;{rpm + e (——Rcosﬂl—’raﬂ{sm&l)};
2 0
°oH, _mm, _ mm, (r* sin ¥, cos ¢, — x,)
ax? p; 2 As )
oH m,m m,m, (r* sin &, sin ¢, — v,)
1 e ™ T 1 1 J2
( 78) Sy, ‘0:: y2 Aa ’
oH, _ m,m, P mm,(r® cos ¥, — 2,)
L 92, o 7 A’ )

En vertu de 1'égalité (16) et des relations (17,), (17,), la premiére des
équations du mouvement peut s'écrire:

a, _
2rdr—~_£%’
,
ou bien:
dd, _ 2t
(183) —77'- = e 27 -R.

D’une maniére analogue la deuxi®me s’éerit:

d%____ 2%
(18,) =R
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En dérivant la quatriéme des (15) par rapport a », et en se servant
de (16), on a:

dd 48, 1d6, 4., , 2d6,
dar Tt ;‘dr—_«;'ﬂl-i_ﬁ(p‘
3 P Ty . 16 ?H, »H .
Si nous avons égard a l'équation "t = — 22720 (u systéme (1)
: dp, o, ol ’
et aux (17,), (17,), l'égalité précédente nous donne:
dd, c 2 s ‘ m, ( 1 I \2V, |
(180) T?Z? = —-—4191 + fl——;fl sin 19[ CO.SI?l + ) \‘;)i‘*'Afd> 5(‘/7 1
De la méme manitre on a:
de, 49, 20, o a4, 1 do,
dr  rentd,  r'sin®d, cos 8, dr + risin®d, dr
- 4go;_ 2¢; cos §, A, i z dvd)1
o r sind, dr ' r*sin*# dp

e d¥, do, T
En éliminant gy 0 AW moyen de (18,), et en remplacant o, par l'ex-

pression, qui est fournie par la quatricme des ((1™), I) et par les (17,),
(r7,), on a:

de; " 2r'I I Lo SIL 28 /1 1\3V, 11
(180 G = — a4 g [ eo =+ G ) B

Pour les équations du second groupe la transformation est immédiate,
de sorte que nous n'insisterons pas.
Elles deviennent:

I . ,
—— (—— R sin #, cos ¢, + '] cos 9, cos ¢,

dz, 2r /
(18,) ar R {T/t.,p2 + my 12,

—’¢]sin ¥ sin¢,) } ,  ete.;

dp. 2r* (m m m (12 sin 4, ¢ —x
(I gf) by __ { e T, — (1 s ,',A!:OS L) “QAJQ ., ete.
F2a
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Posons maintenant:

18 **S&zbmzﬁ‘ +m ( I >?)V1
| = — 1Y

TA® a, ’
PR B LTI A]
sin® ¢,  \pi T A*) o,
— 8,
@ = 1¢1,

{
ag ="V Py +
71&(7/[ 1

(— Bsin§, cos ¢, 47" F cos §, cos ¢, — o] sin §, sin ¢,),

Uy =Ty Qs + —— ( Esin &, sin ¢, 4 7* 8] cos 8, sin ¢, -+ 7°¢; sin &, cos @),

Mg,

oy = T, ¥y + %I? (— Rcosd, — ¥ sin ),

(s}

o RO mm, (r? sin §, cos ¢, — z,)
s : 2 3
P A ’

m,m m i, (r* sin &, sin o, —y,)
[ 2 1 2 1 1 4
ai_yj__y_ 2 ,

l ‘0; 2 As
_mym, m M, (ricos ¥, — 2,) )
og = 1] 2z — . .
P2 A I

Berivons, & la place de &,(r), ¢,(r), 2,(7), 9.(r), 2(7), Po(7), qu(7), ¥:(7),

respectivement A, (v), A(r), ..., A(r). Alors, puisque & (r)= dlydy) et
d
pi(r) = wd§ >, nous pourrons encore remplacer &;(r) et ¢i(r) par A(r)
et A (7).
Drapros (18,), ..., (18 et (19) le systdme transformé de (1'V) sera enfin:
ak _ i=1,2,...,8
Fr e LY (i=12,..,8)
S ,
dA; B

rd~ = — & + 273 i (=1,
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I1.  Comportement des seconds membres des équations (S) aw voisinage
d'une position de choc. — 11 est intéressant de mettre en évidence le com-
portement, dans le voisinage de » = o, des fonctions «, 8 introduites par
les positions (19).

En vertu de I'identité:

13 (1 _L> _A—p Al tpA
r* \p} A 01 PAY

on voit, que, pour » = 0, le produit 7%( {—:;———;—3) reste fini. De plus, pour

3V| 3V1
3,

des valeurs finies des variables, et 5 - gardent, dans le méme domaine,
@

des valeurs finies.
Enfin la fonction:

mm

R

R=—rP=+ \/ {z(mo+ml>+rﬁpl[z(k+ LT — a(i g

— (3 + ¢t sin’ &) },

dont l'expression se tire de (10) et de (9), (15), reste différente de zéro,
pour v suffisamment petite (v. § 2, n° 1, lemme I). On tire, que les
fonctions a,, ..., a5, B, sont régulitres pour des valeurs finies des arguments
et dans le domaine de r = 0. Mais on ne peut rien dire, a priori, a 1'égard
de fB,, car elle est affectée par le diviseur sin#,, qui peut s’annuler.

. . . , df
Si 'on pouvait démontrer, que, pour ¢=1{, la fonction & = 7; reste

finie, on pourrait conclure, que & tendrait, pour cette valeur du temps,
vers une valeur déterminée et finie.! Si, par hasard, cette valeur annulait
sin#,, il suffirait de changer l'orientation des axes z,y,# pour éviter ce
cas exceptionnel.

Mais, répétons-le, a cette conclusion on arriverait seulement apres
avoir démontré, que #; reste finie.

En nous servant des hypothéses: limr = o, et limite inférieure de p,
t=1,

(dans le domaine de ¢=1¢) plus grande que zéro, nous avons tiché de

' 11 suffirait d’appliquer la méthode suivie dans le § 2, n° 1.
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donner cette démonstration. Nous devons cependant avouer que nos efforts
ont été sans résultat.

C’est mnotre convinction, que la propriété ci-dessus soit vraie. Les
raisons, gui nous engagent dans cette opinion, sont principalement deux:
I. Dans le cas du probleme restreint la propriété est vérifiée. II. Lin-
tuition physique du phénomeéne du choc des deux points Py P, nous fait
voir que, lorsque la distance P, P, sera réduite suffisamment petite (par
rapport a la distance P,P,), le troisiéme point aura une influence presque
nulle sur le mouvement relatif des deux premiers. C'est-a-dire, P,, P, se
mouvront, l'un par rapport a l'autre, selon les lois du mouvement newtonien
de deux points. Si l'on admet donc, qu'ils doivent se choquer au bout
du temps ¢, on est entrainé & pemser, que P, dans le voisinage de P,, suit,
par une grande approximation, une des trajectoires de choc dans le mouve-
ment non-troublé. Mais ces trajectoires sont des droites sortant de P,
par conséquent les fonctions #, ¢, et leurs dérivées ¥, ¢; tendront vers
des limites finies.

En résumé nous pouvons donc retenir, que la fonction f§,, comme
toutes les autres, sera réguliere, dans le voisinage de 7 = o, pour toutes les
valeurs finies de ses arguments.

Nous en tirons, que les seconds membres des équations du systeme (S)
sont réguliers dans ce domaine des variables. La valeur » = o sera donc
singuliére, pour les intégrales du probléme des trois corps, parce que les
premiers membres des deux derniéres équations contiennent le facteur 7.

8§ 5. Intégrales qui correspondent aux trajectoires singuliéres.

L. Théoréme d’existence. — Le systéme (S) admet, dans le domaine de
r =0, oo® intégrales holomorphes, dont A; et Ay, pour r = o, se réduisent égales
@ zéro, tandis que les aulres prenment des valewrs comstanles arbitraires.

Remarquons tout de suite, qu'un systéme d’intégrales holomorphes
de (S) doit satisfaire a ces équations méme pour la valeur zéro de la

' Nous aurions pu admettre que lim #, = lim ¢, = O, mais nous nous contentons
t=t, t=1,

d'une hypothése moins restrictive, car nous verrons, qu'elle nous suffit pour pouvoir en
tirer, que les deux dérivées tendent vers zéro.
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variable indépendante. Mais, comme Ies deux derni¢res équations s'éerivent
tout simplement, pour cette valeur: Al =o0, 4, =o0, il faudra qu'on ait
précisément Aj(0) = o, A;(0)=o0. Aprés cela mnous pouvons encore re-
marquer, que la forme particuliere de nos d¢quations nous permet de dé-
terminer, an moyen d’elles, les successifs coefficients des séries, qui donnent
les développements des fonctions au voisinage de + = o.

Nous pourrons affirmer en outre, que ces coefficients seront des fonc-
tions périodiques par rapport aux valeurs initiales A, A des 2,,4,. En
effet les seconds membres des équations peuvent évidemment étre envisagds
comme des fonctions régulieres de 7, 4, A% A, A, et, par conséquent, pé-
riodiques par rapport a A" et AP car A et 2, entrent au moyen de fonc-
tions trigonométriques.

Comme nous aurons construit les séries, il faudra s’assurer, pour la
démonstration du théoréme, qu'elles sont convergentes.

A ce but écrivons le systeme (S) sous la forme:

-(0
d()‘i — (L )) L )
~[ —_ = — 27 _R’ (i=1,2,.,8)
ar
()
di; . o 3
r;h% = — 4A -+ 27'}2 (=12
Posons en outre:
Ah— 2 =y, (i=1,2,.,8)
et envisageons des fonctions
&, v,y v, A, A, G=12,2
Sti(/)‘, Viy - Vs ; ) /‘;)) (=128
. . . . 3 ;g
qui soient majorants des fonctions 27'?%, — 277;_2 .
I viendra que le systéme:
a’;
R A 4 19 =] 9
‘7_‘M"4)‘j+7g~j) =12
(S”) dr
(]Vi ; o
e 93,- @=12,..,8)

dr
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sera majorant de (8'). Pour démontrer notre théoréme, il faudra donc que
nous fassions voir, que (S”) admet une solution réguliere A/ (r),y,(r), qui
pour 7 = o devient: 2/(0) ==0,y,(0) = 0.

Si nous nous proposons de construire les séries de TAYLOR correspon-
dantes aux fonctions A/, y,, nous trouvons, que leurs coefficients sont donnés
par les relations:

o7 —1
a;  ow d'g

L= (j=1,2)
(S"') drn n 4+ 4 dr*—
(i=1,2,...,8)
Ay, T (n=1,9,..)
dr - drn—1 : ’

Elles ont été deduites par les équations (S”) en dérivant le premier
groupe 7 fois par rapport & », le second n— 1 fois, et en posant r = o.

Si l'on remarque, que les fonctions £ sont majorantes des fonctions

7 . N
g, on tire que le systéme:

nt 4
ard; a—1g; (j=1,2
dre = Tdpnl M
(SIV) (i=1,2,...,8)
.y, n—150. ‘
d Yi m— d E’ (2=1,2,...)
dr® drn?
est majorant de (S"). De la sorte le systéme
di;
E,{ = Qj; (=12
sV
< dVL' ; 9
E — %i) (i=12,..,8)

qui correspond a (S") sera, a fortiori, majorant de (S). Mais les équations
de (8Y) sont toutes régulidres dans le voisinage de 7 = o, par conséquent
ce dernier systéme admettra certainement une solution holomorphe san-
nulant pour r =o0." Le théoréme est donc démontré.

II. Toutes les solutions du systéme (S) sont holomorphes. — Nous
pouvons maintenant nous faire la question: Le systéme (8) admet-il d’autres
solutions hors de celles, dont nous venons de démontrer I'existence?

' V. Picarp. Traité danalyse, a. 1892. T. II, Ch. XI, p. 308.
Acta mathematica. 80. Imprimé le 19 septembre 1905. 10
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Pour y repondre il faut démontrer le théoréme:

Hors des solutions holomorphes, i n'y a pas d autres solutions, powr
lesquelles on ait 2{(0) = A3(0) =

Nous employerons pour la démonstration un procédé, qui est une
généralisation dun procédé analogue, donné, dans son mémoire, par M.
Levi-Civita (loc. c., p. 17).

Il faudra, a ce but, que nous donnions auparavant aux équations de
(S) une forme convenante.

Le comportement des solutions holomorphes du systeme (S), dans le
domaine de r = 0, nous permet de mettre celles-ci sous la forme:

h— A0 = oA, (r, X0, A0, ..., A", (i=1,2,..,8)
(20)
/1; = 7‘/1}])(7', A(o) A(O) ey AEJ’)). (i=1,2)
1l va sans dire, que A4,(r[A”) et A" (r
par rapport a leurs arguments, au voisinage de » =o. Elles sont de plus

") sont des fonctions régulitres,

périodiques par rapport & A et AD.
Si nous posons maintenant:

Ai — AEO) + TAi ( )‘10)’ A(O) ey Ag))), (t=1,2,...,8)
(21)
Ao=wu A, X0 A0, A, (=12

nous obtenons un systéme d’équations, qui peut nous fournir, dans le

voisinage de 7 = 0, les quantités A", A7, ..., A", %, 4, en fonction de
1

)‘I)A2," )‘8) l)“;'

! Pour s’en assurer il suffit de remarquer que:

34, +r o, % _ o oA reAﬁ” 3
-— = & Ty - = U, = s = &y,
SR ) 21" " ou; Y
rios=1,2,...,8;10,j=1,2)

oft le symbole &, dénote 'unité ou le zéro, selon que les deux indices 7, s sont éganx

.ong o = . 1 ‘ .y
ou différents. On peut de plus observer, que les dérivées des fonctions 4, , /15 ) (réguliéres,
comme nous l'avons vu tout & l'heure) sont finies dans le domaine de » = 0. On a de

. ] ) 1€ R T A . e
la sorte, que le déterminant jacobien *Q;:i’w—l—’» 3)— reste, dans ce domaine, différent
) d(/(o) A(n) u " ) )
MEoy sty LS ) 1 2,
de zéro, car tous ses élements principaux se réduissent, pour r = O, & l'unité, tandis que
les autres s'annulent.
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A ce propos remarquons, que les huit équations du premier groupe
dépendent seulement des deux séries de variables A, A% et elles envisagent
une vraie substitution entre les deux séries mémes. Pour résoudre le sy-
steme (21), on peut donc tirer du premier groupe A” en fonction de 2, et
substituer ces valeurs dans les deux autres. Ces dernitres peuvent &tre
envisagées comme déja résolues par rapport a w, et wu,.

Il vient ainsi:

KV = Frd; (v, A, A, ... 2%), (i=1,2,...,8)
(22)
=X —rdPr, A, dyy ..y A (=12
Il est important de remarquer, que 4,, AV doivent étre des fonctions
régulitres par rapport & leurs arguments, et périodiques par rapport a A
et 4, avec la période 27.
En effet, d'aprés les équations (20) et (22), on a:

(23) — A,(r | A7) = 4,(r|2). (i=1,2,..,8)
Ayant égard a la périodicité des A, par rapport a A, A7, on peut écrire:

A0 K0 2z IO 2z A0, 00 = A0 A0),  ens

et, en vertu de (23):

—**/L(V, )‘(10) + 27, )‘30) + 27, )‘g’)’ ct )‘g,)) ='j—1i(7') )‘l + 27[) A? + 27, )‘3) ] AB):
(i=1,2,..,8)

de sorte que l'on tirera enfin:
A(r, hF 2w M 2w Ay, o, A) = A(r|2). (=1, ..,8)

Ces relations nous confirment, que les fonctions 4, sont périodiques
par rapport a A, et A,. Alors, d’aprés la méthode suivie pour la résolution
des équations (21), on est autorisé de conclure que A" et Ay’ jouissent de
la méme propriété.

Eerivons maintenant le systéme différentiel, qui définit les nouvelles
fonctions.
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En dérivant les équations (22) par rapport a », on a:

A an , d(rd) dl | a(rid) Lol d,
W at e et e Tl

& Jo, dr (=1

dr — dr dr  dr or

du; di,  dlrdY)  dx e (rdD) L adV da
W= =& w Tl d v

Aux derivées de A, A on doit substituer leurs valeurs données par

les équations de (S) et, ensuite, remplacer partout les anciennes par les
nouvelles variables.

On trouve ainsi:

ar® a . A(rd)  2rt s a4,

G TR e & 2o, 11209
du; 4 ) 2B (") 2 SRk
= A 2 — TR =Y S e

Le systéme transformé du systéme (S) peut s'éerire par conséquent

©
d;; = A,, (i=1,2,...,8)
(24) .
r}%j = — qu, + v, (=1,2)

A, et B; sont évidemment des fonctions régulitres des arguments r, A, u;
dans le domaine de r = 0 et périodiques par rapport a AP, .

Il faut ajouter encore une remarque. Pour intégrer le systéme (S)
on peut d’abord intégrer les équations (24) et substituer, ensuite, a la place
de 2” et u; dans les (21) les intégrales trouvées. Si, parmi les solutions
de (S), nous voulons celles, qui pour » = o fournissent A; = o, A =0, il
suffit, d’aprés (21), de déterminer les intégrales de (24), qui satisfont aux
deux conditions #, (0) = 0, #,(0) = 0. En particulier, si l'on veut les inté-
grales de (S) holomorphes dans le domaine de 7 == o0, il faut déferminer
de telles intégrales de (24), en vertu desquelles les relations (21) coincident
avec les (20) identiquement, c’est-a-dire pour quelque valeur de 7 que ce
soit. Mais cette identité a lieu seulement, si, pour toute valeur de 7,
)" = const., u, = 0, par conséquent on conclut que

(25) A = const., % =0



Sur le probléme des trois corps. 77

constituent un systeéme d'intégrales particuliéres des (24). Si nous rem-
placons dans ces équations les fonctioms inconnues par les valeurs (25),
nous trouvons:

(4) =o, r(B) = o, (i=1,2,..,8;j=1,2)
ayant designé par les symboles (4,),(B) les fonctions A,, B, apres cette
substitution.

Pour que ces deux conditions soient verifiées quel que soit 7, il faut
et il suffit que 'on ait:

4, = u,AE") + Z&,Ag‘?), (i=1,2,...,8)
By = u, B 4 u, BP. (=12

Le systeme (24) s’écrira donc enfin:

ai”
d: —_ ulAﬁ.‘) + uZAE”, (1=1,5,...,8)

(&) T
T?Jl;z = —4u, 4+ 7"("1 BJ(‘I) + “21));('2))- G=1.2

Il est aisé de se convaincre, que les fonctions AV, AP, B, B? sont
elles mémes régulieres pour 7 assez petite et périodiques par rapports
aux A0, A9,

D’apres la remarque faite tout & 1'heure a propos de la relation entre
les solutions de (S), telles” que 2;(0) = A4(0) =0, et les intégrales de (),
qui peuvent les engendrer, il est évident, que notre théoréme sera dé-
montré, si nous prouverons que le systéme (X) ne peut pas avoir des solu-
tions réelles, qui pour 7 = o fournissent w, = o, u, == o.

Plus précisément il faudra prouver, que, si cela se vérifie, u, et u,
doivent s’annuler identiquement, c’est-d-dire, que nous devons retrouver les
solutions holomorphes de (S).

Puisque les fonctions B, B® sont régulitres dans le domaine des valeurs
%, =, =7 == O, nous pourrons déterminer un nombre positif ¢, tel que pour

r<e, I“l'ie» |u2|§,€7

elles soient développables en séries de puissances de u,, u,, r.
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En particulier on pourra éerire:

2 2
(26) BY = b + 51; b, + ;s, WO, + ... G,k=1,2)

En substituant ces valeurs dans les deux équations du second groupe
de (X) on obtient:

du ’
j k :
rol=—4u+ rZ‘k{u,clé 4 2. G=1,9

Le symbole m remplace, comme d’habitude, l'ensemble des termes
de 7'*"® ordre par rapport aux wu;.

En multipliant les deux membres de ces équations par u;, et en
ajoutant, on a:

2 2 2 2
duj 9 3
i QU . a0 B DA
¥ 21 gy = 4 Zl:fuf + ;ju/ ‘/]:“u,,.bj + <5.

Et, en posant

U= i +
nous pouvons d&erire enfin:

rdU J i ‘ l
(27) 57;;“_;—4U2+lelj"bfuju"+3j‘

Supposons maintenant que les fonctions #, ne soient pas, au voisinage
de 7 = o, identiquement nulles. Il y aura alors des valeurs r,, aussi petites
que l'on veut, pour lesquelles:

U(r,) = ui(r,) + u3(r,) > 0.

Par hypothtse les fonctions u; tendent vers zéro en méme temps que 7.
Nous pourrons donc choisir une valeur r,, telle que w,, %, soient régulieres
dans l'intervalle (0, r,), et en outre les développements (26) soient valables.
Il va sans dire, que l'on doit excepter au plus la limite inférieure de cet
intervalle.

Puisque la fonction U est réguliere pour r >0, et elle ne s’annule
pas pour 7 =7,, on pourra déterminer une valeur »' <7, telle que dans
I'intervalle (+',r,) on ait toujours U < o. Pour toute valeur de r, & I'in-
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térieur de cet intervalle, on pourra déduire de 1'équation (27):

2
2 o () % Yk
dlog U? = —8dlogr + 2 }:jkb, o+

1

3
Lr 2 dr )

ou bien:

dlog Ur* = i'kbﬁ")%?—l-%}dr.
1 ¥

Les fonctions O sont régulidres pour toutes valeurs finies de leurs
arguments, et pour 7 suffissmment petite. On a de la sorte, que la fonc-
tion, qui multiplie dr dans 1’équation précédente, est intégrable dans notre
intervalle. On pourra tirer donc la relation:

s

Uy (]S w3\,
et flpewe il

ry

Comme dans I'intervalle d’intégration u] -4 ;> o, il sera justifié
de poser

u, = Ucosw, u,= Usinw.

L’égalité précédente pourra donc étre écrite:

U(r'Hr'*
o —
° U("'o)’"é

v
lo = f {01 cos’ w + (b -+ B5") sin w cos w + U sin” w + Uy (r, U, w)}dr,
o .
ol g dénote une fonction réguliéré dans le domaine des valeurs considérées.
Dans le second membre de notre égalité il y a done une fonction, qui reste
finie dans ce domaine. Le premier membre, au contraire, tend vers l'infini,
si 7, en décroissant, passe par une valeur qui annule U; en particulier si
7 tend vers zéro. Clest 13 une contradiction évidente, qui nous prouve
I'exactitude de notre théoréme.
Nous voulons établir maintenant, que:

Dans toute solution de (8S), holomorphe ow non, on doit avoir Lim 2]
t=1,
=limA = 0.}
t=1t,

'V, la remarque faite au § 4, n°® 2.
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La démonstration est identique pour toutes les deux fonctions. Nous
nous bornerons donc a la donner seulement pour A]. Considérons parmi les

équations de (S):

d)‘; .7 3ﬂ1,
o =4k + 2r' g,

qui peut s'éerire:
4d); 847 6/91

ou bien:

d, gen .42”’/9_1
(77:(7' A,)———’) T .

Le rapport erﬂ ' reste fini pour des valeurs de » suffisamment pres

de zéro et pour des valeurs finies des autres variables. Pour s’en con-
vaincre, il suffit de ce rappeler que G, reste finie (v. § 4, n° 2) et R ne

eut pas s’annuler (v. & 2, n° 1, lemme I). En choisissant une valeur 7,
] ] 0

assez petite, pour que la fonction 3% soit intégrable entre », et o, on

tirera de 1'égalité précédente:
0
1] rea— 1] = [ 2,

Mais le produit #‘A] s’annule pour 7 = 0, car la fonetion
3
, ‘e, @
7‘3/1,<= 19 = pl =, = =
r 2

reste finie (v. § 2, n° 1, lemme I); par conséquent nous pourrons écrire:

7y
oyt
43517 4 1
Yoy (1) = / == dry
. R
0

ou méme

rU

/;(70)=/ (}) Zr}‘?ﬂ, dr.
0

07
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Si nous remarquons que dans tout I'intervalle d’intégration ; <1,et
L]

que de la sorte la fonction & intégrer reste toujours finie, nous déduisons,
que le second membre est une fonction réguliére de la limite supérieure.
S1 cette limite tend vers zéro, le premier membre y tendra donc lui méme.
Voila ce que nous devions prouver.
En réunissant les résultats de ce théoréme et ceux du précédent, nous
pouvons énoncer la propriété:

Dans le domaine de r =o0 le systéme (S) me peut admetire que des
solutions holomorphes.

III.  Correspondence wunivoque entre les trajectoirves de choc et les imté-
grales holomorphes dans le voisinage de r = o. — Arrivés a ce point il est
naturel de se demander, si chacune de ces co® solutions correspond a
un choc.

En d’autres mots nous pouvons nous proposer la question: Pourvu
que le mouvement ait lien le long d'une des trajectoires (S), y aura-t-il

une valeur # du temps, telle que lim» = o? Voici la réponse.
t=1t,

Nous avons déja observé, que, aprés avoir intégré le systéme (S)
(ou méme (1)), on peut avoir la loi du mouvement en intégrant I'’équation:

@ _ of,
dp, ' oP,’
dont le second membre doit étre exprimé par les intégrales trouvées. Cette
équation (en rappelant que %% =P = —E; et do, = 2rdr) équivaut i:
2r?
at = — -

D’aprés le comportement de B dans le domaine de # = o, on tire que

—-—% est une fonction intégrable dans un intervalle (o, 7) suffisamment

petit. On pourra donc éerire:

r

2 2
(28) tl—t=f—é—dr,

[}
Acta mathematica. 80. Imprimé le 22 geptembre 1905. 11
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t, étant la valeur de ¢ correspondente & » = 0. Puisque le second membre
est fini, nous pouvons répondre affirmativement & la demande, que nous
nous étions faite.

Les résultats, que nous avons obtenus, peuvent étre résumés par le
théoréme:

Toutes et seulement les solutions du systéme (S), qui sont holomorphes
pour r = 0, correspondent aux trajectoires le long desquelles a liew, au bout
d'un temps fini, un choc entre les deux points P,P,.

IV. Chocs passés et chocs futurs. — Jusqu’ici nous n’avons jamais
fait aucune distinction entre les chocs qui peuvent arriver et ceux qui ont
eu déja lieu. Ce dernier pas peut étre fait en considérant 1'équation (28).

Elle nous dit, que, puisque le facteur dr est toujours négatif, le signe
de df est le méme que celui de B. Mais nous avons vu que:

(20) B=—rP,= \/{w + m)

+ r?pl[z(’”——;f"* + M) — (4 g3+ 1) | — (O + o sin’ﬂl}

(v. § 4, n° 2), par conséquent le systeme (S) nous fournit des trajectoires
correspondantes aux chocs futurs ou passés, selon que nous prenons le
radical avec le signé 4+ ou —.

§ 6. Conditions de choc.

I. Déterminations de ces conditions. — Pour accomplir la récherche, que
nous avons entreprise nous nous proposons maintenant de caractériser les
conditions de choc. C’est-a-dire que nous voulons chercher des équations
auxquelles doivent satisfaire les valeurs initiales des variables, dont dépend
le mouvement des trois points (ou, si 'on veut, le mouvement relatif de
deux entre eux), pour qu’a partir de ces valeurs il y ait un choc auv bout
d’un temps fini.

Nous avons vu que, pour avoir toutes les trajectoires singuliéres, il
faut remplacer par des valeurs arbitraires les constantes d’intégration, qui
entrent dans les équations (20). On a de la sorte, que les relations
cherchées s'obtiendront en éliminant les parameétres arbitraires entre les
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équations susdites." Il a été déja montré, dans le paragraphe précédent,
que cette opération est possible. Pour l'effectuer il suffit de se rappeler,
que le second groupe des équations (22) a été obtenu par 1'élimination
des paramétres X" entre les équations (21). Mais, comme celles-ci coincident
avec les (20), pourva que l'on pose #, = u, = 0, on atteindra le résultat
que l'on cherche, en posant w, = o, u,= o dans le deuxiéme groupe des
(22). On trouve ainsi:

(30) )\; ”—TZ§1)(T, Al y A2, sy AS) == Q. , (j=1,2)

Nous avons déja remarqué que ces relations peuvent nous représenter
les conditions de choc entre deux autres points de notre systéme, pourvu
que la signification des lettres soit changée cycliquement.

En indiquant tout court par «{’, u}’ les premiers membres de (30),
nous pouvons donc conclure que deux relations du type:

P uPu® = o, WP UPUP = o

sont caractéristiques pour le choc entre deux quelconques de nos points.
Si, au contraire, les conditions initiales vérifient 1'une ou l'autre des in-
égalités:

WP uPud = o, P uPuP =+ o,

nous pourrons étre surs que le mouvement se poursuivra réguliérement.’

! Nous pouvons méme dire, en empoyant un language géométrique, que les équa-
tions (20) définissent dans Vespace 4 dix dimentions un hyperspace & huit dimentions,
dont les équations s'obtiennent en éliminant les paramétres A

* Je ne crois pas inutile & ce propos de rappeler que nous sommes arrivés aux

conditions #{"=0, u{"=0 (qui caractérisent un choc P, P,) en admettant: I°lim P, P,=o,
=1,

II° dans le voisinage de ¢, la limite inférieure de P,P, ne soit pas nulle, I[I° ¢, et ¢,
tendent vers des valeurs déterminées et finies.

8i les deux conditions trouvées sont verifibes par les conditions initiales il y aura,
au bout du temps #,, un choc P P, qui vérifiera les trois hypothéses. S'il n'est pas en
méme temps #{" = 0, u{) = 0, nous pouvons affirmer, que l'une ou I'autre des hypo-
théses faites n’aura pas lieu. Nous pouvons évidemment admettre que la II° soit toujours
vraie, car nous étudions seulement les chocs de deux corps, mais non ceux de tous les
trois. Si la I° n’est pas satisfaite, le mouvement, d’aprés le théoréme de M. PAINLEVE
n’a pas de singularités. Mais il n'est pas exclu que seulement la III° ne soit pas verifide.
Ce choc exceptionel, qui n’'a aucun point de repére dans l'intuition, n'est pas compris
dans les conditions #{) = 0, u{"’ = 0O, et il échappe effectivement & notre discussion.

Voild ce que nous voulions mettre en évidence.
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Il ne faut pas cependant se tromper sur la portée de ce résultat.
Nous ne pouvons pas assurer la régularité indéfinie du mouvement, mais
seulement la régularité jusqu’a une valeur # du temps pas trop éloignée de
l'instant initial, car la biunivocité entre les trajectoires de choc et les so-
lutions holomorphes du systéme (S) a été démontrée seulement pour »
suffissmment petit. Si les conditions du mouvement pour ¢ = #' sont telles
que les inégalités précédentes soient encore vérifiées, le mouvement sera
encore régulier pendant un autre intervalle (#,?’); et ainsi de suite.

II. Comportement analytique des deux conditions trouvées aw voisinage
d'un choc. — Ayant égard aux équations différentielles les premiers membres
des égalités (30) peuvent se développer en séries de puissances de r. Nous
verrons tout a l'heure que les coefficients de ces séries pourront étre dé-
terminés de proche en proche par de simples opérations en termes finis
et différentiations.

11 faudra que nous établissions & ce but des équations différentielles,
auxquelles doivent satisfaire les fonctions 4. Les relations (30) sont
valables pour toute valeur de r, tant que l'on reste sur une trajectoire
singuliére. Si nous dérivons ces équations par rapport a 7 et nous rem-
placons les dérivées de A, A/ par leurs expressions (S), nous parviendrons
a des relations, qui seront va]ables identiquement, pourvu que nous ayons
égard aux équations (30) mémes. Nous aurons donc, en remplacant en outre
le symbole A" par F;:

di; ; oF; dl

ou méme, d’aprés (S):

4 + 27,2 ﬁj aF F + R 3F a-=0 (=1,
et enfin, en vertu de (30):
oF;, 2r! oF,
(31) 5F+r—-= %(ﬂ, +z' 3; > (=19

Substituons maintenant a la place des fonctions i, (qui entrent dans

les expressions de a;, §;, R) leurs valeurs rF;. Les seconds membres de (31)

F
pourront alors étre envisagés comme des fonctions des produits »F;, N

On tire de la sorte deux équations simultanées aux dérivées partielles, qm
sont & méme de nous donner les coefficients des séries que l'on cherche.
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Posons a ce but
(32) Fy= 2. f"r. (=1,

Les équations (31) s’écriront done:

® w ®© (m)
2.5+ mffrm = 9;(?‘, s Zaferm Y ?er+1>_ (=19
0

m 04;

Dérivons maintenant les deux membres » fois par rapport a r et posons
ensuite »r = 0. Il est aisé de voir, que dans les premiers membres il nous
reste seulement les deux coefficients £{”, " multipliés par (5 + »)|n, tandis
que dans les seconds membres nous aurons des fonctions des coefficients
O ., "D et de leurs dérivées par rapport aux 4.

Une couple quelconque de coefficients des mémes puissances de » dans
les séries (32) pourra donc étre déterminée lorsque les coefficients des puis-
sances inférieures soient connus. Les deux premiers /1", /Y’ se tirent des
équations (31) (combinées avec les (32)) en posant » = o, par conséquent
tous les autres s'obtiendront de proche en proche.

IIL.  Développement approximatif suivant les puissances de r. — Main-
tenant que nous avons démontré la possibilité d’effectuer ces développe-
ments, nous donnerons, pour les réaliser, une méthode, qui est essentielle-
ment différente de celle, que nous avons indiquée tout & l'heure, mais qui
est bien plus commode. Nous développerons les deux membres de (31)
en séries de puissances et nous égalerons ensuite les coefficients des mémes
puissances. Il nous convient d'abord de remarquer que les seconds mem-
bres sont multipliés par le facteur #* et que par conséquent les coeffi-
cients £, f, fO, f{’ des F; seront nuls. Il sera donc permis de partir
des développements:

(33) E =’ %m wg'm)Tm. (=1,9)

Les premiers membres des égalités (31) deviennent:
F + zra_& — /,'2 % (m)rm _l_ 2 i (m) ,.m + 1,.2 i m (m),',.m—ll
Sj 3,,.'_5 omwj r Iromwj/r 0m wj I

=7’ %m (7 + m)w(jf")r"‘,
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et les égalités mémes pourront étre remplacées par les:

w § = (m)
m),m 2 dwj m ,
(34) zo:,,. (7 + m)orm = R{ﬂj"" T’Z‘ 20 _ 91’; ar } G=1,9

Il faut maintenant que nous nous procurions les éléments, qui nous sont
nécessaires pour les développements des seconds membres.
En vertu des positions (8) et (15) nous pouvons écrire:

A2=r4—2r’V1+,0§=P;{ V +< >’}

Par conséquent:

—=——{1—p(2V —7? }—_ p{l-l—r’v'—l— ‘3V‘ p’+6}

1 23V, | 136V —p) | el
A p;ll+r . +r 2t +GI.

Le symbole m remplace l'ensemble des termes de »'*™ ordre par
rapport a r.
L’expression (29) de R peut s’écrire aussi:

Rzi{z(mo+ml)+r’pl[ (b e ) — (0 1)

— %3 + ¢1’sin 19)}_

Par conséquent, ayant égard aux relations (30) et au développement de

Z nous aurons:
R= {2(m0+ml)+2ﬂ1 [h+ ]9

(my & m,)m, xMM+ﬁ+ﬁﬂ+4I,

Ps

ou méme:

R= G, + w1+ [ Py gt ] 4,

2m,m, 0,

On tire par suite:

_I_:—_I_— —_— 7', (mn +m1)ms__ mn? 2 2
R i\/m{l [k+ ) #2(1’2+Q2+7‘2)]+4}.
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D’aprés les positions (19) nous avons:

sin 28, 3V, 35V —pi) A
fr=—1F—; -——m2< +7° 2p; + 4) o8, ’

ou bien, en vertu de (33):

3m29V1 my
B, = 200 99, r’ngw (5V3—3V,0}) + 4.

D’une maniére analogue:
1

3m, V;: m, 9
ﬁ2=sin2,,{ T (sVi— 3v1p:>+4},

a, =7r’F, =4,
a, =7'F, = 4,

{+ V2(m, + m)sind, cos ¢, -+ rmyp p, D,

Mo 4y

g2t m) g O T (i gi o) sin g cospy 4 4]

2m,m,

I —_— ————, .
%= | F VR F msind, sing, + v,

0

?—"r’m*‘_mt_) [k -+ wﬂ—p,(p‘é-}-qﬁ-{—rﬁ)] sin &, sin ¢, + 4},

2m,m, Py

M t4y

{+v2(m + m,)cosd, + rmop p, 7,

_Hﬂ?\/z_ﬂ_iﬁl) [k + (m, + m,)m, + m(pi + 95 + 72)] cos &, -+ 4}

2mym, Pa

a, = %{ (m, + m)m,x, —r’m m, (sin 8, cos g, — 3%, %) +4 },
&; = ‘%{ (mo + mx)ma% ———r”mlm2 (Sin&l sin $— 3Y, g) + 4}
gy = }%{(mo + ml)mazs ——-Vlem <cos'9 — 34, ) + 4}
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D’aprés les positions (34), en faisant j = 1 et en substituant les dé-
veloppements trouvés, nous avons alors:

?m (7 + m) w(IM)rm =

N OV am,
=iv;jmu*WA+®B—%ﬁf—ﬂgw@vs3m@+4}

N T2 Y2 N W ——
+ m"'# {(zm__:; >(+ V2(m, + m,)Sind, cos ¢, 4+ rmy p, g, D,
0/t 0 2

Friz(m, + m,)Asin#, cosp, + 4)

N T L VI
+ (;m :;’ )(+ V2(m, + m,)sind, sing, + rm,p p,q,

Fr'yz(m, + m,)Asin 8 sing, + 4)

. 3 (1'.) o
+ <Zm—;—;_- )(+ \/Z(m'n + ml) cos 01 + Tmo/‘x #27‘2
0 2

¢W&ET@Am&+®}

r? % 960(1'")
+;§{<Z’:m ap, )((mo + m,)m,z,

—r'mm, (sin 8, cos ¢, — 32, —) + 4)

- (m)
n (Zma:;: r )((m0 + m,)m,y,
— r*m,m, (sin 8, sin g, — 3y, %) + 4>
= (m)
+ (Zm a::.l )((m + m,)
— g Y
r’m m, (cosﬂ1 32, p§> + 4)}],
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oll nous avons posé:

0 + 1 2 2 2 2
4= 2m:,’ml (h + (ﬂ—“p—m—)m—_ﬂg(pa +q: + "”2)>~

2

En ordonnant selon les puissances croissantes de 7, il viendra:
% (7 + m)ofrn =

_ 2 ___37"/2 CAVA J3m2 AV __%_3_ 5 9
= \/m.o + m, l: 2p; 98, +r l 2p} 39 A 08, (5V1 3V1P2)

2 1 20,
—V2(m, + m,) Bw(o) . Bw(lo) . . 3(0(10) l
+ — < o, sin g, cos ¢, + o7, sind, sin ¢, + 2, cos 191>I
(0) (0) (0)
-ION dw, w;
+r {ﬂ?(pz e, + Q2T‘;y—2‘ + 7'2‘32‘)

g +y2—_‘+z

oy (mo o+ mm, (x W | | ow §°>>
2
op, 3¢, ?or,

() ()

En égalant les coefficients des mémes puissances de r, nous parviendrons
aux égalités:

0 __ 2 Jm, 3V3
“i * \/'mo + m, 1405 98, ’

o’ = o,

o _ 1\/ 2 3m, ( (m, + m)m, )evl
@r =% 9 m, + m, { 4m,m,p; h+ X /12(})2 + Q2 + 7'2)

2p2319 (5V3 3le?)

(0) (0) (0)
T V2(m, +m,) (8(0 e, . . dw, >
sin &, cos S1
o o, &, cos ¢, 4 3, nd,sing, + o, cosd, ) ¢,

4, (0) (0) (0)
0P =+ —\/— + -+
! ilo mo-i—m{# (L o, q“‘a r

2 9m,
(m, + m,)m, < 20 2 aw‘f))l

Acta mathematica. 30. Imprimé le 27 septembre 1905. 12
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Si nous remarquons, en vertu des positions (8), que:

(0) (0) (o)

@ . dw,’ . . dw,; -
o, sin#, cos¢, + o sind, sing, + , cos# =
20 av, + aw(f’ "V, n 2’ 3V,
= o, dy, 0z, 92,
__. 3m \/ vj 1 aVl
m, + m, lp, a, '
20 aw“” + aw“) + 3m (
Bz,p’ A 1, - m+m3t§‘ ;
3(u(1°) + 9(0(10) + 3(0(10) o
op, * T ag, T oar, TP

ou:
V2 =p,%, + 4,Y, + 7,2,,

nous aurons enfin:
© __ & ,31&‘/_2_3_2"
@ + 1400V m, + m, 9, °
W =o,
@) m 2 - Im - ’ 1 9V: l
o = + 2 \/ ' %y V
! -_-9 m0+ml 7(m0+ml)vl[o:a’91’ l]

__ 8} 3Vi (h (m, + m,)m,
o, {4'”"0'"110: T £y

ekt gt )) 2% S

(m, 4+ m,)m,

o — —

3m+m+m1’(vy3
70(m, + m,)* 98, Yoy )

W)

! Nous avons posé évidemment:

2 o  ofdp , of dp
V(f’¢)=r%5;;+3_%97,+5:5;,’
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D'une maniére parfaitement identique on pourrait déduire:

© — 5 3™ 2 9Vi
=g Vom m, g,
o = o,
s m I e
P Tosin*d Y m, + m, (m, +m)le, 3, ’ J
o | 3w (m, + m)m,
o, ]47::01r11p§ <h + Ps B
m + m, + m, b3 2 o ) §_Y_, . 5V3
(m+m)m e+ ) +2p§ 20 (|’

2 2
3y . =i 3(1'110 + ", + ms) i < Y_1>
@ =+ 70(m, + m,)" sin* &, Ggalv Ve A
Ayant égard & ces formules nous pouvons conclure que, lorsque P, est
suffisamment prés de P,, les deux équations:

{19; — P00 + @1 + oPr) =o,

(35)
o1 — (0 + 0P + 0Pr’) = o

nous fournissent les deux conditions cherchées entre les valeurs initiales
des variables, dont dépend le mouvement des trois points. Ces équations
nous permettrons de décider, avec une certitude suffisante, sur la régularité
du mouvement avant ou aprés l'instant initial.

Les équations (30) sont valables, et leurs premiers membres peuvent
étre regardés comme des fonctions analytiques de », pourva que celle-ci
soit assez petite.

En effet nous ne savons rien par rapport a la grandeur du rayon de
convergence des séries (32), car nous avons démontré seulement, qu’il n’est
pas nul. A fortiori nous ne pourrons rien conclure, si nous remplagons
les conditions (30) par les (35) (qui équivalent a celles-la seulement par
approximation) si nous ne partons pas d’une position de P, assez prés de P,.

Rome, mai 1904.
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