
DE LA PUISSANCE DES ENSEMBLES PARFAITS 

DE POINTS. 

E x t r a i t  d ' u n e  let tre adressSe  ~ l '$di teur  

P A R  

G. C A N T O R  
H A L L E .  

. . .  Quant k mon th~or~me, qui exprime, que les ensembles parfaits 
de points ont tous la m6me puissance, savoir la puissance du continu, je 
pr6tends le ddmontrer, en me bornant d'abord aux ensembles parfaits 
lin6aires,(1) comme il suit. Soit S un ensemble parfait de points quel- 
conque, qui n'est condensd dans l'dtendue d'aucun intervalle, si petit qu'il 
soit; nous admettons, que S est contenu dans l'intervalle ( o . . .  i), dont 
les points extrdmes o et I appartiennent a S; il est 6vident que tousles 
autres cas, dans lesquels l'ensemble parfait n'est condens6 dans l'6tendue 
d'aucun intervalle, peuvent par projection 6tre r6duits k celui-ci. 

Or, ii existe d'apr6s rues consid6rations dans Ac ta  m a t h e m a t i c a  T. 
2 pag. 378 un nombre infini tl'intervalles distincts, tout k fait s6par6s 
Fun de l'autre, que nous nous repr6sentons rang(is suivant leur grandeurs, 

(1) M. I. BEmDIXSON invit~ par M. CANTOR k essayer de prouver ce m~me th~orbme~ 

e n  a eommuniqu~ une d~monstration ~ la s~anee du s~minaire de l~universit~ de Stoekholm~ 

le 21 Novembre 1883. Cette d6monstration~ qui a ~tA trouv~e sans que l'auteur air eu 

connaissauce des reeherehes que M. CANTOR veut bien me permettre de publier iei~ a ~t~ 
pr~sentde ~ l'AcadSmie royale des sciences de Stockholm~ le I2 Dgcembre 1.883. Elle 
s e  trouve dans. B i h a n g  ti l l  Svenska  V e t e n s k a p s a k a d e m i e n s  H a n d l i n g a r .  La 

dgmonstration de M. BENDIXSON embrasse le cas d'un ensemble parfait de n dimensions. 
L ' dd i teur .  

Ar matAematicao 4. I m p r i m ~  4 Mars 1884. 
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de sorte que les intervalles plus petits viennent apr~s les plus grands; 
nous les d6signons, dans cet ordre, par :  

( I )  (a ,  . . .  h i )  , (a ,  . . .  b2~ , . . . ,  ( a u . . .  by) , . . . ;  

ils sont par rapport k l 'ensemble S tels que dans l 'int~rieur de ehacun 
ne tombe aucun point de S, tandis que leurs points extr6mes a~ et by en 
concurrence avec les autres points-limites de l 'ensemble de points {av, b~} 
appartiennent k S et le d~terminent;  nous d6signons par # l 'un quel- 
conque de ces autres points-limites de {a~, b~}, par {g} leur ensemble; 
nous avons: 

(2) S--{a~} q-- {b~} qt. ,lg,., 

En outre la s6rie (I) d'intervalles est telle que l'espace entre deux d'entre 
eux (a~ . . .  b~) et (a, . . .  b~) en contient toujours une infinit~ d'autres et 
quc de plus, ( a , . . .  be) 6tant un quelconque de ces intervalles, il y e n  a 
d'autres de la m~me s6rie (I) qui se rapprochent infiniment soit du point 
ae, soit du point b,; car a e et be, comme appartenant comme points 
l 'ensemble parfait  S, en sont aussi des points-limites. 

Cela 6tabli, je prends un ensemble de la premiSre puissance quel- 
conque : 

(3) f~l, ~ ,  " ' ,  ~c~, . . . ,  

ensemble de points distincts et plac6s tous dans l ' intervalle ( o . . .  T), 
clans toute l'~tendue duquel ils sont condensds; seulement je suppose que ces 
points extremes o et I ne se trouvent pas entre les 9'v. 

Pour citer un exemple d'un ensemble tel qu'il nous l e ' f au t  ici, je 
rappelle la. forme de s6rie, off j 'ai mis l 'ensemble de t o u s l e s  nombres 
rationnels >~o et < I dans A c t a  m a t h e m a t i c a  T. 2 pag. 319 et off 
pour notre but il faut supprimer seulement les deux premiers termes, 
qui y sont o et I. 

Mais je tiens k ce que la s6rie (3) soit laiss6e dans toute sa g6ndralit6. 
Voici maintenant ce que j 'avance : l'ensemble de points { ~}  et l'ensemble 

d'intervalles {(a~. . .  b~)} peuvent ~tre assoeids avec un sens unique l'un d 
rautre de sorte que, (a~. . .  b~) et (a~....  bz) ~tant deux intervalles queleonques 
apparlenant ?, la s~rie (i) ,  puis ~,. et $c,~. dtant les points correspondants 
de la sdrie (3), on a toujours le nombre 9~ plus petit ou :plus grand que 
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~ ,  selon que duns le segment ( o . . .  i) l'intervalle (a~ . . .  b~) est plac2 avant 
l'intervalle ( a n . . .  bl~ ) ou apr~s lui. (~) 

Une telle correspondance des deux ensembles {ff~} et {(a,...bv)} se 
peut faire par exemple d'apr~s la r+gle suivante: 

Nous associons k l'intervalle (a, . . .  bl) le point ~a, k rintervalle 
( % . . .  b2) le terme au plus petit indice de la s~rie (3), nous le d~signons 
par ffk,, qui a la m~me relation par rapport au plus ou moins avec ~ ,  
que l'intervalle (a~ . . .  b2) avec (a~ . . .  ba) par rapport k leur placement 
dans le segment ( 0 . . .  i);  de plus nous associons h l'intervalle (% . . .  b3) 
le terme au plus petit indice, qui a la m~me relation par rapport au 
plus ou moins uvec ~, et avee ~2, que l'intervalle ( % . . .  b3) avec les 
intervalles (a~ . . .  b~) e t  (6/2 . . .  b,) respeetivement par rapport k Ieur place- 
ment duns le segment ( o . . .  I). 

G~n~ralement nous associons k l'intervalle (a~ . . .  b~) le terme au plus 
petit indice de la s~rie (3), nous le nommerons ~,~, tel, qu'il a la m~me 
relation par rapport au plus ou moins avec tousles points ~ ,  ~ , , . . . ,  F,,_a 
dont il a (!t~ de!jk dispose, que l'intervalle (a~. . .  b~) avec les intervalles 
correspondants (a, . . .  b,), (a, .... b,), . . . ,  ( a~_ , . . .  b,_,) pax rapport/~ leur 
placement darts le segment ( o . . .  I). 

J'avance, que d'apr~s cette r~gle les points ~ ,  ~2, . ' . ,  ~ ,  " ."  de 
la suite (3) seront successivement, quoique selon un ordre diffdrent de la loi 
de la s~rie (3), associds t0US d des intervalles distincts de la sdrie (l);  
car/~ chaque relation par rapport au plus ou moins entre des points en 
hombre fini de la s~rie (3) il se trouve plusieurs fois une r~lation con- 
forme par rapport h, la place duns le segment ( o . . .  I) entre des inter- 
valles en mSme hombre de la s~rie (I);  cela tient k ee que l'ensemble 
S est un ensemble parfait qui n'est condensd duns aucun intervalle, quel- 
que petit qu'il soit. 

Pour simplifier nous poserons: 

= r  r  . . . ;  r = r  . . .  

Par consgquent la s~rie suivante: 

(4) ~b,, 0 , , - " ,  r  " "  

(') I I n e  s'agit doric pas ici de la place u et /~ qu'occupent ces intervalles dans la 
s&'ie (I). 
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se compose absolument des m~mes dl6ments que la s6rie (3); les deux 
s~ries (3) et (4) ~ze diffdrent que par rapport h la succession de leurs termes. 

La s6rie (4) de points r a donc ce rapport remarquable avec la 
s6rie (x) d'intervalles, que toutes les fois que r est plus petit ou plus 
grand que Cz, aussi o, et b, sont respectivement plus petits ou plus grands 
que a, et b~. Et je rappelle de nouveau que l'ensemble {r puisqu'il 
coincide avec l'ensemble donnd {~,}, b~ part la succession des termes, est 
condens6 clans toute l'6tendue du segment ( o . . .  I) et que les points 
extremes de celui,ci, o et i, n'appartiennent pas /~ cet ensemble. 

Les cons6quences d'une telle association des deux ensembles {~,} et 
{(a, . . .  b,)} sont maintenant, comme il est facile de le d6montrer, les 
suivantes: 

8i (aa...b~.), (aa,...b~, ..., (a~ ... ba,), ... est une s~,'ze quel- 

conque d'intervalles appartenants ~ la s~rie (I), qui convergent infiniment soit 
vers le point ap, soit vers le point bp, alors la s&ie correspondante de points 
~ ,  r  . . . ,  r  . . . ,  appartenants tous d la sdrie (4), converge infiniment 

vers le point ~bp, et rdciproquement. 
Si (a~, . . .  b~,), (a~ . . .  b~), . . . ,  (a~ . . .  b~), . . .  est une s&ie quel- 

conque de la m~me espOce, mais telle, que ses termes convergent infiniment 
vers un point g de l'ensemble S (voir la formule (2) et la sonification de g), 
alors la s&ie correspondante r ~ ,  . . . ,  ~:~., . . .  d son tour converge 
infiniment vers un point ddtermind du segment ( o . . .  I), qui ne co~ncide avec 
aucun point de la sdrie (3) ou (4) et qui de plus est enti&ement ddtermin~ 
par g; nous dgsignerons ce point correspondant d g par h; rdciproquement 
soit h un point quelconque du segment ( o . . .  i), qui n'appartient pas h la 
s&ie (3) ou (4) il ddtermine un point g de l'ensemblf S dif[drent des points 
a~ et b,; en sorte que les deux nombres variables g et h sont des fonctions 
d sens unique l'une de l'autre et que les ensembles Ig} et {h} par suite sont 
certainement de la m~me puissance. 

De lh suit la d6monstration du th6or~me en question. 
Car nous avons d'apr6s la formule (2): 

S----{a,} + {b,} + {g}. 

Puis il est 6vident que: 

(o ... + + {h}. 
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Mais commc on a les formules suivantes: 

{gig{h) 

on eonclut d'apr& le thSorbme (E) des A e t a  M a t h e m a t i e a  T. 2 p. 3 1 8  
la formule : 

( o  . . .  ,) 

c'est k dire l 'enscmble parfait S a la re&no puissance que le segment 
continu ( o . . .  i); ce qui fitait k dSmontrer. 

. . .  Cette d~monstration a l 'avantage de nous d6voiler une grande 
classe remarquable de fonctions continues d'une variable r~elle x, dont les 
propriO& donnent lieu g des recherches int~ressantes, soit en les consid~rant 

d 'apr& la d~finition, qui se rattache k notre d6veloppement, soit en thchant 
de lee mettre sous la forme de sdries trigonomdtriques, qui certainement leur 
sont conformes, yarce que ces fonctions continues ne jouissent pas d'un 
hombre infini de maxima et minima. 

En effet nous pouvons dtablir dans l ' intervalle ( o . . .  I) une fonction 
~(x) satisfaisant aux conditions suivantes: 

Lorsque x eat compris duns Fun quelconque des intervalles ( a~ . . .  b~) 
c'est k dire pour a~ < x < b~ ~b(x) est (~gale k ~b~; lorsque x req.oit une 
valeur g. qui s'obtient comme limite d'une s~rie d'intervalles (a~ . . .  bz,), 

. . . ,  (aa . . .  b~), . . .  alors on d~finit: 

(5) r  = h = l im  d/~. 

Certe, la fonction r d'apr~s ee que nous avons vu, est une fonction 
continue, monotone(~) de la variable continue x;  lorsque x croit de o h ' I ,  
r varie d'une mani~re continue sans diminuer d e ' o  ?t i ;  son image 

(')" C'est une expression introduite par M. CH. NEUMANN (voir Ueber die nach 
K.reis-, Ku.qel- und Cylinder-functim~e~ fortschreitenden Enlwickelungen. Leipzig 
I88I, p. 26). 
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gdomdtrique se compose d'un ensemble scalariforme de segments droits, tous 
parallkles h l'axe des x et de certains points interposds, qui font, que cette 
courbe devient un continu. Un caa particulier de ces fonctiona eat d6jh. 
compria dana un exemple, qne j'ai mentionn6 dans Ac ta  m a t h e m a t i c a  

T. ~, pag. 407. En poaant: 

(6) C t ~,~ Cp z = i - + p + . . . + p +  . . . ,  

off les coefficients G peuvent prendre ~ volont6 lea deux valeura o et 2 
et oh la s6rie peut 6tre compos6e d'un hombre fini ou infini de membrea, 
l'enaemble {z} est un ensemble parfait S, situ6 dans l'inf~rvalle ( o . . .  I), 
lea points extrdmes o et I appartiennent k cet ensemble {z}; de plus 
l 'ensemble {z} ~ S eat ici tel, qu'il n'eat condens6 dana l'6tendue d'aucun 
intervalle, si petit qu'il  aoit; enfin on peut aussi s'assurer, que cet ensemble 
S =  {z} a une grandeur ~(8) (notion que j 'expliqtterai /~ l'instant) 6gale 

z6ro. 
Ici les points, que nous avona d6signga par b~ r6sultent de la formule 

(6) pour z en prenant G----o i~ part ir  d'un certain p pfus grand quc I,  
en aorte que t o u s l e s  by sont compris dana la formule: 

(7) 
l)v (~1 C~ t i t _  1 2 

Leg points av rgaultent de la mdme formule pour z, en prenant cp k partir  
d'un certain p toujoura 6gal k 2, ell sorte qu'en vertu de l 'dquation: 

2 2 2 
. . .  

on a, en prenant G----o ,  e1,+1 = G+~ . . . . .  2, 

(8) (~1 ~ elL_ 1 I 
a~ ~-- ~- q- p q-- . .  �9 q- 3I-~_1 -I- 3,= �9 

Joignona maintenant la variable z /~ une autre y, dgfinie par la formule: 

(9) I (C I (',~ C~ t y + . . .  + . . .  



De la puissance des ensembles parfaits de points. 387 

dans laquelle nous eonvenons, que les coefficients c~ ont la m6me valeur 
que dans (6). 

Par  cette liaison y devient 6videmment une fonction de z,  que nous 
appellons r Remarquons maintenant que Ies deux valeurs de r 
pour z -  a.~ et pour z-----b~ deviennent 6gales, savoir:  

, . 

De 1~, resulte une fonction continue et monotone r de la variable 
continue x, d6finie de Ia mani6re suivante: 

Pour a , ~ < x < b . ~  on pose: r 1 6 2 1 6 2  et pour x--=-z on 
r  = = 

M. L. SctIEr:Fr'Ett ~ Berlin a observ6, que eette fonction r ainsi que 
beaucoup d'autres, est en contradiction avec un th6or6me de M. H~.RNACK 
(V. M a t h .  A n n a l e n  Bd. I9, pag. 24t , Lehrs. 5). En effet cette fonction 
,(b(x) a sa ddrivde r dgale a z6ro pour toutes les valeurs de x, h l'ex- 
ception de ceux, que nous avons nommdes z; celles-ci constituent un en- 
semble parfait {z}, dont la grandeur ,~({z})est 6gale h z6ro. Mais 
M. SCHEEFFER m'a aussi dit, qu'il  pouvait remplacer ce th6ordme par un 
autre, qui serait exempt de doute;  j'espSre qu'il  publiera bient6t dans 
les A c t a  ses recherches sur ce sujet aussi bien que sur diverses autres 
questions intdressantes, dont il s'occupe. 

. . .  Dans ee qui pr6c6de j 'ai d6montr6, que toils les ensembles parfaits 
et lin6aires de points, qui ne sont condens6s dans aucunc partie du segment, 
dans lequel ils sont plac6s, si petite qu'elle soit, sont de la m6me puis- 
sance que le continu lin6aire. 

Prenons maintenant un ensemble parfait  et lin6aire de points S 
quelconque, plac6 dans l ' intervalle ( - - t o . . .  + to) je dis qu'6galement cet 
ensemble S a la puissance du continu ( o . . .  i). 

En effet, comme nous avons ddjk traitd le cas, off l 'ensemble S n'est 
condenst~ dans aucune pattie continue du segment ( - - t o . . .  + to), prenons 
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un intervalle quclconque ( c . . .  d), dans l'int6rieur duquel S s.i t  condens~i 
partout. Tous los points de ( c . . .  d) appartiendv,mt aussi h S, parer quc 
S est un ensemble parfait. 

L'ensemble de points ( c . . .  d) est un syst5me partiel de S e t  S ml 
syst~me partiel du segment ( - - w . . .  + co). Comme l'ensemble ( c . . .  d) 
a la mdme puissance que l 'ensemble ( ~  c o . . .  + co), on en conclut aussi, 
que S a la m6me puissance que ( - -  to . . .  + w), c'est h dire la puissance 
de ( o . . .  l); car on a l e  th6orSme gSn5ral: 

? l;2ant domed uJ~ ensemble bien ddfiJfi M dune puissance q~lelcol~q~e, u~, 
e~semble partiel M' pris dans M et .m~ ensemble partiel 31" pris da~s M', 
si le dernier systbme M" poss~de la m~me p,dssance que le premier ]1[, ren- 
semble ,moye~, M' est aussi toujours de la ,m~me ptdssance q~te M et ~11"., 
(Voir A e t a  m a t h e m a t i c a ,  T. 2, pag. 392). 

Lorsqu'un ensemble P est tel, que son premier ensemble d6viv6 P(~) 
e n e s t  diviseur, je nomme P u n  ensemble fermd. 

Chaque ensemble l'brmd P d'une puissance sup(irieure ~ la premiere 
se d6compose, comme nous le savons, d'une seule mani/~re en un ensemble 
R de la premi6re puissance et en un ensemble parfait S. On en conelut 
au moyen des th~orSmes obtenus, le suivant: ,Tous les ensembles ferm~;s 
de points se divisent e~t deux classes, les uns sont de la premikre puissance, 
les autres o~t la puissance du continu .arithmdtiq~te., Dans une prochaine 
communication je montrerai que cette division en deux classes a aussi lieu 
pour les ensembles de points non fermds. Par 1~ nous arriverons h l'aide 
des principes du w 13 de mon m6moire dans A c t a  m a t h c m a t i c a  T. 2, 
pag. 390, k la d~termination de la puissance du co~tinu arithmdtique, en 
d6montrant qu'elle coincide avec celle de la de~txi~me classe des hombres (II). 

. . .  II y a une uotio~t de volume ou de yra,ndeur, qui se rapporte it 
tout ensemble P, situ6 dans un espace plan G,, h n dimensions, que cet 
ensemble P soit .continu ou non. 

Dans le cas ou P se r6duit ~ un ensemble continu ~ n dimensions, 
ou k un systSme de tels ensembles, cette notion se confond avec la notion 
ordinaire de volume. 
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Lorsque 1 ) est un continu k un nombre de dimensions plus petit 
que n la valeur du volume devient z6ro; la mdme chose arrive lorsque 
1' est tel que po) a la premidre puissance et encore dans divers autres 
cas. Mais ce qui, au premier moment, paraitra peut 6tre 6tonnant, c'est 
que ce volume, je le ddsigne par .~(P), a quelquefois une valeur diff6- 
rente de z6ro pour des ensembles P contenus dans G,, de l'esp6ce de 
ceux, qui ne sont condensds dans aucune partie continue ~ n dimensions 
de G., si petite qu'elle soit. 

J 'arrive k cette notion gdn6rale de vohtme ou de 9ramleur ~(P) 
d'un ensemble quelconque P contenu dans G,, en prenant chaque point _p, 
qui appartient k P ou k po), pour centre d'unc sph6re pleine h n dimen- 
sions au rayon p, que nous appellerons K(p, p). Le plus petit multiple 
de tous ees sph6res pleines K(3~ , p) (volt la d6finition du plus petit 
multiple, A c t a  m a t h e m a t i c a  T. 2, pag. 357) savoir: 

~})l [K(p,  p)], 

(oh p e s t  une constante) eonstitue pour ehaque valeur de p un ensemble 
qui se compose de pi6ces continues h, n dimensions et dont le volume se 
ddtermine d'apr6s les r6gles connues au moyen d'une intdgrale n-tiple. 

Soit f(p) la valeur de cette int6grale; f(p) est une fonction continue 
de p, qui diminue avec p;  la limite de f(p), lorsque p converge vers 
z6ro, me sert de d6finition du volume ~(P); en sorte, que nous avons: 

( ,o )  = l i m f ( p ) .  
p=O 

Je fais remarquer expressdment que cette valeur du vol~tme ou de 
la grandeur d'un ensemble quelconque P contenu dans un espace eontinu 
plan G,, ~ n dimensions est absolument d6pendante de l'espaee plan G,, 
m~me, duquel P est considdr6 eomme une partie composante, et parti- 
culi6rement du nombre n; de sorte que, si l'on eonsid6re le mOme ensemble 
P comme une partie constituante d'un autre espaee continu plan H,, la 
valeur du volume de P par rapport k l'espaee H,, est en g6n6ral diff6- 
rente de celle, qui se rapporte au m~me ensemble P, considdr~ eomme 
partie constitutive de G,. 

Un earr6 p. e. dont le c6t6 est dgal k l'unit6, a sa grandeur 6gale 
k z~ro lorsqu'il est considdr6 comme partie eonstituante de l'espace "~ trois 
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dimensions, mais il "l la grandeur ~gale ~ I, lorsqu'on le regarde comme 
partie d'un plan ~ deux dimensions. Cette notion gdn~rale de volmne ou 
de grandeur m'est indispensable dans les recherches sur les dimensions 
des ensembles continus, que j'ai promises dans Ac ta  m a t h e m a t i c a  T. 2, 
pag. 407 et que je vous enverrai plus tard pour votre journal. 

En nous bornant ici aux ensembles lindaires de points, compris dans 
l'intervalle ( o . . .  i), le volume ou la grandeur d'un tel ensemble /) se 
d~termine facilement en suivant la mSthode expos~e dans Ac ta  ma the -  
m a t i c a  T. 2, pag. 378, o(1 nous avons consider5 des intervalles, d~sign~s 
par (c.~... d~) et li~s d'apr& une loi manifeste k P e t  P(~) ou, comme je 
l'ai exprim~ lh, h ~)~(P, pro). Nous y avons pos~: 

oh a est une quantit6 d6terminde positive < I .  

se convaincra faeilement, que t'on a: 
Or dans notre cas on 

. . .  Les ensembles lin6aires parfaits de points S, qui ne sont condens6s 
dans aucun intervalle, si petit qu'il soit, out en g~nSral une grandeur 
~(S) diff~rente de z~ro, mais il peuvent aussi avoir une grandeur ~(S) 
~gale k z6ro. 

Quant k ceux, pour lesquels ~(S) est diff6rent de zSro, ils peuvent 
(!tre r(~duits par composition (addition) et k ceux pour lesquels ~(S)--= o 
et k de tels ensembles parfaits, qui non seulement sont d'une grandeur 
diffdrente de z6ro, mais dont toutes les parties parfaites, que ron obtiei~t 
en se bornant i~ des intervalles partiels de ( o . . .  i), ont-d leur tour une 
grandeur diffSrente de z~ro. 

Pour cette derniOre classe d'ens~nbles parfaits linSaires il y a une 
ddmonstration trSs simple du th6or~me d6montr5 plus haut,  que leur 
puissance est celle du continu. 
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En effct prenons un tel ensemble parfait S dans l ' intervalle (o .  . i) 
et supposons que les points extremes o et i appartiennent h S;  nous 
6tablissons d'abord la s~rie (i) d'intervalles (a . , . . .  b.,), appartenant dans 
le sens expliqu6 h l 'ensemble parfait  S. 

Soit x une grandeur quelconque > o et = < i ,  nous d6signons par 
S~ l'ensemble, qui est constitu6 par t o u s l e s  points de S, qui sont situds 
dans l ' intervalle ( o . . .  x) et dgfinissons une fonetion 9-(x) par les condi- 
tions suivantes: 

9(0 )  - -  o ,  = pour x > o  et < I. 

Cette fonction f(x)  est, comme on le voit sans peine, continue et monotone 
dans l ' intervalle ( o . . .  I); pour la valeur x ~ I elle prend la valeur 
9,(I) = , ~ ( S ) =  c, diff~rente de z6ro d'aprds l 'hypothSse faite par rapport  
h, S. De plus, dans chacun des intervalles (a , , . . .  b,), c'est 'X dire pour 
a~ < x < b, elle conserve une valeur constante ~ ( x ) =  g(a,)-----g(b~); lors- 
que x est plus petit que av on a toujours 9,(x)< v(a,), lorsque x est plus 
grand que b., on a f ( x ) >  F(bv); cela tient i~ ce que nous avons suppos6 
un ensemble S tel que tout ensemble partiel parfait, que l'on obtient en 
se bornant ~l, des intervalles partiels de ( o . . .  I) est h son tour d'une 
grandeur diffdrente de z6ro. 

La fonction continue f(x)  prend toutes les valeurs entre o et c; 
elle prend chaque valeur entre celles qui sont 6gales ~ 9-(a~)~ ~(b,~) un 
nombre infini de lois, savoir pour t o u s l e s  x, qui sont ~<a, et < b~; 
mais elle ne prend qu'une seule lois chaque valeur h de l ' intervalle 
( 0 " "  c), qui est diffe!rente des valeurs F(a,)----v(b.~), pour une valeur 
distincte g de x, oh g diffSre de toutes les valeurs appartenant aux inter- 

. , ~ �9 ~ valles (a~. b,,), soit des valeurs extr~mes a., et b,, soit des lntermedlare~. 
Et puisque ,~, chacune de ces valeurs g de x il appartient une certaine 

valenr h = f(.q), diff~rente des valeurs V(a~)= ~:(b~), et vice versa, on a 
comme dans notre premi5re ddmonstration: 

{g} lh} 

d'oh l'on conclut comme plus haut, que la puissance de S est celle du 
continn (o . . .  c). 
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. . .  Apr6s avoir obtenu ces rdsultats je suis revcnu h. rues reeherches 
sur les s6ries trigonom6triques, que j'ai publi6es il y a maintenant treize 
ans et que j 'avais laissdes de c6t6 depuis longtemps; non seulement je 
suis parvenu /~ ddmontrer, que le thdor6mc A c t a  m a t h e m a t i c a  T. 2 
pag. 348 reste juste, lorsque le syst6me de points, que j 'y  ai d6sign6 par 
P, est tel, que son ensemble d6riv6 P(~) a la premiere puissance, mais je 
poss6de maintenant m~me quelques rdsultats pour le cas ou p(1) est 
d'une puissance plus grande quc la premi6re; jc vous les enverrai une 
autre fois. 

Halle, I5 Noyembre I883. 


