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SUR QUELQUES PROPRIETES DES FONCTIONS ENTIERES

PAR

P. BOUTROUX

4 PARIS.

Introduction.

I’éude directe des développement en série, a laquelle ABEL a su donner
une si brillante impulsion, et qu’il a appelée »la partie la plus essentielle
des mathématiques>, a occupé, dans Jes travaux de ses successeurs, une
place prépondérante ILe moment est venu maintenant de considérer en
eux-mémes et d'analyser avec quelques détails les types généraux de fonc-
tions dont la science a été ainsi enrichie. Or il faut bien reconnaitre que
les propriétés d’une fonction n'apparaissent que rarement sur un développe-
ment infini. C'est pourquoi il sera souvent avantageux de substituer a
I'étude d'un développement celle de caractéres moins préeis mais plus in-
tuitifs, aptes & servir de marque aux fonctions d'une classe déterminde, en
permettant de les distinguer des fonctions voisines et de les reconnaitre
lorsqu’elles sont définies par une équation différentielle ou de toute autre
manicre.

Le mode de croissance, objet des beaux travaux de MM. Hapamarp
et Borer, parait étre, pour les fonctions entiéres, un tel caractere. Toute-
fois, si l'on veut que la connaissance de ce mode de croissance puisse, dans
une étude ultérieure, tenir lieu de celle de la fonction, il est nécessaire de
le déterminer avec plus de précision qu’on ne l'a fait encore. C’est la tache
que je me suis proposée dans ce mémoire.

MM. Hapamarp et BOREL ont montré' que le module d’'une fone-
tion entitre dépend étroitement de celui du #*™° zéro. Toutefois 'on avait

' Des généralisations des théorémes de MM. HapAMARD et BOREL viennent d’étre
tout récemment indiquées par M. E. LINDELOF qui a établi des propositions voisines de
celles qui sont exposées dans la premiére partie de ce travail. M. LINDELOF a égale-
ment obtenu, de son c6té, un exemple de fonction de genre zéro se trouvant la somme
de deux fonctions de genre un. (Voir page 141.)
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lieu de craindre que ce rapprochement ne plt étre poussé trés loin et
quil fallit pour arriver a un résultat un peu précis tenir compte des ar-
guments des zéros. Je montre qu'il n'en est rien en général, et jobtiens
alors une représentation asymptotique du module maximum pour |z|=r
d'une fonction entiére de genre fini. Ce résultat me permet d’étudier en
détail le cas resté obscur ou le module maximum d’une fonction de genre

p se comporte approximativement comme ¢'’. Je constate que dans ce cas
la fonction peut exceptionnellement perdre tous les caractéres qui la distin-
guent des fonctions de genre p— 1. Dlailleurs dans ce cas encore, les
propriétés fondamentales de la fonction résultent de son mode de croissance
qui apparait alors comme plus important que le genre; wune telle fonction
de genre p peut en effet étve la somme de deux fonctions de genre p— 1.
Ce fait vient contredire l'opinion générale qui était, comme on sait, que
la somme de deux fonctions de genre p est toujours de genre p au plus.

Les conclusions de ma premitre partie me conduisent a faire ressortir
de nouveau 'importance toute speciale des fonctions a croissance réguliére
signalées par M. Borer, c'est a dire des fonctions dont le module maxi-
mum M(r) satisfait & partir d’'une certaine valeur de + & la double inégalité

er/’“e < M(T) < P/r.""‘s.

Toutefois j’ai pensé qu’il y avait intérét a ne pas se borner a ces fonctions
précisément afin d’avoir un moyen de les reconnaitre lorsqu'on les rencontre
dans une application: j'ai donc cherché a ne faire que les hypothéses stricte-
ment indispensables pour rendre possible un résultat précis. Dans le méme
ordre d’idées j'ai défini ainsi une classe assez étendue de fonctions dont

hon

le module maximum pour |z| =17 est égal a ¢, n étant le nombre des
zéros dont le module est inférieur a 4+, et 7 un nombre positif fini.

Lia seconde partie de ce travail est consacrée a la dérivée logarithmique
d'une fonction entitre de genre fini. On sait déja que le module maximum
d’une fonction entidre est comparable a celui de sa dérivée. Mais j'ai pu
obtenir un résultat beaucoup plus préeis. Si l'on exclut du champ de la
variable certaines aires fermdes entourant les poles, aires dont la somme
peut étre rendue négligeable, la dérivée logarithmique d'une fonction de
genre fini reste comparable, partout ailleurs, & une puissance finie de la
variable; j'étudie alors, dans le champ conservé, son module maximum
pour |z|=r. TLa méthode suivie s'applique, sans modifications, & des
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fonctions méromorphes d’un type plus général, et I'on obtient alors, au
sujet de ces fonctions, une théorie de tous points analogue a celle qui a
servi de base a 1’étude des fonctions entiéres.

Je donne une application de cette théorie en étudiant la croissance
des fonctions méromorphes récemment découvertes par M. P. PAINLEVE
au cours de ses recherches sur les équations différentielles du second ordre
a points critiques fixes. M. PAINLEVE a signalé frois types d’équations
dont les intégrales sont des fonctions méromorphes nouvelles. Je montre
que les intégrales des deux premiers types se définissent a l'aide de fonc-
tions entieres de genre 2 ou 3 dont le module maximum croit comme

Ea

12

e” ou €.

Dans la troisitme partie, je cherche & étendre les résultats des deux
premicres au cas des fonctions de genre infini, et j'étudie le troisiéme type
d’équations & intégrales méromorphes nouvelles signalé par M. PAINLEVE.
Je constate que les fonctions entitres corvespondantes croissent comme

4
L

e1' 621‘

e, e ou e .

J'ai abordé dans la quatridme partie un probléeme un peu différent en
cherchant & préciser les résultats obtenus par MM. BoreL et LiNperor
sur la croissance des intégrales d'une équation différentielle algébrique du
premier ordre et j'ai été conduit ainsi a définir une classe d'équations
dont les intégrales ont un mode de croissance trés analogue a celui des
fonctions entiéres de genre fini. J'indique, pour terminer, la conclusion
qui me semble devoir étre tirée de ces divers résultats. ILa relation re-
marquable qui existe entre la croissance d'une fonction entiére et sa nature
analytique (en particulier, avec le nombre des branches de la fonction in-
verse) ne nous parait pas tenir & des circonstances fortuites ou spéciales:
elle n'est vraisemblablement que la manifestation d'une propriété plus gé-
nérale des fonctions analytiques.
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PREMIERE PARTIE.

Je vais me borner, pour commencer, a l'étude des fonctions entieéres
de genre fini; me véservant de montrer, dans une partie postérieure, com-
ment la méthode employée pour ces fonctions peut étre appliquée aux
fonctions de genre infini.

1. Désignons par F(z) une fonction entiére de genre fini p. Soit
M(r) son module maximum pour |z|= 7, 7; le module de son ¢ zdro,
enfin # le nombre des zéros de F(z) dont le module est inférieur a 7.

MM. Hapamarp et ScaHou ' ont donné une limite supérieure du nombre
n. lls ont montré que linégalité

(1) M(r) < e'®
supposée satisfaite pour toute valeur de 7, entraine
(2) n < OV(r),

(' étant une constante finie.

La réciproque du théoréeme de M. Hapamarp est-elle vraie? On
n'a pas encore complétement répondu a cette question, et c’est elle qui
doit nous préoccuper tout d’abord.

Bien entendu, la question n’aura un sens que si F(z) est un produit
de facteurs primaires: si cette fonction contenait un facteur exponentiel
¢”® son ordre de grandeur pourrait étre absolument indépendant du nombre
n; c'est donc le produit de facteurs primaires, G'(z), contenu dans F(z)
que je vais me proposer d’étudier. Les résultats que jobtiendrai ne s’en
appliqueront pas moins au cas le plus général: soit en effet

F(z2) = G(2)e"®,

! HapAMARD, Journ. de Math., 1893. ScHou, Comptes rendus, t. 125,
p. 763.
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jai le droit de supposer que l'ordre de grandeur de ¢“® est inférieur ou
égal a celui de G'(#); car, si cette condition n’était pas réalisée pour F(z),
elle le serait certainement pour F(z)-—a, quel que soit @ (sauf pour une
valeur de ¢ au plus).’

Considérons donc le produit infini G(2). M. Borer s’est proposé de
lui trouver une limite supérieure (pour |z] =1), et il a démontré la pro-
position suivante:?

Soit p un nombre positif tel que l'on ait, quelque petit que soit a,
a partir d'une certaine valeur de n
1

(3) ra >
On aura, quel que soit e, & partir d’une certaine valeur de 7,
(4) |G| <™

M. BoreL a appelé ordre de G(z) le plus petit nombre p satisfaisant
a la condition (3). Ce nombre est tel que la série z ?I:; soit divergente

1
yote

- -
et la série 2_

convergente, quel que soit a.

2. Voulant domner du module maximum pour |z|=r, M(r), une
représentation asymptotique aussi exacte que possible, je dois chercher avant
tout si l'on ne peut pas obtenir une limite supérieure de M(#) plus précise
que la limite (4).

Quelque naturelle que semble cette recherche, on a pu se demander
il y avait lieu de l'entreprendre. Nous ne savons pas en effet, & priori,
jusquolt va la relation observée entre la croissance de M(7) et le nombre
n défini plus haut: or s'il fallait pour déterminer M(v) avec quelque pré-
cision faire intervenir des éléments nouveaux comme, par exemple, les

arguments des zéros, les difficultés du probléme seraient singulicrement
acerues.

! Cela résulte de la généralisation du théoréme classique de M. PIcaRD sur les
fonctions entiéves. Voir BorkwL, Sur les zéros des fonctions entidres. (Acta Math. 1896.)
* Acta Math. 1896 (Art. cité); Legons sur les fonctions entiéres, p. 61.
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Il semble précisément a premiére vue que cette circonstance défa-
vorable se présente. Considérons, en effet, avec M. Borger,’ les deux

fonctions sin 7z et Leurs zéros ont mémes modules 1,2,3,...

I
SO
et cependant leurs modules maxima sont respectivement proportionnels a
¢ et a . M. Borer fut tenté de conclure qu'il faut ou tenir compte
des arguments des zéros ou se contenter de la limite (4).

Fort heureusement il se trouve que les deux fonctions signalées par
M. Borer rentrent dans un cas d'exception: nous constaterons qu'on a
en général le droit de faire abstraction des arguments des zéros. Cest la
ce qui permet de préciser notablement les résultats de MM. HADAMARD
et BoreL.

Une représentation exacte de M(r) aura surtout son intérét lorsque
I'on étudiéra la classe, fondamentale en pratique, des fonctions a croissance
régulidre définies par M. Borer (voir Introduction). Mais il convient
peut-étre de s'attacher, pour commencer, & des types de fonctions plus
généraux; il est utile, en effet, de connaitre des propositions applicables a
des fonctions dont on ne sait pas encore si elles sont a croissance régulicre.
On aura précisément ainsi un moyen de démontrer, s’il y a liew, que
leur croissance est bien réguliere.

3. Pour établir les résultats que j'ai en vue, j'aurai a évaluer certaines
intégrales définies ol figure la fonction 7; ou une fonction ¢(i) comparable
a 7;. Cette évaluation ne sera évidemment possible que si I’on fait certaines
hypotheses sur la croissance de cette fonction ¢(¢); mais des hypotheses
trés générales suffivont. C'est ainsi qu'il n’est pas nécessaire de supposer
que ¢(4) est & croissance réguliére (la définition de M. Borer étant étendue
aux fonctions croissantes qui restent comparables a une puissance finie de
la variable). Kn d'autres termes, nos calculs pourront porter sur des fonc-
tions ¢ () qui ne satisfont pas nécessairement, a partir d’une certaine valeur
de w, a une double inégalité de la forme '

' < ¢(x) < #**° (e arbitrairement petit).

L’analyse n’a pas cru devoir s'occuper jusqu'ici de semblables fonctions: il

Y Legons sur les fonctions entiéres, p. 99.
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est cependant possible d’effectuer sur elles des calculs préeis, moyennant
des hypotheses assez larges sur leur mode de croissance.

Evalution de certaines intégrales définies.

4. G/(z) étant un produit de facteurs primaires de genre p, je suppose
ses zéros rangés par ordre de modules croissants suivant la régle de WEIER-
STRASS, en sorte que l'on a

7e X ¥Figrs

si I'on désigne par r; le module du zéro de rang <.

Les 7, étant connus, il est toujours possible de former une fonction
de z holomorphe, réelle et positive qui, pour z entier et égal a ¢, prenne
la valeur r,. J'appelle w(z) une telle fonction.

On peut définir Ja fonction w(x) au moyen d'une formule d'interpola-
tion quelconque;* mais je supposerai, ce qui est évidemment légitime, qu'elle
ne cesse pas de croitre lorsque = varie de o a -+ co.

Cela posé, désignant par m,n deux entiers positifs finis (m < n) et
par A un nombre positif, proposons-nous de déterminer une limite su-
périeure d'une somme de la forme ‘

i=n

2 [o(H], % [w(i)] .

i=m+1 T=n+1

Nous augmentons évidemment ces sommes en les remplacant par les
intégrales définies

n

[ lo(z) " dr, f[w(m)]”‘dm.

m

Tout revient donc a trouver des limites supéricures de ces intégrales. Pour
y parvenir, je substituerai a w(x) une fonction ¢(x) qui, pour x réel et
positif, soit elle-méme réelle, positive et inférieure & w(z), cette fonction
¢(x) étant choisie de telle maniére que l'on sache calculer les intégrales

[= [, 1 =[]

dont la seconde est supposée avoir une limite.
11 nous faut chercher quelles hypothéses il convient de faire a priori
sur ¢(z) pour obtenir aisément une limite de ces intégrales définies.
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La solution la plus simple consisterait a prendre pour ¢(w) une puis-
sance de ®. J'ai rappelé qu'il existe un nombre p (ordre de la fonction
entidre) tel que l'on ait & partir d'une certaine valeur de ¢

1

(3) ¥, > jeta

quelque petit que soit «. On peut donc faire

P(x) = xFte,

Ce choix nous raménerait i la méthode qu’a suivie M. Borexn, dans les
travaux cités plus haut, pour évaluer le module maximum du produit G(z).

Mais on sait qu'il peut exister un écart considérable entre la fonction
1

w(x) et la puissance de @, x°**. Cest 1a une conséquence de I'existence
des fonctions & croissance irréguliere.’ D’autre part, dans le cas méme ou
lordre d'infinité de #; est déterminé (d’aprés la définition de M. BOREL),
il est souvent possible d’assigner au module 7; une limite inférieure plus
précise que la limite (3). On aura par exemple

1 1

7; > i***(log 0)*

o étant un nombre fini. Tl est & prévoir que l'on obtiendra des limites
1
plus exactes si l'on peut, dans les divers caleuls effectués, remplacer x***

par une fonction ¢(z) plus voisine de w(z).

Laissons donc de c6té, pour un moment, la fonction w(x) et faisons
A priori certaines hypothéses sur ¢(x), en montrant que ces hypothéses
rendront possible la limitation des intégrales définies I et I,.

5. Faisant d’abord varier z entre m et n, supposons qu’il exviste deux

-, . a* h . .
nombres positifs p et v tels que les fonctions 7 et % soient croissantes ou

du moins ne décroissent pas lorsque m <x <mn. Nous distinguerons alors
divers cas suivant la valeur qu’a A dans l'intégrale I.

! Voir dans 1'Introduction, la définition de M. Borern. M. BoreL a montré qu’il
est facile de former des fonctions 4 croissance irréguliére.
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. ., I
Premier cas. pu est infériewr & 7

A
: z > £ . 3 . att
Exprimons que les dérivées logarithmiques des deux fonctions g et

A
% sont positives: nous obtenons
_dg
A dx A
—_é g é;

et nous en déduisons la double inégalité

(1— ) g < g™+ 2% < (1 —b)g~

ol 1—Ap et 1—Av sont des nombres positifs.
D’oli, en intégrant:

I

—Aln —x
ey E A KRS

I

[z~

1— Ju

Par suite, on peut poser

(s) [ords = en[gp(m]

. . I
et ¢ conserve une valeur finie lorsque n augmente indéfiniment ( €< m).

. . 1
6. Deuxiéme cas. v est supériewr a 3

En procédant exactement comme dans le premier cas, nous aboutissons
cette fois a l'inégalité

- d . .
(b — 1)~ < — & (ag
ol 'on a v — 1> o0.
Si I'on intégre, on pourra poser

n

[ ¢ dw = em [ (m)]

m

et ¢ restera fini lorsque » augmentera indéfiniment.
Acta mathematica. 28. Imprimé le 9 octobre 1903. ’ 14
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S1 done les conditions impossées a ¢(x) ne cessent pas d'étre vérifiés
pour z > #m, On aura

[t = cmigom

¢, étant une constante positive finie, et par suite (si 'on remplace m par
n, en se reportant aux notations du § 4)

— —i
L = enlg(n)) ™
7. Troisiéme cas. Supposons maintenant que l'on ne puisse trouver
. NV S . N S
ni un nombre g inférieur & 7> Db un nombre v supérieur a ; satisfaisant

A
dans lintervalle mn aux conditions énoncées ce qu'on peut exprimer

grossidrement en disant que, dans cet intervalle, ¢ croit approximative-
I . . . .
ment comme -. Nous sommes alors conduits & imposer au choix de ¢(x)

une condition supplémentaire. Je supposerai qu'il existe deux nombres s,
et v, tels que les fonctions

elogayr ¢
o z (log &)1

soient croissantes ou du moins ne décroissent pas dans lintervalle mn.

La dérivée logarithmique de ¢ satisfera, pour m < z < n aux inégalités

dg—*
I v, de _ 1 “
r D . PR Y o W
m+wlogx= o* =m+wlogw

Ici encore, suivant les valeurs de g, et v, diverses circonstances pour-
ront se présenter.
Soit d’abord g, < 1. On aura

(1 — m)¢™ < (¢ v loga).

On pourra, par suite, poser, lorsque n devient trés grand

(7) f ¢~*dx = cenlogn[¢(n)]™* (¢ nombre fini).

! log @ représente ici la valeur arithmétique du logarithme.
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Soit maintenant v, > 1. On aura
b —1¢? < ——C%(gb—‘xloga:),
ce qui permettra de poser
(8) ’ fgb“"dm = cmlogm[¢(m)]~,
ol ¢ reste fini lorsque m augmente indéfiniment.

Soit enfin g, >1, v, <1. On peut exprimer ce fait en disant que
dans lintervalle mn (ou du moins dans un intervalle intérieur & mn), la

fonction ¢~ se comporte & la fagon de Je ne puis rien dire alors

I
xlog x
sur la valeur des intégrales précédentes, & moins de faire une hypothese
plus précise sur la croissance de la fonction ¢(z).

Posant, d'une maniére générale,

log, z = loglog z, log,z = loglog,z, ...,
et désignant par g, un nombre quelconque inférieur & 1, par v, un nombre

quelconque supérieur a 1, je supposerai que l'un des deux rapports

zlogz . .. (logg x)* P

¢t wlogx. .. (logez)*

soit croissant (ou du moins ne décroisse pas), lorsque % dépasse un certain
entier fini.
Dans le premier cas, l'intégrale

fgb“”dx

est divergente et a une valeur de la forme
(9) I=cdp?nlogn.log,n... log;n (¢ positif fini).

Dans le second cas, la méme intégrale est convergente, et nous ob-
tenons pour elle une valeur de la forme

cd*mlogm .. log,m (c positif fini).
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Si l'on fait croitre n jusqu'a + oo et que 'on change m et n, en
se reportant aux notations du § 4, on pourra écrire 1’égalité

(10) I =c,¢*nlogn...(log,n)

olt ¢, conserve, lorsque 7 augmente, une valeur positive finie.

8. On constate ainsi que les hypothéses faites sur ¢(x) permettent
bien d’assigner, pour les grandes valeurs de z, une limite supérieure aux
intégrales ' I et I.

11 est a remarquer d’ailleurs que les raisonnements précédents n’exigent
nullement que A, 1 et v soient positifs. Soit, d’une maniére générale, une
fonction réelle et positive f(x), satisfaisant aux conditions suivantes: il
existe deux nombres positifs ou négatifs, u et v, tels que les fonctions

v g (@

—~ solent croissantes. Si nous écartons, pour simplifier, le cas
f(@) z* ’

exceptionnel olt g < — 1 <y, nous pourrons affirmer que l'intégrale in-
définde de f(x) devient infinie comme xf(x).
L’hypothése faite sur f(z) revient, d’ailleurs, & supposer que la dé-

<, . . N & , ’
rivée de f(x) devient infinie comme %) " Nous avons donc démontré
&

que de cette propriété de la dérivée, on a le droit de conclure a celle de
Iintégrale. Nous constatons ainsi que la croissance de f(x) est tout-a-fait
analogue 3 celle d'une puissance de x.

! Dans une note insérée aux Comptes-Rendus de 1’Académie des Sciences
le 4 février 1901, j’ai obtenu les mémes résultats en suivant une vole un peu différente,

mais en imposant & ¢(#) des conditions équivalentes & celles que j’ai énoncées ici. Ces
conditions étaient les suivantes:

Si p #= p, l'on pose

1
¢(x) = 2" ¢, (2)
ot ’on suppose ¢ () tel que la fonction

elogxz — log ¢,
soit positive et croissante lorsque ep < I——»%- ¢,(z) sera par exemple de la forme

(log )7 (log®Px)%= . . . .

1 1
Si p était égal & p, on isolerait dans la fonction ¢ le produit »# (logz)”.
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9. Revenons maintenant au produit de facteurs primaires G'(#) dont
nous supposons les zéros connus, et voyons comment nous pourrons former
la fonction ¢(x).

Le cas olt I'on obtiendra les résultats les plus précis est évidemment
celui ol la fonction w(x) définie au § 4 satisfait elle-méme aux conditions
imposées a ¢(x). On peut alors substituer w a ¢ dans tous les calculs
précédents.

Si Ton introduit dans 1’énoncé le genre p et l'ordre p du produit
G(z), cette classe sera définie par les caractéres suivants (on suppose p = 0):

1°.  Lorsque Vordre p n’est pas entier, il existe un nombre p inférieur

I - - d i . . N .
a » et um mombre v, tels que les rapports a%; , %Evi) soient croissamis & partir

d’une certaine valewr de x.
On a alors égalité (5) pour 2 < p et I'égalité (6) pour A > p.
Parmi les classes de fonctions pour lesquelles la condition énoncée est
réalisée, il en est une qui doit surtout attirer notre attention: elle comprend
les fonctions dont les zéros sont répartis de telle sorte que les deux rapports

1,
’Lp 7y

73 1.

soient croissants a partir d'une certaine valeur de i, quel que soit le nombre
¢. Cette classe de fonctions rentre dans celle des fonctions & croissance
réguliére qu'a définie M. Borer, elle comprend toutes les fonctions qui ont
été étudides jusqu’ici par l'analyse.

Les calculs précédents nous permettront d’ailleurs de subdiviser cette
classe en faisant sur la croissance de 7; des hypotheéses de plus en plus
précises.

Mais nous n'épuiserons pas ainsi la famille de fonctions que définissent
les conditions imposées plus haut a w(z). Cette famille comprend des

fonctions qui ne sont pas & croissance réguliére, aw sens adopté par M. Borel,
1

mais pouwr lesquelles le module v; pourrva osciller, lorsque i croit, entre +°
1

3

i “q . . . . .
et ¥ (¢, a nombres positifs arbitrairement petits). Nous obtiendrons né-
anmoins sur ces fonctions des résultats aussi précis que sur les précédentes.
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10. 2°  Lorsque p =p, la classe de fonctions considérée est définie

par ce fait quoutre le mombre v défini plus haut, il existe un nombre o in-
1

z? (log x)

Jeériewr @ » tel que le rapport soit croissant o partir d'une certaine

valewr de x. (La fonction @ se trouve alors satisfaire aux conditions du
§ 7 avec g, < I, et lon a, pour A = p, 'égalité (7); I'égalité (5) reste
d’ailleurs vérifiée pour A < p, I'égalité (6) pour A > p).

Sl nexiste pas de tel nombre o il existe du moins un entier fini k et
un nombre o inférieur a % tel que le rapport

1 1
2? (log 2)* . . . (logi )"
)

soit croissant @ partiv d'wne cnrtaine valewr de x. (On aura alors, pour
A=p, Vinégalité (9)).

3°. Lorsque p = p + 1, nous supposerons qu’il existe (outre le nombre
1

p défini au § 9) un entier fini k et un nombre o supériewr o Py tels que
le rapport
(]
2 L ’
2P (log 2)?1. . . (loge 2)°

soit croissamt @ partir d'une certaine valewr de x. On aura alors, pour
A=p + 1, l'inégalité (10).

11. Considérons maintenant le cas général o () n'appartient pas
a la classe définie par les hypothéses du paragraphe précédent, mais est
une fonction croissante satisfaisant simplement aux conditions du § 4. La
fonction ¢(z), inférieure ou égale & w(z) que l'on doit faire figurer dans
les intégrales I et I, afin de les rendre calculables par la méthode exposée
ci-dessus, ne peut plus alors coincider avec w(z). Cherchons dans quelle
mesure elle pourra s’en rapprocher.

Je vais considérer, tout d’abord, le cas ou l'ordre p n’est pas entier,
et montrer qu'on powrra faire coincider ¢ et w pour des valewrs de x -
définiment croissantes.
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Soit 4 un nombre compris entre ;I) et % Il résulte de la définition

. a . . .
méme de 'ordre que la fonction —-— prend des valeurs indéfiniment crois-

w{x)

santes. On peut, en effet, poser
p=p(1 4+ ¢ avec ;—<,o, e>o.

Si donc il existait un nombre ¢ tel que l'on ait, a partir d'une certaine
valeur de =

plts

<

w*

. I . . .
la série Z — serait convergente, ce qui n'a pas lieu.

rif

. xt .
Considérons alors la courbe Ok On peut tracer une courbe repré-

e
sentant une fonction towjours croissante, ouw du moins, ne décroissant jamais,

. . # . .
qui reste toujours au-dessus de la courbe . et la touche en une infinité

w(x)
. LV PR . , . .. o
de points s’éloignant indéfiniment de l'origine. Nous prendrons pour o)
la plus petite fonction représentée par une telle courbe, et ¢(z), qui co-
incidera avec (z) pour des valeurs de # indéfiniment éloignées, satisfera
bien, entre m et n, aux conditions énoncées au § 5 (premier cas).

D’autre part, lorsque « varie de n a4 4 0O, on sait que, si n est

w(z . ) . . N
assez grand, le rapport (‘) et, par suite, yl dévient supérieur a tout
xﬂ'l'f xpote

nombre donné, quelque petit que soit e.
Il en résulte que (pour une infinité de valeurs de x figurant parmi les
précédentes), ce rapport prend une série de valeurs plus petites que toutes les

suivantes. Formons wune fonction 9—}'(7) toujours croissante qui coincidera

ad

w . . . . N -
avec —— pour ces valeurs de z. la fonction ¢, ainsi définie satisfera bien
e ’

aux conditions voulues pour z > n.
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12. Lorsque 'ordre p est entier il faut distinguer divers cas.
Soit o = p, et supposons qu’il ewiste un entier k et un nombre o in-
Jériewr & i tel que le rapport
1
P . .. (logyw)
(]

admette des valewrs indéfiniment croissantes. On pourra alors former, dans
Iintervalle mn, une fonction croissante (ou, du moins, ne décroissant jamais)
qui ne soit jamais inférieure au rapport considéré et lui soit égale pour
des valeurs de z s'éloignant indéfiniment. Cela permettra de faire coincider
w et ¢ pour des valeurs de z indéfiniment croissantes.

Lorsqu’il n’existe pas d’entier % satisfaisant a la condition indiquée,
on remarquera qu’on pourra toujours satisfaire & cette condition quel que
soit %k, pourvu que l'on remplace w par w(log,z)™, ol ¢ est un nombre
positif arbitrairement petit. Si non il faudrait admettre qu'on peut trouver
un nombre positif ¢ tel que le rapport |

w):?_*_
[
reste, a partir d'une certaine valeur de z, inférieur & un nombre fixe, ce
qui rendrait convergente la série Z 5;, laquelle diverge par hypothése.
t
On peut donc affirmer que l'on pourra, en fout cas, choisir la fonction ¢
de facon que le rapport ;—;f soit (entre m et w) infériewr & (log,x)° pour des

valewrs de x indéfiniment croissantes.

On se trouve d’ailleurs placé, pour > n, dans les mémes conditions
que lorsque p n’était pas entier.

Supposons enfin que p soiz égal & p + 1.

S'il existe un entier 4 et un nombre ¢ supérieur a 5 _:_ - tel que le
rapport

w

1
2P+ (loge)

reste, & partir d'une certaine valeur de 7, supérieur a tout nombre donné,
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on pourra faire coincider les fonctions w et ¢ pour des valeurs de z in-
définiment croissantes. ]
Mais §'il n'existe pas de tel entier %, les calculs précédents ne nous

. . . w
fourniront aucun renseignement précis sur la valeur du rapport e J’étu-

dierai par une méthode directe, au § 19, les fonctions entiéres pour les-
quelles cette circonstance se présente.

Le module maximum d’une fonction entiére d’ordre non entier.

13. Pour déterminer le mode de croissance d'une fonction entiére,
je m’efforcerai de suivre la voie la plus naturelle; partant du développe-
ment d'une telle fonction en produit infini, je considérerai ce produit sur
une circonférence ayant pour centre l'origine, et je chercherai une limite
supérieure et une limite inférieure de son module en un point quelconque
de la circonférence. Je constaterai ensuite que dans des cas étendus ces
deux limites coincident: toutes les propriétés du module maximum de la
fonction se trouveront alors résumées par une seule formule.

Soit F(z) une fonction entiere de genre fini, G(z) le produit de
facteurs primaires contenu dans F(z), en sorte que l'on a

F(z) = G(z)e".

F(z) étant de genre fini, le facteur exponentiel e?® s'étudie trés simple-
ment. C’est donc a 'étude du produit de facteurs primaires, G/(2) que je
dois m’attacher: cette étude suffit méme au point de vue théorique en
vertu du théoréme de M. PrcArD dont je rappelais au § 1 la généralisation.

14. Soit G(z) de genre p et de la forme

AL
l | 1 . e T pa
a; )

Rien ne serait changé aux raisonnements qui vont suivre si ce produit
était multiplié par une puissance finie de 2, c’est-a-dire si l'origine était
un zéro de G(z).

Formons une fonction ¢f(z) satisfaisant aux conditions énoncées au
§ 4. Nous aurons r, > ¢ (i) (r; = |a).

4eta mathematicn. 28. Imprimé le 10 octobre 1903. 15
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Suivant alors une méthode analogue a celle qu'a employée M. Borey,
je définirai 'entier n par 1'égalité

r= 775[)(”)’

oli » est une constante positive finie. Je supposerai d’ailleurs » assez
grand pour que l'on ait m > m.
On sait qu'on peut trouver' un nombre positif b tel que le ¢*°

r

p+1
facteur de G/(2) soit, en module inférieur, a e G . Le produit des facteurs
de rang supérieur & n est donc, en module, inférieur a

@«

D’autre part

On a, par suite

]

loglG(Z)|<2’rZ%+...+gz;§)+b7.p+12 ?IH'
1 ¢ T

i a1 Te

Si nous supposons m choisi de telle sorte que ¢/(m) soit plus grand
que 1 (ce qui est légitime, puisque ¢/(x) est une fonction croissante), on
aura a fortiori

n n ®

. dx 7P {de dx
(11) log|G(2)| < gr" + 271‘[47@«5 + ...+ Ff‘ﬁ + b?“"*‘f;,j,;i

m

g 6tant, de méme que b, une constante positive finie.

15. Pour évaluer le second membre de l'inégalité (11), je supposerai
d’abord que lordre p du produit G(z) n'est pas entier.

Nous plagant alors, par le choix de ¢(z), dans le premier cas du § 5,
nous pouvons remplacer les intégrales définies qui figurent dans l'iné-
galité (11) par les valeurs obtenues dans ce paragraphe. Faisons, pour
ASp

! Voir en particulier BoREL, Le¢. suv les fonc. ent., p. 51I.
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da
rl/ﬁz an'n.

Le nombre ¢, sera fini' en vertu de 1'égalité (5) du § 5 et nous savons
en calculer une limite supérieure.
De méme

[~ -3
dx
+1 e p+1
r? f@m—cpuﬂ 7y
"

Cpy1 étant un nombre fini.
L'inégalité (11) devient donc

log|G(2)| < gr* + g, (9, nombre fini)
ou ,

(12) |G(2)| < e,
h étant un nombre fini; car nous supposons ici p > p, en sorte que le

rapport ;”; devient infiniment grand en méme temps que 7.

La démonstration précédente serait en défaut si G(z) était de genre
zéro. On poserait dans ce cas z=u?, ¢ étant un entier assez grand pour
que la fonction de w, G(w?) soit de genre wn. La proposition du § 15
s'applique & G(u?), ce qui montre que l'on a bien encore l'inégalité (12).

16. De l'inégalité (12), on peut tirer diverses conséquences. Suppo-
soms qu'il existe des mombres o, , o,, ..., o, telle que Uon ait o partir d'une
certaine valewr de i

rf > i(log e ... (log,8)™.

On prendra

1 0y Tk
¢ (x) = x° (loga)? . . . (log, ) .
D’out
r? = yn(logn)*. .. (log, n)*.

! Lorsque je dirai, dans le cours de ce travail, qu'un nombre est fini, j’entendrai
par 13 qu'il reste inférieur 4 un nombre fixe lorsque 7 ou n augmente indéfiniment.
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Il en résulte évidemment
n < v (logr)™™ - (log,#)~™ (3, constante positive finie)

et lon obtient pour |G(z)|, & partir d'une certaine valewr de v, la limite
SWérieWe
I G(Z) | < ehrl’(logr)-a'l,,_(log”)_,,k

h restant, lorsque » augmente indéfiniment, inférieur & un nombre fixe.
Ainsi se trouve précisé le théoréme de M. BoREL que j'ai rappelé au § 1.

17. Pour voir quelle précision il convient d’attendre de l'inégalité
(12) dans le cas le plus général ol l'ordre p est supposé non entier, je
dois compléter le résultat précédent en donnant une limite inférieure du
module maximum M(r) pour |z]|=17.

On pourrait déduire cette limite des théorémes de MM. HADAMARD
et Scaou. On lobtiendra plus rapidement de la fagon suivante.

Désignons par #' le nombre des zéros de G(z) dont le module est

. ,* ~ Ve . 2 S I
inférieur a 77, » étant un nombre inférieur a -

5 et posons

o) =[] (1—2).

a;
1 2/

. . , zZ az ~ e
Lorsque i < %', la partie réelle de log”=— " a une valeur finie su-
)

a;

2_* s I — LR
périeure a log - 7. Don

h étant un nombre positif fini.
Considérons, d’'autre part, 'intégrale

L [G@,
24w P ’

c

en désignant par C' le contour du cercle de rayon » ayant son centre &
Vorigine. Cette intégrale est égale & l'unité. Il est donc certain que le
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module |G ()] est supérieur & wn sur une infinité d’arcs de la circonférence
C. On a sur ces arcs'

(13) |G(2)] > e

Dans cette inégalité on peut donmner a % la valeur log <;; — 1>. Faisons

en particulier %= on pourra alors remplacer l'inégalité (13) par

I .
e 1’
I'inégalité
|G(2)] > €.
Si, au lieu de G(z), on considérait une fonction entitre quelconque
F(z), il faudrait substituer a l'inégalité (13) I'inégalité

| ()] > | Flo)| "

Remarquons enfin que le résultat subsiste si l'on remplace la circon-
térence C par un contour quelconque de longueur %, (£ fini), dont tous
les points sont & une distance de l'origine égale a k7 (k, fini).

18. Il nous faut maintenant, pour compléter les résultats des para-
graphes précédents, comparer les limites (12) et (13). Nous avons vu au
§ 11 que, si l'ordre p n’est pas entier, on peut toujours choisir la fonction
¢(x) de facon que les fonctions @ et ¢ coincident pour une infinité de
valeurs de x indéfiniment croissantes. Donc, pour une infinité de valeurs
de 7, le nombre n est déterminé par 1'égalité » = zr,, » étant fini et, si

y . . < I ,
l'on veut, inférieur 4 -. On a pour ces valeurs n =n.
! 2

Mais il pourra arriver que pour certaines fonctions et pour certaines
valeurs de » le nombre » soit notablement inférieur 4 n. On voit, en
se reportant 4 la définition de », qu'il en sera ainsi si la valeur de ¢(n)
est elle-méme trés petite par rapport au module 7,, c’est-a-dire si la fonc-
tion w(z) prenant la valeur r; pour x =14 ne satisfait pas aux con-
ditions imposées & ¢(x). Il y aurait donc lieu de rendre plus exactes
encore les deux limites assignées & M(r) afin d’amener, s’il est possible,

' La démonstration sera valable encore si le produit G'(z) est de genre infini
Mais, dans ce cas il y aura intérét & compléter la proposition en donnant & 7 une
valeur voisine de l’unité. J’indiquerai dans la troisidme partie cette généralisation qui
n’a point ici d’utilité.
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ces limites a coincider. Toutefois de telles recherches ne semblent offrir
au point de vue pratique que peu d’intérét: on n’a jamais rencontré dans
les applications et on ne rencontrera vraisemblablement d’ici & longtemps
que des fonctions pour lesquelles les nombres n et n' sont égaux. Il nous
suffira donc d'avoir obtenu sur ces fonctions un résultat tout-a-fait préeis.

Pour savoir dans quel cas on aura le droit d’identifier les nombres »
et 7', il suffit d’ailleurs_de se reporter au § 9, en considérant & nouveau
la fonction w(x) définie au § 4. S'il existe un nombre positif a tel que

1

——a
x? w . . . . y .
les rapports —— » ——— soient croissants & partir d'une certaine valewr de
w g
o
@ nous pouvons dans tous nos calculs remplacer ¢ par w. En particulier,

le nombre % sera défini par 1’égalité
r=nw(n)=yr,,
7 étant un nombre fini quelconque que l'on peut prendre inférieur a 5
On parviendra ainsi, lorsque w(#), c’'est a dire 7;, satisfait a la con-
dition qui vient d’étre énoncée, & la proposition suivante:
Si Uon désigne par n le nombre des zéros dont le module est infériewr

, X . ., i . )
& nr <77 < 5), on pourra, & partir d'une certaine valewr de r, poser

(14) M(r) = ™

h étant un mombre positif fini. Cette inégalité restera vraie pour toute
valewr de v.

L'égalité (14) exprime en résumé toutes les propriétés du module M(r).

19. Parmi les fonctions satisfaisant aux conditions énoncées, nous
signalerons en particulier celles pour lesquelles il existe deux rapports crois-
sants de la forme

L mhe
2? (logy)? . . . (loget) ° 7;

y —~ .
7; 1 or—&

... (loged) »

Ces fonctions sont a croissance réguliere.
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Si l'on considére les puissances de la variable comme les types les
plus réguliers de croissance, on pourra dire que la croissance de la fonction
G(2) est parfaitement réguliére lorsque les nombres o, o,, ... sont tous
nuls. On énoncera alors le théoréme suivant:

Si Uon a o partir d'une certaine valewr de i

1
r; = hi* (b positif fini)
on aure (pour toute valeur de 7) & partir d'une certaine valewr de v
M(r) = &7 (W positif fini).

Relativement aux fonctions a croissance réguliére, les inégalités (12) et (13)
permettront d’énoncer, d’une maniére générale, la proposition suivante:

Si Uon a & partir d'une certaine valewr de i

Gy o 1 a orte

1
i* (logd)” ... (log,4) * <r;<i® (logi)’ ... (log,i) *

k étant un entier, et ¢ un nombre arbitrairement petit, 'on aura, & partir
d'une certaine valewr de r

prP(]og o .. (loger)™ ¢ < M(/)") < Rr«”(logr)”l,..(]ogl;r)"’»‘ te

20. Je vais maintenant compléter les résultats préeédents en dé-
montrant la réciproque du théoréme énoncé au § 19.

Cette réciproque a été, en partie, établie par M. BorerL qui a montré
que lorsque G/(z) est un produit de facteurs primaires, la double inégalité

e < M(r) < e

entraine, quel que soit e, a partivr d'une certaine valeur de

1 1
——c

L <af

+:=

On compléte aisément cette proposition en s’appuyant sur I'inégalité (12).
Désignant par = la fonction inverse d'une certaine fonction ¢(zx),
nous allons montrer que l'égalité

(15) M(r)==¢" (b positif fini)
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supposée satisfaite & partir d'une certaine valewr de r entraine & partir d'une
certaine valewr de i

re= ¢ (i) (k' positif fini).

Nous savons déja que cette égalité est satisfaite pour des valeurs de
i indéfiniment croissantes, et de plus que l'on a & partir d’une certaine
valeur de ¢

v > Kg(e).

1l s’agit de remplacer cette inégalité par une égalité.
Supposons d’abord que la fonction ¢(x) soit de la forme

ay Tk

P(x) = z (log ) . .. (log, )" .

Si la proposition énoncée 6était inexacte, il faudrait admettre que,
quelque grand que soit le nombre K, (comparable par exemple & log;mn,)
on a, pour des valeurs », de ¢ indéfiniment croissantes

v, = K¢ (n,).

Le théordme du § 14 va nous conduire alors & une contradiction.

k>

Faisons-y, en effet

r= K ¢(n)=¢(n)
D’aprés la définition de ¢, on aura lorsque n, sera assez grand l'inégalité

n, < (1 4 a) K n,

. . . . I . . N

ol « est un nombre positif qui deviendra, avec —, inférieur & tout nombre
n
1

donné.

Déterminons d’autre part le nombre #n, par la condition

¢(n,) = Ko (n,)
d’out résulte I'inégalité
ny, < (1 4 o,) KPn,

. : I
(@, devenant, comme a, arbitrairement petit avec ;).
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Nous allons nous reporter & l'inégalité fondamentale du § 14, ol
nous remplacerons n par n,. Elle devient

loglG(z)l<21ﬁZ%+"+%2‘$§+62+12 I
1t T

+1°
nl+]7~f

Lorsque ¢ < m, on a 7, > k¢(i).
Donge, si A est un nombre inférieur & p, on a (§ 5)

r %< Cﬂ"l—qh—l = ¢, Kin, (c, constante positive finie).
[¢(n,))

D'autre part

2

1 N an!
AP+l P41 p—p—1 .
Y n <My < (1 @) KRRy
2

1 TE

pour ¢ > m,, nous nous servons de nouveau de linégalité r; > K¢ (i), et
nous avons

o

1 7,
+1 2 P41 2 Kp+1 Kr—r—1
" Al < Gpu?” [f(ny)ptt < (1 + ) KY ? -
n+1 ¥ 2

Posons alors
K, = K'*,

f étant un nombre positif inférieur & 1. On aura
Kin < K0P (1 4 a)n, Kyt Ke—r—1p, < K—P*H1=0(1 + a)m
et par suite, si 'on se reporte & I'Inégalité qui lLimite log |G (2)]
M(r) <eK—n,

¢ étant un nombre positif fini.
Puisque K est arbitrairement grand, cette derniére inégalité est en

contradiction avec l'inégalité (15). L’hypothése faite sur #, est donc in-
admissible, ce qu’il fallait démontrer.
Acta mathematica. 28. Imprimé le 12 octobre 1903. 16



122 P. Boutroux.

On parviendrait au méme résultat en faisant sur la fonction ¢(x)
des hypotheéses plus générales. Ainsi, 'on démontre’' sans peine que le
théoréme précédent subsiste intégralement si l'on suppose simplement que
la fonction ¢(x) satisfait aux conditions du § 9, et que Uon a de plus

I 1 I

o)

, <A+ —,

p et v étant les deux nombres (compris entre le genre p et l'ordre p) que
nous avons définis au § 9, et § un nombre positif inférieur & 1.

21. J’ai supposé dans ce qui précede que K était un nombre pouvant
dépasser tout nombre donné. Mais rien n’empeche, dans le raisonnement
précédent, de faire de K une fonction croissante de r.

Soit par exemple
K = (log,7),

¢ étant un nombre arbitrairement petit. La démonstration précédente
établit que s'il existait des valeurs m, de ¢ indéfiniment croissantes, telles
que l'on ait

Vo = (log, V)Esb("l)

on aurait, pour des valeurs de » indéfiniment croissantes

M(r) < elossn ™,

D’olt le théoréme suivant:
Si, quelque petit que soit le nombre e,, la double inigalité

ehn > M(,,.) > e(log»r)_eln

1'8i 4 est un nombre positif plus grand que I, on a

(42
<G <4

Légalité K,¢(n,) = ¢(n) entraine donc n, < K; " n, et légalité ¢(n,) = Ko(n,)

1
suppose n, < KVn,.

1

Tous les calculs faits plus haut subsistent alors, p étant remplacé par I'un des

deux nombres

, -
v

R
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ne cesse pas détre vérifiée, & partir d'une certaine valewr de v, il en sera
de méme, de la double imégalité

Wg(i) <r; < (log,7,) ¢ (4)

@ partir d'une certaine valewr de r; {quelque petit qué soit g).

Ce théoreme, joint a celui du § 17, nous permet en particulier
d’énoncer la réciproque de la proposition démontrée & la fin du § 19 re-
lativement aux fonctions & croissance réguliere.

Un cas particuliérement intéressant ol le théoréme trouve & s’appliquer
sous sa premiére forme est celui ol la fonction étudide est & croissance
parfaitement régulidre, suivant le sens que j'ai donné a cette expression
au § 19. On a alors le théoréme suivant:

La condition nécessaire et suffisante powr que le module maximum M (r)

soit, quel que soit v, égal & Texponentielle &”

P
que le rapport %’—” soit fimi, quel que soit n.

o h est un nombre fini, est

Nous constatons ainsi que, au point de vue qui nous occupe, les
inégalités (12) et (13) donnent des renseignements suffissmment préeis sur
la croissance de M(7r), lorsque l'ordre p du produit G'(z) n'est pas entier.
Elles conduisent a cette conclusion' que l'ordre de grandeur de M(r) est
déterminé par le nombre des zéros contenus dans le cercle de rayon 7
ayant pour centre ['origine. Ainsi se poursuit 1l'analogie déja observée
entre une fonction entiére et un polyndme.

Je compléterai les résultats précédents dans la seconde partie de ce
travail en étudiant les dérivées successives de G'(z). Mais je dois aupara-
vant m’occuper du cas particulier que j'ai laissé de cO6té: celui oli I'ordre
o de G(z) est entier. Je seral ainsi amené & aborder le probleéme de la
détermination du genre d’une fonction entiére. Je me proposerai, en par-
ticulier, de déterminer dans les cas restés donteux, le genre de la somme
de deux fonctions entiéres.

! La présence dans la fonction entiére étudiée d’un facteur exponentiel ¢7*) ne

modifierait rien aux résultats obtenus, puisque p est supposé non entier.
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Les fonctions d’ordre entier et la détermination du genre.

22. Supposons que l'ordre p du produit de facteurs primaires G(z)
soit entier et égal & p. la proposition du § 17 subsistera sans modifica-
tions et 'on aura encore

M(r)>e*  (h fini).

Au contraire, si nous cherchons a assigner a M(r) une limite supérieure,
nous rencontrerons des difficultés qui ne se présentaient pas lorsque p
n’'était pas entier.

Considérons de mnouveau l'inégalité (11) obtenue au § 14. Nous
voyons que si o= p, toutes les intégrales du second membre de cette
inégalité auront la méme limite que dans le cas général, excepté 1'intégrale

n

f de
P@)r

m

Nous pourrons donc, en tout cas, poser

e 21

|G(e)| < e 7 57,

h étant fini et n étant le nombre défini au § 14.

n
. o . I
Pour obtenir une limite supérieure de la somme by —» nous allons
o
T T
étre amenés a faire sur la fonction ¢(x) une hypothése supplémentaire;
nous la supposerons choisie de telle sorte qu'il existe un nombre p, su-
périeur a p tel que le rapport
! 1
2? (log z)~
w
soit croissant a partir d'une certaine valeur de .

Nous aurons alors, en appliquant les résultats du § 5

e f %< enlogn (¢ positif fini).
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(19) | G(2)] < emrHhmioen (h, b, positifs finis).

Pour comparer les nombres » et »’, nous suivons la discussion du § 12:

1°. S%il existe un nombre o inférieuwr & - tel que le rapport
Yy

1
? (log )"
®

admette des valeurs indéfiniment croissantes, on est assuré que les nombres
n et n' coincident pour des valeurs de » indéfiniment croissantes.
2°. §'il n’existe pas de tel nombre o, soit € un nombre arbitraire-
. . w . s N
ment petit: nous sommes certains que le rapport — sera inférieur & (logn)%,
n
pour des valeurs de r indéfiniment croissantes; cela résulte immédiatement
. . . w . . a ~
du fait que le rapport des fonctions inverses — est lui-méme inférieur a
(4
(log z)* pour des valeurs de «x indéfiniment croissantes {§ 12), puisque ¢(zx)
reste compris entre deux puissances positives de .
On peut, lorsque l'on y a intérét, pousser plus loin I'approximation
en faisant sur la fonction ¢/(x) une hypothése plus précise. On pourra
alors remplacer I'inégalité (19) par une égalité de la forme

(20) |G(Z)| < e"'”+"1"1°gﬂ-..log,,n’

h et h  étant des constantes positives finies et & un entier quelconque.

Le rapport :—i, peut étre alors, dans le cas le plus général, inférieur a (log, n)°.

23. Si p, au lieu d’étre égal a p, était égal a p + 1, on obtiendrait
des résultats analogues. Ce serait alors l'intégrale

o

da
?{,m

n

qui fournirait une limite exceptionnellement élevée.
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Supposons la fonction ¢ choisie de telle sorte quil existe un nombre
p, inférieur a p 4+ 1 tel que le rapport
@
1 i
2P+ (log @)

soit croissant & partir d'une certaine valeur de x. On aura dans ce cas,
l'inégalité (19). Il pourra étre avantageux dans certains cas, de faire sur
¢(x) une hypothdse plus précise. On pourra remplacer alors l'inégalité
(19) par l'inégalité (20). ‘

On comparera n et #' A l'aide des résultats du § 12. S'il existe un

entier £ et un nombre ¢ supérieur a 17}-7 tel que le rapport

w

1
aPtl . (logyz)

surpasse tout nombre donné lorsque » est assez grand, on powrra faire
coincider 7 et n' pour des valeurs de x indéfiniment croissantes.

Lorsqu'il n’existe pas de tel entier %k, mous ne savons pas quelle
précision nous pouvons attendre de la méthode de sommation exposée au
§ 7. Dans ce cas, nous emploierons pour obtenir une limite supérieure
de |G(2)| le théortme® démontré en 1883 par M. PoINCARE:

Quelque petit que soit le nombre a, on a & partir d'une certaine va-
lewr de r
+1
|G(a)] < e
@

T i+e
P+l (logpa)Pt!
est, pour des valeurs de » indéfiniment croissantes, inférieur & un nombre
fini (quelque petit que soit ¢). On a donc, pour des valeurs de ' indé-

finiment croissantes

Dans le cas ot nous nous plagons maintenant, le rapport

r2+t < on’ (log ). . . (log,w')'*e.

Il en résulte que si l'on adopte pour log|G(z)|, la limite supérieure
ar’*', le rapport de cette limite & ' (logn’)...(log,%') sera inférieur a
(log, #)¢ pour des valeurs de r indéfiniment croissantes.

! Bulletin de la Société Mathématique, 1883.
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24. On voit combien le résultat est moins préeis que celui auquel
nous étions parvenus en supposant p non entier. Il nous est impossible
maintenant de faire coincider la limite supérieure et la limite inférieure
du module maximum M(r). On pourrait supposer que ces limites sont
mauvaises. Il n'en est rien puisque nous connaissons des fonctions dont
le module maximum reste trés voisin soit de 'une soit de l'autre. Ainsi
pour reprendre l'exemple que je signalais en commencant, le module maxi-

. 1 PRI

mum de la fonction o est, pour toute valeur de e, égal a ¢"'*". Aun
. . ] <

contraire celui de sin . est comparable & €.

. . T2 I [N
Pour les fonctions sin— et %0 T'ordre est égal au genre (ici &
14

I'unité). On peut trés facilement former des fonctions de genre p et d’ordre
p - 1 qui présentent les mémes particularités. Par exemple, si p est pair
et si les zéros sont deux a deux égaux et de signes contraires G(z) est
une fonction de 2° dont l'ordre n’est pas entier: on lui appliquera la pro-
position du § 14 et lon pourra conserver, pour le module |G(z)| la limite
supérieure (12). Au contraire, si les zéros sont tous réels et positifs, I'in-

o

tégrale f ;;pﬁ—l se rapproche beaucoup de la limite que nous lui avons

"

assignée. Considérons par exemple la fonction de genre zéro qui a pour
zéros les points réels i(log)®, ¢ prenant toutes les valeurs entiéres positives.
Désignons par 7 le nombre des zéros dont le module est inférieur a 27.
On aura pour z réel et négatif

A ; dz
" N ° “ "J zQogay
=)o [s)se? e
ag 233
1 n41
P . . -1 2 .
h et h, étant des constantes finies. On sait en effet que si l;l est in-
(2
I

4 s 1
férieur a _, on peut poser

)= ol

(1 +

g étant un nombre positif fini.

z
aq

1 a* 1 Y
! On a, si O<a<5, log (1 +a)>ou——?i__a ;1'
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Nous reconnaissons ainsi que, lorsque l'ordre p est entier, les argu-
ments des zfros peuvent avoir une influence appréciable sur la croissance
de G(z). La considération de ces arguments peut seule nous permettre
de choisir entre la limite (12) et la limite (20). Il est vrai que la limite
(20) donne déja sur la croissance de M(r) un renseignement assez précis;
mais elle ne permet pas de répondre & une question que l'on semblait en
droit de se poser: mous ne savons pas, jusqu'ici, si le mode de croissance
d’une fonction entitre suffit toujours & caractériser son genre.

Il ne faudrait pas croire cependant que l'intervention des arguments
des zéros doive nous priver de toute proposition générale & l'endroit des
fonctions d'ordre entier. Mais, pour approfondir cette question, il nous
faut d’abord étudier un probléeme qui fut posé pour la premiére fois par
M. HapaAMARD: ce probléme a rapport au module minimum du produit
de facteurs primaires G'(z) sur une infinité de cercles, de rayon indéfini-
ment croissants, ayant leur centre a l'origine.

25. M. HADAMARD a comparé le module minimum de G(z) & une

exponentielle de la forme ¢~"'*. Je me propose de préciser son théordme
comme je l'ai fait plus haut pour d’autres propositions du méme genre.

Considérons de nouveau la fonction ¢(#) qui nous a déja servi au
§ 14 et déterminons le nombre 7 par 1'égalité

7= ¢(n)

7 étant un nombre fini supérieure & 2. On peut déterminer un nombre
positif & tel que 1'on ait pour ¢ > =

<I__i>e“' pa{
a;

b étant un nombre fini. On en déduit, en raisonnant comme au § 14,

{3

>e s

n

n 1 ” 1 * dz dx

Tt TS o ‘"""f T f ZoIEe
1 1 m n

z f24
) |e I (x—r )™ il > e ,
?

n+1

g et m étant des nombres finis (m entier).
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Si p n'est pas entier, le second membre de cette inégalité sera su-
périeur a

—hn
€ )

h étant un nombre fini.

Si p était entier nous choisirions la fonction ¢/(z) comme au § 18 et
le second membre de (21) serait alors en tout cas supérieur 2 une ex-
pression de la forme

e—~hr1’ —hynlogn ... logkn

k étant un nombre entier, & et ., des constantes positives finies.

26. Il nous faut maintenant chercher une Iimite inférieure du produit

n

IT(=2)

1

Ce produit est, en module, supérieur a

,
I —— r, = lal).
| =2 ei=lab

Considérons d’abord les facteurs relatifs aux zéros pour lesquels on a
P

. r . 7 . g
soit > 1+ta, soit ~<1—u (@ positif).
7 i)

Leur produit est évidemment supérieur 3 e¢'°%%. TLie produit des facteurs
p
restants est de la forme

. n’ T
(22) Im]II_Z-I (7, < ¥ < 7).

Pour étudier ce dernier produit, considérons sur une demi-droite issue
de l'origine un segment égal a xr, et marquons sur ce segment les points
Y137y, .., ¥w. Décomposons notre segment en petits segments égaux en
nombre supérieur a 47, et soient s,,8,, ..., Sy, ... les segments ainsi
définis. Je vais marquer d'un signe convenu certains de ces segments en
procédant de la maniére suivante. Soit s; un segment qui contient ¢ points
r;: je marque s;, puis les ¢ segments qui suivent s; vers la droite et les

q segments qui le précédent a gauche. Silun des segments ainsi marqués,
Acta mathematica. 28. Imprimé le 12 octobre 1903. 17
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s;, contient & son tour ¢ points 7;, je marquerai encore les ¢’ segments
qui suivent s;,, et les ¢' segments qui préeedent s, ,, et ainsi de suite.

Lorsque Vopération est achevée, le nombre des segments marqués est
37 au plus. Il existe donc, en vertu des hypothéses faites, au moins #’
segments non marqués. En particulier, il existe des segments non marqués
dont les points sont a une distance de A4 et de B proportionnelle a 7.
Ainsi Jorsque 7’ appartient a 'un de ces segments, on a bien

. r
pour ¢ < m ;i>1+a

’

et pour i>n < 1—a  (xeta positif fin).

%

Soit maintenant 7, le premier zéro situé & gauche du point 7. On aura
: 1 ) , i
Tegr—7 >777m y e gy — >WZ77""
, 1 , %
V‘—7k>ﬂ1"2(r7,...T—Tk_i+l>ﬂ7'zﬁ;....

27. Tl va é&tre facile, maintenant, d'obtenir pour » =7’ une limite
inférieure du produit (22). Soit en effet

w=kK-4v.

On aura, évidemment
y—1
i=y —gv—vlogn'+ 3 logi

Y44 —
H < +17‘I —> >e ! ’
t=1

g étant positif fini, ou

v
i=y —gv—vlogn'+ f(log:c)dz

H (’!‘H.,,' —l’) >e 1 > e-—g,v—v(logn'—lngv) .
t=1 4
Or, puisque v < 7/, on a

rn,l ’
v log; <,

par suite

=y

Tr4id — ¢ _hn'
I (2) >,

i=1
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h étant un nombre positif. De méme

k
fak , —gk—klogn'+ f (logz)da

H <x ——1> Se 1 > e,
7,

t=m

Finalement, on pourra poser

’

n

(=5

1 k7
et  restera inférieur a un nombre fixe lorsque r augmentera indéfiniment.
Nous pourrons par suite énoncer le théordme suivant: Si lordre p n'est
pas entier, on @ swr wne infinité de cercles C de rayons wndéfiniment crois-
sants

(23) |G(2)] > e ™,

n étant le nombre défini au § 21, et h restant infériewr & wn nombre fixe.

' On pourrait déterminer avec plus de précision la situation des cercles C et se
demander &ils forment des couronnes de quelque épaisseur. Le raisonnement du § 26
prouverait que dans un cercle ' de rayon #, les couronnes ou l'inégalité (23) est satis-
faite forment une portion finie de l'aire totale . Mais il est facile d’aller beaucoup
plus loin si l'on remplace A par une fonction croissante quelconque de n, par exemple
par logn. Counsidérons 3 part dans le produit (22) tous les facteurs pour lesquels la

=

différence r — #; est, en module, supérieure & ~. Le produit de ces facteurs est su-
n

périeur a
g—hnlogn
Les valeurs de r; laissées de cdté se trouvent toutes sur un segment ss,, propor-
. r . . . . c 1yp e
tionnel & ~ qui sera infiniment petit par rapport & 7, lorsque  augmentera indéfiniment.
7

Le npombre v des points 7; situés sur un tel segment sera donc infiniment petit par
rapport & m, sauf peut-étre pour un nombre négligeable de segments ss,. Raisonnons

7

alors sur le segment ss, comme au § 26, en remplagant 3 par o Nous le décom-

poserons en 7 parties et nous pouvons affirmer que le nombre des intervalles partiels
dans lesquels on n’a pas

7 2
n——r’>77;;...rk+,-——-r'>m;b—,

est infiniment petit par rapport & ss, (puisque ce nombre est proportionnel & v).
On en déduit que dans le cercle C de rayon r, les couronnes ow Uon wWa pas
Ia(z)l > eg—hnlogn

forment lorsque v augmente indefiniment une aire infiniment petite par rapport & Uaire totale C.
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Si p était entier, la limite inférieure de |G(2)| serait, sur des cercles
de rayons indéfiniments croissants, celle du second membre de (21).

Ce théoréme fait pendant & celui du § 13. Nous pouvons en tirer
le résultat suivant qui correspond au théoréme de M. PoINCARE:

Si F(z) est une fonction entiére quelconque de gewre p il existe une
mfinité de cercles de vayons indéfiniment croissants sur lesquels on a

I]](Z)I > e—erpﬂ,

quelque petit que soit le nombre <.

28. Le théoréme précédent va nous permettre de compléter les ré-
sultats que nous avons obtenus sur la croissance des fonctions d’ordre entier.

s 1 .
La série Z ~ étant divergente, le nombre ' des zéros de module
Ty

. .t ~ ’ 2 . L2 2
inférieur & 7 sera en général, pour une infinité de valeurs de r, supérieur
a or’, ¢ étant une constante finie. Le module maximum M(r) sera alors,
pour ces valeurs de # supérieur a

e (h positif et fini).

Cette propriété peut servir a caractériser les fonctions de genre égal
ou supérieur a p. Nous savons, en effet, qu’elle ne peut pas appartenir a
une fonction de genre p-— 1.

Mais il est possible, lorsque o = p, que les nombres %' et n restent,
a partir d'une certaine valeur de », inférieurs a er?, quelque petit que soit
e. Il en sera ainsi, par exemple, pour la fonction de genre 1 qui admet
pour zéros les points logr1, 2log2, 3log3, ... (on fera dans ce cas
¢ (v) = xlog x).

Considérons une telle fonction. Elle sera, dans le cas le plus général,

de la forme
F(z) = e®"+2A G (g),

G(2) étant un produit de facteurs primaires et H(z) un polyndéme de

degré p— 1; nous poserons
1

n
H(z)+ Azp 422 3

>4 Fla) = e "),

n étant toujours le nombre défini an § 14.



Sur quelques propriétés des fonctions entiéres. 133

n

Soit y ~I~p = B. En général le nombre 4 4 B sera supérieur en

T pai
module & un nombre positif fini %, pour des valeurs de n indéfiniment
croissantes. Soit » la valeur de |z| correspondant & l'une de ces valeurs
de n. A Dlintérieur de la couronne limitée par les cercles de rayons 7 et

7¥ (7 mnombre positif fini) ayant leur centre a l'origine, on aura dans
certains angles

i
®

Azp 4+

n
1

a

!

> e}u‘l‘

Appliquons, d’autre part, & la fonction G, (2)e”® le théoréme du § 27;
nous pouvons affirmer, en conservant les notations de ce paragraphe, que
I'on a sur une infinité de cercles compris dans la couronne

|G (2)e @] > ¢ (h, positif fini).
Done, puisque nous supposons ici que
n< er?,
on aura en certains points de ces cercles
| F(2)] > .

Cette inégalité est satisfaite pour des valeurs de r indéfiniments crois-

sants. C'est bien 13 emcore une propriété caractéristique des fonctions de
genre p.

29. Mais le raisonnement précédent serait en défaut si la somme

A4+ Z ;O_I;f était infiniment petite. Or cette circonstance peut se présenter.

En disant que F(z) est de genre p, nous avons supposé, sans doute, que
z.* I b . - .
la série Z — n'est pas absolument convergente: mais il peut arriver que
ag

cette série soit semi-convergente (les @; étant rangés par ordre de modules
croissants) et ait pour somme — 4. Il se peut alors que l'on ait a partir
d’une certaine valeur de »

4+ Z Lp <e,
— pal
quelque petit que soit «.
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D’ailleurs, en vertu de l'inégalité (12), on aura toujours, a partir
d'une certaine valeur de 7

|G (2)e"@] < e™ (kb positif fini).

Si done, comme nous continuons a le supposer, F(z) est tel que I'on
puisse choisir la fonction ¢ de facon que

n < er?

(A partir d'une certaine valeur de », quelque petit que soit &) 1'inégalité

A+ 3 - < ¢ entrainera, (en vertu de (24)) a partir d'une certaine va-

1 P%i

leur de r
(25) lﬁv(z)l < eerp,

ol & est arbitrairement petit.

Dans ce cas exceptionnel le module mavimum de F(z) perd tous les
caractéres qui distinguaient cette fonction de genve p des fonctions de genre
inférieur.

La fonction F(z) peut croitre moins vite que certaines fonctions de
genre p— 1. Supposons par exemple quelle soit un produit de facteurs
primaires admettant pour zéros les points réels

a,= ¢(i) =+ ilogi.log,i

(¢ prenant toutes les valeurs entieres positives) F'(z) satisfera, dans ces
conditions, & l'inégalité (12) du § 13 et l'on aura a partir d'une certaine
valeur de 7

| F(2)| < ¢tosn™ Coan (h fini).

Or nous avons vu au § 24 que la fonction de genre zéro qui admet
pour zéros les points ¢(logd)® (i prenant toutes les valeurs entiéres po-
sitives) a son module maximum comparable a

nl
eh ogn’

n désignant le nombre des zéros de module inférieur a 27, c’est-a-dire &

ehr (log r)—* .
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Cette fonction de genre zéro croit donc plus vite que la fonction de genre
un F(2). Le cas exceptionnel qui vient d’étre signalé présente par suite,
au point de vue de la recherche du genre, des difficultés spéciales, et son
étude va nous conduire & des résultats inattendus.

30. M. HapamarDp a, le premier, déterminé le genre d’une somme
de deux fonctions entitres, lorsque ces fonctions ne sont pas d’ordre entier.
Il a démontré que, dans ce cas, la somme de deux fonctions de genre p est,
au plus, de genre p. Cette proposition n’a pas pu, jusqu’ici, étre étendue
aux fonctions d’ordre entier. Cependant l'avis commun des auteurs qui
ont écrit sur ce sujet, était que, suivant toute vraisemblance, elle devait
subsister pour ces fonctions. Je vais montrer qu'il en est bien ainsi en
général, mais que la proposition peut cependant étre en défaut dans
cerfains cas exceptionnels.

Soit f,(2) une fonction de genre p a laquelle nous ajoutons une
fonction f,(2) de genre inférieur & p. Si f,(#) ne présente pas les ano-
malies signalées au § 29, on a sur une infinité de cercles

15@]> e, i) < e,

h étant fini et e arbitrairement petit, par suite

[£,(e) + Fi(2)] > ™,

ce qui prouve que la somme £,(2) + f,(2) est de genre p.

f,(z) me peut donc pas étre la somme de deux fonctions de genre in-
Seriewr & p. Ce résultat équivaut 3 celui qu'a obtenu M. HapamarD
dans le cas des fonctions d’ordre non entier.

Mais les choses ne se passeront plus ainsi si f,(#) satisfait & 'inégalité
(25). On aura, dans ce cas, & partir d'une certaine valeur de 7

(26) |A(2) + fu(2)| < e,

¢ étant arbitrairement petit, ce qui ne permet pas d’affirmer que la somme
fi + 1, est de genre p. Supposons que cette somme soit la fonction F(z)
du § 28, et appelons o, ses zéros. L’inégalité (26) prouve que la série

1 . .
z —, est semi-convergente et a pour somme — 4. Mais elle ne prouve
a;
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. S — :
pas que la série des modules }_ @] soit divergente. Or de ce que cette
()

condition est satisfaite pour 7,(2) il ne résulte pas qu’elle le soit pour F(z).

En d'autres termes, si l'on ajoute, par exemple, & la fonction F(z)
définie au § 19 une fonction du genre zéro croissant plus vite que F(z).
rien me paralt s'opposer & ce que la somme soit elleméme de genre zéro.

Il existe ainsi un cas exceptionnel ot la somme de deux fonctions de
genre p parait se comporter comme une fonction de genre p+ 1. Je
vais montrer par un exemple que cette circonstance se présente en effet.

31. Soit f,(#) un produit de facteurs primaires de genre zéro, ayant
tous ses zéros a; réels et positifs. On sait que [f,(2)| prend la méme valeur
lorsque Ion donne & la variable 2 deux valeurs imaginaires conjuguées.
Cherchons comment se comporte 7,(2) lorsque z est au-dessus de I'axe des
quantités réelles, en supposant que a, satisfasse, & partir d’une certaine
valeur de ¢, a la double inégalité

i(logd)'** " < a; < i(logd)'te,

« étant un nombre positif plus petit que un et y arbitrairement petit.
Nous supposerons par exemple que l'on ait

4r<1—a.

Appelons — { la partie réelle de 2z et supposons-la d’abord négative. Déter-
minons ensuite le nombre n par 1'égalité

(27) n(log n)'+* = pr,

» étant un nombre plus grand que 2. Nous avons, lorsque ¢> o

o1
i

> e n+1m

n

(=] « |[1T(:-2)
1 n41

(k étant un nombre positif), car on a |z—a,|> ¢4 a;. Or

@

1 dx __ nlogn
2 5” ) wgar = g e

n
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Posons 2z=17e¥7. On a {=—7rcosd. Il en résulte que
¢y —>kmlogn|cosd|  (k, fini)
et I'on a

(28) |7,(2)| > em'oemleo=?l  (h positif fini).

Soit alors B un nombre arbitrairement petit supérieur a py. Tant
que l'on a ‘

—cosf > ———
(log )=
on a, en vertn de (27),
(29> If](z)l > ehﬂ(logn)ﬁ > ehr(logr)-l‘—a'hﬁ"
Supposons maintenant que la partie réelle — ¢ de 2 soit positive.
P q P .

Posant encore z = re’'~') montrons que tant que cos @ satisfera a I'inégalité

I

cos >W

l'on aura
(30) |£.(2)] < ¢ ¥ntoen? < girtognTimetd

I et h; étant des nombres positifs finis.

Pour établir cette inégalité, il suffit de remarquer que lordre de la
fonction de 2* f,(2)f,(—#) n’étant pas entier, on peut appliquer a cette
fonction le théoréme du § 14. On a donc

(31) |f(2) Fi(—2)] < gl logn) 1o (h, positif fini).
Or puisque y < 3, cette indgalité ne peut étre compatible avec l'inégalité
(29) que si 'on a au point — #z l'inégalité (30).
32. Désignons maintenant par 7,(2) un produit de facteurs primaires
ayant tous ses zéros b; réels et négatifs, et supposons que l'on ait
i(logi)** " < — b, < i(log i)'+

o' étant un nombre positif quelcongue et y un nombre arbitrairement petit
Acta mathematica. 28. Imprimé le 13 octobre 1903. 18
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inférieur a §. Kn raisonnant comme au paragraphe précédent, on constate
que dans la région du plan ol I'on a I'inégalité (29), on aura

(32) Iﬂ(@l < 77T (g positif fini).

De méme on aura, en méme temps que l'inégalité (28), I'inégalité

(33) |ﬂ,(z) | > egr(logr)—a'nosw;

on aurd, par suite, dans les régions du plan, ol I'inégalité (30) est vérifiée;

(34) |£,(2) | > eortesn ™=+ (4 positif fini).
Considérons alors la somme

F(2) = £,(2) + f(2).

Elle ne peut s'annuler pour |z| =7~ qu'a l'intérieur d'un angle dont la
bissectrice est l'axe des quantités imaginaires et dont la moitié a un sinus

. P ~ 1 y s z a
inférieur a Tog ¥=F " Drailleurs les zéros de F(z) ont deux a deux des
Je

valeurs imaginaires conjuguées. Désignons ces zéros par ¢, ¢,
vais montrer que I(2) est une fonction du genre un.
Séparant dans ¢; la partie réelle de la partie imaginaire, posons

G=ri+y—10d:

Si nous supposons que F(z) est de genre zéro, nous aurons

#@) =T =275+ ]

ri 4 o

y e v

Appelant plus particuliérement « le plus petit des deux nombres
a et o', nous obtiendrons le module maximum M(r) de F(z) en faisant
2= —r. f(z) satisfait alors & D'inégalité (28), ol cosd =1, et f,(2)
vérifie I'inégalité (32). On a, par suite

F(—7) > ehrioen™ (b positif fini).
D’ailleurs le théoréme général du § 22, appliqué a f,(z) nous donne

F(—1) < eXr@sn™ (' positif fini)
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d’olt il résulte (§ 17) que l'on a & partir d'une certaine valeur de ¢
7> Hi(logds™ (b positif fini).

Cela posé, supposons que F(z) soit de genre zéro, on aura certaine-
ment pour des valeurs », de ¢ indéfiniment croissantes

7. = K¢(n) avee ¢(i)=1(logé)*" et K= {logn)",

7, 6tant égal ou inférieur & 1 —a 4+ y, ce qui permet de prendre, par
exemple 7, > 57 (puisque nous avons supposé que 47 < 1 —a).
Reprenons les notations du § 20, et faisons

r=Kgn)=¢(n),  (b<3)

Nous obtiendrons en nous reportant aux caleuls du § 20 (ol nous
) I
ferons A=, p=1):
n

wWry L B _ ’
A PPE N (. ">i, h positif fini).

D’autre part, puisque
-
|7i|<(10g,,)1—ﬁ’
nous aurons

k- L]
2hyr (logr)—1+F > }+hlr2 ¥ iz
¢ m+1

<e : mtl " (h, positif fini).

i)

m+1

. I .
Pour évaluer la somme r’z -, hous procéderons comme nous avons -
1 ¥i
. p+1 : — ’ —_
fait an § 20 pour Ja somme 7 ETPH’ (en faisant p+ 1 =12, p=1).
417t

Nous obtenons

Lo

7? 2 1_2 < K™n (e, =b>0¢).

n+17i
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. . 1
D’autre part, puisque la série Z . est supposée convergente, nous
1]
avons

7 (log r)~1*# Z ;:— < kr (log r)~'*# (k positif fini).

m+1®

Nous aboutissons donc finalement & cette conclusion que M(7) est
inférieur a la plus grande des deux expressions

e" o) —a—net+ry (C pOSltlf ﬁni), plriogn) —1+8 )

D’ailleurs, puisque l'on a c>zlr et y, > 5r, on a nécessairement

r—r,¢ <o et, dautre part on aura, lorsque ; et par suite § seront assez

petits
a <l 1 — ﬂ

Les inégalités précédentes se trouvent donc en contradiction avec les ré-
sultats obtenus plus haut sur le module maximum de F(z).

On en conclut que I'hypothése d’aprés laquelle F(z) serait de genre
zéro n'est pas admissible. :

Nous aurions pu parvenir au méme résultat en procédant un peu
différemment. Le produit F(z) F(—2), considéré comme fonction de 2°
est une fonction de genre zéro et d’ordre non entier. Or il résulte des
inégalités obtenues aux §§ 31 et 32 que cette fonction a méme module
maximum (pour |2|=7) que le produit F(z). On peut donc lui appliquer
le théordme du § 21, qui conduit au résultat cherché. La méthode suivie
plus haut semble cependant préférable, parce qu’elle manifeste mieux 1'in-
fluence exercée par les arguments des zéros de F(z) sur la croissance de
son module.

Nous pouvons énoncer maintenant la proposition suivante:

Soit f,(2) une fonction de genre zéro ayant tous ses zéros réels et positifs
et tels que Uon ait & partir d'une certaine valewr de i

i(log i)'t < @; < i(logi)tte,

a étant un mombre positif plus petit que un et 7 arbitrairement petit.  Soit
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dautre part f,(z) une fonction dont ftous les zéros somt réels et mégatifs et
tels que Uon ait & partir d'une certaine valewr de i ‘

i(log4)+* " < — b; < i(log o)t

o étant un mombre positif quelconque (¥ arbitrairement petit). La somme
f.(2) + f,(2) est une fonction de genre un.

Un cas particulier intéressant est celui ol /,(2) = f,(—¢). On voit que
si f,(2) satisfait aux conditions indiquées plus haut, la somme £,(2) + 7, (—2)
sera une fonction de genre un. M. B. LixDpELOF' vient de faire connaitre
un résultat équivalent qu'il a obtenu de son c6té et qui rentre dans ce cas:
particulier. Posant

f(z):H[I +H—(1—:§W] avee 1<a<2

M. LinpELOF établit directement que la somme f(2) 4 f(~— 2) est de genre un.

Faisons une derniére remarque au sujet de la proposition qui vient
d’étre établie. Si elle s'applique & deux fonctions f£;(2), f,(2), elle s’ap-
pliquera également & la somme

fi(2) + ¢f,(2)

¢ étant une constante quelconque.

DEUXIEME PARTIE.

Pour rendre applicables a D'étude des équations différentielles les ré-
sultats obtenus sur la croissance d'une fonction entitre, il nous faut con-
sidérer maintenant la dérivée de la fonction et déterminer, en particulier,
Pordre de grandeur de cette dérivée par rapport a la fonction elle-méme.

' Comptes rendus de 1’Académie des Sciemces. 30 décembre I19OI.
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La dérivée logarithmique d’une fonction entiére.

r. Les nouveaux résultats que j’ai en vue ne peuvent évidemment
pas étre des conséquences des inégalités obtenues plus haut: car on sait
qu'en général on n’a pas le droit de dériver une égalité asymptotique.
C’est en faisant de nouveau interverir ici le fait que la fonction consi-
dérée, F(z), est entitre que je pourrai obtenir sur F’(z) des renseignements
beaucoup plus précis qu'on ne l'avait fait encore.!

L’étude de la dérivée logarithmique d'une fonction entiére a déja été
tentée par LAGUERRE et avec plus de détails par M. Vivantr.? Mais aucune
proposition compléte n’a encore été démontrée a son sujet et, d’ailleurs,
quelques-uns des résultats énoncés par M. Vivanti demandent & étre pré-
cisés. C’est pourquoi certaines propositions tirées par lui de ses théordmes
ne se trouvent pas étre entitrement exactes, entre autres celle-ci que la
somme de dewx fonations entiéres de genre p est towjours de genre p aw plus.
Nous avons vu plus haut que cette proposition comporte un cas d’ex-
ception.

! Dans son mémoire- sur les zéros des fonctions entiéres, M. BoREL a donné une

limite supérieure du module de F’(2). Posant
F(z)=a, + a,2 + a,2° + .
M(r)=|a,] + |a,r + ...
M'(r) =|a, + 2]a,|r + ...
M. BoreL a montré que l'on a, quel que soit ¢, 4 partir d'une certaine valeur de »
M(r) < [M(r)+e.
* Giornale di Baltaglini, 1884 et 1885, F(z) étant une fonction de genre p,

M. Vivantr dit que dans cerlains angles le rapport T!’f—ﬁ(’?g_l tend vers zéro, tandis que
z
| F(2)| o . L
le rapport W augmente indéfiniment. Mais pour que la premiére partie de cette

proposition fGt vraie il serait nécessaire de faire des hypothéses trés particuliéres sur
les arguments des zéros. Quant & la seconde partie, elle n'est en tout cas pas exacte,
comme nous le. constaterons un peu plus loin.
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2. Soit G(2) un produit de facteurs primaires de geure p

-3

G(z) = H (I ____aii) e%*‘°'+;%_

1

o' Plan z
g(z):GéZ:Z[Z_Iai-g-i_-;-,,.-;- J,__Z ’

af af(z — ay)

Etudier la variation du module |9(2)|, comme nous I'avons fait pour -
| G(2)], lorsque le module |2| augmente indéfiniment, semble une question
dépourvue de sens, puisque la fonction g(2) a a4 distance finie une infinité
de podles. Mais si l'on exclut du champ observé le voisinage des pbles,
ce qui revient a considérer g(2) dans certaines régions ou en certains
points, on constatera que le module de croissance de g(2) est bien, ce-
pendant, une propriété caractéristique de la fonction: il résulte, comme
celui de G(z), de la distribution des points «;.

3. Proposons-nous, d’abord, de trouver, en certains points, une limite
supérieure du module |g(z)|.

Je ftraiterai pour commencer, un cas particulier, celui qui donnera
lieu aux résultats les plus complets. Je supposerai qu’il existe un angle y
ayant pour sommet l'origine et ne contenant ancun des Points a;.

Posons |z|=r, |a| =1 et désignons par z un point situé dans
I'angle 7—; de méme bissectrice que y. Je vais déterminer en ce point une

2P
X

Les formules élémentaires relatives au triangle oza; donnent immé-

diatement

limite supérieure de

r
2

7

Iz-;ai|>rsin et |z—a,-|>nsin5.

De 1a nous allons déduire la limite cherchée.
Considérons d’abord le cas général ol Yordre p de la fonction entiére
G(2) n'est pas un nombre entier, et formons de nouveau la fonction ¢(2)
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qui a été définie dans la premiére partie, au § 9. Elle est telle que I'on
ait, pour i > m, 7; > ¢(i). Définissons, alors, le nombre n par 1'égalité

g(n) =

7 étant un nombre positif fini.
On a

rp—1 & -1 de
< X G <o T f
gin y sin L L [¢ ()7’

¢ étant un nombre fini. IL’intégrale définie qui figure dans le dernier

I

yP
ai(z — ay)

: . Y LN .
membre, est d’ailleurs, comme on I'a vu plus haut,’ inférieure a ;‘; (¢, fini).
On obtient donc, dans ce cas:

" 1
<h-,

r

/'/-P

1 af(z - ay)

h restant inférieur & un nombre fixe.
D’autre part

r? dz n .
< f <h -, (b fini)
sin 7_2’ © [¢(w)]p+l r

puisque o est supposé différent de p 4 I.
Nous avons done, finalement

yP

i I

ntl af(z — a;)

(1) l9(2)] <h> (b positif fini)

4. Cette inégalité peut étre mise sous une autre forme. Désignons
par ¢(7) la fonction inverse de ¢(z). Cette fonction satisfait aux condi-
tions énoncées au § 8 de la premitre partie: on a donc

p(r) =12 (1 nombre positif fini)

! Premiére partie, § 15.
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Nous avons établi, plus haut, l'inégalité
log | G(2)] < he(r).

Nous constatons, maintenant, qu'au point z, on a le droit de dériver cette
inégalité; c’est-a-dire que l'on a

G'(2)
G(z)

< hg'(r),

h, étant, de méme que % inférieur a un nombre fixe.

On voit immédiatement que la proposition subsiste dans le cas ou la
fonction entiére étudiée contient un facteur exponentiel e”®), dont lex-
posant est un polynéme de degré p au plus. Mais elle pourrait cesser
d’étre exacte, si 'ordre p du produit de facteurs primaires G(z) était égal
a pouap-+ 1. On choisirait alors la fonction ¢(z) comme il a été fait
au § 22 ou au § 23 de la premiére partie et I'on remplacerait l'inégalité
(1) par une inégalité de la forme '

(2) lg(2)| < b~ 4 b, Mﬁ,
k étant dans cette inégalité un entier fini, et les nombres %, &, restant

inférieurs & un nombre fixe lorsque # augmente indéfiniment.
D’ailleurs de 1'inégalité

a1
lg(2)] < TP~ IZ +7M i

nt+l T

il résulte immédiatement que I'on a nécessairement
(2) l7(2)] < &7,

1
¢ tendant vers zéro avec e

' On constaterait aisément que dans certains cas exceptionnels, bien que G (z\

soit de genre p, on pourra avoir dans l'angle y & partir d’'nne certaine valeur de r
une inégalité telle que

Au contraire on aura toujours, lorsque r est assez grand, linégalité (2).
Acta mathematica. 28. Imprimé le 14 octobre 1903. 19
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5. Ces résultats font exactement pendant a ceux que nous avons
obtenus relativement & |G/(2)|. Nous les compléterons tout a I'heure en
démontrant la réciproque de la proposition précédente. Mais il convient
auparavant d’examiner le cas ol il n’existerait pas d’angle j satisfaisant &
la condition énoncée plus haut.

Nous allons constater qu’il suffit, dans ce cas, de multiplier la limite
(1) par le facteur logn pour étre assuré que le module |g(z)] lui reste
inférieur, du moins en certains points ou sur certaines lignes.

Pour parvenir a ce résultat nous ferons appel a des considérations ana-
logues & celles qui nous ont servi & étudier le module minimum d'une
fonction entitre.

Soit toujours y un angle fini ayant pour sommet l'origine et dans
lequel se trouve le point z. Nous supposerons plus particuliérement que
z soit dans un angle ;' intérieur et proportionnel & y, les c6tés de ;/
faisant avec ceux de y des angles qui sont eux-mémes proportionnels a j.
(Les rapports de y & ces angles sont des nombres finis.)

La somme Z

7P . .
—~—— étendue & tous les pdles situés hors de 'angle
i)z — a
r a évidemment la méme limite supérieure que dans le cas précédent.
Parmi les poles restants, considérons d’abord ceux pour lesquels on a

§>I+6 ou %>I+é‘,
1

¢ étant un nombre positif. De ces inégalités, il résulte, dans le premier cas

|z— a;| > kr,

dans le second cas
|z —a;} > Ky,

k et k, étant des nombres finis indépendants de +. La méthode du § 3
s'appliquera donc encore & la somme X relative a ces péles, et cette somme
sera inférieure & la limite (1), ou du moins (lorsque p est entier) a la limite (2).

6. Nous n’avons pas encore épuisé les termes de Y. Pour obtenir
une limite supérieure de la somme restante, je raisonnerai comme au § 26
de la premicre partie.



Sur quelques propriétés des fonctions entiéres. 147

Soit v le nombre des pdles que nous avons encore a considérer, et
soit I" I'arc intercepté par l'angle y sur la circonférence de rayon r ayant
pour centre l'origine. J’appellerai a; le point oh cet arc est rencontré par
la droite Og;, les points a; étant numérotés dans l'ordre oll nous les ren-
controns, lorsque nous parcourons /' dans le sens positif.

Décomposons l'arc I en N arcs égaux, N étant supérieur & 4n' (v’
désigne le nombre total des péles de module inférieur & #), et appelons
By Bys .oy By les arcs ainsi définis. En raisonnant comme dans la pre-
miére partie (§ 26), je constaterai qu'il existe plus de N— 3n' arcs f8
jouissant des propriétés suivantes: si 2 est un point de I'un d'eux, la
distance de # aux deux extrémités de l'arc I' sera du méme ordre de
grandeur que I, soient, d’autre part, a, et a«,,, les points a situés de part
et d'autre de z sur l'arc /7; on aura

i . ot
arc (a,f+l——z)>—N... arc (., — 2) >y
arc (z—oy) > Zl\_; are (o4, —2) > rri-

On en déduit aisément les inégalités

- —1 57 ; o
S i< N L <

g étant un nombre positif fini.
Nous pouvons alors calculer au point 2 une limite supérieure de la

somme Z
Iz—al

fini pour ces points, on aura

. . r
étendue aux points «; considérés. Le rapport — étant
t

P g, < . thogv
(3) - <% ;smz-—a,)< ’

rilz — ai] r

h étant inférieur & un nombre fixe.
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En nous reportant maintenant aux résultats obtenus plus haut, nous
constatons que l'on a au point 2

’I’ ’ ’ e .
Vn' log n’ (h, ' nombre positifs finis).

n
Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante:

Si lordre p west pas entier, il existe, quel que soit r, une infinité
d’arguments 0 tels que Uon ait

ly ('re”"‘_’) I < hn log n ’

r

h étant une constante finie et m le nombre défini auw § 14 (Premiére Partie).

Si l'ordre p du produit G(z) était entier, on choisirait la fonction ¢
comme il a été fait aux §§ 22 ou 23 de la premidre partie, et on pourrait
étre amené A remplacer 1'inégalité précédente par une inégalité de la forme

(et )| < fr=s o Bnlogn e,

r

ot k est un entier, » et h, des nombres positifs finis.
Dans tous les cas, on aura en vertu de (2')

hn' log n/

lo(re"=)| < MEE e,

r

1
e tendant vers zéro avec - .
”

7. Insistons un peu sur l'inégalité obtenue dans le cas ol l'ordre
o n'est pas entier. Il est clair que les arcs sur lesquels cette inégalité
est vérifibe sont d’autant plus grands que la constante % est elle-méme
plus grande. Si l'on remplagait % par une fonction croissante de #, par
exemple loglogn, on pourrait affirmer que les arcs du cercle C de rayon
r sur lesquels Uinégalité

n log n log, n
|g(z)| < moE " 0B

nest pas vérifice ont une somme infiniment petite par rapport & la longuewr
totale du cercle C.
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Supposons en effet que l'angle y considéré plus haut, au lieu d'étre
. . 1 Cys , g

fini, ait pour sinus g’ et considérons d’abord tous les pbles situés en

dehors de cet angle et tous ceux pour lesquels on a

r 1 r; I

';;< ! +log,n om ¢t +BE;;’L.
1
Lia somme Y relative & tous ces péles est évidemment inférieur a la limite
(4) puisque la seule modification apportée aux caleuls des §§ 3 et 5 consiste

. ) 1 )
a remplacer les constantes finies —, % et %, par des nombres proportion-
sin ¢’ 1

nels a log,n. Faisons maintenant, au § 6, N=mn. Il est clair que,
quelle que soit la situation de l'arc I" sur le cercle C, le nombre v de-
viendra, lorsque 7 augmente, infiniment petit par rapport a N, excepté
peut-étre pour un nombre limité d’ares f' (c’est-a-dire d’angles y) dont la
somme est infiniment petite par rapport a la longueur totale du cercle C.

D’autre part, si -;7 est trés petit le rapport & I de la somme des ares
partiels 3 sur lesquels on a l'inégalité (3) tend vers l'unité. L’inégalité

(3) équivalant maintenant (pour ;= i N=mn) a l'inégalité (4), la

log, n’
proposition énoncée est bien établie.

8. On obtiendrait des résultats analogues si l'on posait le méme
probléme d'une fagcon un peu différente.

Proposons-nous de déterminer une limite supérieure de |g(2)| en tous
les points de certaines circonférences ayant leur centre a l'origine.

On a, en posant |a;| =7,

l:-\ 2P

i (@ —aj)

Ty

Tfl'r——rd.

La somme Y relative aux péles pour lesquels ;;> 1+ 6 ou %> 144
se calcule comme au § 5.

Supposons d’autre part que r soit situé dans l'un des intervalles dé-
finis au § 26 de la premiére partie. On aura en conservant les notations

de ce paragraphe, lorsque
7o < T K Tign
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les inégalités

1 N N N
—_— L, L,
Ty — 7 r Yigs — T wr

I N I N

r—r 1 — iy AT

Si donc nous considérons tous les podles (au nombre de v) pour lesquels

r ri el R
~<1+44d ou —T—Z <14 7, la somme ¥ correspondante sera inférieure a
1

N
h—r-logv,

h étant un nombre positif fini.
Le résultat subsistant tant que N> 4% et v étant inférieur a »' et
& m, nous pouvons énoncer la proposition suivante:

Si Uordre p n'est pas entier, il existe une infinité de cercles ayant lewr
centre & Uorigine et des rayons indéfiniments croissants tels que U'on ait en
chacun de leurs points
# log n

r

lg(a)| < R

b étant une constante positive finie et n le nombre défini au § 14 de la
premiére partie.

Si lordre p de G(z) était entier on remplacerait, comme plus haut,
I'inégalité précédente par

lo(2)] < br=" 4 b,
(k entier, A, h, finis).

Nous bornant aw cas ot p n'est pas entier nous généraliserons la pro-
position précédente comme celle du § 6. Si nous considérons sur l'axe
des » un segment de longueur 7, nous pouvons affirmer que les points
7" de ce segment tels que l'on n’ait pas sur tout le cercle de rayon 7" I'iné-
galité

nlogn...login

r

b

hnl 1
(4) |g(3),<_ﬁ_°g_’u_g.»£

r

forment des segments dont la somme est infiniment petite par rappo‘rt au
segment total.
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Rapprochant ce résultat de celui du § 7, nous énoncerons la propo-
sition suivante:

Soit une aire 4 proportionnelle & #? par exemple le cercle C de
centre O et de rayon ». Les régions de ce cercle on Uinégalité (4) west
pas vérifice forment une aive infiniment petite par rapport & Uairve totale A.

‘9. Ainsi, si I'on prend la précaution d'exclure du champ de la va-
riable le voisinage immédiat des poles, on peut limiter le module de g(z)
exactement comme on a fait pour celui de la fonction entitre G(z).

On obtient d’ailleurs immédiatement une réciproque du théoréme dé-
montré au paragraphe précédent.

Supposons que le long d'une circonférence €' de rayon 7, on ait

l9(2)] < @(r).

Soit 7' le nombre des pdles de g(z) dont le module est inférieur a
. On a

n o= fg(z)dz,
<

(5) %1 < ha(r),
h étant un nombre positif fini.

Si, quel que soit v, 4l existe unme circonférence de rayon wr (n fini)
jouissant de la propriété indiquée, on peut affirmer que Uinégalité (5) est
vérifice pour toute valeur de v.

Les nombres n et #' qui figurent dans les inégalités (2), (4) et (5)
sont ceux que nous avons déji rencontrés dans la premiére partie. Nous
avons vu que, lorsque l'ordre o n’est pas entier, ces nombres sont siire-
ment égaux pour une infinité de valeurs de r indéfiniment croissantes.
Nous avons de plus défini au § 18 les cas ou ils coincident pour toute
valeur de . La comparaison de ces deux nombres, dans le cas oll p est
entier, a 6té faite aux §§ 22 et 23.

Le voisinage des poles ayant été exclu du chamyp de la variable, comme
il a été dit au § 8, désignons par m(r) le module maximum (pour |z|=17)
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de g(2) dans les régions restantes. Nous déduirons en particulier du thé-
orétme du § 8 et de I'inégalité (5) que si, a partir d’une certaine valeur

r . oy s .
de r, le rapport > veste compris, quel que soit i, entre deux nombres finis,
%

m(r)
go—1

le rapport sera supériewr & un nombre fixe et infériewr & logr.

Si T'on reprend l'expression employée pour les fonctions entiéres, on
peut dire que, dans ce cas, la croissance de la fonction ¢(2) est parfaite-
ment réguliere. Mais la fonction-type a laquelle on compare le module de
g(2) est, cette fois, une puissance finie de 7, au lieu d’étre une exponentielle.

Plus généralement, si l'on a, & pavtir dune cevtaine valewr de i, quel-

que petit que soit ¢,
) 1 1

pu—"3 z

i <<t
on aura, a partir d'une certaine valewr de r,

re < (r) < P

g’ tendant vers zéro avec

= e

10. Il nous reste & démontrer un théoréme correspondant & celni du
§ 20 de la premiére partie.
Supposons que l'on ait, a partir d'une certaine valeur de »

hn

m(r) (I positif fini),

n étant l'inverse de la fonction
1 @ 3
r=¢(n)=n"(logn)’ ... (log,n)*,
Uordre p w'étant pas entier.
Je dis que Uon a, & partir d'une certaine valewr de i

1
< s,-’@ < W'(logé)e (', k" positifs finis).
Supposons, en effet, que l'on ait, pour des valeurs n, de ¢ indéfini-

ment croissantes
1

7, = K¢ (m)(logm,)",
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K dépassant, lorsque =, augmente indéfiniment, tout nombre assigné
d’avance.

Faisons
1
r=K'"#$(n)logn,)* (B positif, inférieur & 1).

On aura, d’aprés les calculs effectués au § 20 de la premiére partie

7y p—1 P w\ P r
Z%—<K’°(10gnl>” ;, Z~%<K"‘(logw,)”;,

m K 41t
n, < (1 + o) K0P,

¢ étant un nombre positif.
Dailleurs le nombre %' des poles de module inférieur a 7 est inférieur
a n, et l'on a

wlogn' < gK "0y,
On aura donc, dans les régions définies au §§ 7 et 8
l9(2)| < K—on (c, positif),

ce qui est en contradiction avec les données. L’hypothése faite sur 7, est
donc inadmissible; ce qu’il fallait démontrer.

En particulier, si la croissance de g(z) est parfaitement réguliére, ¢’est-
a-dire si m(r) est proportionnel & #*~' & partir d'une certaine valeur de
r, on auwra, @ partiv dune certaine valeur de 1

o
W< ﬁ; < h"logi (', B positifs finis).

11. I’étude de la fonction méromorphe ¢(z) conduit, on le voit, a
des résultats qui rappellent de trés prés ceux que nous avons obtenus re-
lativement aux fonctions entiéres. Afin de mettre mieux encore cette con-
nexion en lumiére, je vais maintenant comparer la croissance de g(z) &

celle de la fonction entitre G(z).
Acta mathematica. 28. Imprimé le 14 octobre 1903. 20
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Désignons par 7' le nombre des points @; dont le module est inférieur
a yr, u étant lui-méme infériewr g , Je dis qu'en une infinité de points 2z
de modules indéfiniment croissants, on a simultanément les inégalités
. n
|G(2)| > ™, lg(2)] > by~

h et h, étant des nombres positifs finis.
Posons comme au § 14 de la premiére partie

i) =, [T (1—2).

On a, quel que soit # sur le cercle C de rayon r ayant son centre
a lorigine,

(7) III (1 —2) >e™ (b positif et fini).

"
Z :
z—a; |’
1 1

si # est réel, et égal & & (§ =), on aura pour i<

I I—-))E
R(&——ai) <3 + 7

On calculera de méme une limite inférieure de

Par exemple

(8) R[z ! ] > k™ (b positif fini).
— &—a; §

Donnons maintenant & # une valeur particuliére »,. Quel que soit
7,, il existe sur le cercle €' de rayon #, des arcs le long desquels la partie
réelle

R[log G\(2)]

est positive. (Premiére partie § 17.) Parmi les rayons issus de l'origine
et aboutissant aux divers points de ces arcs, il en est une infinité sur
lesquels la fonction R[log ()] est continue ainsi que sa dérivée. Nous
avons toujours le droit de supposer, aprés avoir fait, si cela est nécessaire,
le changement de variable 2/ = z¢Y~" que 'axe réelle est 'un de ces rayons,
et nous aurons alors pour z= & =7, l'inégalité

Rllog G,(&,)] > o.
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On peut d’ailleurs disposer de la nouvelle variable ¢ de fagon que & soit
arbitrairement grand, et par suite, (si £, est un point donné de ’axe réelle
(&, < &), et ny la valeur correspondante de n;), de fagon que l'on ait

(9 kimilog 2 > Rllog ¢4 (&)
k, étant un mombre infériewr & k. Nous concluons de 13 qu'il existe entre

&, et & des points £ tels que lon ait

’

dlog G,(&) Ny
(10) B[*87 2> — k%

en effet, s'il n’en était pas ainsi, 'intégration du premier membre de &, &
¢, donnerait

R[Iog G1<51)] < Rllog GI(EO):I — ke 108'? <o,

ce qui est confraire & nos hypotheéses.
Nous pouvons affirmer en outre qu'il existe des points £ ou l'on a
simultanément 1'inégalité (10) et l'inégalité

R[log G,(&)] > o.

Supposons en effet que cette derniére inégalité ne soit pas satisfaite
aux points & définis plus haut; comme elle I'est au point &, il existera sfire-
ment entre & et & des points & ol la fonction R{log &,(&)] sera positive
est croissante: l'inégalité (10) sera donc satisfaite en ces points, qu'il est
loisible d’appeler &. _

D'ailleurs les inégalités (7) et (8) sont toujours vérifies en &, et I'on
a n,<#n (puisque £>§). Il en résulte que on a simultanément les
inégalités

(11) Rllog¢(8)) > b, BT8O > (i—) ¥,

h et k—k, étant des nombres positifs finis, ce qu’il fallait démontrer.
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12.  En supposant l'ordre p de G(&) non entier, nous pouvons com-
pléter encore le résultat précédent. Nous avons vu que pour une infinité’
de valeurs de 7 indéfiniment croissantes, on a

[G(&)] < em ot de méme |G (§)] <em™ (B, potitif fini),

7 ayant la méme signification quau § 11.

Suppbsons, en particulier, ces inégalités satisfaites pour z réel est égal
a &. Nous voyons alors qu'une condition suffisante pour que l'inégalité
(9) soit vérifiée est que l'on ait

kong log? > yng,

ou
= Iy
:1 T
= >e
£ ’

ce qui laissera fini le rapport %

[

Sachant que ce rapport est fini, nous constatons d'abord, (d’aprés le
théoréme fondamental démontré dans la premiére partie), qu’en tout point
& compris entre & et & l'on a’ comme en &

|G, (&)] < em (h, positif fini).

D’autre part, nous savons (§ 8) que l'on a, dans une infinité d'inter-
valles partiels compris entre & et &, 'inégalité
G'(§)

e
(12) R[m] <k "E% (K, positif fini)

Je dis qu'en ume infinité de points & cette inégalité sera satisfaite en
méme temps que les inégalités (11).

Supposons en effet quen un point &' ces derniéres inégalités soient
seules satisfaites, et donnons maintenant & »’' une valeur fixe proportionnelle
a n;. Appelons & la premiére valeur de & supérieure a & pour laquelle

! pour toutes, si la croissance de G'(z) est réguliére.
* pour r = &, comme pour r = &, le rapport de %’ au nombre n du § 3 est fini.
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on ait l'inégalité (12) (§] peut étre cette fois plus grand que &, mais le

rapport S ost fini, en vertu du théoréeme du § 8). Au point & l'on a

dlog G(§)7] . n'logw
R[ dé _]“"“ﬂ_s; ’
et en méme temps

R[log G(&1)] > M,
puisque la fonction R[log G(&)] n'a pas cessé de croitre dans l'intervalle

¢'¢,. Drailleurs, le rapport $ gtant fini, on aura toujours

0

|G(EN] < e

13. Si nous revenons maintenant a la variable 2 et si nous rempla-
cons & par sa valeur 7, nous pourrons interpréter comme il suit les iné-
galités précédentes.

Si G(2) est une fonction entiére d’ordre non entier et %' le nombre
défime au § 11, on aura simultanément pour wune infinité de valeurs de z
s'éloignant indéfiviment de Uorvigine, Uégalité

eiaG(z) — ehn’

(h étant un nombre positif fini et a un angle compris entre o et 27) ef
Uégalité
R[ei“G’(z)] :ﬂz:':‘ e)m"

w étant un nombre positif supériewr & un nombre fini et infériewr & logn'.

Cette proposition permet d’étudier la croissance de la fonction 7’ de
r, lorsque le produit G(z) est défini par une équation différentielle du
premier ordre a laquelle il est supposé satisfaire. On substituera dans
I’équation aux expressions e“@(z) et R[e™G’(2)] les valeurs qui viennent
d’étre données, et I'on calculera »' en égalant le résultat a zéro.

14. Les propositions précédentes ne fournissent, certes, que des ren-
seignements trés vagues sur l'allure générale de la fonction g(z). Mais
elles mettent en évidence l'existence de certaines régions qui offrent quel-
que intérét au point de vue théorique. Dans ces régions l'influence per-
turbatrice exercée par les péles sur la croissance de la fonction est la méme
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que si la distribution de ces poles était uniforme: (Pest ce qu'expriment
les inégalités (3). Il existe par suite des portions étendues du plan (par
rapport auxquelles toutes les autres seront négligeables si I'on se contente
de linégalité (4)) ol linfluence des poles sur lordre de grandeur de la
fonction est, elle aussi, négligeable. Cet ordre de grandewr dépend wunique-
ment de la nature de la singularité essentielle dont on s’approche, exactement
comme il arrivait pour les fonctions entieres. On voit par la que le mode
de croissance de g(z) est bien un élément fondamental de cette fonction,
indépendant de la situation particuliére des poles.

Des considérations de cette nature sont nécessaires pour justifier I'étude
de la croissance lorsque l'on a a faire a des fonctions méromorphes. Elles
s'appliquent en revanche a des classes de fonctions beaucoup plus étendues
que celle des fonctions g(2).

Considérons par exemple une fonction méromorphe qui n'ait que des
poles simples, les vésidus corvespondants étant des mombres finis. Il est
facile d’étendre la notion de genre a de telles fonctions. Si I'on a une
fonction de la forme

b;z?
(13) f(3)~zm:)+][(3))
H(z) étant un polynéme de degré p— 1 au plus, et la somme X étant
absolument convergente dans tout le plan, excepté aux points singuliers
a;, on pourra dire que la fonction' f(z) est de genre p.

Les nombres b; étant tous finis, il est clair que f(z) satisfait, dans
les mémes conditions que g(z), aux inégalités (1), (2) ou (4).

Si 'on voulait généraliser encore ce résultat, il faudrait supposer que
b; au lieu de rester fini est, comme «;, une fonction croissante de l'entier
¢. La méthode des paragraphes précédents s'appliquerait encore a ce cas.

! 8i T'on adopte, pour les fonctions méromorphes, cette définition du genre, les

fonctions méromorphes de genre p ne seront qu’une catégorie trés particuliére de la
classe des fonctions qui s’expriment par le quotient de deux fonctions entidres de genre
p. La plupart de ces dernidres fonctions seront, & notre point de vue, de genre infini;
car leurs résidus deviennent généralement infiniment grands avec r. On rencontre de
graves difticultés lorsqu'on essaye de développer de telles fonctions sous la forme (13).
Cette forme de développement a été étudiée par M. BoreL dans un important mémoire
publié en 1901 dans les Annales de I’Ecole Normale Supérieure.
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Les dérivées successives de g(z).

15. Pour rendre les résultats précédents applicables a 1'étude des
équations différentielles algébriques d’ordre supérieur au premier, il faut
étendre nos considérations aux dérivées successives de la fonction g(z).

La proposition du § 3 se laisse aisément généraliser. On a

g’(5)=2[p A ]

allz —a) al(z—a)’

Nous bornant au cas ou lordre p du produit infini G(z) n’est pas
entier, supposons qu'il existe un angle fini y ayant son sommet a l'origine
et ne contenant aucun des points ¢;, on aura, lorsque z est dans l'angle

7;: de méme bissectrice:
|s—al > r|s—alsin]

et par suite

r|g’(z)|<<p+ Ir>q~1’z !

sin’ ri—a)
2

Or nous avons déterminé au § 3 une limite supérieure de la somme
qui figure dans le second membre. Si nous introduisons de nouveau la
fonction ¢(x) de ce paragraphe, et si nous posons

¢(n) =y (y fini)

nous aurons
1 n "
7)< 2% = g (),

h et h, étant des nombres finis, et ¢(r) désignant comme au § 3 la fone-
tion inverse de ¢(i).

Le méme raisonnement s’appliquant & une dérivée quelconque de
g(2), on aura

n
|99()| < Iz = Iy g+ (2),
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h et h, étant finis. En d’autres termes, on a le droit de dériver autant
de fois quon le veut I'inégalité (1). Cela n’était, comme on sait, nulle-
ment évident a priori.

16. Ces résultats si simples ne subsistent malheureusement pas dans
le cas général ol il n’existe pas d'angle fini y ne contenant aucun péle
de la fonction. Nous allons, pour étudier ce cas général, faire appel & des
considérations analogues & celles du § 6. La difficulté du probléme pro-
vient, ici encore, des poles qui sont voisins du.point z ou l'on considére
la fonction. Nous pouvons donc, pour un instant, faire abstraction des
autres poles.

Soit 4 une aire proportionnelle & H’»* et contenant le point 2. La
forme de cette aire n’important pas ici, je supposerai qu’elle est un carré
de cOté égal & Hr. Soit v le nombre des poles de g(z) contenus dans
ce carré, et soit N un entier tel que l'on ait, par exemple N*> 32,
Décomposons le carré 4 en N? petits carrés tous égaux ayant leurs cOtés
paralléles. Nous désignerons ces carrés par

A chaque pdle a; contenu dans A je vais faire correspondre un
certain nombre de carrés b que j'exclural du champ de la variable .
Cette correspondance satisfera a la condition suivante: si # est un point
quelconque du champ conservé, I'un au moins des carrés correspondant i
a; aura tous ses points plus voisins du point 2z que n’en est @;. Pour
6tablir une telle correspondance entre les poles a; et les carrés b, je pro-
céderal comme il suit, ombrant au fur et & mesure les carres choisis.

Soit @; un pdle situé dans le carré b,: nous ombrerons, s'ils ne le
sont pas déja, le carré b, et les huit carrés, b]...5;, qui 'entourent.
Si quelques-uns de ces carrés, par exemple 0;,b;, b;, sont déja ombrés,
nous ombrerons tous les carrés (en nombre inférieur & 16) qui touchent
a la figure formée par b,,, 0], b,,b;. Mais il se pourra que dans certaines
directions les carrés qui avoisinent immédiatement cette figure soient eux-
mémes déja ombrés: voici alors comment on opérera. Menons par a; les
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paralleles aux c6tés du carré A, et divisons chacun des quatre angles
droits ainsi formés en quatre angles égaux; nous formons ainsi seize angles
dont je considérai l'un en particulier, I'angle wa;u’ par exemple. Tracons
ensuite des cercles I' de centre @; et de rayons croissants, et soit I le
premier de ces cercles qui touche, dans l'angle wa;4’, & un carré non
encore ombré. I’ détermine dans l'angle wa,4’ un secteur c¢ a;c; tout

entier extérieur au carré by. Si alors z est un point quelconque situé
dans une région non ombrée de l'angle wa,u’, il est clair que tout point
de b, est moins éloigné de z que le point @;. Désignons en effet par R
la distance de a; a 2, par » le rayon a;c, et par p le c6té de b,. f étant
un point quelconque du carré b,, nous pouvons remplacer le chemin fz
par un chemin, plus long, ainsi composé: un segment fe, paralléle a 1'un
des cOtés de 0, dont la longueur est inférieur a p, un arc ed de la cir-
conférence de centre a; passant par e, arc dont la longueur est inférieure

~

ar’ N
A&, (r <¥ <7+ p), enfin un segment dz du rayon a2z, égal & R—7'.
Le chemin total est inférieur a

e

‘R——o‘<x—--85

)+

et par suite & R, du moins si > 2p. Or lorsque » < 2p nous retombons
dans le cas simple traité plus haut ol certains carrés avoisinant immédiate-
ment soit b, , soit les huit carrés qui ’entourent ne sont pas encore ombrés.
Ecartant ce cas particulier, nous voyons que si dans chacun des seize angles
qui entourent ¢;, nous faisons correspondre a ce podle un carré tel que &,

la correspondance ainsi établie satisfera bien aux conditions voulues.
Acta mathematica. 28. Imprimé le 15 octobre 1903. 21
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Si plusieurs carrés jouissent de la méme propriété que by, on choisira
I'on quelconque d’entre eux. Si g; est un péle multiple on recommencera
l'opération précédente en supposant ombré le carré b,.

17. Cette suite d'opérations fait correspondre & chaque péle a; 16
carrés b au plus. Si done N?> 32y, il restera finalement plus de N?
carrés non ombrés. Il y en aura done, parmi ceux-ci, dont tous les points
seront a une distance du contour de l'aire A supérieur & »Hr, » étant
un nombre fini. Soit ¢ un point d’un tel carré. Ce point jouit des pro-
priétés suivantes: les poles les plus rapprochés de z en sont & une distance

supérieure a %, et ils sont au nombre de 8 au plus; d’une maniére géné-
gr
N
inférieur au nombre des carrés b dont les points sont & une distance de z
égale ou plus petite; ce nombre est donc inférieur & 45(y + 1). Modifions
alors la disposition ordinaire des indices des poles situés dans l'aire 4 et
classons ces poles d’aprés leur éloignement du point z. Nous aurons

rale, le nombre des pobles dont la distance & 2 est inférieure & H % est

..............................

le nombre des péles dont la distance a z est comparée a H ‘% étant égal
a 8j. jeroit de 1 a 4 et I'on a 2p < .
On déduit de 1a les inégalités

v

1 N Ny N
H 3‘——<Z&7—]7<8 L

T I % — ail r
s * 2 3
2 1 .N N .
(14) H 21 —al < 21 Sjj_’r” <k slogp (k nombre fini)

14 J23 3 3
byt N
H zlz—ai|3<28jjs”'s<k1 P

et ainsi de suite.

(k, nombre fini)
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On peut interpréter simplement ces inégalités en disant qu'au point
z les sommes précédentes ne peuvent dépasser la valeur qu'elles prendraient
si la distribution des pbles @, était uniforme, c’est-a-dire si chacun des
carrés b sauf ceux (au nombre de 9) qui avoisinent immédiatement 2z con-
tenait un péle et un seul.

18. Ces divers résultats étant acquis nous pouvons calculer au point
z une limite supérieure des modules de g'(z) et de ses dérivées.
Considérons la somme
Yo
af(z— a))*

Lorsque @; est dans l'aire 4 définie plus haut, le rapport

4 .
—{ est fini.
a;

La somme X correspondant aux podles situés dans A est donc inférieure,

en module, a

M logu (b positit fini).

’ n s N? s ess N
7' étant le nombre défini au § 5, le rapport —- sera stirement inférieur a

un nombre fixe, si l'on prend, par exemple, pour N? le plus petit carré
de nombre entier supérieur & 32v. Si alors nous supposons fini® le nombre
H, le module de la somme X sera inférieur (puisque 2p < b) &

BN positif find).

1 r?

Considérons maintenant les poles restants et d’abord ceux (en nombre ;)
dont le module est inférieur & ». Pour chacun de ces péles, on a

|e—a;| > kr (k positif fini).

Par suite, si l'on suppose que l'ordre p du produit de facteurs pri-
maires (f(2) n’est pas entier, on aura

9 n'y
”2 ”Iz——a, |’ M Z < e (c positif fini).

n étant toujours le nombre défini au § 3.

' On obtiendrait d’autres théorémes si l'on supposait que le nombre H croit in-
définiment avec r. Cf. § 19 et § 26.
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Pour les pbles de module supérieur & », qui sont extérieurs a I'aire
4, on aura
| —a;| > kr, (k positif fini).

La somme 2 correspondante sera donc inférieure, en module, a

ri— %‘ I . cn . i
apages ou ad g (¢, positif fini).
Nous avons donc finalement
1 " .
_ (Z pye < k;iz + I ligl (b, h, positifs finis).
- %

Drailleurs la somme

-1

T ai (2 — ay)

«©
zP
2o

l9(2)]

r

égale a est srement, au point z, inférieure au second membre de
cette inégalité.

Nous pouvons alors énoncer le théoréme suivant:

Si Uordre de G(z) west pas entier, il existe une infinité d’aires indé-
Jimiment cloignées de Uorigine, ow lU'on a

(15) I I<]n]ogn,

Py

L restant inferiewr & un mnombre fixe, ¢t n ayant la méme Signification
quan § 3

Si l'ordre p 6tait entier, on déterminerait le nombre # comme au § 22
ou au § 23 de la premitre partie, et ’on remplacerait 1'inégalité (15) par
une inégalité de la forme

hyn logk n

l9'(2)| < hr?=* 4 (k entier, %, h, positifs finis).
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On vérifie d’ailleurs aisément en se reportant aux sommations précé-
dentes que l'on a dans tous les cas

n' log n

|9(2)] < BB g,

,,.2

I
¢ tendant vers zéro avec .

19. Insistons maintenant sur le cas ol lordre o n’est pas entier.
2
Il résulte de la démonstration du § 18 que si le rapport l—i— est fini, (nous

avons vu qu'on peut prendre en tout cas N* proportionnel & 32v), la somme
des carrés partiels dans lesquels linégalité (15) est satisfaite est dans un
rapport fini avec laire totale 4. Si l'on remplacait la constante % par
une fonction croissante de m, par exemple par loglog#, on pourrait aller
plus loin. Considérons par exemple le cercle C'de rayon 7 ayant son centre

a lorigine. Je vais montrer que les régions de Uaive C dans lesquelles
Vinégalité

(I 6) |y’(az)| < n log n;.2 log, n
n'est pas vérifice ont une somme infiniment petite par rapport & Uaire totale C.
Supposons en effet que le ¢6té du carré A soit égal & ar, le nombre
o étant arbitrairement petit avec ; Pour tout pdle a; situé en dehors de
laire 4 on aura les deux inégalités
|2 — a;| > ak,7r, |2—a;| > ak,7; (k, positif fini).
Si donc dans le paragraphe précédent on fait k= ak,, on constatera que
la somme XY correspondant a ces divers pdles est inférieure a ;-:LP (¢ positif

fini). Faisons d’autre part au § 17 N=mn, H=a. La seconde inégalité
(14) nous montre que l'on a dans certaines régions de A4

ar?

2 I hn®log v . .
s < h positif fini).
21: [z — a] (b p )

On vérifie de méme que, dans les régions considérées le rapport I_____giZ)l
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est inférieur au second membre de cette iﬁégalité. Il en est par suite de
méme ' de [g'(2)].

. ST I VR < oo
Faisons en particulier a = Nt Iinégalité (16) se trouve satisfaite
viog, n

dans certaines régions de l'aire 4. Or il est clair que quelle que soit la
situation du carré 4 dans le cercle C, le nombre v des pdles qu'il contient
deviendra, lorsque # croitra, infiniment petit par rapport a N: il ne pourra
en étre autrement que pour un nombre limité de carrés A dont la somme

est elleeméme infiniment petite (avec 5) par rapport a l'aire totale du

cercle C. D’autre part, si est trés petit, le rapport a 4 de la somme

v
N
des carrés partiels & ol 'on a les inégalités (14) tend vers l'unité. Clest
bien le résultat que j'avais annoncé.

20. Une méthode identique permettra d'étudier la fonction g”(2) et
ses dérivées successives. Nous pouvons done, sans reprendre la suite des
raisonnements précédents, énoncer les résultats suivants qui résultent des
inégalités (14).

Il existe des aires imdéfiniment éloignées de Uorigine ow Uon a, en méme
temps que Uinégalité (15) les inégalités
" nn - n’
(I7> ' lg (Z)l<k17, Ig (z)|<h277‘
h, et h, étant des constantes positives finies.

De méme, en raisonnant comme au § 19, on constatera que dans des
régions du cercle C' dont la somme a avec l'aire totale C un rapport tendant
vers l'unité, on aura en méme temps que l'inégalité (16) les inégalités

! 8i lordre p était entier, il faudrait également diviser par a® la limite obtenue
au § 18. On a, en tout cas, dans certaines régions du carré A de c6té ar D’inégalité

hn®logy ¢

ol <—5=+ =

ar

) 1
¢ tendant vers zéro avec - .
r
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3 3
(18) |g(e)] < 2L | yra ) < MY
log, n peut d'ailleurs étre remplacé par log, 7, ou par une fonction de n
croissant moins vite encore.

La méthode qui vient d’étre employée est susceptible d’autres applica-
tions encore. On peut 'employer pour déterminer une limite supérieure du
module de la fonction ¢(z) elle-méme et l'on obtiendra ainsi une limite
plus précise que celle a laquelle nous sommes parvenus plus haut, (dans
des régions moins étendues il est vrai).

11 résulte en effet de la premiére inégalité (14) que si l'ordre p du produit
de factewrs primaires G(z) n'est pas entier 1'on a en méme temps que
I'inégalité (15) l'inégalité

lg(#)] <h>  (h positif fini).

Cette limite est particulitrement intéressante lorsque la fonction g(z) est
a croissance régulitre. Désignons par m,(r) le module maximum (pour

[2] =) de g(2) dans les régions out l'on a I'inégalité (15). Nous pouvons
P
compléter la proposition énoncée au § 10 en disant que si le rapport %‘

reste, quel que soit v, inférieur & un nombre fini, il en sera de méme du
1.p——1

rapport —-

my(r)

21. Ja notion de croissance réguliére s'étend immédiatement a la
fonction g'(z) et & ses dérivées. Considérons par exemple, la fonction g'(2).
Appelons m,(r) son module maximum (pour |z|=7), dans les régions ol

mQ(T)

s reste

les inégalités (17) sont satisfaites et supposons que le rapport

a partir d'une certaine valeur de 7, compris entre deux nombres finis.
On peut dire alors que la croissance de g'(z) est parfaitement réguliere.

Dans ce cas, nous démontrerons, en raisonnant comme au § 10, que
I'on a & partir d’une certaine valeur de ¢

2
Z<hlogi (W positif fini).
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22. Les divers résultats que nous venons d’obtenir s'étendraient
immédiatement a des fonctions méromorphes plus générales que la fonc-
tion g(z) et ses dérivées. Considérons comme au § 11 la fonction méro-
morphe que l'on pourrait appeler fonction de genre p

< bigP

. _ i - H

&) =2 7 =t )
H(z) étant un polyndme de degré p — 1, et les b; étant tous des nombres finis.
Nous avons vu que le module |f(#)| a méme limite supérieure que |g(2)]. On
constaterait de méme que |f'(2)], |F"(2)], ... satisfont dans les mémes con-
ditions que |g'(2)|, |¢7(2)], ... aux inégalités (15) et (17) ou (16) et (18).

23. Le module des fonctions ¢'(2), g(2), ... atteint-il effectivement
la limite supérieure que nous lui avons assignée? Il est certain que ce
module prendra des valeurs arbitrairement grandes si 'on approche suffisam-
ment d'un pole. Mais, si 'on entoure chaque pole d'un petit cercle |g'(2)]
pourra-t-il atteindre sa limite supérieure en dehors des petites aires ainsi
formées? Pour répondre a cette question, nous remarquerons que la pro-

position du § 9 se généralise trés facilement.
On a

’ 1 I 2z (p — 1)z72
—g(z)zz[m——?—"f“m—‘ p_-z—]'

a; a; a;

Considérons alors I'intégrale définie

[ —2g'(2)dz,

c¢

en désignant par C' le contour d'un cercle C' de rayon # sur lequel la fonc-
tion ¢'(2) est continue, et soit %' le nombre des poles de g(z) contenus
dans ce cercle. Ces plles sont aussi ceux de la fonction — z9'(2) et les
résidus correspondants sont égaux i l'unité. On a done

f—zg'(z)dz =

¢

D’olt nous concluons qu’en certains points de la circonférence C on a

r’lg'(2)| > .
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La méme méthode s’appliquerait évidemment & une dérivée quelconque

de g(z). Ainsi, en considérant I'intégrale f 2799 (#)dz, on prouverait qu’en
¢
certains points du cercle C, on a

nl
[99(2)| > =5

Au lieu d’intégrer la fonction — 2g’(2) le long du cercle C, on pourrait
l'intégrer le long d'un contour fermé quelconque sur lequel cette fonction
est continue. Si la longueur du contour est »r, le nombre des zéros en-
veloppés 0,7/, % et %, étant des nombres finis, on aura en une infinité de
points du contour considéré

(19) o) >25%.

Cette inégalité est satisfaite le long de lignes telles que tout contour
satisfaisant aux conditions précédentes soit traversé par une infinité d'entre
elles. Ces lignes ne peuvent donc pas étre contenues tout entitres & l'in-
térieur de petits cercles entourant les pbles. I'inégalité (19) est bien carac-
téristique de la fonction méromorphe ¢'(z). L’application suivante va nous
permettre d'ailleurs de nous en rendre mieux compte.

24. Posons
—g(e)=y
et supposons que y satisfasse a4 une équation différentielle de la forme
’2
=2yt
2
u étant une fonction quelconque de 2, connue ou inconnue, qui s’efface
devant les deux premiers termes de 'équation lorsque # s'approche d'un

pole de y. En d’autres termes la fonction w est telle que le rapport q%

tende vers zéro, lorsque z tend & se confondre avec l'un des pdles de y.
Je vais chercher & déterminer les rayons des cercles dont il faunt
entourer les poles pour que la perturbation apportée par eux dans la crois-
sancé de y ne se fasse plus sentir en dehors de ces cercles, c'est-a-dire
pour que les grandes valeurs de y ne dépendent plus, dans la région respectée,
que des théorémes généraux.
Aeta mathematicu. 28. Imprimé le 16 octobre 1903, 22
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Ftudions la fonction y au voisinage de l'un de ses pbles sans nous
préoccuper d’ailleurs de savoir dans quelle mesure ce pole est isolé. Ex-
cluant du domaine étudié l'entourage immédiat du péle, désignons, d'une

maniere précise, par @ et A deux nombres positifs (qui pourront, en méme
temps que 7 dépasser tout nombre donné), et tels que les inégalités

(20) ly| > ® et (21) |y| < @2
entrainent autour ' d’un point £, ol elles sont satisfaites, 1’inégalité
le] <elyl’,

¢ étant un nombre positif donné, arbitrairement petit.

Considérons un chemin z,z, dont la longueur soit & un facteur fini
prés égale & |z,—2|, le long duquel les inégalités (20) et (21) seront
supposées satisfaites. On a, le long de ce chemin

y’?
Zo=140 avec |d|<ece.

4y°
D’oit, par intégration
Lo L 4d)e—z) |o]<e,
2(y 2y, ! ' R

1

le rapport % étant fini.
Cela posé, étudions y au voisinage d'un point z, olt L'on ait
yO = (.T))\,

|| étant compris entre un nombre fixe supérieur & I et un nombre crois-

l . I. . N
sant /, tel que le rapport 7 devienne avec inférieur & tout nombre donné.

Faisons
T

2V,

2 —z, =

! ¢’est-d-dire le long d’un chemin gquelconque issu de z,, tant que les inégalités

(20) et (21) seront satisfaites sur ce chemin.
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et supposons que les inégalités (20) et (21) ne cessent pas d’étre vérifides
le long du chemin z2. On aura en z,
I (1 +d0)r+1

(22) W v

Le numérateur du second membre aura un module fini (non infiniment
petit), si 7t est, dans son plan, en dehors d'un cercle de rayon fini ayant

son centre au point -—1. Il faut pour cela que # soit en dehors d’un
1 h

cercle ui a son centre au point z, — —= et son rayon égal a -——=

79 p 0 2\/!/0 y g \/ml M,

(b positif fini; par exemple h < g, de sorte que le point 2, est en dehors

du cercle 7). v
Soit alors z en dehors de y et 4 une distance de son centre égale a

k
Jc%TX:I (k positif). On déduit de (22) les inégalités
1 (1 —e)k
=
Visl valdl
ou
@)l
(23) Iyl < (1 __lsll)zke
et
@l e .
» o> 2

Pour que les inégalités (23) et (24) soient vérifiées le long d’un chemin
ne traversant pas y, il suffit que les indgalités (20) et (21) ne cessent pas
d’étre vérifides le long de ce chemin. Or, d’aprés les hypothéses faites
sur A l'inégalité (23) entraine nécessairement l'inégalité (21) lorsque r est
assez grand. D’autre part, l'inégalité (20) est une conséquence de l'iné-
galité (24) tant que l'on a

(1 4+ e)* < |a].

. 4 ’ ~ 1
Considérons alors un cercle o de centre 2z, et de rayon égal a BN 7
=

Le long d'un chemin 2z (ne pénétrant pas dans y) intérieur a o, les
inégalités (23) et (24) entrainent (20) et (21), et d’autre part ces inégalités,
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satisfaites en z,, ne peuvent cesser d’étre vérifies avant (20) et (21). Elles
sont donc satisfaites dans toute la portion du cercle o extérieure au cercle y.
Désignons maintenant par @ un nombre positif qui croitra indéfini-

. . . < 1 l
ment avec 7, mais moins vite que [, (C'est-a-dire tel que le rapport
croisse aussi indéfiniment), et tracons a l'intérieur de ¢ un cercle concen-

trique a y ayant pour rayon Je remplacerai ce cercle, pour

I
(1 —-—51)\/0,‘5‘

simplifier, par le plus petit cercle ¢ de centre z, qui le contient, cercle

dont le rayon' est manifestement supérieur & a

1 £y p s
= (s—1 fini). Lorsque

2 est sur le contour du cercle ¢, on a
1 14]
>t y/HL
=1 — Sl a

On aura par swite sur ce contour, en vertu de (23), Uinégalité
(25) ly| < a@.

Si maintenant nous sortons du cercle ¢ pour nous rapprocher du contour
de ¢, le nombre % qui figure dans l'inégalité (23) continuera a croitre, et
I'inégalité (25) ne cessera pas d’étre vérifiée. Elle est donc vérifiée dans
toute la couronne comprise entre ¢ et o.

Cela posé, considérons la couronne D limitée par les cercles de rayon
r, et yr, (y nombre fini plus grand que 1, par exemple = 2) ayant leur
centre & l'origine. Je supposerai que l'on sache déja (par exemple en vertu
du théoréme du § 18) que l'on me peut pas avoir dans toute la couronne D

ly| > al,.

Si I'inégalité (25) n’est pas satisfaite dans toute la couronne, on pourra
slirement trouver a son intérieur un point 2, ot l'on aura

ad < |y| < @l,.

A ce point correspondront un cercle y,, un cercle ¢, de rayon supérieur

! Le rayon de ¢ deviendra infiniment petit par rapport au rayon de & lorsque 7
et a augmenteront indéfiniment.
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S I 4
a ﬁ’ entourant 2, et y, et un cercle o, entourant ¢,. Sur le contour
o
I ’ he rd
de ¢, on aura l'inégalité (25).

Supposons encore qu’en dehors du cercle c,, 1'inégalité (25) cesse d'étre
vérifie en certains points de la couronne D). Joignons l'un de ces points,
z;, au contour de ¢, par un chemin (extérieur & ¢,) sur lequel y est con-
tinu. Il existe nécessairement sur ce chemin un point 2, ou |y| est compris
cntre a@ et @l,; nous construirons alors comme plus haut un cercle ¢, de

I
rayon supérieur & ——= entourant z,, et sur le contour duquel on aura
a®

Vinégalité (25). Ce cercle est tout entier extériewr aw cercle c,; en effet,
d’aprés ce qui précéde, le point z, ne peut se trouver a l'intérieur du cercle
o,, concentrique a ¢ ; or le rapport du rayon de o, & celui de ¢, aug-
mente indéfiniment avec 7.

Nous répéterons la méme opération autant de fois qu'il sera nécessaire.
S'il existe dans D, en dehors des cercles ¢ déja tracés, un point 2z ol
Pon n’ait pas 1'inégalité (25), nous on conclurons (en joignant 2, au contour
d'un cercle ¢) qu’il existe encore (dans D) en dehors des cercles ¢, un point
ol |y| est compris entre a@ et @l; nous entourerons alors ce point d'un
nouveau cercle ¢, qui est extérieur a tous les autres, et sur le contour
duquel on aura l'inégalité (25). Lorsque lopération aura été répétée un
certain nombre * fini de fois il n’existera certainement plus de point 2, en
dehors des cercles c¢; en effet nous avons une limite inférieure des rayons
de ces cercles, et nous savons d’autre part, qu’ils sont tous intérieurs les
uns aux autres; le nombre des cercles ¢ que peut contenir la couronne D
est donc nécessairement fini. Ainsi lorsque nous aurons achevé la construc-
tion des cercles ¢, nous pourrons affirmer que ['inégalité (25) est satisfaite
en tout point de la couronme D intériewr & ces cercles.

Appliquons maintenant a la fonction y le théoréme du § 23. Pour
cela, tragons dans la couronne D une courbe fermée I’ entourant l'origine
qui sera assujettie aux deux conditions suivantes: elle ne traversera aucun

! Tous ces cercles ¢, sont contenus & l'intérieur d'une aire égale & my'*r? (v’ fini),
1

. . T
et laire de chacun d’eux est supérieure & —. Le nombre des cercles ¢ est donc plus
adw

petit que 7'*a@r].
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cercle ¢ et sa longueur sera proportionnelle a »,. Pour constituire la
courbe I', nous tracerons par exemple un cercle O ayant son centre a
l'origine et son rayon égal a 7,1, (1<% <y), et si ce cercle rencontre
un cercle ¢; aux points ¢;b;, nous substituerons a l'arc ;b de C le plus
petit arc a;0; de ¢;. Les cercles ¢ étant tous intérieurs les uns aux autres,
la longueur du contour I" ainsi formé sera inférieure a » z’,.

D’aprés la proposition du § 23, on aura, en une infinité de points
du contour I

n' désignant le nombre des péles dont le module est inférieur a »,. Nous

en concluons que l'on a
W <prlarl®

ce qui est le résultat que javais en vue.

J’al supposé, dans ce qui précéde, que la couronne D contenait des
points ot |y| > a@. S'il n'en était pas ainsi, c’est que l'on aurait 1'iné-
galité (25) dans toute la couronne, et l'on arriverait alors immédiatement
au résultat précédent.

Je vais appliquer ce résultat aux fonctions méromorphes récemment
découvertes par M. PaiNLevE. La méme méthode s'appliquerait évidem-
ment a des équations différentielles plus compliquées que celle dont nous
sommes partis. Hlle consiste a distinguer parmi les grandes valeurs d'une
intégrale celles qui s’expliquent par le voisinage d’un poéle et celles qui dé-
pendent de la nature analytique de la fonction, caractérisée ici par son ordre.

Application awrx fonctions entiéres de M., Painlevé.

25. M. PAINLEVE a déterminé récemment toutes les équations diffé-

rentielles de la forme
v =rf,y, ),

ol f est rationnel en y’, algébrique en x et y, qui ont leurs points criti-
ques fixes. Parmi ces équations il en est de particulierement intéressantes:
ce sont celles dont les intégrales sont des fonctions méromorphes nouvelles
qui ne sont réductibles a aucune transcendante connue. Une trausformation
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rationnelle en y et algébrique en 2 ramene ces équations a trois types
canoniques trés simples dont je considérai d’abord les deux premiers, ré-
servant le dernier pour la troisitme partie. Ces deux premiers types sont

(26> yn — 6y‘2 + P
et

y' =2y*+ 2y -+ c.

M. PAINLEVE a démontré que les intégrales de ces équations sont des
fonctions méromorphes: on les rattache trés aisément a des fonctions en-
titres vérifiant une équation différentielle du troisieme ordre. On a en
effet pour 1'équation (25)

w 6tant une fonction entiere, et pour l'autre équation

1413 L3
= w?— uun
2

w

ol u est encore une fonction entiere. Ces résultats étant acquis, 1'étude
complete des transcendantes nouvelles y et « doit commencer par la dé-
termination de leur mode de croissance. De cette croissance dépendent en
effet et l'approximation avec laquelle # sera donnée par un développement
en série limitée, et la répartition des zéros et le genre de cette fonction.

Or les propositions générales que j'ai obtenues plus haut sur la fonc-
tion g(z) vont faciliter I'étude de la croissance des fonctions y et u. Cette
étude peut d’ailleurs étre faite directement, comme I'a fait savoir M. PAx-

LEVE dans deux notes insérées aux Comptes rendus de I’Académie des
Sciences.

26. Considérons d’abord les intégrales de 1'équation (26) et posons
(27) | y=—g'(2)+ 1)

9(2) étant la dérivée logarithmique d'un produit de facteurs primaires G'(z)
et I(#) une fonction entitre. Nous désignerons par #' le nombre des poles
de g(z2) dont le module est inférieur a 7.
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Je vais d’abord démontrer que 1'on a a partir d’'une certaine valeur de »
5
(28) w < r?o(r)
6(r) désignant une fonction croissante quelconque de » qui croitra, par
exemple, comme log,r (¢ entier), ou moins vite encore.
L’équation (26) équivaut a la suivante

2

(29) Loty —1(a),  fle)=[yds.

Considérons z a l'intérieur de la couronne D) comprise entre les cercles

y
de rayons xr, et " (p > 1, par exemple » = 2) et désignons par g un
nombre qui sera fixe dans cette couronne, mais qui deviendra infiniment

grand en méme temps que 7,. Soit d’autre part ¢ un nombre donné, ar-

. . . . ~ I
bitrairement petit, inférieur par exemple a —-

v,
SiTon a
(30) [y] > pyr,,

3
(31) |7(2)] < er’
I'équation (29) se présente sous la forme

/2

(32) Z—y,:x—]—o“ avec |d] <.

D’ailleurs, si en un point #, on a les inégalités

3
(31) ()] <5 pirt
et
(33) lyl<zpvr,  (k positif)

I'inégalité (31) sera satisfaite sur tout chemin continu issu de 2z, et de
longueur inférieur a ZTI le long duquel on a l'inégalité (33).
Appliquons alors a y les résultats du § 24, en y faisant

&=pyr, l=ep
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Nous appellerons @ et I, deux nombres compris entre 1 et eu’, tels

1

l % . . asp
que les rapports = et =X de méme que a, croissent indéfiniment avec 7.
a l !

Cela posé, admettons pour un instant qu'il existe dans la couronne
D un point 2, ot I'on ait & la fois '
3

apyr, |yl <lpyr, et |f(2)] < Hlypt,

k étant un nombre positif fini, inférieur par exemple a l’expression %’;—2
(qui augmente indéfiniment avec 7). 1

Lorsqu'on s'éloigne de 2, il suffit, pour que 1'équation (29) conserve
la forme (32) que les inégalités (30) et (31), par suite que les inégalités
(30) et (33) restent satisfaites. Nous nous trouvons donc bien dans les
conditions prévues au § 24, et nous pouvons entourer z, dune cercle c,
(dans lequel (30) et (33) sont partout vérifiées, sauf & lintérieur d'un

petit cercle y que l'on peut toujours contourner), qui a son rayon pro-
1 1
2 ,rl 4

portionnel & (ap) , et sur le contour duquel on aura

(34) [y] < auyr,.

En intégrant y a partir de z,, on voit que l'on aura sur le méme

contour
3

|F(2)] < (b + 1)l pr?,

car on peut joindre z, a4 un point quelconque de ¢, par un chemin de
longueur inférieur a #,.

Comme au § 24, on pourra entourer ¢, d'un cercle o, concentrique
de rayon m fois plus grand (m croissant indéfiniment avec »,) sur le con-
tour duquel on aura les mémes inégalités.

Supposons construit le cercle ¢, et qu’il existe dans D, en dehors
de ¢, un point ol l'on ait les mémes inégalités qu'en 2z, (kK pouvant avoir
une valeur plus grande qu'en 2,, mais toujours finie et inférieure, par

2
~ &u . ;e N
exemple, a ~—2'l ] ): nous entourons ce point d'un cercle ¢, extérieur a c, et

1
de méme grandeur sur le contour duquel on aura encore l'inégalité (34),
et ainsi de suite. Nous avons vu au § 24 que le nombre des cercles ¢
tous extérieurs les uns aux autres que l'on peut ainsi construire est né-

Acta mathematica. 28. Imprimé le 16 octobre 1903, 23
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cessairement fini pour une valeur donnée de r, (bien entendu, ce nombre
augmentera indéfiniment avec ¢,). Imaginons alors que ces cercles soient
tous construits: je dis que l'inégalité (34) est satisfaite dans toute la portion
de la couromme D extérieure aux cercles c.

Supposons en effet qu’elle ne le soit pas en un point z,; joignons z,
au contour de ¢, par un chemin proportionnel' & #, ertérieur & tous les
cercles ¢ et sur lequel y soit continu. Il existe nécessairement sur ce chemin
des points ol |y| est compris entre auyr, et L uyr,. Soit 2z le premier
point rencontré (& partir du concour de ¢;) ol il en soit ainsi; |y| ne
cessant pas d’étre inférieur a [ pu/r, entre le contour de ¢, et z, on a
nécessairement en ce point

3 2
|F(2)| < kil (k, positif fini, inférieur & %).
Or, par hypotheése, ces circonstances ne peuvent pas se présenter si
z, est extérieur & tous les cercles ¢. Nous en conclurons que l'inégalité
(34) est nécessairement vérifiée au point z, extérieur & ces cercles. Nous
pouvons, par suite, appliquer a y les résultats du § 24, et nous constatons
que l'on a

o

W < hapr? (b positif fini)
c'est a dive U'inégalité (28), ou l'on fait
0 = hay.

Pour établir ce résultat, j’ai admis qu'il existait, dans la couronne D,
au moins un point z, ol les inégalités ‘

3 2
apyr, <|y| <lpyr, et |f()] < ki, <k<%>

étaient satisfaites en méme temps. Je vais montrer qu'il existe foujours
un tel pont z,, & moins que U'on nait dans toute la couronne D

ly]| < apyr,.

! T1 est toujours possible de construire un tel chemin contournant un nombre

quelconque de cercles ¢; voir fin du § 24 et note de la page 180.
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I me suffira, pour cela, de reprendre le raisonnement précédent, en
I'appliquant cette fois & tout le cercle C de rayon 77, qui a son centre
a Torigine.

Le cercle C' peut étre décomposé en une série de couronnes Dy, Dy, ...
concentriques & D. Si nous excluons de C un cercle fini entourant Iori-
gine, les couronnes D’ seront limitées par les cercles de rayons 7,75, ..., 97y,
r; ayant une valeur finie, et les nombres 7;, 75, ... étant déterminés par
les égalités

7'; = 77‘;) V:’: = 777; )

(y a la valeur fixe supérieure a 1, définie plus haut).
Soit, dans la couronne D);, un point ou l'on ait

3
apyr < |y| <lLpyr,  |A2)| < Hyp®

(r=]2|; @ et p ayant les valeurs définies plus haut par rapport a »,).
On aura, a fortiori, en ce point
apyr; < |yl < bpyri, || < kliw’{;
en posant |
Ay = 77% .

On pourra donc entourer z d’un cercle ¢’ de rayon proportionnel a
1 1

() *7; *, sur le contour duquel on aura

lyl < apyri
et, a fortior:
[y < apyr.

En procédant alors dans chacune des couronnes I’ comme nous
I'avons fait dans la couronne D, nous pouvons construire dans C des
cercles ¢ (en nombre fini pour une valeur donnée de r,), extérieurs les
uns aux autres, et tels que les inégalités

3
apyr < |y <lpyr, |7(2)] < KL, pr

ne puissent étre satisfaites en méme temps en aucun point de C extérieur
a ces cercles.
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Cela posé, les nombres a et g (qui croissent indéfiniment avec 7))
peuvent toujours étre pris assez grands pour que l'on ait en un point fixe
quelconque Z,

3
vl < au\iz],  |f(2)] < apl|Z,]*.

Kloignons nous alors de l'origine, et considérons un chemin' Z ¢z
proportionnel & 7(=|z|) et, ne traversant aucun des cercles ¢’. Le rai-
sonnement déja employé plus haut nous montre que l'on a nécessaire-
ment en 2

(34) ly| < apyr.

Supposons en effet qu'il n’en soit pas ainsi nous appellerons Z le premier
point du chemin considéré ol l'inégalité (34) cesse d’étre vérifiée; on a au
point Z

ly| = apr,

et par intégration de Z, & Z
3
|£(2)| < kyapr®,  (k, positif fini),

par suite, a fortiorl, si » est assez grand
3

|7(2)] < hr?,
puisque le rapport 2—‘ est supposé croitre indéfiniment avec . Or par hy-

pothése ces circonstances ne peuvent pas se présenter si # est extérieur
aux cercles ¢. Nous en concluons que l'inégalité (34) est satisfaite au
point 2.

Ce résultat, appliqué bien & la couronne D nous conduit & la con-
clusion suivante: ow l'inégalité (34) est satisfaite dans toute la couronne; ou
il ewiste dans D des cercles ¢ et, par suite, des points z, répondant aux
conditions énoncées.

C’est bien 13 ce que j'avais annoncé et I'inégalité (28) est maintenant
completement établie.

! Pour construire ce chemin, on peut procéder comme 4 la fin du § 24. On
méne la droite Z,z, et chaque fois que cette droite coupe un cercle ¢’ aux points a;b;,
on remplace la corde par la plus petit arc a;b;.
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De l'inégalité (28) nous déduisons aisément que I(z) se réduit a une
constante. Tout d’abord la fonction entitre I(z) ne peut étre qu'un poly-
néme. KEn effet, s’'il n’en était pas ainsi, on aurait, en certains points du
contour I' défini au § 24,

[1(2)| > 77, (m pouvant dépasser tout nombre donng),

en méme temps que l'inégalité (34), ce qui entrainerait nécessairement
lg(@)] > rt,

olt m’ peut dépasser (avec r,) tout nombre assigné d’avance.
Appliquons maintenant & g¢’(#) le théoréme du § 19 en donnant au

nombre H du § 16 la valeur »2 (¢ positif). ILes c6tés des petits carrés
—q+1

b définis au § 16 seront inférieurs a 3—3;2—.:,, et il en résulte que I'on peut
w

faire jouer aux cercles ¢ le role des petites aires dont nous avions au § 16

entouré les poles de la fonction ¢’(2): en effet, dans l'un quelconque de

ces cercles on mne peut rencontrer des péles qu’a l'intérieur du cercle y

correspondant; les carrés b ombrés autour de ces podles sont donc tous
. R e s kmiretd
contenus dans un cercle concentrique & y et de rayon inférieur & NG —
n
(k positif fini), cercle qui est certainement intérieur au cercle ¢ si q est
assez grand.
On déduit de la (§ 19), en tenant compte de la valeur de H, que

I'on a l'inégalité

lg(z)| < i

en tout point de la couronne D extérieur aux cercles ¢. La fonction I(2)
est donc bien un polyndme.

Cela posé, le théoréme du § 18 nous montre plus préeisément que,
pour des valeurs de #, indéfiniment croissantes, on aura en une infinité de
points de la couronne D extérieurs aux cercles ¢ 'inégalité

n'(log n/)t+«

ly(:)| <=5 ou |g'(a)] < yr, (logr,)*

(a positif arbitrairement petit avec ;I—)
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On voit que cette égalité n’est compatible avec l'inégalité (34) que si [(2)
est une constante.

27. () se réduisant a une constante, l'inégalité (28) exprime, par
définition, que I'ordre de la fonction entitre u est au plus égal a g LI
est aisé de vérifier que cet ordre est précisément g .

I résulte du § 18 que Ton a dans une infinité de régions du plan de
la variable #

l9(a) | <h=8%, gl < hi

h étant un nombre positif fini. Le module |y’ — 6y*| sera donc inférieur
(puisque [(2) est une constante) & l'expression

g n'* (logn)®,
h — i)
en d’autres termes, 1'on aura

5

r< b 0B o s T (logr)Tt (k positif fini).

Nous pouvons affirmer de plus, qu'a partir d’'une certaine valeur de
v cette inégalité est satisfaite quel que soit ». En effet il résulte des
inégalités obtenues au § 20 que s'il n'en était pas ainsi, on aurait dans
une infinité de régions du plan

1
lg'(a)| < er®,  |9"(2)|<er
& étant arbitrairement petit, inégalités incompatibles avec 1'égalité (26).

28. On a donc, a partir d'une certaine valeur de #

6

logr)™ < n' < r*@(r)

x| e

kr

ot %k est un nombre fini et A(r) une fonction croissant aussi lentement
que l'on veut.

Cette double inégalité montre que le module du #*"® péle de y ou

2

i3 . . . . g
du 7" zéro de la fonction entiére w croit approximativement comme 7n°.
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Llordre de la fonction u est g, son genre est 2. De plus le module maxi-

mum (pour 2| =) M(r) de w satisfait, & partic d’'une certaine valeur de
7 a la double indgalité

ehr;(lngr)"l < M(V) < er;(i(r).

La fonction entitre u est done, si l'on adopte la terminologie de
M. Bowrexn, a croissance réguliére.

29. L’étude du second type d'équations a intégrales méromorphes
signalé par M. PAINLEVE conduira a des résultats analogues.
Considérons 1'équation

(36) y'=2y"+ay+ec.
Liintégrale générale de cette équation satisfait, avons-nous dit, a I'égalité

g wW'—un”
Yy = .

nw

olt # est une fonction enticre. On a done

v = —g(2) +1(2)

g(z) étant la dérivée logarithmique d'un produit de facteurs primaires G(z)
et 1(z) une fonction entiére. 7’ désignant toujours le nombre des péles de
module inférieur & 7, je vais d’abord démontrer que l'on a a partir d'une
certaine valeur de 7 '

(37) n < r*0(r)

6(r) désignant une fonction ecroissante quelconque de 7.
L’équation (36) équivaut & la suivante

(38) yi=y'+ ey +at—r),  fle)=[yide.

Restant placés dans la couronne D définie au § 26, nous voyons que
si 'on a simultanément les inégalités

(39) (v*| > pr,
(40) |7(2)] < ep’r}
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étant arbitrairement orand avec »,, ¢ arbitrairement petit, comparable
M g 1 pent, p

par exemple a ~[_~), I'équation (38) se présentera sous la forme

Ve
’2 2\ 2
?/_4—:_1_6(@—) =146 avec [d]<e.

D’ailleurs, si en un point 2z, on ‘a les inégalités

(40) |7(2)| <5 pirs
et
(41) ly*| < n*r,

I'inégalité (40) sera satisfaite sur tout chemin continu issu de 2z, et de
longueur inférieur a % le long duquel on a l'inégalité (41).
Appliquons & y* les résultats du § 24 en y faisant
B = pr,, l=c¢p
et en appelant a et /| deux nombres, compris entre 1 et eu, tels que les
rapports f;‘ et %, de méme que a, croissent indéfiniment avec 7.

Cela posé, tous les raisonnements faits sur la fonction y du § 24
sappliquent ici a la fonction y* avec cette seule différence que \/r, est
remplacé par 7,.

S'il existe dans la couronne D des points 7, olt l'on ait & la fois

oy S |y*| <l et |f(2)] < Kypr;

(k positif fini, inférieur par exemple a 3%’%)

1
on les entourera de cercles de rayon proportionnel & (aur,) ? tous ex-

térieurs les uns aux autres et en dehors desquels on aura
2 .
v < apr, .
On en conclura (§ 24) que l'on a

n < haurs.
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Considérons d’autre part tout le cercle € de rayon »r, quia son centre
a lorigine. Dans ce cercle nous pouvons construire des cercles ¢’ (en
nombre fini pour une valeur donnée de 7)), extérieurs les uns aux autres,
et tels que les inégalités

apr < I?/2I < lpr, If(z)l < Ky pr? (r= IZI)

ne puissent étre satisfaites au méme temps en aucun point de C extérieur
a ces cercles, On en conclut qu'il existe nécessairement dans la couronne
D des points z, satisfaisant aux conditions énoncées plus haat. I.inégalité
(37) se trouve ainsi complétemant établie.

De 'inégalité (37) nous déduisons que la fonction entiére [(z) est un
polyndéme du premier degré au plus.

On vérifie en effet comme au § 26 que cette fonction ne peut étre
quun polynéme. D’autre part, le théoréme du § 18 montre que pour
des valeurs de 7, indéfiniment croissantes, on a, en une infinité de points
de la couronne D extérieur aux cercles C, I'inégalité

. ,
l9'()] <" CE 0w Jg(e)| < 7, log )+
1

(a positif arbitrairement petit).
Or cette inégalité n’est compatible avee l'inégalité
19°] < au,

satisfaite par hypothese en dehors des cercles ¢, que si{(¢) est du premier
degré au plus.

30. Les résultats du paragraphe précédent nous prouvent que l'ordre
de la fonction entitre u est au plus égal & 3. Nous allons maintenant
constater que cet ordre est précisément 3 et, de plus, que le genre de
% est 3.

Supposons en effet qu’il n'en soit pas ainsi. Le polyndéme I(z) se
réduira a une constante, et l'on aura pour des valeurs », indéfiniment
croissantes

1 -
n' logn' < ’

p 6tant une fonction croissante de #', égale par exemple a log, »'.
Acta mathematica. 28. Imprimé le 17 octobre 1903. 24
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Donnons a r l'une de ces valeurs #,, ¢t considérons la couronne D
définie plus haut. Cette couronne contient (§ 18), une infinité de points
ot I'on a simultanément les inégalités

Iy2|<€l’l", lf(z>|<€1’)”f,

I

1. . .
tendant vers zéro avec — (je supposerai que s, >-). Considérons plus
oo 1"

particulierement, dans D, un cercle quelconque o de rayon ar,, a étant

I
un nombre tel que le 1apport . tende vers zéro avec —. Nous savons

1

(§ 19, note) quil existe a lmterleur de ¢ des régions ot 'on a

n' logn

(42) || <—=5— + E—a‘; < e, |7(2)] < e1r?

, I
(e1 tendent vers zéro avec —).

T

1

6y

Cela posé, soit a;=re un pbdle situé dans . Nous meénerons

~

par «; la droite L qui fait avec l'axe réel un angle égal a E——;—ﬂ"—, et nous

prendrons pour cercle o le cercle de rayon oar tangent a L au point @,
et situé par rapport & L du cb6té ou la partie réelle de 2z va en croissant.

Considérons dans ce cercle o la région déterminde par I'angle droit
de sommet @ qui a pour bissectrice un diameétre. Nous pouvons tou-
jours trouver dans cette région un point z, oli l'on ait les inégalités (42).
Suivons alors la fonction y le long de la droite z,a

y satisfait par hypothése a 1'équation (38) qui donne pour %' une
double valeur: je supposerai que lon parte de 2z, avec la détermination’

(43) v =y\/v’ +5 412,

Je vais montrer que si nos hypothéses se trouvaient satisfaites, les
fonctions y* et f(z) vérifieraient entre z, et @; des inégalités de la forme

(42" lv*| < e,r,, |7(2)] < s} (e, tendant vers o avec —I—)

LA

Pour appliquer le méme raisonnement an cas ou le radical serait précédé du
signe —, il suffirait de prendre le cercle ¢ de l'autre coté de la droite I,
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ce qui est manifestement absurde, puisque le point ¢; est un pole de ces
fonctions.

Pour parvenir & ce résultat prenons e supérieur a 2a et 2¢ eb
appelons 2, le premier point rencontré sur z,a; ou l'on ait

[()]

(44) ly?] = er,.

On a entre 2, et 2, |y’| < er,, et par suite (puisque la longueur du che-

min 2,2, est inférieure a ar))

|£(2)| < eiri + aer] < ™.

On conclut de & qu'au point 2, I'équation (43) se présente sous la forme

’

(45) ' %: Vo(1+4)  (|d] proportionnel a &).
Or il résulte de la.position du cercle ¢ et du point z, dans o que, si
P'on désigne par dz l'accroissement de 2z suivant z,a;, le segment /z dz fait

avec l'axe réel un angle compris entre g et %Tf . Liégalité (45) prouve

donc qu’au point 2, (dans la direction 2 @), la partie réelle de logy est
décroissante.

On en conclut que le module |y*| ne peut atteindre en 2z la valeur
(44); s'il V'atteignait, en effet, il devrait croitre en ce point, ou du moins
passer par un maximum, ce qui, comme on vient de voir, ne peut avoir
liew. Les inégalités (42') seront donc vérifiées entre 2z, et @,. Cette con-
clusion étant absurde, nous reconnaissons que notre hypothése initiale
n’était pas légitime. La fonction entiére u est donc bien de genre 3, ce
qu’il fallait démontrer.

’

a , . .
, @ étant proportionnel & a; l’argument

! L'argument de \/z, est égal &

— 0 +Z et = ; b + ‘1—” . L’argument de y/z,dz est donc

de dz est compris entre

) it o st o
com entre — — et — —.
pris ;] 4 + 2 + P

4
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TROISIEME PARTIE.

Le module maximum d’une fonction de genre infini.

1. L’étude des fonctions entiéres les plus générales ne peut évidem-
ment pas conduire a des résultats aussi préecis que celle des fonctions de
genre fini. 1l n’est, cependant pas inutile de remarquer que les méthodes
employées dans ce travail s'appliquent encore aux fonctions de genre infini.
Nous constaterons ainsi, qu'on peut toujours déduire les propriétés fonda-
mentales d'une fonction entitre de son développement en produit infini.
Ce développement se préte aussi bien a une étude systématique que le
développement en série de puissances, qui, a été6 comme on sait, le prin-
cipal objet des travaux de M. HapaMARrD.

Soit F(z) une fonction entiére quelconque, #; le module de son i*™
zéro. Cherchons d’abord si I'on pourra, sans passer par lintermédiaire du
développement en série obtenir un résultat équivalant au théoréme fonda-
mental de M. HApaMARD sur la limite inférieure du module 7;. Le
théoréeme de M. Scmou et la proposition équivalente que j'ai établie au
§ 14 de la premitre partie s’appliquent aux fonctions de genre infini,
mais donnent dans ce cas des limites heaucoup trop basses. Heureusement
un procédé trés simple va nous permettre de compléter les résultats obtenus
dans la premiére partie.

2. Désignons par 7' le nombre des zéros de F(z) dont le module

. g < r e » .y .
est inférieur a T (@ positif). Nous avons démontré (premiére partie,
74

§ 17) que l'on a sur une infinité d'arcs du cercle C de rayon 7 ayant son
cenfre a V'origine l'inégalité
(1) | F(2)| > e™

h étant égal & log (1 + a). Clest cette proposition que je me propose de
préciser.
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Appliquons-la, dans ce but, & la fonction
Fy(s*) = F(2) F(—2),

n; désignant le nombre des zéros de F(2’) dont le module est inférieur &
w2

STa ¢’est-a-dire le nombre des zéros de F(z) dont le module est inferieur

r

\/2+a’

a on aura

| By ()] > o

pour une infinité de valeurs #’¢’'= de 2°. On a donc, lorsque z* prend
I'une de ces valeurs 1'nne des deux inégalités

o, h
wy

(2) [Fl2)]> e, | F(—2)| > ot

en d'autres termes, on a linégalité (2) sur une infinité d’arcs du cercle C.
Appliquons maintenant ce résultat a la fonction F,(2*). Nous en dé-

duisons pour |F(2)| une nouvelle limite et ainsi de suite indéfiniment.
Nous constatons finalement que l'on a, quel que soit ¢, en une in-

finité de points du cercle

’
&)

(3) | F(z)| > s

n, désignant le nombre des zéros de F(z) dont le module est inférieur a
1

r(z 4+ a)” .
Soit A un nombre inférieur a 1. Quel que soit v, on peut trouver
un entier ¢ tel que l'on ait

20 = knf <£<k< I),
2

et par suite

- == E/n'l"ﬁ.

29 ke

Désignons alors par @(r) le nombre des zéros de module inférieur &
r: on pourra énoncer la proposition suivante:

On a, en une infinité de points du cercle de rayon r, Uinégalité

(4) |F(z)] > e, (b positif fini),
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n, désignant le nombre des zéros de F(z) dont le module est inféviewr &
1 . 3 .

r(1—c¢) et e tendant vers zéro avec - plus vite que la fonction

—1

1— {2 + a)[ﬁ(g)]ﬂ .

On peut se débarrasser de l'exposant 1 — 3 en posant ni™ = n.,_,,
et le nombre = déeroit alors d’autant plus rapidement que la croissance
de la fonction @(r) est elleméme plus rapide. Supposons, pour fixer les
idées, que l'on ait

r
e

ny = &(r) =e" , ,3<;12

On aura
o oyt iom |12
1-p p—~?ﬁ+e(1—:» ee([ 2 +IO°[‘ er‘(l-s)]
n,">e >e
par suite

>, siog =rog (1 — 2827079,

S1 n, croissait plus vite qu'une fonction formée d'un nombre quel-
conque d’exponentielles supérieures, il en serait de méme de l'inverse de ..

Nous voyons qu'il était indispensable de préciser ainsi la proposition
¢tablie dans la premidre partie. En effet, si F(z) est de genre infini, le
rapport de %, au nmombre n' qui figurait dans la limite assignée aux fonc-
tions de genre fini, peut dépasser tout nombre donné d’avance.

3. Abordons maintenant la question inverse et cherchons a déter-
miner une limite supérieure du module maximum (pour |#| = #) d’un produit
de facteurs primaires de genre infini. Soit

G(z)=1] <1 —'ai,)e“z_‘*"'*%(i)m

un tel produit, M(r) son module maximum. IL’'étude de ce produit pré-
sente une difficulté. Si l'on se donne la suite de zéros a;, on peut former
d'une infinité de maniéres le produit convergent G(z), puisque les p; sont
des entiers quelconques, choisis seulement de telle fagon que la série

@
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soit absolument convergente. Il est bien certain alors que la croissance
de G/(z) pourra dépendre essenticllement du choix des nombres p, au lieu
d’étre déterminée par la densité des zéros @;, comme il arrivait pour les
produits de genre fini. Mais est-il possible de choisir les nombres p; de
maniére & obtenir une limite supérieure se rapprochant de la limite in-
férieure assignée a M(7) au paragraphe précédent?

Dans son mémoire sur les zéros des fonctions enticres, M. BoreL a fait
remarquer que la valeur ¢ de p, indiquée par WEIERSTRASS &tait beaucoup
trop élevée. Se proposant d’étudier les fonctions & croissance trés rapide,
fonctions telles que l'on ait pour une infinité de valeurs de ¢ indéfiniment
croissantes 1'inégalité

1; < log,1

quelque grand que soit le nombre k, M. BoreL pose

pi = (log ¢)*
puis déterminant le nombre n par 1'égalité

I

Y=, —
" (log )"

ol a est un nombre plus petit que 1, il montre que le module maximum
M(r) est celui d’une fonction d’ordre p,. En d’autres termes, l'on a

(lognye

(5) M(r) < e

Le résultat subsisterait d’ailleurs si I'on remplacait 2 par un autre nombre
plus grand que 1.

Cette limite différe de celle que nous avions obtenue pour les fonctions
de genre fini. Il importe donc de se demander s'il n'est pas possible de
Ien rapprocher. Mais pour parvenir & des inégalités un peu précises,
jéviterai de me placer dans le cas le plus général. J'insisterai au contraire
sar les types de fonctions qui nous apparaissent comme les plus simples
apreés les fonctions de genre fini; leur étude semble étre en effet le point de
départ naturel d'une théorie compléte des fonctions entitres de genre infini.

4. Les résultats que je viens de rappeler suggérent une premiére
remarque. KEn faisant p; = (logi)'** nous donnons encore & p; une valeur
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beaucoup plus grande qu’il n’est nécessaire pour assurer la convergence de

. r\P .. .
la série Z <;~> . Il suffirait évidemment de prendre

log %
log 7; )

0= (1 + a)

Mais il ne faudrait pas conclure de 1a que le module maximum M(7)
croitra moins vite si l'on donne a p; cette valeur plutét qu'une valeur
plus élevée. C'est, chose curieuse, précisément le contraire qui arrivera.
Mais, ici, une distinction s’impose entre les diverses fonctions de genre infini.

Considérons tout d’abord la classe des fonctions entiéres définies par
la propriété suivante: il existe un nombre positif o tel que 'on ait & partir
d’une certaine valeur de 4

1

(6) 7; > (logi)°.

Cette classe de fonctions est celle qui se rapproche le plus de la classe
des fonctions de genre fini, et elle mérite une étude spéciale; nous la ren-
contrerons tout a l’heure dans une application. J’appellerai fonctions de
type exponentiel simple les fonctions pour lesquelles 'inégalité (6) est satis-
faite, et je dirai que o est l'ordre exponentiel de la fonction, en supposant
que le nombre ¢ ait été pris aussi petit que possible.

5. Cela posé, désignons par N le nombre des zéros de G'(z) dont le
module est infériear & »(1 4 %), (k positif fini).
P, représentant le facteur primaire relatif au zéro a, on sait, d’aprés
‘WEIERSTRASS, que l'on a, pour ¢ > N
pi
(%) ep o
| Pl <e (b positif fini).

Lorsque ¢ < N, on a, si ;> 7r

blogpi

1 1
[P, <e ™ (b positif fini),

et, st r, <7

b(I_—)F‘Ingi
|2 < o)
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Il résulte de 13 que

n

P
. Miry < Bl

Si donc l'on a l'inégalité (6) en méme temps que

7

3 n

:<__7‘.

pi < (logi)'*

logp; sera inférieure a o(1 4 «)logr;, et 'on aura évidemment, a partir
d’une certaine valeur de 7, l'inégalité

N
M(r) < eh[Z(;) ] . (b positif fini),

6. Si G(2) est un produit de type exponentiel simple et d’ordre ex-
ponentiel ¢, je prendrai pour p; Uentier le plus wvoisin de clogi. Nous
allons constater que ce choix est particuliérement favorable. Supposons
que 7; satisfasse a partir d'une certaine valeur m de ¢ & l'inégalité

1

r; > Alog 4)°

A et o étant des nombres positifs.

Nous aurons
> (f)p < Zyli)

en posant
N R
. glogtiflog—-——1log,?
y(i)=e VT )

Déterminons alors les nombres »n, et n, par les égalités

log s —>log, 0, = Z
=3 e g, 1y = s’

’

log - I10 n, = —2
 —— o —_—
Sl 5 08 P

a et « étant des nombres positifs d’ailleurs arbitrairement petits.
Lorsque 4>mn,, on a

w'(a 1 o .
%z; (o'log%—loggz——1> <—

Acta mathematica. 28. Imprimé le 19 octobre 1903, 25
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D’ou a'x(i) < ———D((z) -+ ’iz'(i)]

1—a
g

f)((x)dx<2f”a)((”g)= v

a

D’autre part, si ¢ <m, on a a partir d’'une certaine valeur m de 4

' I —
O, _1—a

7(%) %
Dot ay (i) < y(i) + iy'(d)
7y 1 14a
S rx(@)de < my(n) ="

m

Les valeurs de % comprises entre %, et n, sont en nombre inférieur a mn,
et pour ces valeurs de ¢, 'on a

x(2) < x(n,).

Nous aurons donc finalement, en supposant @ et o’ du méme ordre de

grandeur
(Y <)

o % est un nombre positif fini. =, et n, auront une signification trés

»

Q=

imple si #; croit précisément comme A(log ) . n a dans cas
simple s1 #; croit ] t me A(l 0O d ce

a :
log v —log7, = - logr—logr, = ——;

3

n, représente donc le nombre des zéros @; dont le module est inférieur a

a «

e v, n, le nombre des zéros de module inférieur a e”7, o et o' étant
arbitrairement petits.
Dans le cas général, on aura
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Or il est manifeste que, quelque petit que soit ¢, on peut toujours
déterminer deux nombres a et o, égaux ou du méme ordre de grandeur,
tels que l'on ait

e” 4 geTt — (ﬁ)gloga <14

a partir d'une certaine valeur de r. On peut dés lors énoncer la propo-
sition suivante: '

Quelque petit que soit le nombre e, on a, & partir d’'une certaine va-
lewr de r

(8) ) < )

7. Bn suivant la méthode employée dans la premicre partie, on peut
généraliser encore cette proposition. Soit ¢(¢) une fonction holomorphe,

réelle et positive telle que le rapport Ll@—l— soit croissant a partir d'une
(log i)
certaine valeur de ¢ et telle que l'on ait
r; > Ad(4).

On posera
. r alogi
x(8) = [z¢(¢)]
et l'on déterminera les nombres n, et n, par les égalités

logg—log d(n,) = .

logz—log ¢ (n,) = —2

g

! Si lon avait donné & p; une valeur moins élevée, par exemple la valeur

log 2 . ) . pi .
(1 + ﬂ)igg—;-, qui suffit & assurer la convergence de la série E <£> , la valeur de ¢
i

i
4 partir de la quelle cette série etit décrir aussi vite que 27 —1—¢ elit &té trés supérieure
3 m,, et la limite supérieure de cette série se fat trouvée augmentée.
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On obtiendra alors, comme au paragraphe précédent, les inégalités

2 fmarn) ¥

Z <::”_>" < by (ny), M(r)<e

.

8. Nous allons maintenant compléter la proposition du § 6, en dé-
montrant un théoréme analogue & celui du § 20 de la premictre partie.
Considérons le produit G(z) du § 5, pour lequel on a
1

7;> Mlog4)° .

Je dis que si Uon a

(9) M(V) > ee(f)
on a, & partir d’'une certaine valeur de r

1
(10) 7; < (1 4 &)A(log i)”
¢ tendant vers zéro avec ;{

Posons en effet
1

¢(i) = Mlog 9)”
et supposons que lon ait, pour des valeurs 7, de ¢ indéfiniment croissantes
7, = Kp(n,), K>1.
Nous poserons
r=¢n)=K7¢mn), o<f<I
et
¢(n,) = Kd(n,).

Si 1'on se reporte aux calculs du § 4, on voit, qu’il suffit, pour que
7 et m, prennent ces valeurs, que l'on ait fait

, a=(1—pfolog K, o = folog K.
D’ailleurs

(—g)o fo
n=nk , n, =n¥ .
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On a, par suite, les inégalités suivantes:

7y P\ o n}-{-a 7 —a .

E (;) << nioe ( fini)
m

© 1—ao’ ' .

vV (T o Ty 7 (1——az')eaL :
}:1 (m) <= <Ll (7, fini)
N2

() <3 T

? ] —d

. r
puisque clog—=ua'.
Tny

Or on vérifie sans peine que, quelque petits que soient a et o', on
peut trouver un nombre positif ¢ tel que les seconds membres de ces iné-
galités soient tous trois inférieurs & %'~¢, A partir d’une certaine valeur
de n; I'inégalité (7) du § 5 nous montre alors que I'inégalité (9) ne peut
plus étre satisfaite. Ainsi D’hypothése faite sur 7, conduit bien A une
contradiction, ce qu’il fallait démontrer.

9. Les fonctions de type exponentiel simple ne constituent encore
qu'une classe trés particuliére parmi les fonctions de genre infini. Mais
la méthode précédente permettra d’étudier tout aussi aisément des fonctions
croissant de plus en plus rapidement.

Sans insister sur les cas intermédiaires supposons qu'il existe un
nombre fini ¢ tel que l'on ait & partir d'une certaine valeur de i

et prenons pour p; Uentier le plus voisin de logilog,:. Posant, cette fois

- 1
clogilog,? (log b log; z)

x(i)=e

Nous aurons encore
piT)l+e
[=()'] o ave !
M(r)<e ‘ , (¢ tendant vers zéro avec ;)
et

Z <§>p‘ < Zx(@)

%
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Nous déterminerons les nombres n, et n, par les égalités
1 @
(I +10g2"1)(1°g7"“310g3 n1> = ;_)
I ) a
(1 4 log, n2)<logr - ;log3 n2> =—=

a et o étant deux nombres arbitrairement petits, du méme ordre de grandeur.
On a lorsque ¢ > n, '

‘4 1 4 log, e . 1 14+ a
};(i) =52 (plogr —log i) — = < — ——
PN |
f;((z)dz <;,n2;((n2).
De méme
P {
)
Nous aurons donc finalement
rNF o h
Z (E) <;n27(("1)
b étant un nombre positif fini. Or on a
raea’(l-i- loan,l)_l' raz—a(l + logzmy) -t

n, =e° , n, = e
On déduit aisément de 13 que le module maximum M(7») satisfait a I'iné-
galité
e(1+5)r0
M(r) <e*
. 1

¢ tendant vers zéro avec e

Ainsi la méthode de sommation qui vient d’étre exposée a une portée

. p" .
générale et elle permet d’étudier la série 2 (—T—> , par suite le module
i

M(r), quelque lentement que croisse le module »; du zéro de rang ¢.
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La dérivée logarithmique d’une fonction de genre infini.

10. La dérivée logarithmique du produit infini G'(#) défini plus haut

a pour expression
Z\" 1
9(5) =3 (Z) s —a;

Proposons-nous d’étudier le module maximum de g(z) dans des régions
convenablement choisies du plan de la variable 2.

Si l'on désigne par %' le nombre des points a; dont le module est
inférieur & 7, on peut affirmer que l'on a sur une infinité d’arcs du cercle

C de rayon r

ls@>%, 9>,

La démonstration qui nous avait permis d’établir ces inégalités dans le cas
des fonctions de genre fini subsiste ici, en effet sans modification. Les
conséquences que nous avions tirées de ces inégalités (au § 24) resteront
vraies également.

11. Cherchons maintenant & limiter la croissance de ¢(z), en suppo-
sant que G/(2) soit de type exponentiel simple. Considérons dans ce but
une aire proportionnelle a »?, par exemple ' un carré 4 de c6té Hr. A
Pintérieur de ce carré se trouvent une infinité de régions (Deuxitme Partie

H
§ 17) par exemple des cercles de rayon proportionnel & V%, dans lesquels on a
AV | " .
Z <&:> P, (b positif fini),
la somme 2 étant étendue aux divers pdles contenus dans l'aire A.

Drailleurs la somme des régions en question est avec l'aire totale A dans
un rapport fini.

hn'
Hy’

Dans les mémes conditions, la somme

I z |9
Z|z—a,-|*\a_,-‘

! La forme de I’aire 4 n'importe pas ici. Remarquons qu’elle peut étre contenue
tout entiére & l'intérieur d’un angle fini @ ayant pour sommet l'origine.
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. e . . hn'logwn
étendue aux pdles contenus dans A est inférieur a —H—é—%———
T

Y=

21— a; |’

, la somme

z |#

a;
. . L bl ' .. .
est inférieure a F\:T’ et ainsi de suite.

Ces divers résultats, obtenus dans la seconde partie, s’appliquent en

effet a la dérivée logarithmique d’une fonction entiére quelconque, de genre
fini ou infini.

Soit maintenant @; I'un quelconque des poles de g(z) situés en dehors
du carré 4: on aura '

ls—a]>kg  (k positit fini).

Le module de la somme 2 relative & ces divers péles est done, pour la
dérivée logarithmique, inférieur a

=Y ()"

Cette série est celle dont nous avons évalué la somme aux paragraphes
précédents. Sa limite supérieure sera

heo(r)
Hr

(h positif fini)

si l'on désigne par e la limite assignée au module maximum M(r) de
G (¢).
Si ¢(r) crolt plus vite quune puissance quelconque de » on peut

. T . .
prendre comme aire 4 un carré de coté - (m étant arbitrairement grand,

- m
lorsque 7 est lui-méme assez grand). Tous les points situés dans ce carré
sont & une distance de l'origine compris entre » et #(1 4 ¢), et 'on a

n’

nll+s'
Hr <

I
e et ¢ tendant vers zéro avec S



Sur quelques propriétés des fonctions entitres. 201

Supposons alors, en particulier, que G(z) soit de type exponentiel
simple et que l'on ait a partir d’une certaine valeur de %

1

7, > Alogd)® (A et o positifs finis);

nous pouvons énoncer la proposition suivante:

Quelque petit que soit e, on a, dans une infinité de végions s éloignant
indéfiniment de Uorigine

a

l9()| < e<1+s)(§) .

)

on constaterait de méme que Uon a, dans les mémes régions

17()] < *20)

()] < )

,'.3

1

p 6tant un nombre positif proportionnel & r™ (m fini).
Nous ajouterons qu'un angle quelconque @ dont le sinus est compa-

.1 o . :
rable & —  en d’autres termes un angle arbitrairement petit contient une
r

infinité de régions jouissant des propriétés énoncées.

12. On peut compléter cette proposition comme nous l'avons fait
au § 8 pour celle du § 6.

Désignons par m(r) le module maximum de g(z) dans les régions
définies plus haut. L’inégalité

.
m(r) > e(‘)
entraine, & partir d'une cevtaine valewr de r

n > e(l_s)(x)
quelque petit que soit ¢.

Acta mathematica, 28, Imprimé le 20 octobre 1903,
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En dautres termes, nous pouvons affirmer que si cette derniére iné-
galité cessait d'étre vérifié pour des valeurs indéfiniment croissantes de 7,
on aurait dans des régions indéfiniment éloignées

[

m(r) < e(l—sr)(%) , (' > o).

On peut aussi agrandir les régions ol les résultats précédents sont
valables en multipliant les limites supérieures assignées a |g(2)],|g'(2)], - --
par une fonction croissante de 7/, par exemple, par logn’ ou loglog'.
Les nouvelles régions seraient alors telles que le rapport de leur somme a
I'aire totale 4 tende vers l'unité quand » augmente indéfiniment.

Ajoutons enfin que l'on obtiendrait les mémes limites supérieures st
I'on remplacait la fonction ¢(z) et ses dérivées par une fonction méro-
morphe d'un type plus général:

Fe) =Y ot () + H)

les nombres &; étant tous finis ainsi que l'entier k, et H(z) étant une
fonction entiére dont le module maximum est supposé ne pas croitre plus
vite que le module de la somme X.

13. Ces divers propositions donneront lieu aux mémes applications
que celles de la seconde partie. Ils vont nous servir a étudier le troisieme
type d’équations différentielles & intégrales méromorphes qu’a signalé
M. PasLeve. Ce type est le suivant

by Yy . 0 b
(11) v =Lt e f)+ o+ )
les constantes a, 3, @, ¢ ayant les valeurs
Fe=—1, 0=1, a,  quelconques,
ou j=-—1I, 0= o0, f= 1, o quelconques,
ou jy=o0, 0 =0, a=—1, f=1.

M. PamNrevE a démontré que les intégrales de 1'équation (11) sont
des fonctions méromorphes dans tout le plan. ILa transcendante y s'ex-
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. . 1; . “ .
prime par le quotient - de deux fonctions entitres v et w vérifiant les

équations simultanées

U u ve’ [re*v
n w®  u <_z:— + a>,

(12)

v de* u

v v v <_v_ +ﬂ>

14. Pour étudier les intégrales de I'équation (11) je ferai le change-
ment de variable

y=-e"*¢
L’équation (11) devient
(=2 ) = E T e g e (et + )
ou
(13) (=7 ol o e e

L’avantage de cette nouvelle équation est qu'elle met en évidence la fagon
dont se comporte la fonction méromorphe ¢ au voisinage de 1'un de ses poles.

Si y=o0, a=—1, les termes prépondérants au voisinage d'un pole
quelconque situé a distance finie sont

(cvu _ C:z_ Ca

et il est aisé alors de vérifier que tous les podles sont du second ordre et
tous les résidus égaux a 2.

Si au contraire y = —1, {¢” devient infini comme ¢{'?— ¥, et il en
résulte que les pbles sont du premier ordre, le résidu correspondant étant
égal & + 1.

Drailleurs, si nous désignons par f(z) la dérivée logarithmique de la
fonction entiére u, la premiére équation (12) deviendra

(12 f1(e) = —p¢—al,

Nous sommes ainsi amenés & distinguer deux cas suivant la valeur
de la constante ;.
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Considérons d’abord le cas o y=o0. On a alors, avons-nous dit
0=0, a=—1, B=1 et I'équation (13) devient

(14) G =00, = [(2).

Proposons-nous d’étudier la croissance des intégrales méromorphes de cette
équation.

15. Nous poserons

$'=2¢'(2) + H(z)

g(2) étant la dérivée logarithmique d'un produit de facteurs primaires, et
H(z) une fonction entitre. Nous désignerons par »’ le nombre des péles de
g(2) dont le module est inférieur & r, par v’ le nombre des zéros de H(z)
1
e+ I '
Un calcul analogue & celui de § 24 de la seconde partie va nous
donner d’abord une limite supérieure de n'.

de module inférieur a zr en supposant que 7 <

Remarquons d’abord que toute intégrale de (14) satisfait aux équa-
tions suivantes

- e -
(Is) ZCZ+3+C 2 O)

22 c’
(16) (f’fd?«':f(dﬁ-}'f,
S

obtenues en multipliant les deux membres de (14) soit par o soit par

| =

;, et en intégrant: on a par suite ausst

2%

2 ’ 22 z
(17) ;%—z%+:+%—zf:dz=o.

Cela posé, plagons-nous & l'intérieur du cercle C de rayon r, ayant
son centre & l'origine, et désignons par g un nombre' qui croitra indé-
finiment avec 7, d’ailleurs arbitrairement lentement.

! p a, dans les calculs qui suivent, une valeur fixe dépendant de r,.
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Je dis d’abord qu’en tout pdle a; de module 7; situé dans C, on a
I'inégalité

(18) |I(z)|=:|f—6%zdz|<2e'+".

Suivons en effet le rayon Oq; & partir d'un point fixe 2,. Je dis que
Pon ne peut avoir simultanément en aucun point de z,a;:

(19) [¢]=¢, [I(2)] > 2e7*.

On peut toujours prendre s assez grand pour que cette condition soit
satisfaite en ¢,. Supposons alors qu’elle cesse de 'étre en un point ¢,:
je vais montrer que l'on aura en ce point

(20) 17 (2] <lf§’dz < entr,

Lrégalité (17), ot Von fait |¢]=]¢ | = e™, donnera par suite pour 2;2 une
1

limite supérieure proportionnelle a e2<2+#), et 'on en conclura que l'iné-

galité (18) est vérifiée au point 2,, ce qui nous conduit & une contradiction.

Pour calculer une limite supérieure de |f(2)| le long de #2, ob-
servons d’abord que dans les intervalles partiels ol |{] < e™*, la variation
de |f(2)] est plus petite que celle de e"**. Soit maintenant 2/ un point
o |{|=-e"". Puisque, d’aprés nos hypotheses, les relations (19) ne
sont jamais satisfaites pour », <7 <r,, 'inégalité (18) sera nécessairement
vérifiée au voisinage de 2, tant que |{]>e¢". L'équation (15) donnera
alors, pour |{|>e”

P

l%— < (2 4+ a)e’ (a> 0, arbitrairement petit avec }1)

¢
Done
I { '—';—(""H*) I2i o
2\/m<5e + (2 + a)e? (r—r').

On en conclut que l'inégalité [{|> e est satisfaite, autour de #, dans un

1,
—5

intervalle 7,7, supérieur a he , (b positif fini). Or, dans cet inter-
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valle, la variation de |I(2)| est plus petite que celles de e, la variation

de

’

<
¢

est elle-méme inférieure,’ (d’aprés (15)) a

(2 + s)e;‘ + 2(e”—e")

£
et, par suite,” (si I'on tient compte de la valeur de 7, —7,) & ke’ [e]",
(h, inférieur & un nombre fixe). Nous obtenons donc finalement, (d’apres

)
(16)), pour la variation [I I(z) ”2, la limite supérieure (, - I)[er+2],3. On
voit ainsi que l'on peut toujours prendre p assez grand pour que l'on ait
en 2z, l'inégalité (20) et, par suite, l'inégalité (18).
Ce point établi, appelons 2 le point de Og; le plus voisin du pole
a;, ou Yon ait |{|=¢". Entre 2 et a;, |I(2)] croit moins vite que e";
I'inégalité (18) ne peut donc cesser d’étre vérifiée, ce qu'il fallait démontrer.

16. Partons maintenant du péle @, et éloignons-nous en sur un
chemin de longueur finie: tant que z sera assez prés de g; pour que l'on ait

(21) [S]> e (> p),

on aura certainement 1'égalité (18), et 1'équation (15) se présentera sous
la forme

2
%%5 F1+d=o, |6]<e (e comparable a e*™).

D’oli, par intégration

I — e 5
(22) \/sz2|I+‘31llz*“iI" lo]<e (2 fini).
Faisons alors
T
g ai = \/26"""0 !

! On a, en effet, 'inégalité

#re

[ = ];< 4+ 9" + 4[| I

’

est inférieur & la racine carré du

¢

, I . .
¢ tendant vers zéro avec —. La variation de |-

second membre.

7 _r il £
2 e? < hserﬁe 2 < Be? 6’3(”" __,,.3) < h'62 6'3(6"4"3—- I).
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| z| étant compris entre deux nombres finis, et g augmentant indéfiniment

avec 7. En portant cette valeur dans 1'égalité (22), nous constatons
d’abord que T'on a

I(I I er,+0
> I ent.
(1 + &)}’
cette inégalité entrainera, si #, est assez grand, l'inégalité (21), ce qui
montre que les calculs effectués sont bien legitimes entre a; et 2.
D’autre part, nous constatons que, lorsque |z| augmente & partir de

o, |¢] va en diminuant: lorsque r dépassera un certain mombre fini %, on
aura en 2z

(23) |¢] < kent? (k, positif fini).

Nous en concluons que Uon peut enfowrer chaque pole a; dun cercle
I

\/erl+0
contour duquel on aura Uinégalité (23).

Il serait d’ailleurs possible d’entourer a; d'un rayon % fois plus grand
(y arbitrairement grand) jouissant de la méme propriété, et l'on en conclut
comme dans la seconde partie que tous les cercles ¢; sont extérieurs les uns
aux autres. Des lors le cercle C' de rayon r,, ayant son centre & l'origine,
ne peut contenir plus de rien*? cercles ¢, et par conséquent plus de
rient? poles.

Il en résulte que l'om awra, & partir d’une certaine valewr de v

¢; de rayon proportionnel & ne contenant oucun autre pole, et sur le

(24) n < er+0(r)+2logr

f(r) étant une fonction croissante de r, croissant aussi lentement que
Pon veut.
Drailleurs, puisque chacun des cercles ¢; ne contient qu'un pdle a;, on

voit que ces cercles constituent précisément les petites aires proportion-
2

~ T .
nelles a # que nous devrions d’aprés le § 9 exclure du cercle C, pour y
pouvoir limiter le module de g(#) et de ses dérivées successives. Construi-
sons alors la couronne D limitée par le cercle C et par un cercle con-
centrique de rayon y'r, (nous ferons » < 7 < 1, % étant toujours inférieur
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.1 . .
oo Nous pouvons affirmer que Uon a,' dans toutes les portions de la
couronme D extérieure aux cercles c;

S aten

3 i4e .
(25) |g'(5)| < 6(1+5‘)", |9"(ﬁ)| < e? , |gm(z)l < p2te)n ,

I
e, tendant vers zéro avec —
1

17. Je dis maintenant que l'on a, & partir d’une certaine valeur de r
(26) y < (14 &)r,.

En effet s'il n'en était pas ainsi, nous constaterions (en raisonnant
comme au § 24 de la seconde partie), que l'on peut tracer dans la cou-
ronne D une courbe fermée I' entourant l'origine et ne rencontrant aucun
cercle ¢; telle que I'on ait en une infinité de ses points

(27) H(z) > he” > elt+am,
On aura d’ailleurs

| H'(2)] < [H(z)|"**,  |H"(2)] <[H(2)]"*

~a tendant vers zéro avec - Dés lors, si l'inégalité (27) était satisfaite en

méme temps que les inégalités (25), le terme {* ne pourrait étre détruit
par aucun autre dans l'équation (14), quand », dépasserait un certain
nombre. On a donc bien l'inégalité (26) a partir d'une certaine valeur de 7.

18. Cherchons maintenant des limites inférieures de #' et ¢'. Nous
considérons dans ce but un angle @ ayant pour sommet l'origine et con-

Ve A I . -
tenant I'axe réel, w pouvant décroitre avec - plus vite qu'une puissance

1 1 . .
quelconque — de —. Supposons que I'on ait pour des valeurs de 7 in-

définiment croissantes 1'inégalité

(28) n<el9, a>o.

* On a, en particulier, les inégalités (25) dans certaines portions de la couronne

. , I

D, limitée par les cercles de rayons #, et » (I —¢), ¢ tendant vers zéro avec —.
T

1
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Nous pourrons alors appliquer le théoréme du § 12 dans les portions de
I'angle  intérieures a des couronnes D, s'éloignant indéfiniment de 'origine,
et limitées respectivement par des cercles de rayon r, »,(1 —e), (¢ tendant
vers zéro comme ).

Dans 1'une quelconque A4, de ces portions d’angles, il existe des cercles

, . < I . , .
d de rayon supérieur a W (A fonction décroissante quelconque de 7)),

ot 'on a!
(=8) )] < e, |g(e)] < o,

a, étant un nombre positif, par rapport auquel A devient infiniment petit
lorsque 7, augmente indéfiniment.

Je dis que pour la valeur », de 7 considérée, le module maximum
M(r) de la fonction H(z) satisfait nécessairement & l'inégalité

(29) M(r) > ent=2,

¢' devenant (avec ;) infiniment petit par rapport a a.

En effet, on peut choisir A de maniére que les cercles d couvrent par
exemple, plus de la moitié de la région 4. Il existe alors (Seconde Partie,
§ 8) dans 4, des cercles ¢ out l'on a

H’<z) & H"(Z) &7
l%l“ | EHD <

Vé I N hd Y, h
e, tendant vers zéro avec —- Des lors, si | H(z)| n'était pas, dans un tel
1

cercle d, supérieur a la limite (29), on y aurait évidemment
(291) ,CI < er,(l-—al)’ |Cu' < e?r,(l—a,);

$&" et ¢*® se trouveraient étre négligeable par rapport a (e*, et I'équation
(14) se présenterait sous la forme

&%+ (1 + o) =o,

' En se reportant au § 8, on voit que si Pinégalité (28) est vérifiee pour r=r,,
les inégalités (28°) seront satisfaites pour r = 7, = #,(1 + @)®, (a >0, b > 0).
Acta mathematioa. 28. Imprimé le 26 octobre 1903. 27
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1 .
|¢| tendant vers zéro avec —. Or on constate aisément que l'on ne
1

saurait avoir cette équation dans tout un cercle d; supposons en effet
qu'elle soit satisfaite dans un tel cercle le long d'une droite z# joignant

1
deux points de distance égale a 6—2("“), les inégalités (29’) étant satisfaites

en z,; l'expression L
V€@ — Ve |
1
serait proportionnelle a e E(rlﬂ), ce qui ne peut avoir lieu, puisque la
premiere inégalité (29’) est par hypothése satisfaite en 2.
L’hypotheése faite sur M(r) était donc inadmissible: ou n’est, pour

r =7, supérieur 3 la limite (28), ou l'on a l'inégalité (29).

19. Des divers résultats qui précédent, nous pouvons tirer les con-
séquences suivantes: /

Considérons le module maximum m(r) de la fonction méromorphe ¢
dans le champ défini au § 10, (les pbles @; étant entourés de petites aires
b; que I'on a exclues de ce champ): m(r) satisfera dans les régions restantes

@ la double inégalité
e(l—e)r < m(,},.) < e(l-}-s)r.

Les modules maxima de f(z) et de logu = f f(2)dz satisferont dans
les mémes régions aux mémes inégalités.
Considérons maintenant la fonction entiére

u = G(z)ef.

Si on a linégalité (28) pour une valeur 7, de » les inégalités (28’) et
(29) seront satisfaites pour r =17 =»,(1 + a7, (b>0). Il en résulte,
puisque H = K" que le module maximum ' M, (r) de K(#) est, lui-méme,
supérieur, dans la couronne D, & e"®). Désignons alors par A(r) la
plus grande valeur positive de la partie réelle de K pour r =r,, et soit

! D’aprés les théorémes de la seconde partie, on peut toujours tracer dans la
couronne D), un cercle sur lequel on a

IH(z)
K(z)

o r I

< e’ v tendant vers zéro avec —.
T
1
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rn=r(1+a=r—p, >0, p>0). Il résulte d'un théoréme de
M. BoreL' que l'on a, (quel que soit p), & partir d'une certaine valeur de 7,

M () <.8—§£_>

. . 1 s :
Si nous faisons, par exemple, = —o (¢ arbitrairement grand, on

voit que l'on aura certainement & partir d'une certaine valeur de 7

1
o)1= ) <1og s —osr' S gnt—9

8A(r))>e
Cette inégalité, jointe au théoréme du § 2, nous montre que le mo-
dule maximum de w satisfera, lorsque r sera assez grand

e(l—-s)r . Q+e)r

<Mr)y<e ,

quelque petit que soit e.

20. Tl n'est pas nécessaire d’insister pour montrer que la méthode
précédente s’applique, tout aussi aisément, au cas laissé de coté ol la con-
stante y de I'équation (13) est différente de zéro. On a alors, avons-nous
dit 'une des deux équations

(31) Ee" =7 4 ol — A fle 4 e,
(32) L =0 ol — ¢t - e

.avec

(33) ¢ —al=1{"()

f(z) étant, en vertu de l'équation (12’), la dérivée logarithmique d'une
fonction entiére. Nous poserons comme plus haut

f(e) =g(2) + H(z)

g(2) étant la dérivée logarithmique d'un produit de facteurs primaires.

Y Sur les zéros des fonctions entitres, p. 305.
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21. Toute intégrale de (31) satisfait aux deux équations

12 2z 2z
(33) 5% = a(___f_ 8 2{2 + f ’98 + Cz dZ

(34) %:f(a: £ dz +f ﬁ" )dd

;0 6tant un nombre qui croit indéfiniment avec r,, je dis d’abord
quen tout pble a;, (|a|=7r,) contenu dans le cercle C' de rayon r,, on

a l'inégalité
fe sy
¢ ¢

Pour le démontrer, on établira d’abord que l'on ne peut avoir si
multanément en aucun point de Og;

< 2627'+P~

(35) | 1(2)| =

(36) [&3] = e, | 1(2)] > 2e™+~.

Supposons, en effet que cette condition, satisfaite en z,, cesse de 1'étre en
2z, On vérifiera alors, en raisonnant comme au § 15, que l'on a en 2z,

29

f((’—-—a{’)dz

< e 2ot p .

|f(2,)] =<

D’ailleurs on aura, (en combinant (33) et (34))

18 G & o e®
s =y —fr — gt 2h()

et 'on en conclura, (d’aprds (34)), que l'inégalité (35) est satisfaite an
point 2, ef, par suite, au pole g;.

Si maintenant nous nous éloignons du pdle @;, on voit que tant que
I'on aura

| {2l > e'th (1 > p),

I’équation (33) se présentera sous la forme

g—;—}-I-i-o“:O (o“

I
Y _f“)
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ou encore sous la forme
~— 4+ 14 70=o0, w=2¢>

On en conclut (comme au § 16) que & lintérieur du cercle C on

1
. . ——(2r+8)
peut entourer les péles a; de cercles de rayon proportionnel & e * )

(6>p,), ne contenant chacun qu'un pdle, tous extérieurs les uns aux
autres, et sur le contour desquels on a 1'inégalité

|w] < ke*t?.

On constate alors, — en désignant par »' le nombre des zéros de

H(z) dont le module est inférieur & xr <77< >, — que l'on a, &

I
e+ 1
partiv d’une certaine valeur de 7, les inégalités
0 "
nr < e2r+ (r)+2log7’ V’ < 2,’,(1 + 8),

I
e tendant vers zéro avec e

22, Soit d’autre part M(r) le module maximum de H(z) pour |[z|=17.
Si Dinégalité
n' < 827‘(1—&) a > lo)

se trouve vérifiée pour des valeurs », de 7 indéfiniment croissantes, on aura
dans certaines régions de la partie commune & la couronne D, et a I'angle
o définis au § 18

lg’(z)|< e?"l(l_’al)’ I.g’”(z)l < 64"1(1—“1), (al > O).
On constate alors que dans la couronne D,, M(r) est supérieur a e (=),

I : . e
¢ tendant vers zéro avec —; car, 1l n'en était pas ainsi I'équation (31)
1
! VISER)
=g @n+Y

donnerait dans un cercle de rayon proportionnel a e I'égalité

éw” + (1 4 )we* = o, (w=¢{?,

. 1 . o s -
|¢] tendant vers zéro avec —, ce qui conduit & une contradiction (§ 18).
1 V
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Si 'on pose
w=G(2)e*?,

le module maximum de K{(z) satisfait dans la couronne D), a la méme

inégalité que M(r), et 'on en conclut, en désignant par M(r) le module

maximum de % que

2118 e‘-’r(1+s)

<M(r)<e ,

¢ tendant vers zéro avec ;I_
23. Toute intégrale de I'équation (32) satisfait aux deux équations
1 CW . cz e?s 22
(37) EF—GC—;—?+2f—5dZ,

(38) g—;=f( C-—:’)dz+f%’dz.

p étant un nombre qui croit indéfiniment avec #,, on constate que
I'on a en tout point podle «; contenu dans le cercle C' de rayon #,, I'inégalité

622

z

4
< 2e§r+ﬁ, (r= [2]).

On voit alors qu'au voisinage d'un péle a;, tant que l'on a

o]

2.
[$l>e, (m>p),

I'équation (37) se présente sous la forme
SO +ar=0  |o<s,

. 1
¢ tendant vers zéro avec -
Conservant toutes les notations du paragraphe précédent, nous déduirons
de la les inégalités
: §r+0(r)+2logr

n <e , v’<§r(1 + ¢),

I . .
¢ tendant vers zéro avec 7o o 6(r) croissant arbitrairement lentement.
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D’autre part, on a & partir d’'une certaine valeur de » l'une au moins

des deux inégalités
2 r—9) )
n > e , M(r)>eé?
On en conclut que le module maximum de la fonction enti¢re, satisfait
aux inégalités
Zr(1—e) Sr(4e)

e <M(r)<e’ ,

1
e tendant vers zéro avec i

QUATRIEME PARTIE.

. Les résultats qui m’ont permis plus haut d’étudier les fonctions
entiéres découvertes par M. PAINLEVE ont une portée générale: on pourra
les appliquer & l'étude d'une fonction entiere quelconque satisfaisant a une
équation différentielle donnée. On ne connait encore, il est vrai, que trds
peu d’équations dont les intégrales soient entieres. Mais il est probable
que les profondes méthodes de M. PAINLEVE, appliquées aux ordres supé-
rieures, permettront bientét d’en former de nouvelles. On saura alors vrai-
semblablement étudier leur croissance et évaluer leur ordre de grandeur.

Il est naturel de se demander si, dans les recherches de ce genre,
I'hypotheése d’apres laquelle Vintégrale étudiée est une fonction entidre est
une condition indispensable de la précision des résultats. KEn fait, si I'on
est en présence de certaines classes simples d’équations, on saura étudier
la croissance de leurs intégrales, sans faire aucune hypotheése sur la nature
de ces intégrales. Il convient d’examiner jusqu’ou peut conduire une sem-
blable méthode. '

Je me bornerai ici aux équations algébriques du premier ordre. Elles
ont été étudies au point de vue de la croissance par M. Borer, et, aprés
lui, par M. LiNnpeLOF.!

! BoreL, Mémoire sur les séries divergentes (Ann. Ec. Norm. Sup. 1899). Lin-
DELOF, Bull. de la Soc. math. de France 1899g.
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Considérons une intégrale réelle que nous supposons continue lorsque
x est réel et varie de o a + co. M. BoreL a démontré que lintégrale

. . . e < x R
y est a partir dune certaine valewr de x, infériewre & e . TPréeisant ce
résultat, M. LiNDELOF désigne par m le degré de 1’équation par rapport
a , et il montre que l'on a, a partir d'une valeur z, de «

lyl < eC:l:m+l

C étant une constante finie.
Il pourra arriver cependant que |y| reste trés inférieur & cette limite,
comme le montre la proposition suivante a laquelle est parvenu M. LinDELOF:

Ou bien Uintégrale y est du type exponentiel et reste comparable & une
fonction croissante de la forme e* (¢ nombre fini); ow bien y reste compris,

. . € € . .
& partiv d'une certaine valewr de x entre e et e* , quelque petit que Soit ¢.

Les recherches de M. LINDELOF nous ont ainsi révélé l'existence de
deux types d’intégrales fort différents. Mais elles ne nous ont pas appris
a reconnaitre si une équation donnée admet des intégrales de l'un ou de
I’autre type. D’autre part la méthode de M. LINDELOF qui repose sur
une application du théoréme de RoirLe suppose # réel. Elle exige de plus
que y soit continu sur tout l'axe réel: or nous ne savons pas reconnaitre,
a priori, si cette condition est réalisée, et 1'étude de la croissance de y
devrait précisément avoir pour premier but de nous renseigner sur ce point.

(’est pourquoi je n’ai pas cru inutile de revenir sur le méme pro-
bléme, en prenant pour point de comparaison la théorie des fonctions en-
titres. On va voir que le probléme comporte une solution assez précise.

2. Les résultats obtenus dans la seconde partie de ce travail nous
montrent immédiatement quelle doit étre la forme d'une équation algé-
brique du premier ordre pour qu’elle puisse admettre une ou plusieurs
intégrales entitres (de genre fini). I faut que cette équation contienne
plusieurs termes de degré supérieur par rapport a y et y'. En effet, lorsque
le terme de plus haut degré en y et y' est unique, il suffit de se re-
porter aux inégalités du § 13 de la seconde partie, pour voir qu’il ne
pourrait étre détruit par aucun autre, siy était une fonction entiére. Dans
ce cas, sl y est une fonction uniforme ayant une singularité essentielle a
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I'infini, elle sera nécessairement, au voisinage de cette singularité, une fone-
tion méromorphe semblable a celles que j'ai étudiées dans la seconde partie
de ce travail; elle restera comparable, (si I'on exclut du champ de la va-
riable le voisinage immédiat de ses podles) a une puissance finie de .

Nous sommes ainsi conduits & répartir les équations algébriques entre
deux classes, suivant qu’elles contiennent ou ne contiennent pas deux ou
plusieurs termes de degré supérieur par rapport  y et & y'. Cette distinc-
tion va nous permettre de compléter les résultats de M. LinprroF.

3. Considérons, pour commencer, une équation résolue par rapport a y’

(1) Yo,y —Pz,y)=o0

P et @ étant des polyndémes en z et y.

Je dis que si cette équation est de la seconde classe, toutes ses inté-
grales appartiennent au second type signalé par M. LixperLor. Plus pré-
cisément, si l'on suppose encore que l'intégrale y est réelle, continue et
croissante sur l'axe réel, cette intégrale croitra moins vite qu'une puissance
finie de la variable x.

Il suffit, pour le vérifier, de reprendre le raisonnement employé par
M. Borer dans son mémoire Sur les séries divergentes, en y apportant une
légere modification.

y étant une fonction quelconque de & satisfaisant aux conditions qui
viennent d’étre énoncées, M. BoreL a montré que si I'on ne peut pas
trouver de nombre &, tel que l'on ait, pour & > &,

3
y<e

il existe slirement des valeurs indéfiniment croissantes de & pour lesquelles
on a a la fois
¢ I
y>e', ¥ >_efy.
De plus, parmi ces valeurs, il en est d’aussi grandes que l'on veut pour
lesquelles on a, en méme temps que les inégalités précédentes, l'inégalité

yr é yl-i-e.

Il est clair que ces résultats subsistent si I'on remplace & par la fonction

croissante de z loglog¢(x). Supposons alors que ¢(x) croisse moins vite
Acta mathematica. 28. Imprimé le 26 octobre 1903. 28
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qu'une puissance® finie de z. Nous pouvons affirmer que si I'on n’a pas,
a partir d’'une certaine valeur de z, l'inégalité

y < ¢(),
on aura simultanément, pour des valeurs z, de @ indéfiniment croissantes

7

dy _dy  ¢(=)

dy _dy TN if fin
y > ¢(w), dm—f{fgﬁ(w).loggp>2¢y>2m (s, positif fini)
et
d:l/ syl+s
W=7

Ces Inégalités limitent la croissance de l'intégrale y. Désignons en
particulier par m un nombre supérieur aux degrés par rapport & z des
polynémes P et . Nous constatons que ¢(x) sera nécessairement in-
férieur a 2™ si la différence des degrés p et q de P et de @ par rapport &
y west pas égale & Uunité.

En effet, s'il n'en était pas ainsi, tous les termes de 1'équation (1)
seraient, pour z = x,, négligeables par rapport au terme en y” ou au terme
en y'y?: le premier membre de 1'équation ne pourrait donc s’annuler.

Ainsi, si p—gq est different de 1, comme nous le supposons ici, on
aura, a partir d’'une certaine valeur de x

(2) y<a™

Le résultat serait le méme si l'équation étudibe n’était pas résolue
par rapport a y': soit dans ce cas

A(z)y°y”?

le terme de degré supérieur en y et y’, terme qui est supposé unmique: si
I'on avait par l'inégalité (2), ce terme ne pourrait étre détruit par aucun
autre (pour certaines valeurs z, de z).

z* .
t Je suppose quil existe des nombres s, s, tels que les rapports —¢— et :—Z% soient

sﬂ,

. . . . s s
croissants & partir d’une certaine valeur de #. On a alors —g;’ < =< e



Sur quelques propriétés des fonctions entiéres. 219

Considérons maintenant le cas ot p—g= 1. L’équation (1) prend
alors la forme

(3) v, +ay+...+ay" =0+ ...+ by"
les @ et les b étant des polyndémes en x.

Deux cas sont encore & distinguer suivant que le degré de a, est
supérieur, ou au contraire inférieur ou égal a celul de b,.

Lorsque le degré de a, est supéricur d celus de b,, Uintégrale y (supposée
réelle, continue et croissante) satisfait, & partir d'une certaine valeur de z &
U'inégalité (2). En effet, 8’ll n'en était pas ainsi, on aurait pour certaines
valeurs de »

y > x™ (m arbitraire grand) et y > %Q (b positif fini),

et le terme a,y'y"' de l'équation (3) ne pourrait alors étre détruit par
aucun autre.

Ainsi se trouvent définies deux classes d’équations (1), dont les inté-
grales satisfont, & partir d'une certaine valeur de «, a l'inégalité (2). On
voit que ces intégrales ne peuvent pas croltre comme des exponentielles,
mais restent comparables & une puissance finie de la variable z. Elles
appartiennent au second type signalé par M. LINDELOF.

Lorsque y est complexe, on doit former les équations auxquelles satis-
font sa partie réelle d’une part, sa partie imaginaire d’autre part, et étudier
ces équations séparément. Mais pour parvenir a des résultats pratique-
ment utilisables, il faudrait savoir déterminer les lignes sur lesquelles le
module de y est croissant. Or cette détermination semble présenter de
grandes difficultés.

4. Si nous considérons au contraire les équations (3) pour lesquelles
le degré de a, est inférieur ou égal & celui de b,, nous pourrons faire une
étude descriptive assez précise de leurs intégrales. On peut observer que
dans le cas oll nous nous plagons (p—¢q = 1), les intégrales de I’équation
(1) sont & un certain point de vue comparables a des fonctions entieres.
Ces intégrales ne peuvent en effet devenir infinies en aucun point non
singulier essentiel. Supposons en effet que y devienne infini comme z™
(m > 0). On aurait au voisinage du point singulier

y’ m .
I—ly—lJ"—_H >c (C ﬁnl),
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inégalité que ne peut vérifier aucune intégrale de (1) en un point non
singulier pour les coefficients. Nous allons voir se poursuivre l'analogie
entre les fonctions entiéres et les intégrales des équations (3) considérées,
en étudiant la croissance du module |y| lorsque z approche du point sin-
gulier transcendant situé a l'infini.

5. Posons
Y= uw

f%‘—'dz
w=e’ " .

Nous supposerons que le degré de b, surpasse celui de a, de g unités.
Plagons-nous en dehors d'un cercle contenant les zéros de b, et ceux de

ot faisons

@,. Sur une infinité de rayons I issus de lorigine et situés dans g -1

angles égaux a (I ——a)‘a _: - (a étant un nombre positif fini, arbitrairement

petit), # est comparable a pril

D’autre part, on a

, k étant un nombre positif fini.

, by + ..o F bpqul Pt — (0 F .. F ap uPT2OPTY)
- ] —1
aw -+ ...+ apulv?

(4) v

Cherchons une limite supérieure du -module |+'| sur un rayon R.*
Désignons dans ce but par ¢ un nombre supéricur aux dégrés de tous
les polynémes @. $Si l'on a, & partir d'une certaine valeur de ||

(s) |uv| > 2|=|°,

h étant un nombre fixe, tous les termes du dénominateur s’effaceront devant
le dernier, lorsque |z| croitra; en particulier, si || dépasse un certain
nombre 7, ce dénominateur sera, en module, supérieur a

by | a,uPv?™?| (h, positif fini).

! Je me contente de dire que les nombres o, g, , 6, sont finis, n’ayant pas besoin
de plus de précision. Mais on pourrait facilement les calculer. Ainsi, désignons par
v et 7, les degrés de ap—y et de b,_1. o est le plus grand des nombres 7, et pr.
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D’antre part le module du numérateur de o' est inférieur a

hy|u?' 0P x|,  (h, et o, nombres finis).

On a, par suite sur le rayon R considéré

(6) [v'] < b, II%IF (h, , o, positifs finis).

Posons alors |#| =7, et soit v, la valeur que prend v (sur le rayon
B) au point de module r,. Nous pouvons, avons-nous dit, trouver un nombre
positif % tel que 1'on ait, sur le rayon R considéré (pour r > 7,)

e+l
|| > e .
Nous aurons évidemment & partir d’'une certaine valeur de v

.
[v—1v,] < fe“"‘”‘“ dr,
Ty

k, étant un nombre positif inférieur a %.
Il en résulte que'’

jv] <e¢ (¢ inférieur & un nombre fixe)
et
[o] > [v] — e
Si done la valeur initiale |v,| satisfait & I'inégalité
(7) |Uo| . e_klr{,‘h S ¢,

la valeur de |v| en 2 sera elle-méme finie et supérieure a c,.

Pour parvenir a ce résultat, nous avons d supposer que l'inégalité
(5) était vérifiée pour » > r,. Cette supposition est sans conséquences si
Vinégalité (7) est satisfaite au point x,. Imaginons en effet que I'inégalité

! On a en effet

fgk,r#-i‘ldr <f(/l + I)kl’l‘ﬂﬁ""”‘ﬂ'“

To

gt TI.C 2
<e ko —e kyr ,
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(5) vérifide pour r, <r <r, cesse de I'étre au point #,: il faudra que
I'inégalité

(8) lo]> ¢

cesse elle-méme d’étre satisfaite en un point », situé entre r, et r,: con-
clusion absurde, puisque nous avons démontré que I'inégalité (5) satisfaite
pour 7, <7 <7, entraine linégalité (8) dans tout l'intervalle .

Nous constatons ainsi que l'inégalité (7) entraine 1'inégalité (8) le
long du rayon R. 1l en serait évidemment de méme le long d'une droite
quelconque sur laquelle |z] croit comme zr (3 fini), et, par suite, dans
tout T'angle 4 ayant pour sommet l'origine dans lequel on a

ptt
jul > e
Dans tout cet angle (powr |x|>r,), y ne présente ni zéros wi poles,

et Uon a
el "

lyl=
A étant compris entre deux nombres positifs fizes.

On peut interpréter comme il suit ce résultat: il est possible de mettre
I'intégrale y de 'équation (3) sous la forme

(9) y=Cu+ ¢z, C),

C étant une constante arbitraire, de telle facon que le second terme de
I'égalité (9) s’efface devant le premier dans l'angle 4, & moins que C
n'approche de la valeur particulidre zéro. Cu est alors une valeur prin-
cipale de y dans langle 4.

On obtiendrait les mémes résultats dans les g -+ 1 angles ot le mo-

. , c 9. . b
dule de u est croissant. Supposons en particulier que le quotient O—r” se

p
réduise & une constante. C’est alors dans tout un demi-plan que |y| serait

comparable & eMl (1> o).

6. Pour parvenir a ce résultat, il n’est pas nécessaire de supposer
que dans l'équation (3) les fonctions de z,a,,4a,,...,b,,5,,... sont des
polyndmes. Supposons que sur un rayon R issu de lorigine, tous les @

et b soient a partir d'une certaine valeur 7, de 7 inférieurs a une puis-
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sance finie de 7,7’ supposons de plus que sur ce rayon, l'on ait, pour
r>r,
pet1
|w]> e,
et
' p
lw| <r7]ul,
k et p étant des nombres positifs finis. Tous les résulfats du paragraphe
précédent s'appliqueront sur le rayon E au produit y = wv.
Les fonctions a,, a,, ..., b,
tions méromorphes semblables a celles que jai étudides dans la seconde
P J
partie de ce travail, ou des fonctions algébriques. La méthode précédente
permetira d'étudier tous ces cas en détail, quoique leur diversité nous em-
péche d'énoncer & leur sujet des propositions générales.

b, pourront étre par exemple, des fonc-

7. Létude des intégrales de l'équation (3) condumit done, au point
de vue de la croissance, a des résultats particulierement intéressants. Dans
les ¢+ 1 angles définis plus haut, nous savons évaluer le module d’une
intégrale: ce module croit comme celui d'une fonction entiére de genre fini.

Les résultats précédents permettront encore d’étudier I'équation (1),
dans le cas considéré au § 4, ou elle contient un seul terme de degré
supérieur par rapport a y et y'. Désignons en effet par ¢ une intégrale
particuliere de l'équation (1), et posons

Y

. I
_y_c.

La fonction Y satisfera 4 une équation de la forme (3). Pour s’en rendre
compte, il suffirait de remarquer qu'une intégrale y, différente de {, ne
peut étre égale a ¢ en aucun point non transcendant pour l'équation;
dans le cas contraire, en effet, on aurait en méme temps, y' = ¢’, et les
deux intégrales coincideraient dans tout le plan. ILa fonction ¥ ne pré-
sente donc, en dehors des points singuliers transcendants de 1’équation,
aucune singularité polaire. Elle est de méme nature que celle qui a 6té
étudiée dans les paragraphes précédents.

Supposons en particulier que I'équation (1) admette une integrale ra-
tionnelle qui sera celle que nous appelons . Dans I'équation (3) a laquelle
satisfait ¥, les fonctions @, , @,, ..., b, , b, , ... seront alors des polynémes,
et 'on pourra appliquer & la fonction Y les résultats du § 5 si le degré
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de @, est inférieur ou égal a celui de ,. Nous constatons alors que dans
les 44 1 angles définis plus haut, lintégrale générale y se rapproche indé-
Jiniment, lorsque |x| croit, de Uintégrale rationnelle ¢ La différence y— ¢

lrp'+ t

est égale, d'aprés ce qui précede, a e~ ,

nombres positifs fixes.

A restant compris entre deux

On pourrait chercher & généraliser ces résultats en étudiant des équa-
tions plus compliquées. Ils peuvent sans doute donner lieu a diverses
applications pratiques, puisque la méthode qui vient d’étre développée ne
permet pas seulement de limiter le module d'une intégrale, mais aussi
d’évaluer ce module dans des régions étendues du plan.

Mais il n’est nécessaire de multiplier les exemples précédents pour
conclure que la croissance de certains types fort généraux de fonctions obéit
a des lois trés simples et tres précises. Il serait intéressant de rechercher
dans quelle mesure la grandeur d’'une fonction en est une propriété carac-
téristique et, jusqu'a quel point la connaissance de sa croissance renseigne
sur la nature analytique de la fonction. - On a vu que I'ordre de grandeur
d’une fonction entitre dépend étroitement de la densité de ses zéros; cest
dire qu'il est déterminé par la grandeur des éléments composant 'ensemble
des déterminations de la fonction inverse. Mise sous cette forme, la pro-
position est susceptible d’étre étendue a des classes de fonctions beaucoup
plus vastes que celle des fonctions entidres, et il est trés vraisemblable
qu’elle peut 1’étre.

Ainsi la relation que nous avons observée dans le cas des fonctions
entieres n’est peut-étre que la manifestation d'une propriété appartenant a
des fonctions plus générales. C’est pourquoi il n’était peut-étre pas inutile
de la mettre en lumidre, comme je me suis proposé de le faire dans ce
travail.




