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SUR 0UELOUES PROPRII~TI~S DES FONCTIONS ENTIERES 

PAR 

P. BOUTIZOUX 

P A R I S .  

In t~ 'oduc t io~ .  

L'6ude directe des ddveloppement en s6rie, ~ laquelle ABEL a su donner 
une si brillante impulsion, et qu'il a appel6e ,)l~ pattie la plus essentielle 
des ma~hdmatiques~, a occup6, darts ]es h'avaux de ses successeurs, une 
place prdponddrante ]he moment est venu maintenant de considdrer en 
eux-m~mes et d'~nalyser uvee quelques ddtails les types gdndraux de fonc- 
tions dont la science a 6t6 ainsi enriehie. Or il faut bien reconnaltre que 
les propridtds d'une foncfion n'upparaissen~ que raremen~ sur un ddveloppe- 
ment  infini. C'est pourquoi il sera souvent avantageux de substituer h 
l '6tude d 'un d6veloppemen~ eelle de caractSres moins prgcis mais plus in- 
tuitifs, ~ptes h servir de marque aux fonetions d'une elasse d6terminde, en 
permettant de les distinguer des fonetions voisines et de les reconnaitre 
]orsqu'elles sont dgfinies par une 6quation diffgrentielle ou de route autre 
maniSre. 

Le mode de eroissanee, objet des beaux travaux de MM. HADA.~AIr 
et BOlmL, paralt ~tre, pour les fonctions enti~res, un tel caractSre. Toute- 
fois, si l 'on veut que la connaissance de ce raode de croissance puisse, dans 
une 6tude ultdrieure, tenir lieu de celle de la fonction, il est n6cessaire de 
]e d6terminer avec plus de prdeision qu'on ne l'a fait encore. C'est la. tg.che 
que je me suis propos6e dans ce mdmoire. 

MM. I-IADAMAI~D e~ BOREL ont montr6 ~ que le module d'une fonc- 
tion enti~re d6pend 6troitement de celui d u n  ~'~ z6ro. Toutefois l 'on ~vait 

1 Des g6n4ralisations des th4or~mes de MIni. }IADAI~IARD et ~OREL viennent d'6tre 

tout r~cemment indiqu4es par M. E. LI~DEL()F qlli ~t 6tabli des propositions voisines de 

celles qui sont expos6es dans la premiere partie de ce travail, hi. LINDELOF a (~g~de- 
ment obtenu, de son c6t4, un exemple de fonction de genre z6ro se trouvant la somme 

de deux fonctions de genre a n .  (Voir page I 4 I .  ) 
Aeta ~aa~hematica. 28, Imp~im6 le 8 oetobre 1903. ] 3  
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lieu de craindre que ce rapprochement ne pflt ~tre poussd tr6s loin et 
qu'il fallfit pour arriver ~ un rdsultat un peu prdcis tenir compte des ar- 
guments des z6ros. Je  montre qu'il n'en est rien en gdndral, et j 'obtiens 
alors une repr6sentation asymptotique du module maximum pour I z] =: r 
d'une fonetion enti~re de genre fini. Ce rdsultat me permet d'dtudier en 
ddtail le cas restd obscur oh le module maximum d'une fonction de genre 

p se comporte approximativement comme e "p. Je  constate que darts ce cas 
la fonction peut exceptionnellement perdre t ous l e s  caractSres qui la distin- 
guent des fonctions de genre p - - i .  D'ailleurs dans ce cas encore, les 
propri6tds fondamentales de la fonction rdsultent de son mode de eroissance 
qui apparalt alors comme plus important que le genre; une telle fonction 

de genre 2) peut  en effet ~tre la somme de deux fonctions de genre p - -  i. 

Ce fair vient contredire l 'opinion g6ndrale qui 6tait, comme on salt, que 
la somme de deux fonctions de genre p e s t  toujours de genre p au plus. 

Les conclusions de ma premiSre partie me conduisent h faire ressortir 
de nouveau ]'importance route speciale des fonctions h croissanee r6guliSre 
signaldes par M. BORE~, c'cst h dire des fonctions dont le module maxi- 
nmm M(r )  satisfait ,t. partir d'une certaine valeur de r h la double in6g,~lit5 

,~-~ < M ( r )  < e ''~+~. 

Toutefois j 'ai pens6 qu'il y avait intdr~t h n e  p a s s e  hornet h ces fonctions 
prdcisdment afin d'avoir un moyen de les reconnattre lorsqu'on les rencontre 
darts une application: j 'ai doric cherch6 h n e  faire que les hypothSses stricte- 
merit indispensables pour rendre possible un r6sultat prdcis. Dans le m~me 
ordre d'iddes j 'ai ddfini ainsi une classe assez 6tendue de fonctions dent 
le module maximum pour I z] = r e s t  6gal h e ''~, n 6tant le hombre des 
zdros dour le module est infdrieur h ~', et h u n  hombre positif fini. 

La seconde partie de co travail est consacrde h la ddrivde logarithmique 
d'une fonction enti~re de genre fini. On salt d6j~ que le module maximum 
d'une fonction enti6re est comparable h eelui de sa d@ivde. Mais j 'ai pu 
obtenir un rgsulta~ beaucoup plus prdcis. Si 1'on exclut du champ de la 
variable certaines aires ferm6es entourant les pbles, aires dont la somme 
peut ~tre rendue ndgligeable, la ddrivde logarithmique d'une fonction de 
genre fini reste comparable, partout ailleurs, ~ une puissance finie de la 
variable; j'6tudie alors, dans le champ conserv6, son module maximum 
pour ]z] = r. La mdthode suivie s'applique, sans modifications, h des 
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[onc~ions m6romorphes d'un type plus g6ndral, et l'on obtient alors, au 
sujet de ces fonctions, une th6orie de tous points analogue ~ celle qui a 
servi de base g l'dtude des fonet~ions enti~res. 

Je donne une application de eette th6orie en 6tndiant la croissance 
des fonctions m~romorphes rdeemment ddeouvertes par M. P. PAI~*I.EV~ 
au cours de ses recherehes sur les 6quations diff6rentielles du second ordrc 
�9 5, points critiques fixes. M. PAINLgVs a signald trois types d'6quations 
dent les intdgrales sent des fonctions mdromorphes nouvelles. Je montre 
que les intdgrales des deux premiers types se d6finissent g l'aide de fone- 
tions entiSres de genre 2 ou 3 dent le module maximum crolt eomme 

e r~ O R  e r3 . 

Duns la troisiSme pattie, je cherehe '~ dtendre les rdsultats des deux 
premiSres an cas des fonetions de genre infini, et j'dtudie le troisiSme type 
d'6quations ~ int@rales mdromorphes nouvelles signal6 par M. PAI~r~I~V~. 
Je constate que les fonctions enti6res correspondences croissen~ comme 

(~er ~ e, e'2r o u  (~ e:~ 

J'ai abord~ duns la quatri~me partie un wobl~me un pea diff6rent en 
cherehant h prdeiser les rdsulfats obtenus par MM. BOREL et LIND ELOF 
sur la eroissanee des intdgrales d'une 4quation diffdrentielie algdbrique du 
premier ordre et j 'ai 6t6 conduit ainsi h ddfinir une elasse d'dquations 
dent les intdgrales on~ un mode de eroissanee tr~s analogue ~ eelui des 
fonetions enti6res de genre fini. J'indique, pour terminer, la conclusion 
qui me semble devoir 6tre tirge de ees divers rdsultats. La relation re- 
marquable qui existe entre la eroissance d'une fonetion enti6re et sa nature 
analytique (en partieulier, avee le hombre des branches de la fonetion in- 
verse) ne nous paraif pas tenir h des eireonstances fortuites ou spdeiales: 
elle n'est vraisemblablement que la manifestation d'une propri6t6 plus gg- 
n6rale des fonc~ions analytiques: 
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P R E M I E R E  PARTIE.  

Je vais me borner, pour commencer, ~ l'dtude des fonctions enti~res 
de genre fini; me rgservant de montrer, duns une partie postdrieure, com- 
ment la m6thode employde pour ces fonctions peut 6tre appliqude aux 
fonctions de genre infini. 

I. Ddsignons par F(z) une fonction enti~re de genre fini p .  Soit 
3I(r)  son module maximum pour I z l = r ,  r l l e  module de son i ~'~'~ zdro, 
enfin n le nombre des z6ros de F(z)  dont le module est infdrieur ~ r.  

MM. I{ADAMARD e~ SCHOU 1 out donng une limite sup6rieure du nombre 
n .  Ils out monh'6 que l'indgalit6 

(I) M(r) < e v(~) 

suppos6e satisfaite pour route valeur de r, enh'aine 

(2) < CV(r), 

C 6tant une constante finie. 
Lu rdciproque du thgor~me de M. H~ADAMARD est-elle vraie? On 

n'a pus encore compl~tement r6pondu h ce$te question, et c'est elle qui 
dolt nous pr6oecuper tout d'abord. 

Bien entendu, la question n'auru un sens que si F(z) est un produit 
de faeteurs primaires: si cette fonction contenai~ un facteur exponentiel 
e ~s('), son ordre de grandeur pourrait ~tre absolument inddpendant du hombre 
n; c'est donc le produit de facteurs primaires, G(z), contenu dans F(z) 
que je vais me proposer d'6tudier. Les r6sultats que j 'obtiendrsi ne s'en 
appliqueront pas moins au cas le plus gdn6ral: soit en effet 

t ; ( z )  = a ( z ) e  

1 HADAMARD, Journ. de Math., I893. SCHOV, Comptes rendus, t. 125, 
p. 763. 
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j 'ai le droit de supposer que l 'ordre de grandeur de e f~(-') est inf~rieur ou 
ggal ~ celui de G(z); car, si cette condition n'gtait  pus rgalisde pour F(z),  
elle le serait certainement pour F ( z ) ~ a ,  quel que soit a (sauf pour une 
valeur de a au plus). ~ 

Considdrons done le produit infini G(z).  M. Bol~5 s'est propos~ de 
lui trouver une limite supgrieure (pout" I zl = r), et il a dgmontrg la pro- 
position suivante" ~ 

Soit p un nombre positif tel que l 'on air, quelque petit  que soit a, 
partir d'une certaine valeur de n 

1 

(3)  r~ > n ' + ~  . 

On aura, quel que soit e, h partir d'une eertaine valeur de r ,  

(4) < . 

M. BOR~L a appel6 ordre de G(z) le plus petit  nombre p s~isfaisant 

~t la condition (3). Ce hombre est tel que la sgrie ~ -  i soit divergente ~ -e  

Z'  et la s6rie rp ~ convergente, quel que soit a. 

~. Voulant donner du module maximum pout" I z [ =  r, M(r) ,  une 
representation asymptotique aussi exaete que possible, je dois ehercher avant 
tout si l'on ne peut pas obtenir une limite sup~rieure de M ( r ) p l u s  precise 
que la limite (4)- 

Quelque naturelle que semble eette recherche, on a pu se demander 
s'il y avait lieu de l'entreprendre. Nous ne savons pas en effet, ir priori, 
jusqu'o~t va la relation observge entre la eroissance de M(r )  et le nombre 

dgfini plus haut: or s'il lallait pour d~terminer 3/-(r) avee quelque pre- 
cision faire intervenir des ~lgments nouveaux comme, par example, les 
arguments des z~ros, les difficult~s du probl~me seraient singuli~rement 
accrues. 

1 Cela r~sulte de la g~n6ralisation du th@or~me classique de M. PICARD sur les 
fonctions enti~res. Voir BOR~, Sur les zdros desfonctions enti~res. (Acta Math. I896. ) 

Acta Math. 1896 (Art. cit~); Lefons sur les fonctions enti~res, p. 6t. 
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I1 semble prgcisdment h premiSre rue que cette circonstance dgfa- 
vorabie se prgsente. Considdrons, en effet, avec )[.  B01~EL, ~ les deux 

i 
fonctions sinT:z et I'(z)" Leurs zdros ont m~mes modules I , 2 , 3,  . . .  

et cependant leurs modules maxima sont respectivement proportionnels h 
d' et ~t r ~'. M. BOREL fur tent6 de conclure qu'il faut ou tenir compte 
des arguments des zdros ou se eontenter de la limite (4). 

Fort heureusement il se trouve que les deux fonctions signal@s par 
M. BORnL rentrent dans un cas d'exception: nous constaterons qu'on a 
en gdndral le droit de faire abstraction des arguments des zdros. C'est lh 
ce qui permet de pr~ciser notablement les rdsultats de MM. ttADA~ARD 
e% BOREL. 

Une reprdsentation exaete de M ( r )  aura surtout son int6r~t lorsque 
]'on 6tudi~ra la classe, fondamentale en pratique, des fonctions ~ eroissance 
rdguli~re dgfinies par M. BOREL (volt Introduction). Mais il convient 
peut-6tre de s'attacher, pour commencer, 'h des types de fonctions plus 
gdndraux; il est utile, en effet, de eonnaltre des propositions applicables 
des fonctions dont on ne salt pas encore si elles sont ~ croissanee rdguli~re. 
On aura prdcisgment ainsi un moyen de ddmontrer, s'il y a lieu, que 
leur croissance est bien rdguli~re. 

3. Pour 6tablir les rdsultats que j'ai en vue, j 'aurai h dvaluer certaines 
int6grales ddfinies off figure la fonction ri ou une fonction ~b(i)comparable 
"~ ri. Cette gvaluation ne sera 6videmment possible que si l 'on fait certaines 
hypothSses sur la croissance de cette fonction r  mais des hypothSses 
trSs gdngrales suffiront. C'est ainsi qu'il n'est pas ngcessaire de supposer 
que r  est h croissance re!guild, re (la ddfinition de M. BOI~EL grant 6tendue 
aux fonctions eroissantes qui restent comparables h une puissance finie de 
la variable). En d'auh'es refines, nos calculs pourront porter sur des fone- 
tions r  qui ne satisfont pas n6eessairement, h partir d'une certaine valeur 
de x, 'h. une double indgalit6 de la forme 

x ~-~ < ~b(x) < x TM (e arbitrairement petit). 

L'analyse n'a pas cru devoir s'oceuper jusqu'ici de semblables fonetions: il 

1 Lemons sur les fonctions enti~res, p. 99, 
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cst cependant possible d'effeetuer sur elles des calculs prdeis, moyennant 
des hypotheses assez larges sur leur mode de croissance. 

Evaluation de eertaines intdq~ales ddfinies. 

4. G(z) grant un produit de facteurs primaires de genre p,  je suppose 
ses zgros rang6s par ordre de modules croissants suivant la r~gle de WEIER- 
STRASS~ en sorte que l 'on a 

r~ < ri+l, 

si l 'on d6signe par r,~ le module du z~ro de rang i. 
Les r~ grant connus, il est toujours possible de former une fonction 

de x holomorphe, r6elle et positive qui, pour x entier et ~gal h i, prenne 
la valeur ri. J 'appelle co(x) une telle fonetion. 

On peut d6finir la fonetion w(x) au moyen d'une formule d'interpola- 
tion queleonque;" mais je supposerai, ee qui est 6videmment 16~itime, qu'elle 
ne cesse pas de ero~tre lorsque x varie de o ~t + co. 

Cela pos~, d6signant par m, n deux entiers positifs finis (m < )~) et 
par 2 un hombre positif, proposons-nous de d6terminer une limite su- 
pgrieure d'une somme de la forme 

~ t t  o0 

x X 
i = m + l  i ~ n + l  

Nous augmentons 6videmment ces sommes en les remplacant par les 
ntegrales defimes 

Tout revient done ~L trouver des limites sup6rieures de ces int6grales. Pour 
y parvenir, je substituerai h eo(x) une fonetion p(x)  qui, pour x r6el et 
positif, soit elle-mSme r6elle, positive et inf6rieure h co(x), cette fonetion 
r  6rant choisie de telle mani~re qne ]'on saehe calculer les intSgrales 

dont la seconde est suppos6e avoir une limite. 
I1 nous faut chercher quelles hypotheses il convient de faire a priori 

sur r  pour obtenir ais6ment une limite de ces int6grales d6finies. 
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La solution la plus simple consisterait h prendre pour ~b(x)une puis- 
sance de x. J 'a i  rappel~ qu'il existe un nombre p (ordre de la fonction 
enti~re) tel que l 'on air ~ partir d'une certaine valeur de i 

1 

(3) ~ > 4~*~ 

quelque petit que soit a. On peut donc faire 

1 

r  = § 1 7 6  . 

Ce choix nous ramSnerait h la m6thode qu'a suivie M. BOREL, darts les 
travaux eit6s plus haut, pour 6valuer le module maximum du produit G(z). 

Mais on salt qu'il  peut exister un 6car~ considgrable entre la fonction 
1 

w(x)  et la puissance de x, x p+~" . C'est lh une consgquence de l'existence 
�9 PO* "~ l des fonctions ~ croissanee lrre~uhere. D'autre part, dans le eas mSme o~l 

l'ordre d'infinit~ de r~ est d~termin6 (d'apr~s la d~finition de M. BOREI,), 
il est souvent possible d'assigner au module r/ une limite inf~rieure plus 
pr6cise que la limite (3). On aura par exemple 

1 1 

r~ > i ~*~ (log i); 

~tant un nombre fini. I1 est ~ pr~voir que l 'on obtiendra des limites 
1 

plus exactes si l 'on peut, dans les divers calculs effectu~s, remplacer x p+~ 
par une fonetion r  plus voisine de co(x). 

Laissons done de e6t6, pour un moment, la fonetion aJ(x) et raisons 
h priori eertaines hypotheses sur ~,(x), en montrant que ces hypotheses 
rendront possible la limitation des intdgrales ddfinies I et /1. 

5. Faisant d'abord varier x entre m et )~, supposons qu'il existe deux 

z~ r soient croissanles ou hombres posilifs # et ~ tels que les fonctions ~ et -~ 

&t moins ne ddcroissent pas lorsqtte m < x < n. Nous distinguerons alors 
divers cas suivant la valeur qu'a ~ dans l 'intdgrale L 

1 Voir dans l'[ntroduction, la d~finition de M. BOREL. ~[. BOREL a montr~ qu'i l  

est facile de former des fonctions "s croissance irr~gulib, re. 



Sur quelques propri6t6s des fonctions enti6res. 105 

! 
P r e m i e r  cas. p est infdrieur g~ ~. 

Expr imons  que les d~riv~es logar i thmiques  des deux fonet ions r 

r sont  posi t ives:  nous obtenons  ~Jt~ 

et 

et nous  en d~duisons la double in~galit~ 

dr -~ < (, - -  a~) r 

oh I - - 2 / t  e t  I - - , ~  sont  des nombres  positifs. 

D'ofi, en in t6grant :  

n 

I ~ , ~ V  L r j m =  

Par  suite, on peut~ poser 

n 

(s) f o - ~ e x  = ~[0(~) ]  -~ 
m 

I X --~, n , _ ~ [  r ]o,. 

et c conserve une  valeur finie lorsque n augmen te  ind~f in iment  e < x - -  " 

I 
6. Deuxi~me cas. v e s t  supdrieur gl ~. 

E n  procgdant  exac tement  comme dans le premier  cas, nous aboutissons 

cette fois ~ l ' in6gali t6 

< d 

oh l 'on a ~ v - -  I > o .  

Si l 'on  int~gre,  on pourra  poser 

f r  ---- ~ [ r  -~ 

et c restera fini lorsque n augmen te ra  ind~finiment.  
Aota matheraatlea. 28. Impr im~ le 9 octobre 1903. 14 
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Si donc les condi t ions  imposs~es ~ r  ne eessent pas d 'e t re  v6rifi~s 

pour  x > m, on aura 

c~ grant une constante  posit ive finie, et par suite (si l 'on remplace m par  

n ,  en se repor tan t  aux nota t ions  du w 4) 

z, = 

7. Trois i~me cas. Supposons  m a i n t e n a n t  que l 'on  ne puisse t rouver  
I I 

ni un  hombre  # infgrieur ~ ] ,  ni  un  nombre  ~ sup~rieur ~ ~ satisfaisant 

dans l ' interval le  m~ aux condi t ions  dnonc6es ce qu ' on  peu t  expr imer  

grossi~rement  en disant  que, dans cet intervalle,  r  cro~t approximat ive-  
I 

m e n t  comme - ,  Nous  sommes  alors condui ts  ~ imposer  au choix de r  

une  condi t ion suppl~mentaire .  Je  supposerai  qu ' i l  existe deux hombres  p~ 

et ~ tels que les fonct ions  

x (log ~)~, et  r 
r z (log ~)~' 

soient  croissantes ou du moins  ne d~croissent pas dans l ' intervalle m n .  

La dgriv~e logar i thmique  de r satisfera, pour  m < x < n aux in6galit~s 

dr 

z -{" x logx  - - - - - -  x -{- = ~ x log x 

Ici  encore, su ivant  les valeurs de g~ et ~ diverses circonstances pour-  

ront  se pr6senter.  

Soit  d 'abord  #~ < i.  On aura 

(7) 

On pourra,  par  suite, poser, lorsque n devient  tr~s g rand  

n 

f o - " e x  = -" (c hombre fini). 

1 log z repr6sente ici la valeur arithm6tique du logarithme. 
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Soil maintenant ~1 > I. On aura 

107 

ce qui permettra de poser 

(8) ? r dx = cm log m[r 

oh c reste fini lorsque m augmente ind6finiment. 
Soit enfin ~1 ~ I, ~1 ~ I ,  On peut exprimer ce fruit en disant que 

duns l 'intervalle mn (ou du moins duns un intervalle int6rieur ~ ran), la 
I 

fonction r se comporte ~ la fagon de z logz" Je ne pals rien dire alors 

sur la valeur des in~6grales pr~e6dentes, h moins de faire une hypoth~se 
plus prgcise sur la croissance de la fonction r  

Posant, d'une mani~re g~n6rale, 

log 2 x = log log x, log~ x = log log~ x, . . . , 

et d6signant par tt~ un hombre quelconque inf~rieur ~ I, par ~k un hombre 
quelconque sup6rieur h l, je supposerai que l 'un des deux rapports 

x log z . . .  (log~ z)~ ~ Cz 
r ' x log z . . .  (log~ z) '~ 

soit croissant (ou du moins ne ddcroisse p~s), lorsque k ddp~sse un certain 
entier fini. 

Duns le premier eas, l 'intdgrale 

est divergente et a une valeur de la forme 

(9) I = - c r  (c positif fini). 

Duns le second cas, la mgme int~grale est convergente, et nous oh- 
tenons pour elle une valeur de la forme 

cr log m . . .  log, m (c positif fini). 
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Si l 'on  fair croltre n jusqu 'h  + oo et que l 'on  change  m e t  n,  

se repor tan t  aux nota t ions  du w 4, on pourra  6erire l '6galitd 

( I O )  I 1 = C l r  (1ogk~)  

oh c~ conserve, lorsque n augmente ,  une  valeur posit ive finie. 

eli  

8. On eonstate ainsi que les hypotheses  faites sur r  p e r m e t t e n t  

bien d 'assigner,  pour  les grandes  valeurs de x, une  l imite supdrieure aux 

intdgrales a I et  I 1 . 

I1 est h remarquer  d 'ai l leurs que les ra i sonnements  prdcddents  n exl~,ent 

nul lemel i t  que 2 ,  # et v soient  positifs. Soit, d ' une  ma/ui~re g6ndrale, une 

fonet ion  rdelle et  posit ive f(x),  satisfaisant aux condi t ions  suivantes:  il 

existe deux nombres  positifs ou lidgatifs, # et v, tels que les fonct ions  

f(x)z~ et ~-f(~) soient  croissantes. Si nous  6cartons, pour  simplifier, le cas 

exceptiolinel  oh # < -  I < v, nous  pourrons  affirmer que l ' intdgrale  in- 
ddfinie de f (x)  devient infinie comme xf(x). 

L 'hypo th~se  faite sur f (x)  revient ,  d 'ail leurs,  h supposer  que l a d &  

rivde de f (x)  devient  infinie comme f(~)  Nous  avons donc d6mont rg  

que de cette propridtd de la dgrivde, on a l e  droi t  de conclure ~ celle de 

l ' intdgrale.  Nous  constatolis ainsi que la croissance de f (x)  est tout-?~-fait 

analogue ~ celle d 'une  puissance de x.  

' Dans une note ins~r@e aux Compte s -Rendus  de l 'Acad4mie  des Sciences  
le 4 f~vrier IgOI, j'ai obtenu les m@mes r~sultats en suivant une vole un peu diff~rente, 
mais on imposant s r des conditions 4quivalentes h celles que j'ai 6nonc~es ici. Ces 
conditions ~taient les suivantes: 

Si # * y ,  l'on pose 
1 

et l'on suppose r tel que la fonction 

e log x - -  log r 

soit positive et croissante lorsque ep < ! --P-.  r sera par exemple de la forme 
P 

(log x) ~, (log (~)x) ~ . . . .  
1 1 

S i p  4tait ~gal s p, on isolerait dans la fonction r le produit zP(log z) 7. 
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9. Revenons maintenant au produit de facteurs primaires G(z)  dont 
nous supposons les zdros connus, et voyons comment nous pourrons former 
la fonetion r 

Le eas oh l'on obtiendra les rdsultats les plus prdcis est 6videmment 
cdui oh la fonction to(x) ddfinie au w 4 satisfait elle-m~me aux conditions 
impos~es ~ r On peut alors substituer to h r dans tous les ealculs 
pr6c6dents. 

Si 1'on introduit dans l'6noncg le genre p e t  l'ordre p du produit 
G(z), cette classe sera d6finie par les earact~res suivants (on suppose p ~ o): 

I ~ Lorsque l'ordre p n'est pas entier, il existe un hombre/t  infdrieur 

it 2I et un hombre ~, tels'que~ les rapports ~o(z) , z ~ soient croissants h partir 

d'une certaine valeur de x.  
On a alors l'6galit6 (5) pour ,t < p  et l'dgalit6 (6) pour 2 > p .  
Parmi les classes de fonetions pour lesquelles la condition dnoncde est 

rdalisde, il e n e s t  une qui doit surtout aftirer notre attention: elle comprend 
les fonetions dont les zdros sont rdpartis de telle sorte que les deux rapports 

1 
--1-~ 

et 
~'i 1 

i p 

soient croissants ~ partir d'une eer~aine valeur de i, quel que soi~ le hombre 
s. Cette classe de fonetions ren~re dans eelle des fonctions ~ croissance 
rggulidre qu'a ddfinie M. BOREL; elle eomprend routes les fonctions qui out 
dtd dtudides jusqu'ici par l'analyse. 

Les calculs prdc6dents nous permettron~ d'ailleurs de subdiviser cette 
classe en faisan~ sur la croissance de r~ des hypotheses de plus en plus 
prdcises. 

Mais nous n'dpuiserons pas ainsi la famille de fonctions que d6finissen~ 
les conditions imposdes plus haut ~ to(x). Cette famille comprend des 
fone~ions qui ne sont pas  h croissance rdgulidre, au sens adoptd par  M. Borel, 

1 

mais pour lesquelles le module r~ pourra osciller, lorsque i croit, entre i -i-" 
1 

et i ~-" (~, a hombres positifs arbi~airement petits). Nous obtiendrons nd- 
anmoins sur ces fonctions des rdsulfats aussi prdcis que sur les prdeddentes. 
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Io. 2 ~ Lorsque p = p ,  la classe de fonctions considdrde est d~finie 

par  ce fa i t  qu'outre le hombre v ddfini plus haut, il existe un hombre a in- 
1 

fdrieur ~ ~- tel que le rapport ~-i (log z) ~ soit croissant a partir  d'une certaine 
p eo 

valeur de x.  (La fonction w se trouve alors satisfaire aux conditions du 
w 7 avec #a < ~, et l 'on a, pour 2 = p ,  l'6galit6 (7); l'6galit6 (5) reste 
d'ailleurs vdrifide pour 2 < p ,  l'dgalit6 (6) pour ,~ > p ) .  

S'il n'existe pas de tel hombre a il existe du moins un entier fini k et 

un nombre a infdrieur g, i tel que le rapport 
p 

1 1 

x ~ (log z ) ~ . . .  (logk x) ~ 
(0  

soit .croissant h partir  d'une cnrtaine valeur de x .  (On aura alors, pour 
2 = p,  l'indgalit6 (9)). 

3 ~ Lorsque p = p + I, nous supposerons qu'il existe (outre le hombre 
i 

p d6fini au w 9) un entier fini k et ,ten hombre a sup~rieur i tS-+- S tels que 

le rapport 
(it 

1 1 

x p+1 (log x)p+l...  (log~ ~)" 

soit croissant it partir d'une certaine valeur de x.  On aura alors, pour 
2 = p + I, l'in~galit6 (I o). 

I I. Consid6rons maintenant le cas g6n~ral off w(x)  n'appartient pas 
~t la classe d~finie par les hypotheses du paragraphe precedent, mais est 
une fonction eroissante satisfaisant simplement aux conditions du w 4. La 
fonction r  infgrieure ou 6gale ~ co(x) que l'on dolt faire figurer dans 
les int~grales I c t  I~ afin de les rendre calculables par in m6thode expos6e 
ci-dessus, ne peut plus alors co~ncider avec o~(x). Cherchons dans quelie 
mesure elle pourra s'en rapprocher. 

Je vais consid~rer, tout d'abord, le cas oh l'ordre p n'est pas entier, 
et montrer qu'on pou~wa faire co~ncider • et eo pour des valeurs de x in- 

ddfiniment croissantes. 
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Soit p u n  nombre compris entre -~ et i I1 rdsulte de la d4finition 
P p 

mgme de  l'ordre que la fonction ~ - ~  prend des valeurs ind4finiment crois- 

santes. On peut, en effet, poser 

I 

/zl 

Si done il existait un nombre c tel que l'on air, ~ partir d'une eertaine 
valeur de x 

ggl+~ 
I < C ,  

fO~ 

�9 " Z ! 
la , sene  --i- serait convergente, ce qui n a pas lieu. 

Consid4rons alors la courbe o~(~)" On peut tracer une courbe repr~- 

sentant une fonction toujours ~oissante, ou du moins, ne ddcroissant jamais, 

qui reste toujours au-dessus de la courbe ~(-~ et la touche en une infinir 
~u 

de points s'gloignant ind4finiment de l'origine. Nous prendrons pour r 

la plus petite fonction repr6sent4e par une telle courbe, et r  qui co- 
incidera avee co(x) pour des valeurs de x ind4finiment 41oigndes, satisfera 
bien, en~e m e t  n, aux conditions dnonc4es au w 5 (premier cas). 

D'autre part, lorsque x varie de n ~t W c~, on suit que, si ~ est 

assez grand, le rapport e"(z)~ et, par suite, r d4vient sup4rieur ~ tout 

hombre donn4, quelque petit que soit e. 
I1 en r4sulte que (pour une infinit4 de valeurs de x figurant parmi les 

pr4e4dentes), ce rapport prend une s4rie de valeurs plus petites que routes les 

suivantes. Formons une fonction ~b,(~___) toujours croissante qui coincidera 
~pT~ 

~o 
avec - T  pour ees valeurs de x. La  fonct ion ~b I ainsi d6finie satisfera blen 

~p+s 

aux conditions voulues pour x > n. 
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1 2. Lorsque l'ordre p e s t  entier il faut distinguer divers cas. 
Soit p = p ,  et supposons qu'il existe un entier k et un hombre a in- 

j~rieu~; it J tel que le rapport 

1 

zP . .. (logk~r ~ 
( 0  

admette des valeurs inddfiniment croissantes. On pourra alors former, duns 
l'intervalle ran, une fonction eroissante (ou, du moins, ne ddcroissant jamais) 
qui ne soit jamais inf6rieure au rapport considdr~ et lui soit ggale pour 
des valeurs de x s'61oignant ind6finiment. Cela permet~ra de faire coincider 
to et ~b pour des valeurs de x ind6finiment croissantes. 

Lorsqu'il n'existe pas d'entier k satisfaisant ~ la condition indiqu6e, 
on remarquera qu'on pourra toujours satisfaire ~ cette condition quel que 
soit k, pourvu que l'on remplace to par eo(logkx) -~, oh s est un hombre 
positif arbitrairement petit. Si non il faudrait admettre qu'on peut trouver 
un nombre positif ~ tel que le rapport 

1 1 - -  - - '4"  ~: 

zv . . .  (logk z)P 
( t )  

reste, h partir d'une certaine valeur de x, inf6rieur ~ un nombre fixe, ce 
I �9 

qui rendrait convergente la sdrie ~ ~'~ ~ ,  laquelle diverge par hypothese. 

On peut donc affirmer que l 'on pourra, en tout cas, choisir la fonction r 
O) 

de .fafon que le rapport ~ soit (entre m et ~) in f~@ur it (logkx) ~ pour des 

valeurs de x inddfiniment croissantes. 
On se trouve d'ailleurs placd, pour x > n, duns les mgmes conditions 

que lorsque p n'dfait pus entier. 
Supposons enfin que p soit dgal tt p + i. 

S'il existe un entier k et un hombre a sup6rieur ~ - ~  tel que le ? + i  
rapport 

(O 

1 

zP+l... (logk z) ~ 

reste, h partir d'une certaine valeur de x, supdrieur h tout nombre donn6, 
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on pourra faire coYncider les fonetions w e t  r pour des valeurs de x in- 
d6finiment croissantes. 

Mais s'il n'existe pus de tel entier k, les ealculs pr6e~dents ne nous 
O) 

fourniront aucun renseignement pr6eis sur la valeur du rapport ~.  J'dtu- 

dierM par une mdthode direc~e, au ~ I9, les fonctions enti~res pour les- 
quelles eette circonstance se prdsente. 

Le module  m a x i m u m  d 'une  fonet ion  enti~re d~ordre non entier. 

13. Pour ddterminer le mode de croissance d'une fonction enti~re, 
je m'efforcerM de suivre la vole la plus naturelle; partant du d6veloppe- 
ment d'une telle fonetion en produit infini, je consid6rerai ce produit sur 
une cireonfdrence ayan~ pour centre l'origine, et je ehercherM une limite 
supdrieure et une limite infdrieure de son module en un point queleonque 
de la circonf6rence. Je constaterai ensui~e que dans des cas 6tendus ees 
deux limites coincident: routes les propridtds du module maximum de la 
foneti~n se trouveront alors r6sum6es par une seule formule. 

Soit F(z) une fonction enti~re de genre fini, G(z) le  produit de 
facteurs primMres contenu duns F(z), en sorte que 1'on a 

F(z)  = G(z) e'tr 

F(z) 6tant de genre fini, le facteur exponentiel e "(z) s'6tudie trbs simple- 
ment. C'est donc h l'dtude du produit de facteurs primMres, G(z)que je 
dois m'attacher" eerie dtude suffit m6me au point de rue th6orique en 
vertu du thdorbme de M. PICARD dont je rappelais au ~ I la gdndralisation. 

14 . Soit G(z) de genre p et de la forme 

z zp 

a l /  

Rien ne serMt chang6 uux raisonnements qui vont suivre s i c e  produit 
6fair multipli6 par une puissance finie de z, c'est-~-dire si l 'origine 6fair 
un zdro de G(z). 

Formons une fonction r  satisfaisant aux conditions 6nonc6es an 
4. :Nous aurons r, > r (i) (~ -~ I a~ I)" 

Aeta mathematiea. 28. Imprim~ le i0  octobre 1903. 15 
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Suivant alors une mdthode analogue ~ celle qu'a employde M. BOREL, 
je d6finirai l 'entier n par l'ggalitd 

r = ~ r  

off ~2 est une constante positive finie. Je supposerai d'ailleurs r assez 
grand pour que l 'on air n > m. 

On sait qu'on peut trouver 1 un nombre posifif b tel que le i~mo 
b(~] .+' 

faeteur de G(z)  soit, en module inf~rieur, ~ e ~'~ . Le produit des facteurs 
de rang sup6rieur h n e s t  donc, en module, inf6rieur 

ebrP+: s I 

D'au~e pa r t  

On a, par suite 

n 1 

f l (  ' i - -  < e  " 
1 

~ . ~ I  VP I I 
logiG(z)l<2r - +  + ~ + b r  ~+1 

Si nous supposons m choisi de telle sorte que r  soit plus grand 
que I (ce qui est l~gitrime, puisque r  est une fonction croissante), on 

aura ~ fortiori 
n n o~ 

( I I )  l o g l G ( z ) l < g r P + 2 r /  dX  r p f d x  D T p + I /  dx  
, r + +2, Jr + r  

m m n 

.q 6rant, de m~me clue b, une constante positive finie. 

1 5. Pour 6valuer le second membre de l'in6galit6 (I i), je supposerai 
d'abord que l'ordre p du produit G(z) n'est pas entier. 

/~ous plagant alors, par le choix de r dans le premier cas du w 5, 
nous pouvons remplacer les intdgrales d6finies qui figurent dans Find- 
galitd (I i) par les valeurs obtenues dans ce paragraphe. Faisons, pour 

l Voir en particulier BOREL, Lec. sur les fonc. ent., p. 5 I. 
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,~ s  

Le nombre cA sera fini 
en calculer une limite sup6rieure. 

])e m~me 
oo 

rp+l / d~ 
~p+l  

Cp+l 6rant un nombre fini. 
L'indgalit6 (t I) devient donc 

un nombrc fini; 

o u  

(I2) 

h dtant 

115 

en vertu de l'dgalitd (5) du w 5 et nous savons 

____ ~___ Cp+t~v+l~Z, 

loglG(+)l < are +g,++ (g, hombre fini) 

IG( )I < , 

car nous supposons ici p > p ,  en sorte que le 

rapport ~ devient infiniment grand en  mgme temps que r. rP 
La ddmonstration prdcddente serait en ddfaut si G(z) 6tait d e  genre 

z6ro. On poseruit duns ce cas ~ = u L q 6taut un entier assez grand pour 
que la fonetion de u, G(u q) soit de genre un. La proposition du w I5 
s'applique h G(uq), ce qui montre que l 'on a bien encore l'indgalit6 (I2). 

I6. De l'indgalit6 (I2), on peut tirer diverses consdquences. Suppo- 
sons qu'il existe des hombres a~, (r2, . . . ,  a, telle que l'on air 4 partir d'une 
certaine valeur de i 

r~ > i (log i)*' . . .  (logk i) ~. 

On prendra 
1 ~ ak 

r  = x ;  ( l o g x ) " . . .  (log~x)' .  

D'ofi 
r p = ~n (tog n)*'. . .  (log, n) *' �9 

' Lorsque je dirai, dans le cours de ce travail, qu'un nombro est fini, j 'entendrai  

par 1~ qu'il resto inf6rieur ~ un nombre fixo lorsque r ou n augmente ind6finiment. 
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I1 en rgsulte 6videmment 

n < rhr" (log r) -~' .~.. (log, r) -~ (7], const~nte positive finie) 

et l'on obtient pour Io( )l, a partir d'une certaine valeur de r, la limite 
supdrieure 

I a ( z ) l  < e 

h restant, lorsque r augmente inddfiniment, infdrieur ~ un hombre fixe. 
Ainsi se trouvo prdcisd le thgor~me de M. BOREL que j 'ai  rappel6 au w t. 

1 7. Pour voir quelle precision il convient d'attendre de l'in6galitd 
(I 2) dans le cas le plus g6n6ral oh l'ordre p e s t  suppos6 non entier, je 
dois compl6ter le r6sultat pr6c6dent en dormant une limite infdrieure du 
module maximum M(r )  pour I z l = r .  

On pourrait ddduire cette limite des th~or~mes de MM. HADAMARD 
et SCHOU. On l'obtiendra plus rapidement de la fagon suivante. 

Ddsignons par n' le nombre des z6ros de G(z )don t  le module est 
�9 �9 �9 I 

mferleur ~ ~r, ~ dtant un hombre infdrieur h 2, et posons 

n' 

G(Z)-~- Gl(Z ) H ( i -  zi.~ ). 
1 / 

pdrieure h l o g - -  

Lorsque i < n', la partie r6elle de log z - a l  
ai  

a une valeur finie su- 

h dtan~ un hombre positif fini. 
Consid6rons, d'autre part, l 'intggrale 

~T~, dz, 

en d6signant par C le contour du cercle de rayon r ayant son centre 
l'origine. Cette intdgrale est 6gale h l'unit6. I1 est donc certain que le 
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module ]G~(z)] est supdrieur h un sur une infinit6 d'arcs de la circonfdrence 

C. On a sur cos arcs ~ 

(~3) IG(z)l >e'~'. 

Darts cette indgalit6 on peut donner ~ h la valeur log ~ - - i  . Faisons 

I 
en partieulier ~ = e  + {" on pourra alors remplacer l'in~galit6 (I 3 ) p a r  

l'in6galit~ 
]G(z)l>e"'. 

Si, au lieu de G(z), on consid6rait une fonction enti~re quelconque 

F(z), il faudrait substituer ~ l'in6galitd (13) l'indgalit6 

[F(z)l>lF(o)le 
Remarquons enfin que le rdsultat subsiste si l 'on remplace la circon- 

fdrence C par un contour quelconque de longueur k~ (k fini), dont tous 

les points sont ~ une distance de l 'origine 6gale h kir (k~ fini). 

~8. I1 nous faut maintenant, pour compldter les rdsultats des para- 

graphes prdc6dents, comparer los limites (I2) et (13). Nous avons vu au 
w I I  que, si l 'ordre p n'est pas entier, on peut toujours choisir la fonction 

r  de fagon que les fonctions to et r coincident pour une infinit6 de 

valeurs de x inddfiniment croissantes. Donc, pour une infinit~ de valeurs 

de r ,  le hombre n e s t  d6termin~ par l'dgalitd r = ~r,,, ~ dtant fini et, si 
i 

l 'on veut, infdrieur h 2. On a pour cos valeurs n ' =  n .  

Mais il pourra arriver que pour eertaines fonctions et pour certaines 

valeurs de r le nombre n' soit notablement inf6rieur ~ n. On voit, en 

se reportant h la ddfinition de n, qu'il  en sera ainsi si la valour de r 
est elle-mgme tr~s petite par rapport au module r,, c'est-h-dire si la fonc- 

tion to(x) prenant la valour r~ pour x-~ i  ne satisfait pas aux con- 
ditions imposdes ~ r  I1 y aurait donc lieu de rendre plus exactes 

encore los deux limites assign6es ~ M(r) afin d'amener, s'il est possible, 

i La d~monstration sera valable encore si lo produi~ G(z) est de genre infini. 
Mais, dans ce cas il y aura in~6r~ s 9ompl~ter la proposition en donnant s ~ une 
valour voisine de l'unit~. J'indiquerai dans la troisi~me partie cette g~n$ralisation qui 
n'a point ici d'utilit~. 
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cos limites ~ coincider. Toutefois de telles recherches ne semblent offrir 

au point de rue pratique que peu d'intdr~t" on n'a jamais rencontrd dans 

los applications et on ne rencontrera vraisemblablement d'ici h longtemps 
que des fonctions pour lesquelles los hombres n e t  n' sont dgaux. I1 nous 

suffira donc d'avoir obtenu sur cos fonctions un r~sultat tout-k-fair prdcis. 

Pour savoir dans quel cas on aura le droit d'identifier los nombres n 

et n', il suffit d'ailleurs de se reporter au w 9, en consid&ant h nouveau 

la fonetion w ( x )  dgfinie au w 4. S'il existe un nombre positif a tel que 
1 
- - - t z  

~ P  ~0 
- - -  , ~ soient croissants ~ part ir  d'une certaine valeur de les rapports oJ __~ 

$P 

x nous pouvons dans tous nos calculs remplacer r par to. En particulier, 
le hombre n sera ddfini par l'dgalit6 

r = ~to (n) ~-- ~r,,  

mferleur E ~. dtant un hombre fini quelconque que l 'on pout prendre " " "  i 

On parviendra ainsi, lorsque w(x) ,  c'est ~ dire r~, satisfait h la con- 

dition qui vient d'gtre dnonc6e, h la proposition suivante: 

Si l'on ddsone par  n l e  hombre des zdros dont le mo&de est in/~rieur 

( ' )  ~ ~r ~q < ~ , on pourra, h part ir  d'une certaine valeur de r, poser 

= e , 

h dtant un hombre posi t i f  fini. Cette indgalitd restera vraie pour toute 

valeur de r.  

L'dgalitd (I 4) exprime on rdsumd routes los proprigtds du module M(r ) .  

I9. Parmi los fonctions satisfaisant aux conditions dnonedes, nous 

signalerons en particulier cellos pour lesquelles il existe deux rapports crois- 

sants do la forme 

iP (logiF . . .  (logk ~) P r~ 
I Ok--S" 

ri i 9 . . .  (logk ~) P 

Cos fonc~ions s o n t h  croissance rdgulidre. 
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Si l 'on consid~re les puissances de la variable comme les types les 
plus rdguliers de croissance, on pourra dire que la croissance de la fonetion 
G(z)  est _parfaitement rdgulidre lorsque les nombres a~, a2, . . .  sont tous 
nuls. On ~noncera alors le tMor~me suivant: 

Si l'on a tt part ir  d'une certaine valeur de i 

1 

r~ = hi ~ (h positif fini) 

on aura (pour route valeur de r) tt part ir  d'une certaine valeur de r 

M ( r )  ~ e h''~ (h' posi~if fini). 

Relativement aux fonetions h eroissance rdguli~re, les indgalitds (I 2) et (I3) 
permettront d'6noneer, d'une mani~re gdndrale, la proposition suivante- 

Si l'on a ~t part ir  d'une certaine valeur de i 

1 a t o ~ -  Z 1 a I ak + 

i ;  ( l og i ) ; . . .  (log, i) ' < r, < i ;  (log i ) ; . . .  (log, i) " 

k dtant un entier, et e un hombre arbitrairement petir l'on aura, h part ir  

d'une certaine valeur de r 

e~POog~) ..... Oog~,.)~-~ < M ( r )  < e ~p(~~ ..... o~ +~. 

2o. Je vais maintenant compl6ter les r6sultats prdc6dents en dd- 
montrant la r6eiproque du th6orbme 6none6 au w I9. 

Cette rdciproque a 6t6, en partie, dtablie par M. BOREL qui a montrd 
que lorsque G(z) est un produit de faeteurs primaires, la double indgalit6 

~--~ < M(r)  < e "~+: 

entralne, quel que soit z, h pal~ir d'une eertaine valeur de i 

1 1 

i F-~ < r~ < i ~ +~ 

On complete ais6ment cette proposition en s 'appuyant sur l'in6gMit6 (I 2). 
D6signant par n la fonction inverse d'une eertaine fonction r  

nous allons montrer que l'dqalitd 

(15) M ( r ) - - = e  ~ (h. positif fini) 
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sup_,vosde satisfaite ?t part ir  d'une certaine valeur de r entra~ne ?t part ir  d'une 

certaine valeur de i 
r~-~ h'~,(i) (h' positif fini). 

:Nous savons d6jh que cette dgalitd est satisfaite pour des valeurs de 
i inddfiniment croissantes, et de plus que l 'on a h par~ir d'une certaine 

valeur de i 
r ,  > h'r 

]1 s'agit de remplaeer cette indgalit6 par une 6galit6. 
Supposons d'abord que la fonction ~b(x) soit de la forme 

l a I 

r x p (log x )~ . . .  (log, x)" .  

Si la proposition ~none~e 6fair inexacte, il faudrait admettre que, 
quelque gr~nd que soit le nombre K,  (comparable par exemple ~'~ log~9~) 
on a, pour des valeurs n~ de i ind6finiment eroissantes 

Le thdor~me du w 14 va nous conduire alors h une contradiction. 
Faisons-y, en effet 

D'apr6s la ddfinition de 5,  on aura lorsquc ~ sera assez grand l'inggalit6 

I 
oh a est un nombre positif qui deviendra, a v e e -  inf6rieur ~ tout nombre 

donnC 
D6terminons d'autre part le hombre n~ par la condition 

d'ofi r6sulte l'in6galitg 
< (i + KP , 

I 
(% devenant, comme a arbitrairement petit avec -). 
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nous remplacerons n par n~. Elle devient 
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allons nous reporter h l'indgalitd fondamentale du w I4, off 

I ~'~ I I loglG( [<2r - + . .  + +b  

Lorsque i < n~, on a q~ > h'r 
Donc, si 2 est un nombre inf~rieur h p ,  on a (w 5) 

r ~" ~< c~r ~ --e~K~n~ (c~ constante positive finie). 

D'autre part 

pour i > n~, 
nOUS avons  

nz I 't "p+I 
~.p+l Z W 1 < ~2~P~ < (I "Jl-- a , ) K ~ + ' K ' - ' - ' n ~ ;  

nl+l 

nous nous servons de nouveau de l'in6galit6 ri > h'r et 

~p+l i I ?/:~ n2+l~P~ < Cy+l~'P+l[r < Cp+l(][ "~ %)K~+'Kp-~-'n~. 

I(~ ~- K I-,~, 

Posons alors 

I. On aura fl 6taut un hombre positif infgrieur 

K~nx < K (~-p)(~-p) (I + a)n, KPl+XKp-p-'n~ < K-z(P+'-~)(I -n t- a)n 

et par suite, si l 'on se reporte ~ l'in6galit6 qui limite log]G(z)[  

M(r)  < eK- 'n ,  

c ~tant un hombre positif fini. 
Puisque K est arbitrairement grand, cette derni~re in6galit6 est en 

contradiction avec l'in~galitg (I5). L'hypoth~se faite sur r,, es~ donc in- 
admissible, ce qu'il fallait d6montrer. 

Ada mathcJnativa. 28. Imprim$ le 12 octobre 1903. 16 
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On parviendrait au mgme r6sultat en faisant sur la fonction r  
des hypotheses plus gdndrales. Ainsi, l'on ddmontre ~ sans peine que le 
thdor~me prgcddent subsiste intdgralement si l 'on suppose simplement que 
la fonction r  satisfait aux conditions d u g  9, et que l'on a de plus 

! x <  + x  , 

# et v 6tant les deux nombres (compris entre le genre p et l'ordre p )que  
nous avons d6finis au w 9, et /~ un nomt~'e posit,if infdrieur ~ i. 

2 I. J 'ai  suppos6 dans ce qui prdc6de que K dtait nn hombre pouvant 
d@asser tout nombre donn6. Mais rien n'empeche, darts le raisonnement 
prdc6dent, de faire de K une fonction croissante de r .  

Soit par exemple 
K = (log~ r) ~, 

grant un hombre arbitrairement petit. La d6monstration prdc6dente 
6tablit que s'il existait des valeurs n~ de i inddfiniment croissantes, telles 
que l'on air 

r~, = ( l o g ,  r ) ' r  

on aurait, pour des valeurs de r ind6finiment croissantes 

M(r)  < e (l~176 

D'ofi le th6or~me suivant: 

Si, quelque petit que soit le hombre el, la double in~igalitd 

e ~n > M ( r )  > e (l~176 

1 Si A est un hombre positif plus grand que [, on a 

r A~. A ~ < r < 

1 

L'6galit6 K l r  = r  entrafne done n, < K1 ~ n ,  et l'6galit6 ~v(n2) • K r  
1 

suppose n~ < KVnl. 
T o u s l e s  calculs fairs plus haut  subsistent alors, p 6tant remplae6 par Fun des 

I I 
deux n o m b r e s -  - / 2 '  ~J " 



Sur quelques propri6t6s des fonctions enti6res. 123 

ne cesse pas d'etre vdrifide, ~t partir d'une certaine valeur de r,  il en sera 
de m~me, de la double indgalitd 

h'r  < r~ < (log~r~)~r 

partir d'une certaine valeur de r~ (quelque petit que soit e). 

Ce thdor~me, joint h celui du w 17, nous permet en par~iculier 
d'dnoncer la rdciproque de la proposition ddmontrde h la fin du w 19 re- 
lativement aux fonctions h croissance rdguli~re. 

Un cas parficuli~rement intdressan~ oh le thdorbme trouve ~ s'appliquer 
sous sa premiere forme est celui oh la fonetion dtudide est ~t croissance 
parfaitement rdguli~re, suivant le sens que j'ai donnd ~ cette expression 
au w I9. On a alors le thdor~me suivant: 

La  condition ndcessaire et suffisante pour que le module maximum M ( r )  

soit, quel que soit r, ~qal h l'exponentielle e ~rp oit h est un hombre fini, est 

que le r~pport r~ soit fini, quel que soit n. 
$b 

Nous eonstatons ainsi que, au point de vue qui nous oeeupe, les 
in6galit6s (t 2) et (I3) donnent des renseignements suffisamment pr6eis sur 
la eroissance de M(r) ,  lorsque l'ordre p du produi$ G(z) n'est pas entier. 
Elles conduisent h cette conclusion 1 que l'ordre de grandeur de M ( r )  est 
d6termin6 par le nombre des z6ros contenus dans le eerele de rayon r 
ayant pour centre l'origine. Ainsi se poursuit l 'analogie d6jh observ6e 
entre une fonction enti~re et un polynbme. 

Je compl~terai les r~sultats pr6c6dents dans la seeonde partie de ce 
travail en 6tudiant les d6riv6es suceessives de G(z). Mais je dois aupara- 
r an t  m'oeeuper du eas par~iculier que j 'ai  laiss6 de c6t6: celui oh l'ordre 
p de G(z) est entier. Je serai ainsi amen6 h aborder le problgme de la 
d6termination du genre d'une fonction enti~re. Je me proposerai, en par- 
tieuher, de ddterminer dans les cas rest6s donteux, le genre de la somme 
de deux fonctions enti~res. 

La pr6sence dans la fonction enti~re 6tudi6e d'un facteur exponentiel e H(~) ne 
modifierait rien aux r6sultats ob~enus, puisque p e s t  suppos6 non entier. 
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Les fone t ions  d 'ordre  entier  et la ddte~'mination d~e genre. 

22. Supposons que l'ordre p du produit de facteurs primaires G(z) 
soit entier et dgal ~ p. La proposition du w 17 subsistera sans modifica- 
tions et l 'on aura encore 

M(r)  > #"' (h fini). 

Au contraire, si nous cherchons ~ assigner h M(r) une limite supdrieure, 
nous rencontrerons des difficultds qui ne se prdsentaient pas lorsque p 
n'd~ait pas entier. 

Considdrons de nouveau l'indgalitd ( I I)  obtenue au w 14 . Nous 
voyons que si p = p ,  routes les intdgrales du second membre de cette 
indgalitd auront la m~me limite que dans le cas gdndral, exceptd l'intdgrMe 

n 

d~ . 
[r 

m 

Nous pourrons donc, en tout cas, poser 

r / '  n 1 

j'"+ ~- Z: 7/ 
la( )l< 1 , 

h dtant fini et n dtant le hombre ddfini au w 14. 

Pour obtenir une limito supdrieure de la somme ~'I" nous allons 

~tre amends ~ faire sur la fonc~ion fS (x )une  hypoth~se suppldmentaire; 
nous la supposerons ehoisie de telle sor~e qu'il existe un nombre p~ su- 
pdrieur ~ p tel que le rapport 

1 1 

x v- (log x) ~ 

OJ 

soi~ croissant ~ partir d'une certaine valeur de x. 
~qous aurons alors, en appliquant les rdsultats du w 5 

n 

p {'dz 
r f l - ~ ; <  cnlogn (c positif  ini). 

r/t 
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(I9) l e ( . ) l  < (h, h I positifs finis). 

Pour comparer les hombres n e t  n', nous suivons la discussion du w 12" 

I ~ S'il existe un nombre a infdrieur ~ I tel que le rapport 

~ (log x) ~ 
O)  

admette des valeurs inddfiniment croissantes, on est assurd que les hombres 
n et n' cobacident pour des valeurs de r ind6finiment croissantes. 

2 ~ S'il n'existe pas de tel nombre a, soit e un hombre arbitraire- 

merit petit" nous sommes eertains que le rapport ~, sera infdrieur A (log n)', 

pour des valeurs de r inddfiniment croissantes; cela rdsulte immddiatement 
( t )  

du fair que le rapport des fonctions inverses ~ est lui-mgme infdrieur 

(logx) ~ pour des valeurs de x inddfiniment eroissantes ~w 12), puisque r  
reste compris entre deux puissances positives de x. 

On peut, lorsque l 'on y a intgr~t, pousser plus loin l 'approximafion 
en faisant sur la fonction r  une hypoth~se plus prgcise. On pourra 
alors remplacer l'inggalitd (I9) par une dgalitd de la forme 

h et h I dtant des constantes positives finies et k un entier quelconque. 

Le rapport 2 peut ~tre aiors, dans le cas le plus g6n6ral, infdrieur h (log~ n) ~ 
~bt ~ 

2 3. Si p, au lieu d'gtre 6gal ~ p,  d~ait dgal ~ p  -4- I, on obtiendrait 
des r6sulta~s analogues. Ce serait alors l 'intdgrale 

oo 

Cp+l 
/t  

qui fournirait une hmite exceptionnellement glevde. 
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Supposons la fonction r ehoisie de telle sorte qu'il existe un hombre 

p~ inf6rieur 7t p + I tel que le rapport 

O) 

1 1 

x~ ~ (log z)~ 

soit croissant ~ partir d'une certaine valeur de x. On aura dans ce cas, 
l'in6galit6 (I 9). I1 pourra ~tre avantageux dans certains eas, de faire sur 
r  une hypoth~se plus prdcise. On pourra remplacer alors l'indgalitd 

(~9) par l'indgalit6 (co). 
On comparera n at n' h l'aide des rdsultats du w 12. S'il existe un 

entier k at un hombre ~ sup~rieur h i tel que le rapport 

~O 

1 

xp+l. . .  (logk x) ~ 

surpasse tout hombre donn6 lorsque r e s t  assez grand, on pourra faire 
coincider n e t  n' pour des valeurs de x inddfiniment croissantes. 

Lorsqu'il n'existe pas de tel entier k, nous ne savons pas quelle 
prdcision nous pouvons attendre de la mdthode de sommation expos6e au 
w 7- Dans ce cas, nous emploierons pour obtenir une limite supgrieure 

de [G(z)] le thdor~me ~ d6montr6 en ~883 par M. POlNCAI~: 

Queique petit que soit le hombre a, on a h part ir  d'une eertaine va- 

leur de r 

~O 

Dans le cas oh nous nous plagons maintenant, le rapport 1 l + e  

xv+l ... (logk z) v+l 

est, pour dos v~teurs de x inddfiniment croissantes, infdrieur h u n  hombre 
fini (quelque petit que soit s). On a donc, pour des valeurs de n' indd- 

finiment croissantes 

r~ +1 < cn' ( logn ' ) . . .  (logkn') 1+*. 

I1 en r6sulte que si l'on adopte pour log]G(z) l ,  la limite supdrieure 
ar v+~, le rapport de cette limite ~ n' (log n') . . .  (log, n') sera infdrieur 
(log, n')' pour des valeurs de r ind6finiment eroissantes. 

1 Bulletin de la Soci6t6 Math6matique, I883. 



Sur quelques propri6t6s des fonctions enti~res. 127 

24. On voit combien le r~sultat est moins prdcis que celui auquel 
nous 6tions parvenus en supposant p non entier. I1 nous est impossible 
maintenant de faire coYncider la limite supdrieure et la ]imite inf6rieure 
du module maximum M(r) .  On pourrait supposer que ces limites sont 
mauvaises. I1 n 'en est rien puisque nous eonnaissons des fonctions dont 
le module maximum reste tr~s voisin soit de l 'une soit de l'autre. Ainsi, 
pour reprendre 1,exemple que je signalais en commencant, le module maxi- 

I 
mum de la fonction ~ ( ~  est, pour route valeur de e, 6gal h e h'l~ . Au 

contraire celui de sin z_z est comparable ~ # " .  2 

Pour les fonctions sin 7rz et i 2 ~ l'ordre est egal au genre (ici '~ 

l'unitg), On pent tr~s facilement former des fonctions de genre p e t  d'ordre 
/9 + I qui pr6sentent les m~mes particularitds. Par exemple, s i p  est pair 
et si les zdros sont deux h deux dgaux et de signes contraires G ( z )  est 
une fonction de z ~ dont l'ordre n'est pas entier: on lui appliquera la pro- 
position du w t4 et l'on pourra conserver, pour le module IG(z)] la limite 
sup6rieure (I2). Au contraire, si les z6ros sont tous rdels et positifs, l'in- 

t~grale ~ se rapproche beaucoup de la limite que nous lui avons 

assign6e. Considdrons par exemple la fonction de genre zdro qui a pour 
z6ros les points rdels i (log/) 2, i prenant toutes les valenrs entibres positives. 
D6signons par n le hombre des z6ros dont le module est infdrieur h 2~'. 
On aura pour z r6el et ndgatif 

hr x (log x) ~ 

I - -  > I ,  I ~ > e n ~ ehlnlogn 

1 n + l  

h et h 1 ~tant des constantes finies. On sait en effet que si ~ est~ in- 

I 
fgrieur ~ ~, on peut poser I 

g 

g dtant un nombre positif fini. 

I 
On a, s i o < a < 2 ,  log(I + a ) >  

a ~ I 

2 I - - a  2 
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Nous reeonnaissons ainsi que, lorsque l'ordre p e s t  entier, les argu- 
ments des zdros peuvent avoir une influence apprdeiable sur la croissance 
de G(z). La considdration de ces arguments peut seule nous permettre 
de choisir entre la limite (i2) et la limite (20). I1 est vrai que la limite 
(20) donne ddjh sur la croissance de M(~') un renseignement assez prdcis; 
mais elie ne permet pas de r6pondre ~ une question que l 'on semblait en 
droit de se poser: nous ne savons pas, jusqu'iei, si le mode de croissance 
d'une fonction enti6re suffit toujours ~ caract6riser son genre. 

I1 ne faudrait pas croire cependant que l ' intervention des arguments 
des zdros doive nous priver de route proposition g6n6rale h l 'endroit des 
fonetions d'ordre entier. Mais, pour approfondir cette question, il nous 
faut d'abord dtudier un probl6me qui fur pos6 pour la premi6re fois par 
M. ITtADAMARD: ce probl6me a rapport au module minimum du produit 
de faeteurs primaires G(z) sur une infinit6 de cercles, de rayon ind6fini- 
ment croissants, ayant leur centre ~ l'origine. 

2 5. M. HADAMARD ,% compar5 le module minimum de G(z) ~ une 

exponentielle de la forme e - ' p~ .  Je me propose de prdciser son thdor6me 
comme je l'ai fair plus haut pour d'autres propositions du m4me genre. 

Considdrons de nouveau ta fonction r  qui nous a dgjh servi au 
w 14 et d6terminons le hombre n par l'dgalit6 

r 

6rant un nombre fini supdrieure h 2. On peut ddterminer un hombre 
positif b tel que l 'on air pour i > n 

f( i - -  ~ e w q  
a l /  

b grant un nombre fini. On en ddduit, en raisonnant comme au w 14, 

(2 i )  
z zp d ~ ( x )  d [r 1 

e I - -  e ' P I ~ e  , 

n + l  

g et m grant des nombres finis (m enfier). 
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Si /9 n'est pas entier, le second membre de eette in6galitd sera su~ 
p6rieur h 

tt 6rant un nombre fini. 

Si ,o 6tait entier nous ehoisirions la fonction r  eomme au w i8 et 
le second membre de (21) serait alors en tout eas sup4rieur 'h une ex- 
pression de la forme 

~--hr~--hln log n ... log~ n 

k 6rant un hombre entier, h e t  lq des eonstantes positives finies. 

2 6. I1 nous taut maintenant chereher une limite in%rieure du produit 

1 

Ce produit est, en module, sup6rieur h 

Consid6rons d'abord les faeteurs relatifs aux z6ros pour lesquels on a 

soit -~ > t d - a ,  soit ~--< I - - ~  (~ positif). 
r r i  

Leur produit est ~videmment sup~rieur g e "~~ Le produit des facteurs 
restants est de la forme 

Pour &udier ee dernier produit, consid6rons sur une demi-droite issue 
de l 'origine un segment 6gal h rjr, et marquons sur ee segment les points 
r l ,  )'2, . . . ,  r,,. D6eomposons notre segment en petits segments 6gaux en 
hombre superieur a 4n', et soient s l ,  s 2 , . . .  , s ~ n . , . . ,  les segments ainsi 
d6finis. Je vais marquer d 'un signe eonvenu eertains de ees segments en 
proe6dant de la mani6re suivante. Soit s~ un segment qui eontient q points 
r~: je marque s~, puis les q segments qui suivent si vers la droite et les 
q segments qui le pr6e~dent h gauche. Si Fun des segments ainsi marqu6s, 

Aftra, ~afhemat@a. 28. I m p r i m 4  le 12 octobre 1903. 1 7  
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s~, contient k son tour q' points ~,  je marquerai encore les q' segments 
qui suivent s~+q et les q' segments qui precedent &_q, et ainsi de suite. 

Lorsque l'op~ration est achevde, le hombre des segments marquds est 
3n' au plus. 1-1 existe donc, en vertu des hypoth&es faites, au moins n' 
segments non marquds. En particulier, il existe des segments non marquds 
dont les points sont ~t une distance de A et de B proportionnelle ~ r .  
Ainsi lorsque r'  apparfient k Fun de ces segments, on ~ bien 

~,' 
pour i < m  - >  x + 

et pour i > n'  -<~ I ~ a' 
r i  

(a et a' positif fini). 

Soit maintenant r~ le premier z~ro situg ~ gauche du point r'. On aura 

i i 
r~+l > ~ r - -  , . . .  r~+~ > ~ r~ -~ . . . ,  

4 n '  

i i 
r '  - -  rk > ~r~-~ . . .  rk_~+l > ~ r ~  . . . .  

27. I1 va &re facile, m~intenant, d'obtenir pour r--= r'  une limite 
infdrieure du produit (22). Soit en effet 

On aura, gvidemment 

n'----- k +  ~. 

g giant positif fini, ou 
v 

=~ -gv-~log.'+ f(logx) i dx 

H \  r' ~ e 1 > e-a~-~0oen'-loe~). 
i = l  

Or, puisque u < n', on a 
t 

, 

v lo  < n ,  

par suite 

(rk+~ -- r') > e_~.,, 
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h ~tanb un nombre positif. ~De m ~ m e  
k 

i~  ~ --gk--k log n'+ f (log x) dx 
H (  T' 1 

Finalement, on pourra poser 
n ~ 

1 

e-an '  

e -hln' .  

et h restera inf~rieur h u n  nombre fixe lorsque r augmentem inddfiniment. 
Nous pourrons par suite gnoncer le th6or~me suivant: Si  l'ordre p n'est 

pas  entier, on a sur une infinitd de cercles C de rayons inddfiniment crois- 

sants ~ 

(=3) la( )l > e , 

n 5tant le hombre d~fini au ~ 21, et h rcstant infdrieur h u n  hombre fixe. 

t On pourrait d6terminer avee plus de pr6cision la situation des cercles 0 et se 
demander s'ils forment des couronnes de quelque 6paisseur. Le raisonnement du w 26 
prouverait que dans un eercle C de rayon r ,  les couronnes oh l'in6galit6 (23) est saris- 
faite forment une portion finie de l 'aire totale C. l~Iais il est faoile d'aller beaucoup 
plus loin si Pen remplace h par une fonction croissante quelconque de q~, par exemple 
par log n. Consid@ons s part  dans le produit (22) tous le s  faoteurs pour lesquels la 

difference r -  rj est, en module, sup@ieure ~ _r Le produit de ees facteurs est su- 

p6rieur 
~--hnlogn �9 

Los valeurs de rl laiss6es do eSt6 so trouvent toutes sur un segment ssl, propor- 
r 

tionnel s - qui sera infiniment petit par rapport ~ r ,  lorsque r augmentera ind6finiment. 
% 

Le nombre u des points ri situ6s sur un tel segment sera donc infiniment petit par 
rapport s n,  saul peut-~tre pour un nombre n6gligeable de segments ss I. Raisonnons 

alors sur le segment sst comme au w 26, en remplagant ~ par -~. Nous le d6eom- 
Tb 

poserons en n parties et nous pouvons affirmer que le hombre des intervalles partiels 

dans lesquels on n'a pas 
r i 

r~-- r' > ~ . . . r ~ + ~ - - r '  > ~ r ~  

est infniment petit par rapport s ss~ (puisque ce nombre est proportionnel ~ ~). 
On en d~duit clue dans le cercle C de rayon r, les couronnes o~ l'on n'a pas 

ferment lorsque r augmente indefiniment une aire infiniment petite par rapport h l' aire totale C. 
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Si p dtait entier, la limite inf6rieure de I G(z)l serait, sur des cercles 
de rayons inddfiniments croissants, cello du second membre de (-"I). 

Ce th~or6me fair pendant h celui du w 13. Nous pouvons en tirer 
le rdsultat suivant qui correspond au th6or~me de M. POI~CAR~: 

Si F(z) est u~e fonction enti~re quelconque de ye,~,re p il existe une 
infinit~ de cercles de rayons ind@niment croissants s~tr lesquels on a 

> e - = %  

quelque petit que soit le hombre z. 

-"8. Le thdor6me prdcddent va nous permettre de compldter les rd- 
sulfurs que nous avons obtenus sur la croissanee des fonctions d'ordre entier. 

I 
La sdrie ~ ~ dtant divergente, le hombre n' des z6ros de module 

infdrieur h r sera en gdn6ral, pour une infinitd de valeurs de r, supdrieur 
h c r  p, c dtant une constante finie. Le module maximum M(r) sera  alors, 
pour cos valeurs de r supdrieur 

e h'p (h positif et fini). 

Cette propridtd pout servir 5 caraet6riser los fonctions de genre 6gal 
ou supgrieur ~ p .  Nous savons, en effet, qu'elle ne peut pas appartenir h 
une fonetion de genre 2 9 -  :. 

BIais il est possible, lorsque p = p ,  que los hombres n' et n restent, 
h partir d'une cer~aine valour de r,  infdrieurs h er p, quelque petit que soit 
z. I1 en sera ainsi, par exemple, pour la fonction de genre I qui admet 
pour zdros los points log I ,  2 log-" ,  3 1 o g 3 , . . .  (on fera duns ce cas 
r  = xlogx).  

Considdrons une telle fonction. Elle sera, dans le cas le plus gdndral, 
de la forme 

C z )  = 

G(z) dtant un produit de facteurs primaires et H(z)  un polynbme de 
degrd p - -  : ; nous poserons 

n 1 

( -"4)  �9 = e 

n dtant toujours le hombre ddfini au w : 4. 
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n 

Soit l)a~ B.  En gdndral le hombre A + B sera supdrieur en 

module h u n  hombre positif fini h, pour des valem's de n inddfiniment 
eroissantes. Soit r la valeur de [z] eorrespondant ~ l 'une de ees valeurs 
de n. A l'intdriem" de la couronne limitde .par les eereles de rayons r et 
~2r (7] nombre positif fini) ayant leur centre ~ l'origine, on aura dans 
eertains angles 

a.-. + ~ ~ e "'~ e > . 

Appliquons, d'autre part, h la fonction G~(z)e ~I(') le th6or~me du w 27 ; 
nous pouvons affirmer, en eonservant les notations de ce paragraphe, que 

l 'on a sur une infini~d de eercles compris dans la eouronne 

[ ~ l ( . ) e / / ( z )  I > e -hln ( h i  p o s i t i f  fini). 

Done, puisque nous supposons iei que 

on aura en certains points de ces cercles 

IF( . )I  > e " .  

�9 �9 �9 �9 " �9 �9 t Cette lnegahte est satisfaite pour des valeurs de r mdefimmen s crois- 
sants. 0 'est  bien 1~ encore une propri~t6 earaetdristique des fonctions de 
genre p .  

29. Mais le raisonnement prdc~dent serait en ddfaut si la somme 

~ I _  dtait infiniment petite. Or cette circonstance peut se pr6senter. A + ~ loa~ 

En disant que F(2) est de genre p ,  nous avons suppose, sans doute, que 
i 

la sdrie E a~ n'es~ pas absolumen~ eonvergente: mais il peu~ arriver que 

eette s~rie soit semi-convergente (les ai 6rant ranges par ordre de modules 
croissants) et air pour somme - - A .  II se peut alors que l'on air '~ par~ir 
d'une eer~aine valeur de n 

A + ~ pa l  < s, 

quelque petit  que soit s. 
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D'ailleurs, en vertu de l'indgalitd (I2), on aura toujours, h partir 
d'une certaine valeur de r 

[G,(z)e~(~)[  < e h" (h positif fini). 

Si done, comme nous continuons ~ le supposer, F(z)  est tel que l 'on 
puisse elhoisir la fonetion ~b de fa~on que 

(~t partir d'uue eertaine valeur de r ,  quelque petit que soit e) l'indgalitd 

~-" ~ < r entralnera, (en vertu de (24)) ~ partir d'une certaine va- 

leur de r 

(:s) IF( )I < e'", 

oh e est; arbitrairement petit. 
Dans ce cas exceptionnel le module maximum de F(z)  perd tons les 

caract~res qui distinguaient cette fonction de genre p des fonctions de genre 
infdriear. 

La fonction F(z)  peut eroltre moins vite que eertaines fonetions de 
genre p ~ I. Supposons par exemple qu'elle soit un produit de faeteurs 
primaires admettant pour zdros les points rdels 

a~ = r  = + i l o g / .  log~i 

(i prenant routes les valeurs enti~res pos i t ives )F(z )sa t i s fe ra ,  dans ees 
conditions, k l'in6galit~ (I2) du w I3 et l 'on aura h partir d'une cereal(he 
valeur de r 

IF( )I < e (h fini). 

Or nous avons vu au w 24 que la fonction de genre z~ro qui admet 
pour z~ros les points i( logi)  2 (i prenant routes les valeurs enti~res po- 
sitives) a son module maximum comparable 

e h n l ~  , 

n d6signant le hombre des zdros de module infdrieur k 2r, e'est&-dire h 

e h r  (log r) - I  . 
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Cette jbnction de genre z(ro ero~t done plus vite que la Jbnction de genre 
un F(z) .  Le cas exeeptionnel qui vient d'etre signal6 pr~sente par suite, 
au point de vue de la recherche du genre, des difficult6s sp6ciales, et son 
6rude va nous eonduire ?i des r6sultats inattendus. 

30. M~. ~-~ADAMARD a, le premier, d6termin6 le genre d'une somme 
de deux fonctions entiSres, lorsque ces fonctions ne sent pas d'ordre entier. 
I1 a d6montr6 que, dans ce cas, la somme de deux fonctions de genre_p est, 
au ,plus, de genre _p. Cette proposition n'a pas pu, jusqu'ici, ~tre 6tendue 
aux fonetions d'ordre entier. Cependant l'avis commun des auteurs qui 
ont 6crit sur ce sujet, 6fair que, suivant route vraisemblance, elle devait 
subsister pour ces fonctions. Je vais montrer qu'il  en est bien ainsi en 
g6n6ral, rams que la proposition peut cependant 6tre en d6faut dans 
certains cas exeeptionnels. 

Soit f~(z) une fonction de genre p h laquelle nous ajoutons une 
fonction f~(z) de genre inf6rieur ~ ,p. Si f~(z) ne pr6sente pas les ano- 
malies signalges au w 29, on a sur une infinit6 de cercles 

If,( )l > eh", < e~ 

h grant fini et r arbitrairemen~ petit, par suite 

[f~(~) + f~(z)[ > e ~'" , 

ee qui prouve que la somme f~(z)-[-f~(z) est de gem'e p.  
f l(z)  ne ,peut donc ,pas 6tre la somme de deux fonctions de genre in- 

f&ieur  h ,p. Ce r6sultat 6quivaut ~ celui qu'a obtenu M. HADAMARD 
dans Ie cas des foncfions d'ordre non entier. 

Mais les ehoses ne se passeront plus ainsi si f~(z) satisfait ~ l'indgalJt6 
(25). On aura, dans ce cas, ~ partir d'une ceI~aine valeur de r 

(26) If,(z) + f2(z)l < e:", 

6rant arbitrairement petit, ee qui ne permet pas d'affirmer que la somme 
f~-b f2 est de genre p .  Supposons que cette somme soit la fonetion F(z)  
du w :8 ,  et appelons a~ ses zdros. L'in6galit~ (26) prouve que la s6rie 

Z ~p est semi-convergente et a pour somme - - A .  Mais elle ne prouve 
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, �9 I 

pus que ]a serle des modules 3"--" I ~ '  soit divergcntc. Or de ce que cette 

condition est satisfaite pour f~(z) il ne rdsulte pus qu'elle le soit pour F(z). 
En d'autres termes, si 1'on ajoute, par exemple, h la fonction F(z) 

d4finie au w 19 une fonction du genre z4ro croissant plus rite que F(z) .  
rien ne paralt s'opposer s ce que la somme soit elle-mdme de genre zdro. 

I1 cxiste ainsi un cas exceptionnel off la somme de deux fonctions de 
genre p paralt se comporter comme une fonction de genre p + I. Je  
vais montrer par un exemple que cette circonstance se prdsente en eft&. 

3 ' .  Soit f~(z) un produit de facteurs primaires de genre zdro, ayant 
tous ses z4ros a~ rdels et positifs. On sMt que [f,(z)[ prend la m~me vMeur 
lorsque l'on donne h la variable z deux valeurs imaginaires conjuguges. 
Cherchons comment se comporte f~(z) lorsque z est au-dessus de l'axe des 
quantit4s rdelles, en supposant que a~ satisfasse, ~ partir d 'une certaine 
valeur de i, h la double indgalit4 

i(logi) '+~-r < a , < / ( l o g / )  '+~, 

a 4rant un nombre positif plus petit que un et 7 arbitrairement petit. 
~ous  supposerons par exemple que l 'on air 

4 r <  i ~ a .  

Appelons - -  r la partie r4elle de z et supposons-la d'abord n4gative. Ddtcr- 
minons ensuite le nombre n par l'4gMit6 

(2 7) n (log n) '+~ = r/r, 

r/ 4tant un nombre plus grand que 2. Nous avons, lorsque r  o 

no 

In< z)i t - - ~  > I et I - - ~ / /  > e 
1 

(k &ant un nombre positif), car on a ]z--a~[> r  a,. Or 

~ I > /  dx 
.+~ a-7" ~ (Io~)'+~ - 

n log n 
a n  (log n) l+a 
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Posons z =  r e ~  " On a ~ '=  - -  r cos t?. I1 en rdsulte que 
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, ~ > k ~ n  log n [ cos 0[ (k: fini) 

et l 'on a 

(28) [f~(z)[ > e a":~176176176 (h positif fini). 

Soit alors fl un nombre arbitrairement petit supdrieur h r. 
que l 'on a 

- -  e o s  fl > - -  

on a, en vertu de (27) , 

(log r)l-z 

Tant 

(=9) > eh~(l~162 > eh'~O~ 

Supposons maintenant que la pattie rdelle ~ "  de z soi~ posi{ive. 
Posant encore z ~ r e  ~162 montrons que rant clue cos 0 satisfera h l'inggalit6 

cos 6 > - -  (log ~'):-~ 
l 'on aura 

(no) 

h' et h~ grant des nombres positifs finis. 
Pour dtablir eerie indgalifd, ii suffit de remarquer que l'ordre de la 

fonetion de z' f, (z)f  ( - -  z) n'dtant pas entier, on peut appliquer 5 eette 
fonetion le thdorbme du w I4. On a done 

(ai) I/'1 (z) f~ ( - -  z)[ < e h2"(1~ (h, positif fini). 

Or puisque r < f l ,  cette in6galit6 ne peut 6tre compatible avee l'in6galit6 
(29) que si l 'on a au point - - z  l'in6galit6 (30). 

32. Ddsignons maintenant par f~(z) un produit de facteurs primaires 
ayant tous ses z~ros bi r6els et ndgatifs, et supposons que l 'on air 

i (log i) 1+a ' - /<  - -  b~ ~ i (log i) '+" 

a' dtant un hombre positif q u e l c o n q u e  e t r '  un hombre arbitrairement petit 
Aeta mathemat~va. 28. Imprim~ le 13 octobre 1903. 18 
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infdrieur ~ ft. En raisonnant eomme au paragraphe prdcddent, on constate 
que darts la r6gion du plan oh l 'on a l'in6galitd (29), on aura 

(32) [f2(z)[ < e -g'O~ (ff positif fini). 

De mgme on aura, en mgme temps que l'in6galit6 (28), l'indgalitd 

(33) If~(*)l > e~~176176176176176 

on aura, par suite, duns les r6gions du plan, oh l'indgalit6 (30)est  v6rifi6e; 

(34) I f ,(z) i > e g'~176 (g positif fini). 

Consid6rons alors la somme 

F(z)  = r ,( ,)  + r~(z). 

Ene ne peut s'annuler pour [*1 = r qu'a l'int6rieur d'un angle dont la 
bisseetrice est l'axe des quantitds imaginaires et dont la moiti6 a un sinus 

i 
infdrieur ~ (log r)l-~" D'ailleurs les zgros de F(z)  out deux h deux des 

valeurs imaginaires conjugudes. Dgsignons ces zdros par q ,  q ,  . . . .  Je 
vais montrer que F(z) est une jbnetion du genre un. 

S@arant duns c i la pattie rdelle de la pattie imaginaire, posons 

Si nous supposons que F(z) est de genre z6ro, nous aurons 

~ ( z )  = i - - z  , a.~ + - z - - - - -  
ri + , r~ + 3 

Appelant plus particuli~rement a l e  plus petit des deux hombres 
a et a', nous obtiendrons le module maximum M(r) de F(z) en faisant 
z = - - r ,  fl(z) satisfait alors ~ l'in6galit6 (28), off c o s 0 =  I, et f~(z) 
vdrifie l'inggalit6 (32). On a, par suite 

F(- - r )  > e h~~176 (h positif fini). 

D'ailleurs le tMor6me g6n6ral du w 22, appliqu~ h fx(Z) nous donne 

F( - - r )  < e h''O~ (h' positif fini) 
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d'oh i l  rgsulte (w 17) que l 'on a ~ partir d 'une certaine valeur de i 

r, > hii Oog/)~-~ (h', posi~f f i . i )  

Cela pos6, supposons que F(z) soit de genre zdro, on aura eer~aine- 
ment  pour des valeurs n~ de i ind6finiment croissantes 

r . = K r  avee r  ~-r et K = ( l o g n l ) n ,  

r~ 6tant 6gal ou inf6rieur ~ i ~ a  + r ,  ce qui permet de prendre, par 

exemple T~ > 5T (puisque nous avons suppos6 que 4r < ~ a ) .  
Reprenons les notations du w 2o, et faisons 

r=K~-br162 

Nous obtiendrons eu nous reportant aux ealetfls du w 2o (oh nous 

I ~ I ) :  ferons 2--~ 2, p 

z 1 ~, ehg-~ I - -  b 
I ~  < e  < c =  2 

, ) > ~ ,  h positif fini . 

D'autre part, puisque 
?'i" 

[r,[ < (1o~ ~ ) , - a  ' 

n o u s  a u r o n s  

I - -  ~ < e ""~ "'+~ ~' (h~ positif fini)i 
nl+l  

o0 

Pour ~valuer la somme r ~ Z  i -3, nous proc~derons comme nous avons 

fair au w 20 pour la somme r ' + l ~  r I+l ,  (On faisant p + i =  2, p---- I).  

Nous obtenons 

r'  I= K_r~,n > ( , ,=b  ,). 
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"" Z I est suppos6e convergente, nous D'autre part, pu(sque la sene r~ 

a v o n s  

I < kr(logr)_~+ B (k positif fini). r (log r ) ,  l+z ~ r-~ 
n l + l  

Nous about issons donc finalement '~ eette conclusion que M(r)  est 
infdrieur h la plus grande des deux expressions 

e ~(l~176 (c positif fini), e k~~176 

, . _I et T I>5T ,  on a n6cessairement D aflleurs, puisque l 'on a c >  4 

I 
i ' ~  Tie < o et, d'autre part on aura, lorsque - et par suite /~ seront assez 

r 

petits 
a < I - - ~ .  

Les indgalitgs prdcddentes se trouvent donc en contradiction avec les r6- 
sultats obtenus plus haut sur le module maximum de F(z).  

On en eonclut que l 'hypoth~se d'apr~s laquelle F(z)  serait de genre 
z6ro n'est pas admissible. 

Nous aurions pu parvenir au m~me r6sultat en proc6dant un peu 
diff6remment. Le produit F(  z) F ( - -  z), considdr6 comme fonction de z ~ 
est une fonction de genre zgro et d'ordre non entier. Or il rdsulte des 
inggalitds obtenues aux w167 31 et 32 que cette fonction a m~me module 
maximum (pour ]z I = r) que le produit F(z).  On peut donc lui appliquer 
le th~or~me du w 2 I, qui conduit au rdsultat cherch6. La mgthode suivie 
plus haut semble cependant prdfgrable, parce qu'elle manifeste mieux l'in- 
fluence exercde par les arguments des zdros de F(z)  sur la croissance de 
son module. 

lqous pouvons 6noncer maintenant la proposition suivante: 

Soit fl(z) une fonction de genre zdro ayant tous ses zdros rgels et positifs 
et tels que l'on air ~ partir d'une certaine valeur de i 

i(logi) l+~-r < a, <_~ /(log/) 1+~, 

a dtant un hombre positif  plus petit que un et T arbitrairement petit. Soit 
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d'autre part fl(z) une fonction dont tousles  zdros sont rdels et ndgatifs et 
tels que l'on air h partir d'une eertaine valeur de i 

i 0ogi)'+~'-~' < - -  b~ < i (logi) '+~ 

a' dtant un nombre positif quelconque (~: arbitrairement petit). La  somme 
f~(z)-~-s est une fonction de genre un. 

Un cas particulier intgressant est celui oh f~(z)-= f~(--z). On voit que 
si f~(z) satisfait aux conditions indiqudes plus haut, la somme f~(z) "t-f, ( - - z )  
sara une fonction de genre un. iV[. E. LINDEL0~ x vient de faire connaltre 
un r6sultat 6quivalent qu'il a obtenu de son cStd et qui rentre duns ce cas- 

particulier. Posant 

[ ( Z )  ~--- I -{- n (log n) ~ avec I < a < 2 

M. LINDELOF dtablit directement que la somme f (z)  "4" f ( - -  z) est de genre un. 
Faisons une derni~re remarque an sujet de la proposition qui vien~ 

d'etre dtablie. Si elle s'applique h deux fonctions f~(z), f~(z), elle s'ap- 
pliquera dgalement ~ la somme 

f,(z) "l- cf2(z) 

c grant une constante quelconque. 

DEUXI~ME PARTIE. 

Pour rendre applicables h l 'dtude des 6quations diff6rentielles les rg- 
sultats obtenus sur la croissance d'une fonetion entiSre, il nous faut con- 
sidgrer maintenant la ddrivde de la fonction et d6terminer, en particulier, 
rordre de grandeur de cette ddrivde par rapport h la fonction elle-m~me. 

i Comptes  r e n d u s  de l 'A cad 6 m ie  des  Sc iencos .  30 d6eembre I90I ,  
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Z a  ddrivge l o g a r i t h m i q u e  d ' u n e  f o n c t i o n  entibre.  

I~. Los nouveaux r6sultats que j 'ai en vue ne peuvent @idemment 
pas ~tre des consdquences des indgalit6s obtenues plus haut: car on salt 
qu'en gdn6ral on n'a pas le droit de ddriver une 6galit6 asymptotique. 
C'est en faisant de nouveau intervenir ici le fair que la fonetion consi- 
ddr6e, F(z),  est enti~re que je pourrai obtenir sur F' ( z )des  renseignements 
beaucoup plus prgcis qu'on nc l'avait fair encore. ~ 

L'dtude de la ddrivde logarithmique d'une fonction enti~re a d~jh 6td 
tentde par LAGUEURE et avee plus de d6tails par M. VIVA~TI.2 Mais aucune 
proposition complete n'a encore dt6 ddmontrde ~ son sujet et, d'ailleurs, 
quelques-uns des r6sultats dnonc~s par M. VIVA~TI demandent "~ ~tre pr6- 
cisds. C'est pourquoi certaines propositions tir~es par lui de sos th6or~mes 
n e s e  trouvent pas ~tre enti~rement exaetes, entre autres eelle-ci que la 
somme de deux fonations entidres de genre p est toujours de genre ~ au plus. 
Nous avons vu plus haut que cette proposition eomporte un eas d'ex- 
ception. 

1 Dans son m6moire ~ sur les zdros des fonctions ent@res, M. BOREL a donn6 une 
limite sup6rieure du module de F ' ( z ) ,  Posant  

F ( z )  : a o -t- a lz  + a~z ~ + . . .  

M'(~) = I~,1 + 2 la ,  lr + . . "  

M. BOREL a montr6 que l'on a, quel que soit e, ~ partir d 'une certaine valour de r 

M'(~) < [M(~)]I* ~. 

G i o r n a l e  di  B a l t a g l i n i ,  I 884  et I885,  F ( z )  6rant une fonction de g e n r e T ,  

I F ' ( ~ ) l  ten~ ve~s ~ero, ta~di~ que ~[. VIV~NTI dit que duns certains angles le rapport rv  [ F ( z )  I 

IF'(z) l 
le rapport augmente ind~finiment. Mais pour que la premiere partie de cette 

~ ' ~ l  ~(~)I  �9 
proposition f~t vraie il serait n6eessaire de faire des hypotheses tr~s particuli~res sur 
los arguments des z6ros. Quant s la seconde partie, elle n'est  en tout cas pas exacte, 
comme nous le constaterons un peu plus loin. 
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2. Soit  G(z) un produit de faeteurs primaires de genre p 

G ( z )  = i - -  

1 

On a 
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a'(z) [: I 
+ 3 -,) 

]~t~dier la variation du module Ig(z)l, eomme nous l 'avons fair p o u r  
IG(z)l ,  lorsque le module I~1 augmente inddfiniment, semble une question 
ddpourvue de sells, puisque la fonetion g(z) a h disfanee finie une infinitd 
de pbles. Mais si l 'on exclut du champ observd le voisinage des pbles, 
ce qui revient ~ cousiddrer g(z) duns certaines rdgions ou en certains 
points, on constatera que le module de croissanee de g(z)est bien, ce- 
pendant, une propridf6 caraefdristique de la fonetio~: il rgsulte, eomme 
celui de G(z), de la distribution des points a~. 

3. Proposons-nous, d'abord, de trouver, en certains points, une limite 
sup6rieure du module [g(z)l. 

Je  traiterai pore" commencer, un eas partieulier, eelui qui donnera 
lieu aux r6sultats les plus templets. Je supposerai qu'il  existe un angle r 
ayanf pour sommet l 'origine et ne eontenant aucun des ,points a/. 

Posons I z l = r ,  ] a / ] = r / ,  et ddsignons par z un point situd duns 

r de mgme bissectrice que r.  Je vais d6terminer en ee poin~ tree l'angle 2 

ZP 
limitestlpdrieurede]Zar(z__ai)]" 

Les formules dldmentaires relatives au triangle oza~ donnent immd- 
diatement 

Iz---ail > r sin-r 2 et Iz--ail > risin-r e �9 

De 1~ nous allons ddduire la limite cherchde. 
Considdrons d'abord te eas g~n6ral off t'ordre p de la fonction enti~re 

G(z) n'est pas un nombre entier, et formons de nouveau la fonetion r 
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qui a dr6 ddfinie dans la premiere partie, au w 9. Elle est telle que l'on 
air, pour i > m, r ~  r  Ddfinissons, alors, le nombre n par l'dgalitd 

~tant un hombre positif tiM. 
On a 

~.p I rP - 1  I r p - I  

a ~ ( z - - a i )  < s - ~ n y  1 ~'-~ < c r ~ - l " J c  sin -~ 
BID ~ 

2 m 

c grant un nombre fini. L'intdgrale d6finie qui figure dans le dernier 

membre, est d aflleurs, comme on l'a vu plus haut, ~ inf~rieure h -~- (c~ fini). 

On obtient donc, dans ce cas" 

h restant infdrieur k un hombre fixe. 
D'autre part 

rP I < 
. + 1  a f ( z  - -  ai)  sin r [r 

:2 n 

< hi _n, (h 1 fini) 
r 

puisque p est suppos6 diffdrent de p - ~  I. 
Nous  avons donc, finalement 

( ') l.q(z)l < h ~  (h positif fini). 
r 

4- Cette inggalit6 peu~ 4tre mise sous une autre forme. Dgsignons 
par F(r) la fonetion inverse de r Cette fonction satisfait aux condi- 
tions gnonc6es au w 8 de la premiere partie: on a donc 

~'(r)=k ~(r) (k hombre positif fini). 

i Premiere partie, w 15. 
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N o u s  avons 4t~bli, plus haut ,  l ' in4galit4 

loglG(~)l < hf,(,.). 

145 

Nous  constatons,  ma in tenan t ,  qu ' au  po in t  z, on a le droit  de ddriver cetfe 

m e g a  t~e, c'est-~-dire que l 'on  a 

I G'(z) 
G--~ I < h,~,'(r), 

h~ ~tant, de mBme que h inf@ieur  ~ un hombre  fixe. 

On volt  i m m 6 d i a t e m e n t  ClUe la proposi t ion subsiste dans le css 05 la 

fonct ioa  entiBre gtudige cont ien t  un  lacteur  exponent ie l  e zz<~), don t  l'ex- 

posan t  est u n  po lynbme  de degr6 12 au plus. Msis  elle pour ra i t  cesser 

d'Btre exscte, si l 'ordre  p du  p rodu i t  de facteurs pr imah'es  G(z)  6fair 6gal 

h p on ~ p + I. On chois imi t  alors la fonct ion r  comme il s 6t4 fair 

au w 22 ou su  w 23 de la premiBre part ie  et l 'on remplacers i t  l ' inggalit6 

(1) par  une  inggalit6 de ls  forme 

(~) Ig( )l < h~'P-1 -1- hi n l ~  " " logkn' 
q, 

k ~tant dans cette in6galit6 un  ent ier  fini, et  les hombres  h, h~ res tunt  

' inf6rieurs h u n  nombre  fixe lorsque r augmen te  ind6finiment .  

D'a i l leurs  de l ' in6gali t6 

, ~.~ + l~,~rp ,,.~§ 
n + l  

il r~sulte i m m ~ d i s t e m e n t  que l 'on a n6cessairement  

(2') Ig(~)l < ~r~, 
I 

e t e n d a n t  vers z6ro avec - .  

1 On constaterait ais~ment que dans certains cas exceptionnels, bien que G(z~ 
soit de genre ~o, on pourra avoir dans l'angle y ~ partir d'une certaine valeur de r 
une in~galit~ telle que 

r/ ,p--i  

Ig(~)l <To~r 
Au contrairo on aura toujours, lorsclue r e s t  assez grand, l'in~galit~. (2'). 

l e t a  mathematiea. 28. Imprim~ le 14 octobre 1903. 19 
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5. Ces r6sultats font exactement pendan~ h ceux que nous avons 
obte.u  relati ement lu( )l.  ous les compl~terons tout h l 'heure on 
ddmontrant la r6eiproque de la proposition pr~c6dente. Mats il convient 
auparavant d'examiner le cas off il n'existerait pas d'angle Y satisfaisant h 
la condition dnoncde plus haut. 

Nous allons eonstater qu'il suffit, duns ce cas, de multiplier la limite 
(~) par le facteur log'~ pour 6tre assurg que le module [g(z)] lui reste 
inf6rieur, du moths en certains points ou sur eertaines lignes. 

Pour parvenir h ce rdsultat nous ferons appel h des considdrations ana- 
logues h celles qui nous out servi h dtudier le module minimum d'une 
fone~ion enti~re. 

Soit toujours y un angle tint ayant pour sommet l 'origine et duns 
lequel se trouve le point z. Nous supposerons plus partieulibrement que 
z soit dans un angle i-' iut~rieur et proportionnel h T, les c6t6s de ~-' 
faisant avec ceux de ~- des angles qui sont eux-m6mes proportionnels h i'. 
(Les rapports de ~- h ces angles sont des nombres finis.) 

La somme ~ ~ [ z  - -  ail 6tendue h tous les p61es situds hors de l 'angle 

T a dvidemment la m6me limite sup6rieure que duns le cas pr6eddent. 
Parrot les p61es restants, consid6rons d'abord ceux pour lesquels on a 

~ - > i + 3  ou ~-~> ~+~,  
r i ~" 

3 6rant un hombre positif. 1)e ces indgalitds, il rdsulte, duns le premier eas 

dans le second cas 

I z m  ail > kr, 

z - - a i l  > kj~:i, 

k et k I ~tant des hombres finis inddpendants de r .  La mgthode du w 3 
s'appliquera done encore ~ la somme X relative h ces p61es, et cette somme 
sera inf6rieure h la limite (I), ou du moins (lorsque pes t  cutter) ~t la limite (2). 

6. :Nous n'avons pus encore 6puts6 les termes de 2. Pour obtenir 
une limite sup6rieure de la somme restante, je raisonnerai comme au w 26 
de la premiere pattie. 



Sur quelques propri6t6s des foncfions onti6res. 147 

Soit v le nombre des pbles que nous avons encore ~ considdrer, et 
soit / '  rarc intercept6 par l'angle ~- sur la circonf6rence de rayon r ayant 
pour centre l'origine. J'appellerai a~ le point oh cet arc est rencontr6 par 
la droite Oai, les points a~ 6tant numdrotds darts rordre oh nous les ren- 
controns, lorsque nous parcourons I '  dans le sens positif. 

D~composons l'arc / '  en N arcs dgaux, N dtant sup(~'ieur it 4n' (n' 
ddsigne le hombre total des pbles de module infdrieur ?~ r), et appelons 
il l ,  1~, . ' '  , fl,v les arcs ainsi d6finis. En raisonnant comme dans la pre- 
miere partie (w 26), je constaterai qu'il existe plus de N - - 3  n' arcs fl 
jouissant des propri6t6s suivantes: si z e s t  un point de r u n  d'eux, la 
distance de z aux deux extr6mitds de l'arc /~ sera du mdme ordre de 
grandeur que / ' ;  soient, d'autre part, a~. et ak+~ les points a situds de part 
et d'autre de z sur l'arc / ' ;  on aura 

yr 
arc ( ~ , - - z ) > _ ~ . . .  arc (~,.+~--z) > r r ~ ,  

~r i 
arc (~--~,)  > ~ . . .  arc (~ ,_ ,+~--z)>  r r ~ .  

On en ddduit aisdment les indgalitds 

I ~.~i-~ gNlog 
1 1 I" 

g 6tant un nombre positif fini. 
~Ious pouvons alors cMculer au point z une limite supdrieure de la 

Z _ _  rP 
somme r~[z- ail dtendue aux points a s consid6rds. Le rapport r,~r 6rant 

fini pour ces points, on aura 

_ _ r P  ~ ~____.__ I ~<hNlogv 
(3) ~ a,I < ~i~ (~ - ,,,) r ," 

1 ~,1 z -  1 

h dtant inf6rieur '~ un nombre fixe. 
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En nous reportant maintenant aux rdsulta&s obtenus plus haut, nous 

constatons qua ron a au point z 

p I O" 

!~(~)1 < 1~ + :~" ~o~, ,,' (h, v nombre positifs finis). 
9" 9" 

Nous pouvons donc dnoncer la proposition suivante" 

Si l'ordre p n'est pas entier, il existe, quel que soit r, une infinitd 
d'arguments 6 tels que l'on air 

hn log n 
Ig (,'e~ I < ~ ,  

r 

h dtant une constante fin@ et n l e  hombre d~fini au w 14 (Premiere Part@). 

Si l 'ordre p du produit G(z) dtait entier, on ehoisirait la fonetion r 

comma il a 6t6 fair aux w167 22 ou 23 de la premiere partie, et on pourrait 
~tre amend h remplacer l'indgalitd prdcddente par une indgalit6 de la forme 

ig(reOr < h : _ l  + h,-, log n . . .  log~ ,~ 

r 

off k est un entier, h at h I des nombres positifs finis. 
Dans t o u s l e s  cas, on aura en vertu de (2') 

[g(reOr < h~,' log n' -b ~r ~, 
?- 

I 

s tendant vers zdro a v e c - .  
?'  

7. Insistons un peu sur l'indgalitd obtenue dans le eas off l 'ordre 
p n'est pas entier. I1 est clair que les arcs sur lesquels cette indgalitd 

est vdrifide sont d 'autant plus grands que la constance h est elle-m~me 

plus grande. Si l 'on rempla~ait h par une fonction croissante de n, par 

exemple log logn ,  on pourrait affirmer que les arcs &t cercle C de rayon 

r sur lesquels l'indgalitO 
n log n ]og~ n 

] g ( . ) l <  
r 

n'est pas vdrifide ont une somme infiniment petite par rapport h la longueur 

totale du cercle C. 
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Supposons en effet que 1'angle [ considdr6 plus haut, au lieu d'etre 
i 

fini, air pore- sinus log, ~-----~' et considdrons d'abord tons les pbles situds en 

dehors de cet angle et tons ceux pour lesquels on a 

r < i  + i n I 
- ~ o u  - > I  - t  . . . . . .  rl log~ n r log~ u 

La somme 2' relative h tons ces pSles est @idemment inf6rieur h la limite 
(4) puisque la seule modification apport6e aux calculs des w167 3 et 5 consiste 

I 
h remplaeer les constantes finies s inr '  k et k~ par des nombres proportion- 

nels h logan. Faisons maintenant, au w 6, N ~  n. I1 est clair que, 
quelle que soit la situation de l'arc F sur le cerele C, le nombre v de- 
viendra, lorsque r augmente, infiniment petit  par rapport h N, exeeptd 
peut-~tre pour un nombre limit6 d'ares / '  (c'est-h-dire d'angles r) dent la 
somme est infiniment petite par rapport ~ la longueur totale du cercle C. 

P 
D'autre par~, si ~ est tr~s petit  le rappm~ h F de la somme des ares 

partiels /9 sur lesquels on a l'in6galit6 (3) tend vers l'unit~. L'in6galit6 

N----n) ~ l'indgalitd (4), la (3) 6quivalant maintenant (pour T = ]og,--~' 

proposition 6noncde est bien dtablie. 

8. On obtiendrait des rdsultats analogues si l 'on posait le m~me 
probl6me d'une fa~on un pea diffdrente. 

Proposons-nous de d6terminer une limite supgriem'e de [g(z)[ en tous 
les points de certaines eirconf6renees ayant leur centre ~ l'origine. 

On a, en posant [a i[ = r~ 

La somme Z relative aux p61es pour lesquels r_ > I + 3 ou ~ > I + 3 
?'i r 

se calcule comme au w 5. 
Supposons d'autre part que r soit situ6 dans Fun des intervalles d6- 

finis au w 26 de la premiere pattie. On aura en conservant les notations 

de c e  paragraphe, lorsque 
r~ < r < r~+~ 
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les indgalitds 
N x N < - - . . .  - -  < _ _ ,  

r a + l  - -  r r r k + i  - -  r ~ r  

I N i N - - < - - . . .  - - < _ _ .  
r ~ r k  r r - -  r k _ i . b l  ~b?" 

Si donc nous considdrons t o u s l e s  pbles (au nombre de u) pour lesquels 

r i  ~ " " " r < I + $ o u  - < I + o, la somme X correspondante sera mfermu e h 

hNlogv ,  
r 

h dtant un hombre positif fini. 
Le rgsultat subsistant rant que N >  4 n' et u ~tant infdrieur k n' et 

~t n, nous pouvons 6noncer la proposition suivante" 

Si  l'ordre p n'est pas  entier, il existe une infinitd de cercles ayant leur 

centre it l'origine et des rayons inddfiniments croissants tels que l'on air en 

chacun de leurs points 

h dtant une constante positive finie et n l e  hombre ddfini au w I4  de let 

premidre partie. 

Si l'ordro p de G(z) dtait entier on remplaeerait, comme plus haut, 
rindgalit~ prdc6dente par 

lu(z)l < l,r,'-' + hi n l o g n . . . l o g ,  n 

(k entier, h,  h 1 finis). 
Nous bornant au eas oi~ p n'est pas  entier nous gdndrMiserons la pro- 

position pr6e6dente eomme eelle du w 6. Si nous eonsiddrons sur 1'axe 
des r u n  segment de longueur r, nous pouvons affirmer que les points 
r' de ce segment tels que l 'on n'ait pas sur tout le cercle de rayon r' Find- 
galit6 

(4) Iv( )l < hnlog.log,,,,  

forment des segments dont la somme es{ infiniment petite par rapp(]rt au 
segment total. 
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Rapproehant ee r6sultat de celui du ,~ 7, nous dnoncerons la propo- 
sition suivante: 

Soit une aire A proportionnelle h r ~, par exemple le eerele 6' de 
centre 0 et de rayon r. Zes r~gions de ce cercle ote l'in~galit6 (4) n'est 
pas vdrifide forment une aim infiniment petite par rapport ?t l'aire totale A. 

9. Ainsi, si l 'on prend la prdcaution d'exclure du champ de la va- 
riable le voisinage imm6diat des p61es, on peut limiter le module de .q(z) 
exaetement eomme on a fair pour celui de la fonction enti~re G(z). 

On obtient d'ailleurs immddiatement une r6ciproque du thgor~me dd- 
montr6 au paragraphe pr~cd, dent. 

Supposons que le long d'une eirconf6rence C de rayon r ,  on air 

I,a( )l < 

Soit n' le nombre des p6les de g(z) dont le module est inf6rieur ~t 
r.  On a 

n ' =  ( .q(z)dz ,  
C 

d'ol'l 

(5) < h 

h 6taut un nombre positif fini. 

Si, quel que soit r, il existe une circonfdrence de rayon ~" (7 fin i) 
jouissant de la propridtd indiqude, on peut affirmer que l'indgaliN (5) est 
vdrifide pour toute valeur de i ~. 

Les nombres n e~ n' qui figurent duns les inggalit~s (2), (4) et (5) 
sont eeux que nous avons d6jh reneontrds dans la premibre pattie. Nous 
avons vu que, lorsque l'ordre p n'est pas entier, ees nombres sont sflre- 
ment ~gaux pour une infinitd de valeurs de r inddfiniment croissantes. 
Nous avons de plus ddfini au w I8 les eas oh ils coincident pour route 
valeur de r .  La eomparaison de ees deux nombres, duns le eas off p est 
entier, a 6t6 faite aux ~w 22 e~ 23. 

Le voisinage des p61es ayant 6tg exclu du champ de la variable, comme 
il a 6t6 dit au w 8, d6signons par m(r)  le module maximum (pour H = r )  
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de g(z) dans les rdgions restantes. Nous ddduirons en particulier du thd- 
orbme du w 8 et de l'indgalitd (5) que si, h partir d'une eertaine valeur 

de r ,  le rapport ~'~ reste compris, quel que soit i, entre d ~ x  nombres finis, 
i 

le rapport toO') sera supdrieur h un nomtn'e fixe et in(dri~tr h log r .  ~ . p ~ l  

Si ron reprend l'expression employ6e pour les fonctions enti~res, on 
peut dire que, dans ce cas, la croissance de la fonction g(z) est parfaite- 
merit r@ulidre. Mais la fonction-type ~ laquelle on compare le module de 
g(z)  est, cette fois, une puissance finie de r ,  au lieu d'6tre une exponentielle. 

Plus gdndralement, si ron a, ?t partir d'une certaine valeur de i, quel- 
que petit que soit z, 

1 1 
- - - ~  - + z  

i p < r~ < i p , 

on aura, a partir d'une certaine valeur de r ,  

rP-r-~'< re(r) < r p-I+~', 

I 
e' tendant vers zdro avec - .  

9 �9 

I o. I1 nous reste h ddmontrer un thdor~me correspondant ?t celui du 
w 2o de la premiere pattie. 

Supposons que l 'on air, ?t partir d'une certaine valeur de r 

n dtant l'inverse de la fonction 

r e ( r ) -  ~. (h positif fini), 

1 a__t a~ 

r = r  ---- n ;  ( log  n ) '  . . .  (log, ~,) ' ,  

l'ordre p n'dtant pas entier. 
Je dis que l'on a, h partir d'u~e certaine va lor  de i 

Supposons, en effet, 
ment croissantes 

1 
r i  p ,  �9 - 

< < h (log ), (h', h" positifs finis). 

que l 'on ait, pour des valeurs n I de i inddfini, 

= 



K ddpassant, 
d ~ a v a n c e .  

Faisons 
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]orsque n~ augmente inddfiniment, tout hombre assignd 

1 

r = K'-~r ~ (fl positif, inf6rienr h I). 

On aura: d'aprbs les calculs effectuds au w 20 de la premibre partie 

l q . P ~  1 P 

r~ < K-~( l~  
,o p 

z... ~ ;~  < K -  (log ~,) ; ,  
~q+l i 

c dtant un hombre positif. 
D'aillenrs le nombre n' des pbles de module infdrieur h r e s t  inf6rieur 

n~, at l 'on a 

n' log n' < gK-PO-z)n. 

On aura done, darts les rdgions ddfinies au w167 7 et 8 

Ig( )l < K - o , .  (c, positif), 

ce qui est en contradiction avec les donn6es. L'hypoth~se faite sur ~,~ est 
donc inadmissible; ce qu'il fallait ddmontrer. 

En particulier, si la croissance de .q(z) est pa~:/'aiteme~t r~!quli~rG e'est- 
~-dire si re(r) est proportionnel h r p-l, h partir d'une certaine valeur de 
r, on aura, ~ partir d'une certaine valeur de i 

h' < r ! <  h" log i  (h', h" positifs finis). 

I I. L'dtnde de la fonction mdromorphe .q(z) conduit, on le volt, h 
des rdsultats qni rappetlent de trbs prSs ceux que nous avons obtenus re- 
lativement aux fonctions enti~res. Aria de mettre mieux encore eette con- 
nexion an lumi~re, je vais maintenant comparer la croissance de g(z) :,~ 
eelle de la fonetion entibre G(z). 

Aeta  mathematica.  28. Imprimd le 14 octobre 1903. 90 
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D6signons par n' le hombre des points a~ dont le module est infdrieur 
i 

~Tr, 7] dtant lui-m~me infdrieur it ~, j e  dis qu'en une infinitd de points  z 

de modules inddfiniment croissants, on a simultandment les indgalitds 

n p 

h e t  h~ 6rant des nombres positifs finis. 
Posons comma au w I4 de la premiere partie 

n '  

On a, quel qua soit z sur le cercle C de rayon r ayant son centre 
h l'origine, 

(7) I [  ( I - - ~ i )  > e  ^~' (h positif et fini). 

On ealeulera de m~me une limite inf~rieure de i . Par exemple 
z - -  a i 

1 

si z e s t  r6el, et 6gal ~ ~ (~ = r), on aura pour i < n' 

D'ofi 

, - , ,  
< I  +~**"  

(S) R $ - a  > k~- (k positif fini). 

Donnons maintenant h r une valeur particuli~re r~. Quel qua soit 
rl,  il existe sur le cercle C de rayon r I des arcs le long desquels la pattie 
rdelle 

R[log 

est positive. (Premiere partie .~ I7. ) Parmi les rayons issus de l'origine 
et aboutissant aux divers points de ces arcs, il en est une infinitg sur 
lesquels la fonction R [ l o g G l ( z ) ]  est continue ainsi qua sa ddrivde. Nous 
avons toujours le droit de supposer, apr~s avoir fair, si cela est ndcessaire, 
]e changement de variable z' -~ ze ~r qua l'axe r6elle est l 'un de ces rayons, 
et nous aurons alors pour z = $1----rl l'in~galit6 

n[lo  > o. 
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On peut d'ailleurs disposer de la nouvelle variable z' de fagon- que ~ soit 
arbitrairement grand, et par suite, (st $o est un point donnd de l'axe rdelle 
($0 < $~), et no la valeur e0rrespondante de n'~), de faqon que 1'on air 

(9) " ' $' R [ l o g  G 1 k,~olog~ > (~o)], 

k~ dtant un hombre inf~rieur tt k. Nous coneluons de 1~ qu'il existe entre 
$o et ~ des points ,~ tels que l'on air 

(io) 

en effet, s'il n'en dtait pas ainsi, l'intdgration du premier membre de ~0 ~ 
$1 donnerait 

R[log G,(~:,)] < R[logG,($o)]---Zlnomg ~ < o, 

ce qui est contraire ~ nos hypothbses. 
Nous pouvons affirmer en outre qu'il existe des points ~ oh l'on a 

simultandment l'indgalitd (x o) et l'indgalitd 

~[log a,(~)] > o. 

Supposons en effet que cetCe derni~re indgalitd ne soit pas satisfaite 
aux points ~ ddfinis plus haut; comme elle l'est au point ~1, il existera sfire- 
merit entre ~ et $~ des points $0 off la fonction R[logG~(~)] sera positive 
est croissante: l'indgalitd (Io) sera done satisfaite en ces points, qu'il est 
loisible d'appeler ~. 

D'aiUeurs les indgalit6s (7) et (8) sont toujours v&ifides en ~, et l'on 
a n '0~n'  (puisque ~ > ~0). I1 en rdsulte que 1'on a simultandment les 
indgahtds 

(,,) R[logG(~)] > hn', 
RU~ogg(~)l ., 

L ,~ J > ( k - k l ) ~ - '  

h e~ k ~  k~ grant des nombres positifs finis, ca qu'il fallait dgmontrer. 
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I2. En supposant l 'ordre p de G($) non entier, nous pouvons eom- 
pl6ter encore le r6sultat pr6cddent. Nous avons vu que pour une infinitd ~ 
de valeurs de r inddfiniment croissantes, on a 

[G($)[ < e h'=' et de m g m e  [GI(~)] < e ate' (hi potitif fini), 

n' ayant la mdme signification qu'au w 1 I. 
Supp0sons, en particulier, ces indgalit6s satisfaites pour z r6el est dgal 

h $o. Nous voyons alors qu'une condition suffisante pour que l'in6galit6 
(9) soit vdrifi6e est que l 'on air 

k, n~ log ~ > h~no, 

OU 

fro ~ e * , 

ee qui laissera fini le rapport ~. 
r 

Sachant que ee rapport est fini, nous constatons d'abord, (d'apr~s le 
th6or~me fondamental d6montr6 dans la premiere partie), qu'en tout point 

compris enh'e ~0 et r l 'on a ~ comme en ~0 

IG,($,)I < e"" (h. positif fini). 

D'autre part, nous savons (w 8) que l 'on a, dans une infinitd d'inter- 
valles partiels compris entre ~o et $~, l'in6galit6 

~FG'(~)I n' log n' (k 2 positif fini). 

Je dis qu'en une infinit# de _points $ cette in~yalitg sera satisfaite en 
m~me temps que les inggalitds (i I). 

Supposons en effet qu'en un point $' ces derni~res in6galitds soient 
seules satisfaites, et donnons maintenant h n' une valeur fixe proportionnelle 

no" Appelons $~ la premiere valeur de $ supdrieure h ~' pour laquelle 

i pour toutes, si la croissanco de G(z) est r6guli~re. 
' pour r ---- ~, commo pour r ~ r le rapport do n' au nombre n du w 3 es~ fini. 
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on air l 'inggalitg (i 2) ($~ peut ~tre cette lois plus grand que $~, mais le 

rapport ~o est fini, en vertu du thdor~me du w 8). Au point $'1 l'on a 

R i d  log/~($'~)] __ k2 n' log n' ~' ' 

et en m~me temps 
R[log G($'I)] > hn', 

puisque la fonction R[ logG(#)]  n'a pas cess6 de croitre dans l 'intervalle 

' "  ~ 6rant fini, on aura toujours ~ ' ~ .  D ailleurs, le rapport ~0 

]G(~',)I < e ~--"' . 

13. Si nous revenons maintenant ~ la variable z et si nous rempla- 
~ons $ pa r sa valeur r,  nous pourrons interprdter comme il suit les ing- 
galitgs PrgC~dentes. 

Si G(z) est u n e  fonction enti~re d'ordre non entier et n' le hombre 
ddfini ate w i I, on aura simultandment pour une infinitd de valeurs de z 
s'dloignant inddfiniment de l'origine, l'dgalitd 

ei G(z) = e""' 

(h grant un hombre positif fini et a un angle eompris entre o e t  e~r) et 
l'dgalitO 

= e 

# dtant un hombre positi f  sup~rieur it un hombre fini et infdrieur ~ log n'. 
Cette proposition permet d'dtudier la eroissanee de la fonction n' de 

r,  lorsque le produit G(z) est ddfini par une dquation diffdrentielle du 
premier ordre h laquelle ii est suppos6 satisfaire. On substituera dans 
l '~quation aux expressions e~G(z)  et R[e~G'(z)]  les valeurs qui viennent 
d'etre donn6es, et l 'on caleulera n' en dgalant le rdsultat h z6ro. 

I4. Les propositions pr6c6dentes ne fournissent, certes, que des ren- 
seignements tr~s vagues sur l'allure g6ndrale de la fonction g(z). Mais 
elles mettent en 6videnee l'existence de certaines rdgions qui offrent quel- 
que int6r~t au point de rue th6orique. Dans ces rdgions l'influence per- 
turbatrice exere6e par les pbles sur la croissance de la fonction est la m~me 
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que si la distribution de ces pSles ~tait uniforme: C'est ce qu'expriment 
les in~galitgs (3). I1 existe par suite des portions 5tendues du plan (par 
rapport auxquelles routes les autres seront n~gligeables si l 'on se contente 
de l'in6galitg (4)) oh l'influence des pSles sur l'ordre de grandeur de la 
fonction est, elle aussi, n6gligeable. Cet ordre de grandeur d~pend unique- 
ment de la nature de la singularitd essentieUe dent on s'a:p~vroche, exaetement 
comme il arrivait pour les fonctious enti~res. On volt par lh que le mode 
de croissance de y(z) est bien un ~16ment fondamental de cette fonction, 
ind6pendant de la situation particuli6re des p61es. 

Des consid6rations de cette nature sent n6eessaires pour justifier l'6tude 
de la croissance lorsque l 'on a '~ faire h des fonctions m6romorphes. Elles 
s'appliquent en revanche h des classes de fonctions beaucoup plus ~tendues 
que celle des fonctions g(z). 

Consid6rons par exemple une fonetion m6romorphe qui n'ait que des 
phles simples, les rdsidus corresl~ondants grant des hombres finis. I1 est 
facile d'~tendre la notion de genre h de telles fonetions. Si l 'on a une 
fonction de la forme 

b~zp 
(,3) + "IG 

H(z) 6t~ant un polyn6me de degr6 1 ~ - - ,  au plus, et la somme 2,' 6rant 
absolument convergente duns tout le plan, except6 aux points singuliers 
ai, on pom'ra dire que la fonction ~ f(z) est de genre p.  

Les hombres bi grant tous finis, il est clair que f(z) satisfait, duns 
les m4mes conditions que y(z), aux indgalitgs (I), (2) ou (4)- 

Si l 'on voulait gdndraliser encore ce rdsultat, il faudrait supposer que 
b i au lieu de rester fini est, commea i ,  une fonetion eroissante de l 'entier 
i. La mdthodc des paragraphes prdcddents s'appliquerait encore h ce eas. 

1 Si l'on adopte, pour les fonctions mgromorphes, eette d6finition du genre, les 
fonctions mgromorphes de genre p ne seront qu'une cat6gorie tr6s particuli6re de la 
classe des fonctions qui s'expriment par le quotient de deux fonctions enti6res de genre 
2 .  La plupart de ces dernigres fonctions seront, A notre point de vue, de genre infini; 
car leurs r6sidus deviennent g6ngralement infiniment grands avec r .  On rencontre de 
graves difticult6s lorsqu'on essaye de dgvelopper de telles fonctions sous ]a forme (I3). 
Cette forme de d6veloppement a 6t6 6tudi6o par M. BORE~ darts un important m6moire 
publi6 en 19oi dans les A n n a l e s  de l '~3cole N o r m a l e  S u p 6 r i e u r e .  
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I~es ddrivdes suceessives  de g(z). 

1 5. Pour rendre les r6sultats prdc6dents applieables h l 'dtude des 
dquations diffdrentMles algdbriques d'ordre supdrieur au premier, il taut 
dtendre nos considdrations aux ddrivdes successives de la fonction g(z). 

La proposition du w 3 se laisse aisdment gdndraliser. On a 

zP--1 zP 

Nous bornant au cas off l 'ordre p du produit infini G(z) n'est pas 
entier, supposons qu'il existe un angle fini r ayant son sommet ~ l'origine 
et ne contenant aueun des points a~, on aura, lorsque z e s t  dans l'angle 

-~ de mgme bisseetriee: 
2 

et par suite 

Or nous avons ddtermin6 au w 3 une limite supdrieure de la somme 
qui figure dans le second membre. Si nous introduisons de nouveau la 
fonction r  de ce paragraphe, et si nous posons 

r  = r 2" (~ fini) 
n o u s  a ~ r o n s  

h e t  h I dtant des hombres finis, et ~(r)  ddsignant comme au w 3 la fonc- 
tion inverse de r  

Le m~me raisonnement s'appliquant h une ddrivge quelconque de 

g(z), on aura 
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h et h~ 6tant finis. En d'autres termes, on a le droit de d6river autant 
de fois qu'on le veut l'in6galit6 (I). Cela n'6tait, comme on sait, nulle- 
menf 6vident h priori. 

I6. Ces rdsultats si simples ne subsistent malheureusement pas dans 
le eas gdn6ral oh il n'existe pas d'angle fini ~ ne contenant aucun pble 
de la fonction. Nous allons, pour dtudier ce cas g6ndral, faire appel ?~ des 
consid6rations analogues h celles du w 6. La difficult6 du pr0bl~me pro- 
vient, ici encore, des pbles qui sont voisins d u  point z oh 1'on consid~re 
la fonction. Nous pouvons donc, pour un instant, faire abstraction des 
autres pbles. 

Soit A une aire proportionnelle h H 2 r  ~ et contenant 18 point z. La 
forme de eette aire n ' important  pas ici, je supposerai qu'elle est un carr6 
de c6t6 6gal ~ Hr .  Soit ~ le nombre des pbles de g(z)  con~enus darts 
ce carr6, et soit N u n  entier tel que 1'on air, par exemple N ~ >  32~. 
D6composons le carr6 A en N ~ petits carrds tous 6gaux ayant leurs ebt6s 
parall~les. Nous d6signerons ees earr6s par 

b12 . . . . .  blze 

. . . .  

blv~ . . . . .  b~N. 

A ehaque pSle ai contenu dans A je vais faire correspondre un 
certain hombre de carr6s b que j'exclurai du champ de la variable z. 
Cette correspondance satisfera ~ la condition suivante: si z est un point 
quelconque du champ conscrv6, l 'un au moins des carrds correspondant 
ai aura tous ses points plus voisins du point z que n 'en est ai. Pour 
6tablir une telle correspondance entre les pSles a~ et les carr6s b, je pro- 
c~derai comme il suit, ombrant au fur et h mesure les carres choisis. 

Soit a t u n  pSle situ6 dans le carr6 b~k: nous ombrerons, s'ils ne le 
sont pas d6jg, le cart6 bj, k, ct les huit  carr6s, b'~...b;, qui l 'entourent. 
Si quelques-uns de ces carr6s, par excmple b~, b'2, b'~, sont d6j?~ ombr6s, 
nous ombrerons tous ]es carr6s (en nombl"e inf6rieur h 16) qui touchent 
'~ la figure form6e par bj,~,, b~, b;, b;. Mais il se pourra que dans certaines 
directions les carr6s qui avoisinent imm6diatement cette figure soient eux- 
m~mes d6jg ombr6s: voiei alors comment on op~rera. Menons par a~ les 
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parallSles aux cbt6s du carr6 A, et divisons chacnn des quatre angles 
droits ainsi formds en quatre angles 6gaux; nous formons ainsi seize angles 
dont je consid6rai Fun en particulier, l 'angle u a~u' par exemple. Tra~ons 
ensuite des cercles F de centre a~ et de rayons croissants, et soit F 1 le 
premier de ces cercles qui touche, dans l'angle ua~u',  ~ un carr6 non 
encore ombr6. I~ d6termine dans l'angle ua~u' un sectenr c~a~c~ tout 

Qt" 

entier ext6rieur au carr6 bj~. Si alors z est un point queleonque situ6 
dans une r6gion non ombrde de l'angle u alu', il est clair que tout point 
de bj~ est moins 6loign6 de z que le point ai. 1)dsignons en effet par R 
la distance de a i ~ z,  par r le rayon aicL et par p le c5t6 de b~,~. /'6~ant 
un point quelconque du carr6 b~, nous pouvons remplacer le chemin fz  

par un chemin, plus long, ainsi compos6: un segment re, p'lrall~le h l 'un 
des c6tds de bjk, dont la longueur est infdrieur h p, un arc ed de la cir- 
eonfdrence de centre a~ passant par e, arc dont la longueur est infdrieure 

7/'H 
-8-' (r < r ' < r  + p ) ,  enfin un segment dz du rayon aiz , 6gal h R - - r ' .  

Le ehemin total est infdrieur a 

et par suite h R,  du moins s i r  > 21o. Or lorsque r < 2p nous retombons 
dans le cas simple trait6 plus haut oh certains carrds avoisinant immddiate- 
ment soit bj, k,, soit les huit  earrds qui l 'entourent ne sont pas encore ombrgs. 
Eeartant ee cas partieulier, nous voyons que si dans ehacun des seize angles 
qui entourent ai, nous raisons correspondre ~t ee p6]e tm earr6 tel que bj~, 
la correspondance ainsi 6tablie satisfera bien aux conditions voulues. 

Aeta mathemat~a. 28. Imprim$ le 15 octobre 1903. 21 
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Si plusieurs carr6s jouissent de la m~me propridt6 que bjk, on choisira 
Fun quelconque d'entre eux. Si a~ est un pble multiple on recommencera 
l'opdration prgcddente en supposant ombr6 le earr6 bj~. 

1 7. Cette suite d'op6rafions fair correspondre ~ chaque pble a~ 16 
hr., 

carr6s b au plus. Si doric N ~ >  32~, il restera finalement plus d e ~ -  

carrgs non ombrds. I1 y e n  aura done, parmi ceux-ci, dont tousles  points 
seront ~ une distance du contour de l'aire A sup6rieur ~ vH}-, ~ dtant 
un hombre fini. Soit z un point d 'un tel carr6. Ce point jouit des pro- 
pridtds suivantes" les pbles les plus rapprochds de z en sont g une distance 

Hr 
supdrieure g -~-, et ils sont au hombre de 8 au plus; d'une mani~re gdn6- 

jr rale, le hombre des pbles dont la distance g z e s t  infdrieure g H ~  est 

infdrieur au hombre des carrds b dont les points s o n t h  une distance de z 
6gale ou plus petite; ce hombre est doric infdrieur h 4J(J + I). Modifions 
alors la disposition ordinaire des indices des p61es situ6s dans l'aire A e t  
classons ces p61es d'apr~s leur dloignement du point z. Nous aurons 

r Iz- 81 > r Iz-o 1 > H X . . .  HX, 
. . . . . . . . . . . . . . . . . .  �9 . . �9 , 

jr 
]z--a,,(,_,)+,] > H ~ . . .  I*-~4,(~-,+,,I > 

le 

�9 . o ~ . . . . .  , ~ . o ~ . . . . . .  �9 . . . .  ~ . . . .  

j r  
nombre des pbles dont la distance h z e s t  comparde h H N  ~tant 6gal 

h 8j .  j crolt de I ~ p et l 'on a 2/~<~/~. 
On d6duit de l~ les in6galit6s 

[ i ~ . N  Nz N ~ 
H ~" i ._.~:1 < 8a a~7. < 8  - - <  "7" e r 

~ i ,< < k  H2 [ z -- ai 8yj-%r" 7 log p 
1 1 

t t~ . N s N *  

H~ Iz--a,F < Z 8Jj%r~ < kl 7 
1 

(14) 

et ainsi de suite. 

(k nombre fini) 

(k 1 nombre fini) 
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On peut interprgter simplement ees inggalitgs en disant qu'au point 
z les sommes prgeddentes ne peuvent ddpasser la valeur qu'elles prendraient 
si la distribution des p61es ai 6fair uniforme, e'est-h-dire si ehaeun des 
earrgs b sauf eeux (au nombre de 9) qui avoisinent imm6diatement z con- 
tenait un pble et un seul. 

18. Ces divers rdsultats dtant acquis nous pouvons calculer au point 
z une limite sup6rieure des modules de g'(z) et de ses ddrivdes. 

Considdrons la somme 
ZP 

a ~ ( z  - -  a i ) '  

Lorsque a~ est darts l'aire A d6finie plus haut, le rapport ~-i est fini. 

La somme ~; eorrespondant aux p61es situ~s dans A est done inf~rieure, 
en module, 

h N ' ,  (h positif fini). H,r~l~ 

N' n' dtant le nombre ddfini au w 5, lo rapport - -  sera sfirement inf~rieur '~ 

un nombre fixe, si l 'on prend, par exemple, pour N 2 le plus petit cart6 
de nombre entier sup~rieur k 3 2~. Si alors nous supposons fini ~ le nombre 
H,  le module de la somme X sera inf~rieur (puisque 2# < ~/~) 

hi n' log n' r~ (h, positif fini). 

Considdrons maintenant les pbles restants et d'abord ceux (en hombre n;) 
dont le module est infdrieur h r .  Pour chaeun de ees pbles, on a 

I --a l > kr (k positif fini). 

Par suite, si l 'on suppose que rordre p du produit de facteurs pri- 
maires G(z) n'est pas entier, on aura 

n grant toujours le nombre ddfini au w 3. 

(c positif fini). 

On obtiendrait d'autres th6or~mes si l'on supposait que le nombre H crolt in- 
d6finiment avec r. Cf. w 19 et w 26. 
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Pour les pbles de module supdrieur h r, qui sont extdrieurs ~t l'aire 
~ 011 o~ur~ 

> kri (k positif fini). 

La somme z correspondante sera donc infdrieure, en module, h 

r p-1 + I Ct?~ 
k ~ z.. p+~ ou h k,r, (c~ positi~ fini). 

n+l Ti 

Nous avons donc finalement 

] ~  zP hn n'log n' (h h 1 positifs finis). 
aP (z - -  a,:)' < 0 +h~  ~, 

D'ailleurs la somme 

zp_l 

1 af (z--ai) 

4gale h I g(z)l es~ sflrement, au point z, inf4rieure au second membre de 
r 

eerie in6galit6. 
Nous pouvons alors 6noncer le th~or~me suivant: 

Si l'ordre de G(z) n'est pas entier, il existe une infinitd d'aires indd- 

finiment dloiyn@s de l'origine, oie l'on a 

(, 5) Ig'( )l < I, , 

h restant inferieur ~ un hombre fixe, et n a#ant la mOme sonification 

qu'au w 3. 

Si l'ordre p &air entier, on d6terminerait le hombre n comme au w 22 
ou au w 23 de la premiere pattie, et l 'on remplaeerait l'in6galit6 (15)par  
une in6galit6 de la forme 

]9'(z)] < hr ~-~ + hi n logk n (k entier, h,  h, positifs finis). 
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On vgrifie d'ailleurs aisdment en se reportant aux sommations prgcg- 
deutes que l 'on a duns t o u s l e s  eas 

h n' log n' 

I 
r tendant  vers z~ro avec - .  

I9. Insistons maintenant  sur le cas off l'ordre p n'est pus entier. 
N ~ 

~1 rdsulte de la ddmonstration du w 18 que si le rapport - -  est fini, (nous 
~b 

avons vu qu'on peut prendre en tout eas N 2 proportionnel h 32~), la somme 

des earrgs partiels duns lesquels l'in6galit6 (I5) est satisfaite est duns un 

rapport fini avee l'aire totale A. Si l 'on rempla~ait la eonstante h par 
une fonction croissante de n, par exemple par l og logn ,  on pourrait aller 

plus loin. Considdrons par exemple le cercle C de rayon r ayant son centre 
'~ l'origine. Je  vais montrer que les rggions de l'aire C duns lesquelles 
l' indg al itd 

n log n.  log~ n 

n'est pus vg~rifide ont une somme infiniment petite par  rapport ~t l' aire totale C. 

Supposons en effet que le cbt6 du carrg A soit 6gal h at,  le hombre 

a ~tant arbitrairement petit avee - .  

l 'aire A on aura les deux indgalitgs 

I z - -a~[  ~ aklr~ 

Pour tout  pble a~ situd en dehors de 

I z ~ ai[ > ~klri (k 1 positif tint). 

Si donc duns le paragraphe prdcddent on fair k ~ ak,, on constatera que 

cn (c positif la somme ~ correspondant k ees divers pbles est inf~rieare k a-~rr ~ 

tint). Faisons d'autre part au w I7 N - ~  n, H :  a. La seconde in6galit6 

(x4) nous montre que l 'on a dans certaines rdgions de A 

I hn 2 log ~ (h positif tint). 1 I z - - a / r  < a~r' 

On vdrifie de m6me que, duns les r6gions eonsid6r6es le rapport I g(z)[ 
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est infdrieur au second membre de cette in~galit6. I1 e n e s t  par suite de 

m~me '  de IV'(')I. 
I 

Faisons en particulier a = ~/l~g, ~'  l'in~galit~ (16) se trouve satisfaite 

dans certaines r6gions de l'aire A. Or il est clair que quelle que soit la 
situation du carr6 A dans le cercle C, le nombre ~ des pSles qu'il eontient 
deviendra, lorsque r croltra, infiniment petit par rapport h N: il ne pourra 
en ~tre autrement que pour un hombre limitd de carrds A dont la somme 

^ I 
est elle-meme infiniment petite (avec ~) par rapport h l'aire totale du 

P 
cerele C. D'autre part, si ~ est tr~s petit, le rapport ~ A de la somme 

des carr6s partiels b off l 'on a l e s  in6galit6s (I4) tend vers l'unit6. C'est 
bien le r~sultat que j'avais annoned. 

2o. Une mdthode ideniique permettra d'dtudier la foncfion g"(z) et 
ses ddriv~es suceessives. Nous pouvons donc, sans reprendre la suite des 
raisonnements pr6c6dents, 6noncer les rgsultats suivants qui rgsultent des 
indgalitgs (I4). 

II  existe des aires inddfiniment dloigndes de l'oriqine oit l'on a, en m~me 
temps que l'indgalitd (I5) les indgalitds 

(i7) Ig"( )l < - , < h, 

h~ et h 2 dtant des constantes positives finies. 

De m~me, en raisonnant eomme au w I9, on constatera que dans des 
r@ions du cercle C dont la somme a avec l'aire totale C u n  rapport tendant 
vers l'unit6, on aura en m~me temps que l'in6galitd (I 6) les in6galit~s 

1 Si l'ordre p 6tait entier, il faudrait 6galement d[viser par a ~ la limite obtenue 
au w 18. On a, en tout cas, dans certaines r6gions du carr~ A de 06t6 ar l'in6galit6 

i g,(z) I < h~' log U a , r  ~ + • 

I 
z tendant vers z@o avec - .  
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log 2 n peut d'ailleurs 4tre remplae6 par log a n, ou par une fonet ion  de n 
croissant moins r i te encore. 

La m&hode qui vient d'etre employ& est susceptible d'autres applica- 
tions encore. On peut l 'employer pour d6terminer une limite sup6rieure du 
module de la fonetion y(z) elle-m4me et l 'on obtiendra ainsi une limite 
plus prgeise que celle h laquelle nous sommes parvenus plus haut, (dans 
des r6gions moins 6tendues il est vrai). 

I1 r6sulte en effet de la premi6re in6galit6 (I4) que si l'ordre p duproduit 
de facteurs primaires G(z) n'est pas entier l 'on a en m4me temps quo 
l'inggalit6 (I 5) l'inggalit6 

iv(*)l <he (~ positif fini). 
9" 

Cette limite cst partieuli6rement intdressante lorsque la fonetion g(z) est 
eroissance rdguli6re. D&ignons par ml(r ) le module maximum (pour 

[ z [ = r )  de g(z) dans les r6gions off l 'on a l'in~galit~ (I5). Nous pouvons 

compl6ter la proposition ~nonc6e au w i o en disant que si le rapport r~ 

reste, quel que soit r, infdrieur h u n  hombre fini, il en sera de m~me du 

rapport m,(r)" 

2 I. La notion de croissance r6guli6re s'6tend imm6diatement ~ la 
fonction g'(z) et h ses d6riv6es. Consid6rons par exemple, la fonction y'(z). 
Appelons m2(r ) son module maximum (pout" [ z l = r ) ,  duns les r6gions oh 

%(r )  
les in6galitds (I7) sent satisfaites et supposons que le rapport ~,o--T reste 

partir d'une certaine valeur de r,  compris entre deux nombres finis. 
On peut dire alors que la eroissance de 9'(z) est parfaitement r6guli~re. 

Dans ce eas, nous d6mon~rerons, en raisonnant comme au w Io, que 
l'on a h partir d'une eertaine valeur de i 

=-rf < h' log i (h' positif fini). 
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22. Les divers rdsultats que nous venons d'obtenir s'dtendraient 
immddiatement h des fonctions mdromorphes plus gdn6rales que la fone- 
tion g(z) et ses ddrivdes. Considdrons comme a u w  II  la fonction mdro- 
morphe que l 'on pourrait appeler fonction de genre p 

b,z~ + H(z), f(z) = Z a~(z--ai) 

H(z) 6rant un polynbme de degr6 p -  i, et les b+ 6tant tous des hombres finis. 
Nous avons vu que le module If( )l a m~me limite supdrieure que Ig( )l- o n  
constaterait de m~me que . . .  satisfont d~ns les m~mes con- 
ditions que . . .  au~ indgalitds (~5) et (~7) ou ( I 6 ) e t  (I8). 

23. Le module des fonetions g ' (z) ,  g " ( z ) , . . ,  atteint-il effectivement 
la limite supgrieure que nous lui avons assignde? I1 est certain que ce 
module prendra des valeurs arbitrairement grandes si l'on approche suffisam- 
ment d 'un p61e. Mais, si l 'on entoure chaque pble d'un petit cercle Ig'(z)] 
pourra-t-il atteindre sa limite supdrieure en dehors des petites aires ainsi 
formdes? ])our rdpondre h cette question, nous remarquerons que la pro- 
position du w 9 se g6n6ralise tr~s facilement. 

On a 

[( I I 2z (p ~_ I)zp -2 ] 
�9 . .  a ~ _ ~  ] "  

Considdrons alors l 'intdgrale ddfinie 

f --zg'(~)dz, 
C 

en ddsignant par C le contour d'un cercle C de rayon r sur lequel la fonc- 
tion g'(z) est continue, et soit n' le hombre des p61es de g(z) contenus 
dans ce cercle. Ces p61es sont aussi ceux de la fonction --zg'(z) et les 
rgsidus correspondants sont 6gaux it 1'unit6. On a donc 

f - -  zq'( z)dz = n'. 
C 

D'ofi nous concluons qu'en certains points de la circonfdrence C on 

r:l,q'(~)l > n'. 
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La m~me m6thode s'appliquerait dvidemment ~ une ddriv~e quelconque 

de g(z). Ainsi, en eonsid6rant l'int6grale fzqg(q)(z)dz, on prouverait qu'en 
c 

eertains points du eerele C, on a 

Au lieu d'int6grer la fonction --zg'(z) Ie long du cercle C, on pourrait 
l'int6grer le long d'un contour ferm6 quelconque sur lequel cette fonetion 
est continue. Si la longueur du contour est ~r, le nombre des z6ros en- 
veloppds ~ln', 7] et 71 grant des nombres finis, on aura en une infinit6 de 
points du contour considdrd 

7)t 'gb t 
(I9) [g'(z)[ > ~ ~," 

Cet~e indgalit6 est satisfaite le long de lignes ~elles que tout contour 
satisfaisant aux conditions prgcddentes soit travers6 par une infinit6 d'entre 
elles. Ces lignes ne peuvent donc pas gtre contenues tout entibres ?~ Fin- 
t6rieur de petits cereles entourant les pbles. L'in6galitd (19)est bien carae- 
t6ristique de la fonction mgromorphe g'(z). L'application suivante vanous 
permettre d'ailleurs de nous en rendre mieux compte. 

24. Posons 
- - 9 ' ( z )  = 

et supposons que g satisfasse h une 6quation diffgrentielle de ]a forme 

= 2y3 + u 
2 

u 6rant une fonction quelconque de z, connue ou inconnue, qui s'efface 
devant les deux premiers termes de l'6quation lorsque z s'approehe d'un 

pble de y. En d'autres termes la fonetion u est telle que le rapport 

tende vers zgro, lorsque z tend h se confondre avee l 'un des pbles de y. 
Je vais chercher h ddterminer les rayons des cercles dont il faut 

entourer les pbles pour que la perturbation apportde par eux darts la crois- 
sance de y ne se fasse plus sentir en dehors de ees cercles, c'est-h-dire 
pour que les grandes valeurs de y ne ddpendent plus, dans la rdgion respectde, 
que des thdorbmes gdn6raux. 

Aeta mathematiea. 28. I m p r i m ~  le 16 oc tobre  1903. ~ 2  
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]~tudions la fonction y au voisinage de l 'un de ses pbles sans nous 
prdoecuper d'ailleurs de savoir dans quelle mesure ce p61e est isol6. Ex- 
eluant du domaine ~tudid l 'entourage immddiat du pble, d6signons, d'une 
mani~re prdeise, par $ et a deux hombres positifs (qui pourront, en m~me 
temps que r ddpasser tout hombre donnd), et tels que los in6galitds 

(20)  [y [  > ~ e t  ( 2 I )  [y ]  < ~ 

entralnent autour 1 d 'un point z 0 off elles sont satisfaites, l'in6galitd 

lul< iyl ', 
grant un hombre positif donn6, arbitrairement petit. 

Consid~rons un chemin z o z  , dont la longueur soit h u n  facteur fini 
pros dgale ~ [ z o - - z ] ,  le long r los indgalitds (20) et (2I) seront 
suppos6es satisfaites. On a, le long de ce chemin 

4y 3 

~ �9 ~ 
Diofi, par lntegrahon 

I I 
- -  - + 

I~ l i  < r 

le rapport ~-~ 6tant fini. $ 

Cela pos~, gtudions y au voisinage d 'un point z o off l 'on air 

Yo ~ $)', 

121 grant compris entre un nombre fixe sup~rieur h I et un nombre crois- 
l 1 I , 

sant 11 tel que le rapport ~- devienne avec r - inf6rieur h tout hombre donne. 

Faisons 
T 

Z - -  ~o 2 ~/Yo 

1 c'est-s le long d'un chemin quelconque issu de zo, taut que los in~galit~s 
(20) et (2I) seront satisfaites sur ce chemin. 
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et supposons que les in6galit6s (2o) et (2i) ne cessent pas d'6tre v6rifides 
le long du chemin ZoZ. On aura c n  z, 

I (I + 3t)r + I (22) ~-~ = ~ 

Le numgrateur du second membre aura un module fini (non infiniment 
petit), si r est, dans son plan, en dehors d'un cercle de rayon fini ayant 
son centre au point - - I .  I1 faut pore" oela que z soi~ en dehors d'un 

i h 
cercle ~- qui a son centre au point z 0 - -2~/y ~ et son rayon 5gal h ~/d[l~]' 

(h positif fini; par exemple h <-~, de sorte que le point z o eSt en dehors 

du cercle ~-). 
Soit alors z en dehors de ~" et :~ une distance de son centre 6gale 

k 
~/dl-~- l (k positif). On d6duit de (22) les in6galit6s 

011 

(23) l y l <  ( I  - -  e , ) ~ k  ~ 

et 

~1,~1 (24) Ivl > (~ + , ; ) ,k ,  ( ~ini). 

Pour que les in6galitds (23) et (24) soient v6rifi6es le long d'un chemin 
ne traversant pas r, il suffit que les in~galitgs (20) et (21) ne cessent pas 
d'etre v6rifides le long de ce chemin. Or, d'apr~s les hypotheses faites 
sur ~ l'in6galit6 (23) entraine n6cessairemont l'in6galit6 (2I) lorsque r e s t  
assez grand. D'autre part, l'in6galit6 (20) est une cons6quence de l'in6- 
galit6 (24) rant que l 'on a 

I 
Considgrons alors un cerele e de centre z o e t  de rayon 6gal 

(~ + ~i) ~/~" 
Le long d'un ehemin zoz (no p6n6trant pas dans T)int6rienr h e, les 
in6galitgs (23) et (24) entralnent (2o) et (2i), et d'autre part ces in6galit6s, 
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satisfaites en ~0, ne peuvent cesser d'etre vdrifides avant (2o) et (2 I). Elles 
sont donc satisfaites dans tout :  la portion du cercle ~ extdrieure au cercle ~'. 

Ddsignons maintenant par a un nombre positif qui croltra inddfini- 

ment  avee r, mats moins vite que l~ (c'est4-dire tel que le rapport l, a 

croisse aussi inddfiniment), et tra cons h l'intdrieur de a un cerele concen- 

trique ~ T ayant pour rayon ( i -  ~1)~/h-g" Je  remplacerai ce cercle, pour 

simplifier, par le plus petit cercle c de centre z o qui le contient, cercle 

dont le rayon 1 est manifestement supgrieur ~ (I - -  s~)~a--~o ( -  fini). Lorsque 

z :st  sur le contour du cercle c, on a 

k >  
~ - - I  - - $ 1  

On aura p a r  suite sur ce contour, en vertu de (23), l'indgalitd 

lyl < aD. 

Si maintenant nous sortons du cercle c pour nous rapprocher du contour 
de ~, le hombre k qui figure clans rin~galit6 (23) continuera ~ croltrc, et 
l'indgalitd (25) ne cessera pas d'etre vdrifide. El l :  :st  donc vdrifide dans 
route la couronne comprise entre c et a. 

Cela pos6, considdrons la couronne D limitde par les cercles de rayon 
r~ et ~rl (7] nombre fini plus grand que I, par exemple ~ = 2)ayant  leur 
centre h rorigine, ge supposerai que ron  sache d6j~ (par exemple en vertu 
du theorem: du w 18) que l'on ne peut  p a s  avoir dans tout: la couronne D 

]Y] > ~l 1. 

Si l'in6galit6 (25) n'est pas satisfaite dans route la couronne, on pourra 
sfirement trouver ~ son int6rieur un point z 0 off l 'on aura 

a~ ~ l y [  < ~11. 

A c e  point correspondront un cercle y~, un cercle c1, de rayon supdrieur 

I Lo rayon de c deviendra infiniment petit par rapport au rayon do a lorsque r 
st a augmenteron~ ind6finiment. 
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I 
~ / ~ ,  entourant  z o et ~-~ et un cercle a 1 entourant  c I . Sur le contour 

de c~ on aura l ' indgalitd (25). 

Supposons encore qu 'en  dehors du cercle c~, l ' indgalitd (25) cesse d'etre 
vdrifide en certains points de la couronne D .  Jo ignons  Fun de ces points, 

Zl, au contour de c~ par un chemin (extdrieur '~ c~) sur lequel y est con- 
t inu. I1 existe ndcessairement sur ce chemin un point  z'0 on [y[ est compris 

entre aS et S11 ; nous construirons alors comme plus haut  un cercle c~ de 

rayon sup6rieur k ~/~--~ entourant  zo, et sur le contour duquel  on aura 

l 'indgalit~ (25). Ce cercle est tout entier ext~rieur au cercle cl; en effet, 

d'apr~s ce qui prge~de, le point  Zone  pout se t rouver  h l ' int6rieur  du eercle 
a~, concentrique fi c~; or le rapport  du rayon de ~, ~ celui de c~ aug- 
mente  ind6finiment avec r .  

Nous  rdpdterons la mSme opdration autant  de fois qu' i l  sera ndcessaire. 
S'il existe dans D ,  en dehors des cercles c dgjfi tracgs, un point  z~ oh 

l 'on n 'ai t  pas l 'in6galit6 (25), nous on conclurons (en jo ignant  z~ au contour 
d 'un  cercle c) qu'i l  existe encore (dans D) en dehors des cercles c, un point  

oh l Yl est compris entre aS  et sly; nous entourerons alors ce point  d 'un 
nouveau cercle c, qui est extdrieur h tous les autres, et sur le contour 

duquel  on aura l 'indgalit6 (-"5). Lorsque l 'opdration aura dt~ rdpdtde un 
certain hombre  ~ fini de fois il n 'existera eer ta inemcnt  plus de point  z~ en 
dehors des cercles c; en effet nous avons une l imite infdrieure des rayons 

de ces cercles, et nous savons d 'autre  part,  qu'ils sont tous intdrieurs les 
uns aux autres; le hombre des cercles c que peut  contenir  la couronne D 

est done n6cessairement fini. Ainsi  lorsque nous aurons achevd la construc- 

t ion des cercles c, nous pourrons affirmer que l'inggalit6 (25) est satisfaite 

en tout :point de la couronne D intdrieur it ces cercles. 

Appliquons main tenant  h ]a fonction y le th6or~me du w 23. Pour  
cela, traqons dans la couronne D une courbe ferm6e 2" entourant  l 'origine 

qui sera assujettie aux deux conditions suivantes:  clle ne t raversera  aucun 

1 Tous ces ceroles c~ sont contenus k l'int6rieur d'une aire 6gale k ,, 2 rzq r~ (~]' fini), 

et l'aire de chacun d'eux est sup6rieure s ! .  Le nombre des cercles cest done plus 
acT) 

petit que ~'~a~r~. 
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cercle c et sa longueur sera proportionnelle h r,. Pour constituire la 
courbe F,  nous tracerons par exemple un cercle C ayant son centre 
l'origine et son rayon 6gal ~ 7]1r 1 (z <7]1 < y  1), et si cc cercle rencontre 
un cercle c~ aux points aibi, nous substituerons '~ Fare aib~ de C le plus 
petit arc a~b~ de c~. Les cercles c grant tous int6rieurs les uns aux autres, 
la longueur du contour F ainsi form6 sera inf&ieure ~ ~z~r , .  

D'apr~s la proposition du w 23, on aura, en une infinit6 de points 
du contour I '  

I ~ '  

n' ddsignant le nombre des pbles dont le module est infdrieur k ra. ~ous  
en concluons que l'on a 

n' < ~ ~r2 ar~ ~ 

ce qui es~ le rdsultat que j'avais en vue. 
J 'ai  supposal, dans ce qui prgc~de, que lu couronne D contenait des 

points oh ]y] > aS.  S'il n'en 6tait pas ainsi, e'est que l 'on aurait Find- 
galitd (25) dans route la couronne, et l 'on arriverait alors immddiatement 
au rdsultat prdcgdent. 

Je  vais appliquer ce r6sultat aux fonetions mdromorphes rdcemment 
dgcouvertes par M. PAINLEV]~. La m~me m~thode s'appliquerait 6videm- 
ment h des 6quations diff6rentielles plus compliqudes que celle dont nous 
sommes partis. Elle eonsiste h distinguer parmi les grandes valeurs d'une 
intdgrale eelles qui s'expliquent par le voisinage d 'un p61e et eelles qui rig- 
pendent de ]a nature analytique de la fonction, earaetdrisde iei par son ordre. 

A p p l i c a t i o n  a u x  ]bnc t i ons  ertti~res de 31. Pa in levd .  

2 5. 1V[. PAINLEV]~ a d6termind rdcemment tou~es les 6quations diff6- 
rentielles de la forme 

y"---- f ( y ' , y , x ) ,  

oh f est rationnel en y', alg6brique en x et y, qui ont leurs points criti- 
ques fixes. Parmi ees ~quations il en est de partieuli~rement int&essantes: 
ce sont celles dont les int6grales sont des fonctions m(~omorphes nouvelles 
qui ne sont rSduetibles a aueune transcendante connue. Une ~rausformation 
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rationnelle en y ct algdbrique en x ram~ne ces dquations h trois types 
eanoniques tr~s simples dent je considdrai d'abord les deux premiers, rg- 
servant le dernier pour la troisi~me partie. Ces deux premiers types sent 

(26) y" = 6y' + z 

et 

y" = 2y ~ + zy "Jr- c. 

M. PAINLEV~ a ddmontr6 que les intdgrales de ces 6quations sent des 
fonctions mdromorphes: on les rattaehe tr~s ais6ment ~ des fonctions en- 
ti~res vgrifiant une gquation diffgrentielle du troisi~me ordre. On a cn 
effet pour l 'gquation (25) 

y - -  q2,2 

u 6taut une fonetion enti~re, et pour l 'autre 6quation 

y 2  _ u ~ 

oh u est encore une fonction entigre. Ces r6sultats grant acquis, l'~tude 
complete des transcendantes nouvelles y et u dolt commencer par la d6- 
termination de leur mode de croissance. De eette croissance d@endent en 
effet et l 'approximation avee laquelle u sera donn6e par un d6veloppement 
en s6rie limitde, et la r6partition des z6ros et le genre de eette fonetion. 

Or les propositions gdndrales que j 'ai obtenues plus haut sur la fonc- 
tion g(z) vent faciliter l 'dtude de la croissance des fonctions y e t  u. Cette 
6rude peut d'ailleurs ~tre faite direetement, eomme l'a fair savoir M. PAIN- 
LEV~ dans deux notes insdr6es aux C o m p t e s  r e n d u s  de l ' A e a d d m i e  des  
Sc iences .  

26. Consid6rons d'abord les int6grales de l'dquation (26) et posons 

9(z) ~tant la ddriv6e logarithmique d 'un produit de facteurs primaires G(z) 
et l(z) une fonction enti~re. Nous d6signerons par n' le hombre des pSles 
de g(z) dent le module est infgrieur h r. 



176 P. Boutroux. 

(28) 
o(r) 

Je vais d'abord ddmontrer que l'on a h partir d'une eertaine valeur do r 

5 

~' < r '70(r)  

d6signanl; une fonel;ion eroissante queleonque de r qui eroil;ra, par 
exemple, eomme logqr (q entier), ou moins ri te encore. 

L'6quafion (26) 6quivaul; ~t la suivante 

(29) Y'~ -r = 2 / +  ~v-- f(~) ,  r(~) = f yd~. 

Considdrons z fi l'inl;6rieur de la couronne D comprise entre les cercles 
de rayons ~]r~ et r~ (72 > I, par exemple 7 / =  2) et dgsignons par p un 
hombre qui sera fixe dans cetl;e couronne, mais qui deviendra infiniment 
grand en m~me l;emps que ra. Soil; d'aul;re parl; s u n  hombre donn6, ar- 

t 
bitrairemenl; petit, infdrieur par exemple h ~-~. 

Si l'on a 

(30) Ivl > ~r 
3 

(3I) Ir(~)l < ~ z ~  

l'6quation (29) se prgsente sous la forme 

(32) " _ ,  + ~ ave~ lal < ~" 
4y ~ 

D'ailleurs, si en un point z 0 on a les in6galitds 

8 

(3,9 I f (z) l<~-n~r ~ 

el; 

B (33) lyl < ~ p  ~/~ (k positif) 

l'indgalit6 (31) sera sal;isfaite sur l;oul; chemin eontinu issu de z o et de 
k 

longueur infgrieur ~ ~ r  a le long duquel on a l'inggalit6 (33). 

Appliquons alors k y les rdsultal;s du w 24, en y faisant 
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Nous appe]lerons a e t  11 deux nombres compris entre i et e# 2, tels 

que les rapports 11 et ~z~ de m~me que a, croissent ind6finiment avec r 1 

Cela pos6, admettons pour un instant qu'il existe dans la couronne 
D u n  point z o oh l 'on air ~t la fois 

3 

k 6rant un nombre positif fini, infdrieur par exemple h l'expression ~z_' 
311 

(qui uugmente indgfiniment avec r~). 
Lorsqu'on s'61oigne de zo, il suffit, pour que l '6quation (29) conserve 

la forme (32) que los in6galit6s (30) et (3I), par suite que les in6galit6s 
(3 o) et (33) restent satisfaites. Nous nous trouvons donc bien dans les 
conditions prdvues au be 24, et nous pouvons entourer z o d'une cercle c~ 
(darts lequel (30) et (33) sont parlour v6rifiges, sauf ~ l 'int6rieur d'un 
petit cercle T que l'on peut toujours contourner), qui a son rayon pro- 

1 1 

portionnel h (a#) ~ r l  4, et sur le contour duquel on aura 

(34) < 

En intggrant y h partir de z0, on voit que l 'on aura sur le m~me 
contour 

3 

If(z)] < (k + I ) l , , a r ~ ,  

car on peut joindre z o h un point quelconque de c~ par un chemin de 
longueur infdrieur h r~. 

Comme au be 24, on pourra entourer c~ d'un cercle a~ concentrique 
de rayon m fois plus grand (m croissant ind6finiment avee r~) sin" le con- 
tour duquel on aura les m4mes in6galitds. 

Supposons construit le cercle c~, et qu'il  existe dans D,  en dehors 
de c I un point oh 1'on air les m~mes indgalitds qu'en z 0 (k pouvant avoir 
une valeur plus grande qu'en s0, mais toujours finie et infdrieure, par 

~/z 2 , 

exemple, ~ ~/~)" nous entourons ce point d 'un cercle c 2 ex tdr i eur  ~ c I e t  

de m~me grandeur sur le contour duquel on aura encore l'in6galit6 (34), 
et ainsi de suite. Nous avons vu au be 24 que le nombre des cercles c 
tous ext6rieurs les uns aux autres que l'on peut ainsi construire est n6- 

Aeta qnathcmatioa. 28. I m p r i m d  le 16 octobre 1903. ~ 3  
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cessairemenL tint pour  une valeur donnge de r~ (bien entendu,  ce hombre 
augmentera  ind6finiment avec c~). Imaginons  alors que ces cercles soient 

tous construits:  je dis que l'in@alitd (34) est satisfaite dans toute la portio~ 
de la couronne D extdrieure aux cercles c. 

Supposons en effet qu'elle ne le soit pas en un  point  z~; joignons z~ 

au contour de c~ par un chemin proport ionnel  ~ ~ r~, ext~rieur ~ tousles 
cercles c et sur lequel y soit continu.  I1 existe n~cessairement sur ce chemin 

des points off [y[ est compris entre ap~/~ et l~#~/~. Soit Zo le premier  
point  rencontr6 (~ partir  du concour de c~) off il en soit ainsi; ]y] ne 

cessant pas d 'etre inf6rieur h l~p~/~ entre le contour de c~ et z'0, on a 

n6cessairement en ce point  
3 

I f (z ) ]  < k~l, pr~ (k~ positif tint, infdrieur h ~/?~ 2l I /" 

Or, par hypoth~se, ces circonstances ne peuvent  pas se prdsenter si 

Z, 0 est extdrieur ~ tous les cercles c. Nous  en conciuro~ls que l ' inggalit6 

(34) est n6cessairement vdrifide au poin t  Zl, extgrieur h ces cercles. Nous  
pouvons, par suite, appliquer h y les rgsultats du w 24, et nous constatons 

que l 'on a 
5 

n' < hapr~ (h positif tint) 

c'est h dire l'indgalitd (28), off l 'on fair 

0 = ha/~. 

Pour  dtablir ce rdsultat, j 'a i  admis qu'il existait, darts la couronne D, 
au moths un point  z 0 off les in6galitds 

3 

a~ -< l yl < 1,I, g ; ,  et [f(z) l < kl, flr~ , (k  < 3/, ~/~] 

6talent satisfaites en mSme temps. Je  vats montrer  qu'il existe toujours 
un tel point zo, ~ moths que l'on n'ait darts toute la couronne D 

1 I1 est toujours possible de construire un tel chemin conLournant un nombre 
quelconque de cercles c; voir fin du w 24 et note de la page I8O. 
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I1 me suffira, pour cela, de reprendre le raisonnement prdcddent, en 
l 'appliquant cette lois h tout le cercle C de rayon ~r~, qui a son centre 
h l'origine. 

Le cercle C peut ~tre ddcomposd cn une sdrie de couronnes D[, D ; , . . .  
concentriques "~ D. Si nous exeluons de C un cercle fini entourant l'ori- 
gine, les couronnes D' seront limit6es par les eercles de rayons r[, r.~, ..., ~/rl, 
r; ayant une valeur finie, et les hombres r~, r~, . . .  6tant ddterminds par 
les dgalitds 

i ~ p t 
r2 ~ 7]T1~ r 3  = ~ r 2  , �9 �9 �9 

(rj a la valeur fixe sup~rieure ~ I, d6finie plus haul). 
Soit, duns la couronne D~, un point off l'on air 

,I 

~ , ~ 7 <  lyl < z,zr If(~)l < kZ,/'r ~ 

( r = l ~ l ;  a et # ayant le~ valeurs d~nies plus haut par rapport a ,',). 
On aura, afor t ior i ,  en ee point 

en posant 

affair i=< y < l;#~/r~, 
$ 

If(z)l < k@r, 

�9 l ;  - -  ~ l 1 . 

On pourra donc entourer z d 'un cercle c' de rayon proportionnel 
1 1 

(aft) ~r~ 4, sur le contour duquel on aura 

et, a fo r t io r i  

lyl < a ~ .  
En procddant alors dans chacune des couronnes D' comme nous 

l'avons fair duns la couronne D, nous pouvons construire dans C des 
cercles c' (en hombre fini pour une valeur donn6e de r]), ext6rieurs les 
uns aux autres, et tels que les indgalitds 

3 

a/j ~/~ < l y l <  l~ff @, [f(z) l <  kllf f i  

ne puissent ~tre satisfaites en m~me temps en aucun point de C extdrieur 
ces cercles. 
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Cela pos6, les hombres a et p (qui croissent indgfiniment avec r l)  
peuvent toujours 5tre pris assez grands pour que 1'on air en un point fixe 
quelconque Z o 

3 

l y l <  u/~VlZol, Ir(~)l < ~f, IZol ~. 
Eloignons nous alors de l'origine, et consid~rons un ehemin ~ Zoz 

proportionnel ~ ~(=1~1)or,  ne traversant aucun des cercles c'. Le rai- 
sonncmcnt d6j~ employ6 plus haut nous montre que l'on a ndcessaire- 
ment en z 

(34) [y[ < uz <;. 

Supposons en effet qu'il n 'en soit pas ainsi nous appellerons Z le premier 
point du chemin considgr~ off l'in6galit6 (34) cesse d'etre vgrifige; on a au 
point Z 

[y]=a#~/-r ,  

et par intdgration de Z 0 ~ Z 
3 

I f(~)l < k, u~r ~, (ki po~i~ ~ni), 

par suite, afor t ior i ,  si r est assez grand 
3 

If(z)[ < llffr ~, 

puisque le rapport lA est suppos6 crottre ind~finiment avee r. Or par hy- a 

poth~se ces circonstanees ne peuvent pas se prdsenter si z e s t  extgrieur 
aux cercles c'. Nous en concluons que l'in~galit6 (34) est satisfaite au 
point z. 

Ce rgsultat, appliqu6 bien ~ la couronne D nous conduit ~ la con- 
clusion suivante: ou 1,indgalitd (34) est satisfaite duns route la couronne; ou 
il existe duns D des cercles c' et, par  suite, des points z o rdpondant aux 
conditions dnoncdes. 

C'est bien 1~ ce que j'avais annoncg et l'inggalitg (28)eat maintenant 
compl~tement gtablie. 

1 Pour eonstruire ce chemin, on peut  preceder  comme s la  fin du w 2 4 . On 

m~ne la droite Zoz , et chaque lois que cette droite coupe un cercle c' aux points aibl, 
on remplace la corde par  la plus pet i t  arc a~bi. 
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De l'indgalitd (28) nous ddduisons aisdment que l(z) se rdduit ~ une 
constante. Tout d'abord la fonetion enti~re l(z) ne peut ~tre qu'un poly- 
n6me. En effet, s'il n 'en 6fair pas ainsi, on aurait, en certains points du 
contour / '  ddfini au w 24, 

[/(z)[ > r[', (m pouvant ddpasser tout nombre donnd), 

en m~me temps que l'indgalit6 (34), ce qui entralnerait ngcessairement 

Ig'(z)l > r?', 

oh m' peut dgpasser (avec rl) tout nombre assigns d'avance. 
Appliquons maintenant h #'(z) le thdor~me du w I9 en donnant au 

nombre H du w I6 la valeur r -~ (q positif). Les c6t6s des petits carrds 
T--q-F1 

b d~finis au w z6 seront inf6rieurs ~t ~/3~7 , et iX en r6sulte que l 'on peut 

faire jouer aux cereles c le rble des petites aires dent nous nylons au w I6 
entourd les pbles de la fonction g'(z): en effet, dans Fun queleonque de 
ces cereles on ne pent rencontrer des pbles qu'~ l 'int6rieur du cercle r 
correspondant; les carr6s b ombr~s autour de ces p61es sent done tons 

]~ '  r--q+ l 
contenus darts un cercle concentrique h T et de rayon infgrieur 

(k positif fini), cercle qui est certainement intdrieur au cerele c si q est 
assez grand. 

On dgduit de 1~ (w I9), en tenant compte de la valenr de H, que 
l'on a l'inSgalit6 

< rl 

en tout point de la eouronne D extgrieur aux eercles c. La fonction l(z) 
est done bien un polynbme. 

Cela pos6, le fhgor~me du w I8 nous montre plus pr6cis6ment que, 
pour des valeurs de r, ind6finiment croissantes, on aura en une infinit6 de 
points de la couronne D ext6rieurs aux cercles c l'in6galit6 

< n' (log n') I+ ~ 
ou 19'( )1 < 0 o g r l )  1+~ 

i )  
(a positif arbitrairement petit avee -- 

T I  * 
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On voit que eette 6galitd n'est compatible avec l'indgalitd (34) que si l(z) 
est une constante. 

27. l(z) se rdduisant ~ une constante, l'indgalitd (28) exprime, par 

. . . .  5 I1 dehmtlon, que l'ordre de la fonetion enti~re u est au plus dgal '~ ~. 

5 est ais6 de v6rifier que eet ordre est prgcis6ment 2.  

I1 rdsulte du w 18 que l'on a dans une infinitg de rdgions du plan de 
la variable z 

n' log n' h n'2 

h 6rant un nombre positif fini. Le module l y " ~ 6 y 2 1  sera done inf6rieur 

(puisque l(z) est une constante) h l'expression 

en d'autres termes, l 'on aura 

r < h 2 

h~ n '~ (log n') ~ " 
T 4 

u'~ (log n') 
r, OU n' > kr ~(log r) -~ (k positif fini). 

Nous pouvons affirmer de plus, qu'h partir d 'une certaine valeur de 

r eette indgalitd est satisfaite quel que soit r .  En  effet il r6sulte des 

indgalitds obtenues au w 2o que s'il n 'en dtait pas ainsi, on aurait dans 
une infinit6 de rdgions du plan 

1 

< I < er  

s 6rant arbitrairement pet i t ,  indgalitds incompatibles avec l'dgalibd (26). 

28. On a done, h partir d'une eertaine valeur de r 

5 5 

krr -~ < n' < r~O(r) 

off k est un nombre fini et O,(r) une fonction croissant aussi lentement 

que l 'on veut. 

Cette double inggalitd montre que le module d u n  i~m~ pble de y ou 
2 

du n i~m~ zdro de la fonction enti~re u ero~t approximativement comme n ~. 
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L'ordre de la fonction u est 5 son genre est 2. De plus le module maxi- 
2 ~ 

mum (pour M(~) d e .  satisfait, h partir d'une eertaine valeur de 
r h la double in@alit6 

e hr2 (l~ < M ( r )  < e r'20(r) 

La fonction enti~re u est done, si l 'on adopte la terminologie de 
M. BoREL, h croissance r@uli&e. 

29. L'&ude du second type d'~quations ~ intggrales m6romorphes 
signald par M. PaI~rmv~ eonduira '~ des rgsultats analogues. 

Consid6rons l '6quation 

(36) y" = 2y ~ + zy + c. 

L'intdgrale gdn6rale de eette dquation satisfait, avons-nous dit, h l'dgalit6 

%~2 _ _  ,1tgfft 
y2 ~ 9,~ l 

off u est une fonetion enti~re. On a done 

y ~ = - - g ' ( z )  + l(z) 

g(z) grant la ddrivde logarithmique d'un produit de faeteurs primaires G(z) 
et l(z) une fonction enti~re, n' ddsignant toujours le hombre des p61es de 
module infdrieur h r,  je vais d'abord ddmontrer que l 'on a h partir d'une 
certaine valeur de r 

(37) n' < r~8(r) 

O(r) dgsignant une fonetion eroissante queleonque de r.  
L'6quation (3 6) 6quivant k la suivante 

(3 8 ) y,~ =_ y4 + 2cy _t_ zy2 f(z), 

Restant placds dans la eouronne D d6finie au w 
si l 'on a simultandment les indgalit6s 

(39) [y2[ > [xr,, 

(40) If( )l <  p:r, 

2b, nous voyons que 
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(# grant arbitrairement grand avec r~, s arbitrairement petit, comparable 

exemple h ~ ) ,  l 'gquation (38) se prdsentera sous la forme par 

v '~_ ~ (ay'~' 
y' 4y ~ \ ~ z /  ~-- I + 3 avec l al < ~. 

D'ailleurs, si en un point z o on a l e s  inggalitds 

(4o') I f(z) I < -~2~ 'r~, 

e~ 

2 (4~) l y ~ l < ~  ~, 

l'in6galit6 (40) sera satisfaite sur tout chemin continu issu de z 0 et de 

longueur inf~rieur h kr__~, le long duquel on a l'in6galitg (4I). 

Appliquons h y~ les r6sultats du w 24 en y faisant 

et en appelant a e t  l 1 deux hombres, eompris entre I et z#, tels que les 

rapports 11 et ~ de m~me que a, croissent inddfiniment avec r 1. 

Cela posd, t o u s l e s  raisonncments fairs sur la fonetion y du ~ 24 
s'appliquent ici h la fonction y~, avec eette seule diffdrence que ~/~ est 
remplac6 par r 1. 

S'il existe dans la couronne D des points z 0 oh l 'on air h la fois 

(k positif fini, infdrieur par excmple h ~ )  

1 

on les entourera de cercles de rayon proportionnel h (a#rl) -~ tous ex- 
t6rieurs les uns aux autres et en dehors desquels on aura 

l y~ ]<  afar,. 

On en conclura (~ 24) que l'on a 

~' < ha#r~. 
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Consid6rons d'autre part tout le cerele C de rayon ~2r~ qui a son centre 
h l'origine. Dans ee eerele nous pouvons eonstruire des eereles c' (en 
hombre fini pour une valeur donn6e de r~), extdrieurs les uns aux autres, 
et tels que les in6galit6s 

~i~," < ly: l  < 1,ixr, I r ( : ) l  < l<~,/~,.: (," = I~1) 

ne puissent 6tre satisfaites au m6me temps en aueun point de C ext6rieur 
ees cercles. On en conclut qu'il existe ndecssairement dans la eouronne 

D des points z 0 satisfaisant aux conditions dnoncges plus haat. L'indgalit6 
(37) se trouve ainsi compl~temant 6tablie. 

De l'in6galit6 (37) nous d6duisons que la fonction enti5re l(z) est nn 
polyn6me du premier degrg au plus. 

On v6rifie en effet eomme au w 26 que cette fonetion ne peut 6tre 
qu'un polyn6me. D'autre part, le thgor~me du w 18 montre que pour 
des valeurs de r, ind6finiment eroissantes, on a, en une infinit6 de points 
de la eouronne D ext~rieur aux eereles C, l'in6galit6 

Ig'(~)l < 
n' (log n') 1+~ 

o .  I.q'(.)l < ~-,(log~,)'+o 

(a positif arbitrairement petit). 

Or cette indgalitg n'est compatible avec l'inSgalit5 

ly'l < ~ r , ,  

satisfaite par hypothSse en dehors des cereles e, que si l ( z )es t  du premier 
degr6 au plus. 

30. Les r6sultats du paragraphe pr6cgdent nous pronvent que l'ordre 
de la fonetion entiSre u cst au plus 6gal ~ 3. Nous atlons maintenant 
eonstater que cet ordre est pr~eis6ment 3 et, de plus, que le genre de 
u est 3. 

Supposons en effet qu'il n 'en soit pas ainsi. Le polyn6me l(z) se 
rdduira h une eonstante, et l 'on aura pour des valem's r~ inddfiniment 
eroissantes 

n' log n' < --,  

/1 dtant une fonetion croissanie de n', @ale par exemple h log~ n'. 
Acta v~atltematica. 28. Imprim~ le 17 octobl'e 1903. ~4  
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Donnons  ~ r l 'une de ces valeurs r~, et consid6rons la eouronne  D 

dgfinie plus haut .  Cette couronne eont ien t  (w 18), une infinit6 de points  

oh l 'on a s imu l t andmen t  les in6galit6s 

Iv ' l  < <, ' ,  I f (z ) l  < <,I,  
I 

t endan t  vers z6ro avee --  (je supposerai  que z~ > ~ ) .  Considdrons plus 
? ' t  ff 

par t icul i~rement ,  dans D ,  un  cercle que leonque  a de rayon ar~, a 6tant  
_ _  I 

un  hombre  tel que le rappor t  ~' t e n d e v e r s  z~ro avec - - .  Nous  savons 

(w 19, note) qu'i l  existe h l ' in t4r ieur  de a des r6gions oh l 'on a 

u' log n' z lr  
(4 2) IV'I < ~,,,-----*- + ~ < ~;~1 If(z)l < ~',~= 

I 
(~'~ t e n d e n t  vers z~ro ~vee --) .  

r t 

Cela pos6, soit a~ = ~ie ~162 un  p61e situ6 dans D .  :Nous m~nerons 

par  a~ la droi te  L qui  fair avee l'axe rSel u n  angle 6gal h = - -  & et  nous  
2 

prendrons  pour  cerele a le cercle de rayon a r  t angen t  h L au po in t  a~, 

et situ~ par  rappor t  ~ L du c5t5 oh la part ie  r~elle de z va en croissant. 

Consid&ons dans ce cercle a la r6gion d~terminSe par  l 'ang]e droi t  

de sommet  ai qui  a pour  bisseetriee un diam~tre.  :Nous pouvons  tou- 

jours  t rouver  dans eette r~gion un  po in t  z 0 oh l 'on air les in6galit6s (42). 

Suivons alors la fonct ion  y le long  de la droite Zoa~. 

y satisfait par  hypoth~se  ~l l '~quat ion (3 8) qui  donne  pour  y' une  

double valeur:  je supposerai  que l 'on par te  de z o avee la dg te rmina t ion  ~ 

V/i• c f (  z ) 
(431) y' = y + }} + z -  ,!~- 

Je  vais mon t re r  que si nos hypotheses  se t rouva ien t  satisfaites, les 

fonct ions  y" et f ( z )  v~rifieraient entre z o et  a i des in~galit~s de la forme 

(4 2' ) Iv~ < .=,,.,, 
~- ,~ I 

lh)l < ., , (-~, tena~nt verso ~veo --) 
'F I 

1 Pour appliquer le m~me raisonnement au cas o~ le radical serait p%c~d~ du 
signe -- ,  il suffirait de prendre le cercle a de l'autre eSt~ de la droite L. 
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ce qui est manifestement absurde, puisque le point a~ est un p61e de ces 

fonctions. 

Pour parvenir h ee rdsultat prenons z supdrieur h 2a et V'2r eL 

appelons z 1 le premier point rencontrd sur Zoa~ oh l'on air 

(44) l y ' l = ~ r , .  

On a entre z o e t  z 1 [y21 < zrl,  et par suite (puisque la longueur du che- 

rain ZoZ 1 est infdrieure ~ arl) 

# o ,* 

Ir(zo)l < + < 

On conolut de lk qu'au point z~ l'~quation (43) se pr~sente sous la forint 

(4s) ,j - r  + (1 1 proportionnel a e) .  

Or il rdsulte de la ,pos i t ion  du cercle ~r et du point z o darts a que, si 

l 'on ddsigne par dz l 'accroissement de z suivant zeal, le segment ~/~dz fair 

avee l'axe rgel un angle eompris entre 5 et 3_~ L'dgalitd (45) prouve 
2 2 

done qu'au point z~ (dans la direction zla~), la partie rdelle de log y est 

d6croissante. 
On en eonclut que le module [y~] ne peut atteindre en z~ la valour 

(44); s'il l 'atteignait, en effet, il devrait croltre on ce point, ou du moins 
passer par un maximum, c0 qui, comme on vient de voir, ne peut avoir 

lieu. Les in6galit6s (42~) seront done v6rifi6es entre z 0 et a~. Cette con- 

clusion 6rant absurde, nous reeonnaissons que notre hypoth6se initiale 

n'dtait pas 16gitime. La fonetion enti6re u est donc bien de genre 3, ee 

qu'il fallait d6montrer. 

1 L'argument de ~/~ est 6gal s 01-t-a' ~ ,  a' 6tant proportionnel ~ a; 1'argument 

de dz est compris entre - -7r - -  04 + _~r et - -  
2 4 

(~' 5 7C a ' eompris entre 3__~ A - -  et - -  4 - - .  
4 2 4 2 

2 

rr--R/ 
+ 3ft. L'argument de ~/z-~dz est done 

4 
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T R O I S I E M E  P A R T I E .  

Le  modu le  ma~cimum d ' u n e  fonet~on de genre  in f inL 

I. L'dtude des fonc~ions enti~res les plus gdndrales ne peut dvidem- 
merit pas conduire ~ des rdsultats aussi prdeis que celle des fonctions de 
genre fini. I1 n'est, cependant pas inutile de remarquer que les mdthodes 
employdes dans ce travail s'appliquent encore aux fonctions de genre infini. 
Nous constaterons ainsi, qu'on peut toujours ddduire les propridtds fonda- 
mentales d'une fonction entiSre de son ddveloppement en produit infini. 
Ce ddveloppement se prate aussi bien h une dtude systdma~ique que le 
ddveloppement en sdrie de puissances, qui, a dtd comme on salt, le prin- 
cipal objet des travaux de M. I~Ial)A~A~D. 

Soit F(z) une fonction enti~re quelconque, r~ le module de son i ~ .... 
zdro. Cherehons d'abord si ron pours'a, sans passer par l'intermddiaire du 
ddveloppement en s6rie obtenir un rdsulta~ dquivalant au thdor~me fonda- 
mental de M. HADAMARD sur la limite infdrieure du module ,r~. Le 
thdorbme de M. SCHOU et la proposition 6quivalente que j 'ai dtablie au 
w I4 de la premiere partie s'appliquent aux fonetions de genre infini, 
mais donnent darts ce cas des limites beaueoup trop basses. Heureusement 
un procddd tr~s simple va nous permettre de compldter les r6sultats obtenus 
dans la premiere pattie. 

2. Ddsignons par n' le hombre des zdros de F(z) dont le module 

r (a positif). Nous avons ddmontrd (premiSre partie, est infdrieur h 2 + a 

w 17) que l 'on a sur une infinit6 d'arcs du cercle C de rayon r ayant son 
centre h l'origine l'in6galit6 

(i)  

h 6tant 6gal ~ log(r + a). 
pr6ciser. 

IF ( z ) l  > e  hn' 

C'est eette proposition que je me propose de 
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Appliquons-la, dans ee but, ~ la fonetion 
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et par suite 
! 

~ q  _ _  I ~ t l - - f l  
~q  ~ ~ "~q . 

D&ignons alors par ~ ( r )  le nombre des zdros de module inf&ieur 'X 
r" on pourra dnoneer la proposition suivante" 

On a, en une infinitO de points du cercle de rayon r, l'indgalitO 

h"'~--~ (h positif fini), (4) IZ'~'(*)l > ~ , 

(~<k < I), 

.F,(,  ~) = F( z )F( - - . , ) ,  

n; ddsignant le nombre des zdros de Fl(z  ~) dont le module est inf~rieur h 
~2 

e'esbh-dire le hombre dee z6ros de F(z)don~ le module es~ inferieur 
2 - l - a  ~ 

' r  

- - ,  on aura ~/z+~ 
IF , (~ ' ) I  > ~,~n, 

pour une infinit6 de valeurs r~e ~162 de z 2. On a done, lorsque z ~ prend 

l 'une de ees valeurs l 'une des deux in6galit6s 

(:) IF(~)I > ]"', If(-~) l  > ]"' 
en d'autres ~ermes, on a l'in~galitd (2) sur une infinit~ d'ares du eerele C. 

Appliquons maintenant ee r&ul~at g la fonetion T~(z~). Nous en dd- 
duisons pout" I F ( , ) I  une nou~ene limite et ainsi de suite inddfinimen~. 

Nous eonstatons finalement que l'ou a, quel que soit q, en tree in- 
finitd de points du eercle C 

h , 

n~ d&ignant le nombre des z6ros de F(z) dent le module est infdrieur '~ 
--1 

r(: + ~)~. 
Soit fl un hombre inf&ieur ~ I. Quel que soit r ,  on peut trouver 

un entier q tel que l 'on air 

2 q =  kn'f 
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~., ddsignant le hombre des zdros de F(z) dont le module est inf~rieur h 
I 

r( i  ~ s )  et s tendant vers zdro avec - plus vite que la /bnction 
?, 

, _(. + 

On pout so ddbarrasser de l'oxposant I - - f l  en posant n~ -a == n~+.,, 
et lo hombre z, ddcroit alors d'autant plus rapidement quo lu croissanco 
do la fonction ~(r )  est ollo-m~me plus rapide. Supposons, pour fixer los 
iddes, quo l'on air 

e r 

O n  a, H Y U  

par suite 

-- - ~ = "  e(t--z). ~- log [I-- e,~T~)] 

n' /"  > n .~ . , ,  si zl = r - '  log  (! - -  2fie-"('-')). 

Si n. croissait plus vito qu'uno fonc~ion form& d'un nombro quel- 
conque d'exponentielles supdrioures, il on serait de m4me de l'inverse de z 1. 

Nous voyons qu'il dtait indispensable de prdciser ainsi la proposition 
6tablie duns la premiere partie. En effot, si F(z) est de genre infini, le 
rapport de n, au nombre n' qui figuruit duns lu limito assignee aux fonc- 
tions de genre tiM, peut ddpassor tout hombre donnd d'uvanec. 

3. Abordons maintenunt la question inverse et cherchons h d6ter- 
miner uno limito sup6rieure du modulo maximum (pour I zl = r) d'un produit 
do facburs primaires de genre infini. Soit 

+"'+ZW,) o,. . 1,.,., 

un tel produit, M(r) son modulo maximum. L'6tude de ee produit pr6 

sente une difficult& Si l'on so donne la suite de z~ros al, on peut former 

d'uno infinit6 do mani~res le produit convergent G(z), puisque les p~ sont 

des entiers quelconques, choisis seulement de telle fa~on que ]a s~rie 

( i t "  Z \ri/ 
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soit absolument convergente. I1 est bien certain alors que la croissance 
de G-(z) pourra ddpendre essentiellement du choix des hombres A au lieu 
d'etre ddterminde par la densitd des zdros a~, comme il arrivait pour les 
produits de genre fini. Mais cst-il possible de choisir les hombres p~ de 
manibre ~ obtenir une limite supdrieure se rapprochant de la limite in- 
fdrieure assignde h M(r) au paragraphe preceuen~. 

Darts son mdmoire s~tr les zdros des )b~wtions entidres, M. BOI~EL a fair 
remarquer quc la valeur i de A indiqude par WEIERSTRASS altair beaucoup 
trop dlevde. Se proposant d'dtudier les fonctions ~ c roissance trds rapide, 
fonctions telles que l'on air pour une infinitd de valeurs de i inddfiniment 
croissantes l'indgalitd 

r~ < logk i 

quelque grand que soit le hombre k, M. BOaEL pose 

Pi ----- (log i) 2 

puis ddterminant le nombre n par l'dgalitd 

I 

r = r, (log n) ~ 

off a est un hombre plus petit que ~, il montre que le module maximum 
M(r)  est celui d'une fonction d'ordre p,.  En d'autres termes, l'on a 

r (log n)~ 
(5) M ( r )  < e . 

Le rdsultat subsisterait d'aitleurs si ron remplacait 2 par un autre hombre 
plus grand que I. 

Cette limite diffSre de celle que nous avions obtenue pour les fonctions 
de genre fini. I1 importe done de se demander s'il n'est pas possible de 
Fen rapprocher. Mais pour parvenir h. des indgalit6s un peu pr6cises, 
j'6viterai de me placer dans le cas le plus gdn6ral. J'insisterai au contraire 
sur les types de fonctions qui nous apparaissent comme les plus simples 
aprbs les fonctions de genre fini; leur dtude semble ~tre en effet le point de 
ddpart naturel d'une th6orie complete des fonctions enti~res de genre infini. 

4. Les rdsultats que je viens de rappeler sugg~rent une premiere 
remarque. En faisant fl~ = (logi) ~+", nous donnons encore h Pi une valeur 
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beaueoup plus grande qu'il n'est ndcessaire pour assurer la convergence de 
(r)" 

la s6rie ~ . I1 suffirait @idemment de prendre 

\ log i 

p~ = (I + ~) Vog ~" 

Mais il ne faudrait pas conelure de l~ que le module maximum M(r) 
croltra moins ri te si l 'on donne k p~ cette valeur plutbt qu'une valeur 
plus 61evde. C'est, chose curieuse, pr6cisdment le eontraire qui arrivera. 
Mais, ici, une distinction s'impose entre les diverses fonctions de genre infini. 

Considdrons tout d'abord la classe des fonetions enti~res ddfinies par 
la propridt6 suivante: il existe un nombre positif a tel que l'on air h partir 
d'une eertaine valeur de i 

1 

(6 )  r~ > ( l o g i )  ~ . 

Cette elasse de fonetions est eelle qui se rapproehe le plus de la elasse 
des fonctions de genre fini, et elle mgrite une &ude spdeiale; nous la ren- 
contrerons tout h l 'heure duns une application. J 'appellerai fonctions de 
type exponentiel simple les fonctions pour lesquelles l'indgalit6 (6) est satis- 
faite, et je dirai que e est l'ordre exponentiel de la fonction, en supposant 
que le nombre a air dtd pris aussi petit que possible. 

5. Cela pos6, ddsignons par N le hombre des zdros de G(z)dont le 
module est infdrieur h r ( I  + k), (k positif fini). 

Pe, reprdsentant le faeteur primaire relatif au zdro a i on sait, d'apr~s 
W~IERSTRASS, que l 'on a, pour i > N 

~(_~/o' 
I p , , I  < e ' " "  

Lorsque i < N,  on a, si ri > r 

(b positif tini). 

1 1 
2 +  ~ + . . . +  - -  b logp~ 

I P o I < ~ , ,  - , , < ~  , (b positif fini), 

et, si r~ < r 

IV~, l  < e '  ~' ' 



Sur quelques propriSt6s des fonctions enti~res. 

11 rdsulte de 1~ que 
I r \pi n 

(7) M(r) < e ~'~ +b2:'~ 1 ~ ?'n s  

Si done l 'on a l 'in@alit6 (5) en mSme temps que 
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Pi < (log/) 1+~ 

logpi sera inf&ieure g a(I q -a ) logr ; ,  et l 'on aura dvidemment, h partir 
d'une eertaine valeur de r ,  l'in~galitg 

(h positif fini). 

6. Si G(z) est un produit de type exponentiel simple et d'ordre ex- 
ponentiel ~, je prendrai pour p~ l'entier le plus voisin de e]ogi .  Nous 
allons constater que ee choix est particuli~rement favorable. Supposons 
que ri satisfasse h partir d'une certaine valem" m de i h l'in6galit6 

1 

rl > ~ (log i) ~ 

). e t a  &ant des hombres positifs. 
Nous aurons 

E #/"< 
\ r i l  

en posant 
[ r 1 \ 

log i ~log ] - - -  ~- log,, i) ff 
z ( i ) = e  

D&erminons alors les hombres n~ et % par les 6galitds 

log ~ I l a ~ o g ~  = - ,  

log ~ ~ ~ log~ n, = 

e t a '  grant des hombres positifs d'ailleurs arbitrairement petits. 
Lorsque i > n~, on a 

Z'(1) I (  r ) ~ + a '  
Z ( i ) = ~  ~log~ l o g ~ i - - I  < i 

Acta malhemaNca. 28. Imprim@le 19 octobre 1903. 25 
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D'ou  a'Z(i ) < - - [ z ( i )  + iz'(i)] 

c~ 

f z(~)d~ <'- - '~a-~ N2 

D'au t re  part,  si i < n~, on a h part ir  d 'une  certaine valeur m de i 

Z ' ( i )  x - -  

z(i) > r 

D'or ~Z(i) < Z(i) + iX'(i) 

Les valeurs de i comprises entre % et % sont en hombre  inf6rieur h % 
et pour ces valeurs de i, l 'on a 

z(i) < z(~,). 

Nous  aurons donc finalement, en supposant a eL a' dll m6me ordre de 

grandeur  

oh h est nn nombre  positif fini. % et % auront  une  signification tr~s 
1 

simple si r i crolt pr6eisdment comme 2(log i) g . On a dans ee eas 

t 
r (~ . 

log r ~ log r,, = - ,  log r - -  log r,,  = - -  - ,  
0 G 

~t 1 reprdsente done le nombre  des zdros a~ dont  le module est infdrieur g 

e ~r, % le hombre des zdros de module infdrieur h e~r, ~c et ~' 6{ant 

arbi t ra i rement  petits. 

Darts le cas gdndral, on aura 

ff 

e 

9~ 2 ~--- e~ 

- - ~  r a 
Z ( " ~ , )  = ' * :  _~_  ae (y,) 
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Or il est manifes te  que, quelque pet i t  que soit s ,  on peu t  toujours  

d6terminer  deux nombres  a e t  ~', 6gaux ou du m~me ordre de grandeur ,  

tels que l 'on air 

e~'H - ~e -~ - -  log a < i -k s 

k par t i r  d ' une  certaine valeur de r .  On peu t  d~s lors 6noncer la propo- 

s i t ion suivunte" 

Quelque petit que soit le hombre z, on a, ~ partir  d'une certaine va- 

lear de r 

F)" 
(8) M ( r )  < e/1+~) ~ . 

7. E n  suivunt  la m6thode  employ6e duns lu premi6re partie,  on peu t  

gdn6raliser encore cette proposi t ion.  Soit  r  une fonct ion  ho lomorphe ,  

r6elle et p o s i t i v e  telle que le rappor t  r soit croissant h par t i r  d 'une  
(log i) ~ 

certaine valeur de i e t  telle que l 'on  nit 

r ,>  ~r 

On posera 

z ( i )  : L2r 

et l 'on d6terminera  les hombres  n I et n 2 pur les 5gulit~s 

l o g ]  - -  log r  -~ -'a 

'r 5 '  
log ] - -  log r (~,~) = - -  ~.  

1 Si Fen avait donn6 s pi une valeur moins 61ev6e, par exemple la valeur 

(! -F ~ ) ~ ,  qui suffit 5̀  assurer la de Ia s6rie E la valeur de i 

5̀  partir de la quelle eette s6rie efit d6erir aussi rite que ~'/-1-~.' efit 6t6 tr~s sup6rieure 
5, n2, et la limite sup6rieure de eette s6rie se fO.t trouv~e augment~e. 



196 P. Boutroux. 

On obtiendra alors, eomme au paragraphe pr6eddent, les inggalitds 

h 1-~r 

\ r i /  

8. Nous allons mainLenant compl6ter la proposition du w 6, en dd- 
montranL un th~or~me analogue h eelui du w 20 de la premiere partie. 

Considgrons le produit G(z) du w 5, pour lequel on a 

1 

r~ > ~ (log i) ~. 

Je dis que si l'on a 

(9) 

on a, 

(IO) 

~t partir d'une certaine valeur de r 

1 

I 
s tendant  vers z6ro avec - .  

Posons en effet 
1 

r  = ~Oog i) o 

eL supposons que l 'on air, pour des valeurs n 1 

r~, = Kr  

Nous poserons 

eL 

de i inddfinimenL croissantes 

K > I .  

0<~<I  

r = Kr 

Si l 'on se reporte aux calculs du w 4, on veiL, qu'il suffiL, pour que 

r eL n 2 prennenL ces valeurs, que l 'on ai~ fail 

a = (I - -  fl) e log K,  ~ ' - ~ f l a l o g K .  

D 'ailleurs 
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On a, par suite, les indgalitds suivantes- 

1.97 

# - Y ' <  +~ < v - 
\ r e  a a n(~+~)' ~' (r] fini) 

r , c t '  

-,§ ~ < ~ i  - t - < T ,  , _ a , ,  (V, fini), 
nl+l  

puisque a l o g r ~  ' = ='. 

Or on vdrifie sans peine que, quelque petits que soient ~ e t  a', on 
peut trouver un hombre positif z tel que les seconds membres de cos in& 
galitds soient tous trois inf&ieurs h n ~-~, ~ partir d'une certaine valeur 
de n; l'indgalitd (7) du w 5 nous montre alors que l'indgalitd (9) ne peut 
plus ~tre satisfaite. Ainsi l 'hypoth~se faite sur r~ conduit bien ~ une 
contradiction, ce qu'il  fallait d~montrer. 

9. Les fonctions de type exponentiel simple ne constituent encore 
qu'une classe tr~s particuh~re parmi les fonctions de genre infini. Mais 
la mdthode prdcddente permettra d'&udier tout aussi ais~men{ des fonctions 
croissant de plus en plus rapidement. 

Sans insister sur les cas intermddiaires supposons qu'il  existe un 
hombre fini e tel que l 'on air h par~ir d'une certaine valeur de i 

1 

rl > (log 2 i) ~ 

et prenons pour p~ l 'entier le plus voisin de log i log 2 i. Posant, cette lois 

etlog i loga i (log r-- 1 loga 4) 
z ( i )  = e  

nOUS a u r o n s  e n c o r e  

et 

~ I ( r )  < e~ ,r,, j , (~ fondant  vers ~ r o  ~veo ~) 
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:Nous d6terminerons les hombres n~ et n 2 par les dgalitds 

( I  + log~ n l ) ( l o g r ~  , ) ~ - l o g  3 na = - ,  
o" o* 

~r 
(I + log~ n ~ ) ( l o g r - - ~  log" 3 n2) = - - ~  

a eL a' 6LanL deux hombres arbitrairemenL perils, du m~me ordre de grandeur. 
On a lorsque i > n 2 

z'(i) = I + log~. i ( a l o g r - - l o g ~  i) ~ ~ < ~ + a' 
z(i) , i 

D e  m~ll~e 

tz 
m 

Nous aurons done finalement 

~ \ru a 

h d~anL un hombre posiLif fini. Or on a 

r ere a'( 1 + log 2 n~)--t  r a e - -a(  1 q- logs n 1) --1 

On dgduiL aisdmenL de l~ que le modulo maximum M(r) saLisfaiL h l'in6- 

galiLd 
e ( l + ~ ) r r  

M(r)  < e 

I 
z tendanL vers z6ro avec - .  

Ainsi la mdthode de sommaLion qui vien~ d'etre expos~e a une po~de 

generale eL elle permeL d'dLMier la s~rie ~ ~ , par suite le module 

M(r), quelque lentement que croisse le module r~ du z6ro de rang i. 
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L a  ddr i vde  l o g a r i t h m i q u e  d ' u n e  l~  de  g e n r e  i n f i n i .  

Io. La d6rivde logarithmique du produit infini G(z)d6 f in i  plus haut 
a pour expression 

\ a i /  z - -  a i  

Proposonsmous d'gtudier le module maximum de g(z) dans des r6gions 
convenablement ehoisies du plan de la variable z. 

Si l 'on d6signe par n' le hombre des points a~ dont le module est 
infgricur h r ,  on peut affirmer que l 'on a sur une infinit6 d'ares du cere le 
C de rayon r 

~'  Tb' 
> - , . ,  Iv ' (  > . . . .  

La d6monstration qui nous avait permis d'~tablir cos in6galitgs darts lecas  
des fonctions de genre fini subsiste ici, en effet sans modification. Los 
cons4quences que nous avions tir6es de ees in6galit6s (au w 24) resteront 
vraies 6galement. 

I I. Cherchons maintenant h limiter la eroissance de g(z), en suppo- 
sant que G(z) soit de type exponentiel simple. Consid6rons dans ce but 
une aire proportionnelle ~ r 2, par exemple 1 un carr6 A de c6t6 Hr .  A 

l 'intgrieur de ce cart6 se trouvent une infinit6 de r6gions (Deuxi~me Partie 
Hr 

w 17) par exemple des cercles de rayon proportionnel ~ ~/--~, darts lesquels on a 

Z (z~, '  I < (h positif fini), 
\al / z - -  ai Hr ' 

la somme ~ grant 6fondue aux divers p61es contenus dans l'aire A. 
D'ailleurs la somme des r6gions en question est avec l'aire totale A dans 
un rapport fini. 

Dans los mgmes conditions, la somme 

I IziP~ 
I,--a, Pla l 

' La forme do l'aire A n'importo pas ici. Remarquons qu'ello pout ~tre contonue 
tout enti~re s l'int~riour d'un anglo fini eo ayant pour sommet l'origino. 
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6tendue aux p61es con~enus dans A est infgrieur h 
hn' log n' 

H : r  , 
la somme 

es~ inf~rieure ~ H,r~ , et, ainsi de suite. 

Ces divers rdsultats, obtenus dans la seeonde partie, s'appliquent en 
effet h la d6rivde logarithmique d'une fonetion enti~re queleonque, de genre 
fini ou infini. 

Soit maintenant a i l 'un queleonque des p61es de g(z) situ6s en dehors 
du cart6 A: on aura 

r (k positif fini). 

Le module de la somme ~ relative h e e s  divers p61es est done, pour la 
ddrivde logarithmique, infgrieur h 

Z \r i l  " 

Cette sdrie est eelle dont nous avons 6valug la somme aux paragraphes 
pr&ddents. Sa limite sup6rieure sera 

hf(r)  (h positif fini) 
Hr 

si l 'on ddsigne par e ~(') la limite assignde au module maximum M ( r )  de 
a(z). 

Si F(r)  ero~t plus rite qu'une puissance queleonque de r on peut 

prendre eomme aire A un earr6 de e6tg "r-- (m 6rant arbitrairement grand, 

lorsque r e s t  lui-m~me assez grand). Tous les points situ6s dans ee earr6 
s o n t h  une distance de l 'origine compris entre r et r ( i  + e), et l 'on a 

9~'_~ r ~ ~ , l + s '  

Hr 

I 
z et s' tendant vers z6ro avec - .  

r 
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Supposons alors, en particulier, que G(z) soit de type exponentiel 
simple et que l'on air h partir d'une certaine valeur de i 

1 

r~ > 2(log i) ~ (2 et a positifs finis); 

nous pouvons 6noncer la proposition suivante: 

Quelque petit que soit e, on a, dans une infinitd de rdqions s'dloignant 
ind~finiment de l'origine 

ff 
1 r 

le(~) I < e (+~)(~) " 

on constaterait de mOme que l'on a, darts les mOmes roions 

I.q'(~)] < e , 

o- 

Ig"(~)l < e ('+~)(~) + ~ ~.~ 

tt 6taut un hombre positif proportionnel ~ r" (m tint). 
:Nous ajouterons qu'un angle quelconque ~o dont le sinus est compa- 

rable ~ ~ r-~, e n d  autres termes un angle arbitrairement petit contient une 

infinitg de rdgions jouissant des propridtds dnoncdes. 

12. On peut compl6ter cette proposition comme nous l'avons fair 
au w 8 pour celle du w 6. 

Ddsignons par m(r) le module maximum de g(z )dans  les rdgions 
d6finies plus haut. L'indgalitt~ 

~n(~) > e(~) ~ 

entra~ne, h partir d'une eertaine valeur de r 

~ , >  e~l-~(~)  ~ 
quelque petit que soit s. 

A c t a  matl tematiea.  28. Impr im6 le 20 octobre 1903. 26 
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En dlautres termes, nous pouvons affirmer que si eerie derni~re in& 
galit6 cessait d'gtre vdrifid pour des valeurs inddfiniment croissantes de r, 

on aurait dans des rdgions ind6finiment 61oigndes 

6 

,,~(,,) < e('-:')(~) , ( ~ ' >  o). 

On peut aussi agrandir les rdgions oh les rdsultats pr6egdents sont 

valables en m.ltipliant les nmites sup~rie.r~s assignees a I.q(~)l, If(~)l ,  ' "  
par une fonetion croissante de n', par exemple, par log n' ou log logn'. 
Les nouvelles rdgions seraien~ alors telles que le rappor~ de leur somme h 
l'aire totals A tende vers l'unitd quand r augmente inddfiniment. 

Ajoutons enfin que l'on obtiendrait les m~mes limites supdrieures si 
l'on reinplaeait la fonetion g(z) et ses ddrivdes par une fonction mdro- 
morphe d'un t0ype plus gdndral" 

b~ (z)p, 

les nombres bi grant tous finis ainsi que l'entier k, et H(z)grant une 
fonetion enti~re dont le module maximum est suppos6 ne pas cro~tre plus 
rite que le module de la somme J,'. 

13. Ces divers propositions donneront lieu aux m~mes applications 
que eelles de la seeonde partie. Ils vont nous servir h 6tudier le troisi~me 
type d'~quations diffdrentielles h intdgrales m&omorphes qu'a signald 
M. PaINu~v~. Ce type est le suivant 

(ii) y,, = v'~ + e~( .v  ' + ~) + e ~ r~ 3 + 
Y 

les constantes a, fl, a ,  d ayant les valeurs 

T = - -  I ,  • = I ,  (~ ,  fl quelconques, 

ou r = - - I ,  d = o ,  f l =  I, a queleonques, 

ou r = o ,  ~ = o ,  ~ = ~ , ,  f l = I .  

)r PAINLEVI~ a d6montr6 que les intdgrales de l'dquation (I I )  sont 
des fonctions m6romorphes dans tout le plan. La transeendante y s'ex- 
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prime par le quotient 2' de 

dquations simultan6es 

deux 

( I2 )  

203 

fonctions enti~res v e t u  vdrifiant les 

,, o , =  ,,: + , ) ,  

V V 2 V -~-  " 

I4. Pour dtudier les intdgrales de l '6quation (I I) je ferai le change- 
ment de variable 

e i .  

L'6quation (I I) devient 

e - - ' ( C ' - - 2 C  + r  -~ (~'' - -():,~ + e~(~e-~'C' +/~) + e~(re-~C3 + ~ )  

O U  

(13) CC" = C '~ + ~C ~ + rC 4 + flCe ~ + de ~'. 

L'avantage de cette nouvelle dquation est qu'elle met en dvidenee la fagon 
dont se comporte la fonetion mdromorphe ~* au voisinage de Fun de ses p61es. 

Si y--.-----o, a = -  I, les termes prgpond~rants au voisinage d'un p61e 
queleonque situ6 ~ distance finie sont 

r - -  C ' ~ -  C ~ 

et il est ais6 alors de v6rifier que tous les pbles sont du second ordre et 
tous les  r6sidus 6gaux h 2. 

Si au contraire i" ~ -  I, ~'C' devient infini comme ~"~--~'~, et il en 
rdsulte que les p61es sont du premier ordre, le r6sidu correspondant 6rant 
~gal h __+ ~/" ~. 

D'ailleurs, si nous d6signons par f(z) la d6riv6e logarithmique de la 
fonction entibre u, la premiere 6quation (I2) deviendra 

I 2 t )  f ' (z)  = - -  rr 2 -  ~C. 

Nous sommes ainsi amends h distinguer deux eas suivant la valeur 
de la constante ~. 
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Considdrons d'abord le cas off y =  o. On a alors, avons-nous dK 

3 =  o, a - - - - -  I, f l =  I et l '~quation (I3) devient 

(*4) r162162162 ~ '=  f '(z). 

Proposons-nous d'dtudier la croissance des intdgrales m6romorphes de cette 

6quation. 

I5. Nous poserons 

r  =a'(*) + H(~) 

g(z) ~tant la d6rivde logarithmique d 'un produit de facteurs primaires, et 

H(z) une fonction entiSre. Nous ddsignerons par n' le hombre des pbles de 

g(z) dont le module est inf&ieur g r ,  par v' le hombre des zdros de H(z) 
x 

de module infgrieur g ~r en supposant que ~ < e  +----~" 

Un caleul analogue g celui de w 24 de la seconde partie va nous 

donner d'abord une limite supdrieure de n'. 

Remarquons d'abord que route int6grale de (I4) satisfait aux 6qua- 

tions suivantes 

I r e 2z F e  "-z 

(~s) 2r + r  - 2 i T  =~  

(I6) dz = f c a  + -~, 
t 

obtenues en multipliant les deux membres de (14) soit par ~-~, soit par 

i 
~.~, et en int~grant: on a par suite aussi 

(,7) i r  2 T + ~ + - { - 2  Cdz= o. 

Cela pos~, plagons-nous ~ l 'intdrieur du cercle C de rayon r 1 ayant 

son centre ~ l 'origine,  et dgsignons par /~ un hombre 1 qui croltra indd- 

finiment avee rl ,  d'ailleurs arbitrairement lentement. 

i /l a, dans les calculs qui suiven L une valeur fixe d~pendant de r 1 . 
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3e dis d'abord qu'en tout p61e as de module r~ situ6 dans C, on a 
l'indgalit~ 

(~8) II(~) I = -#e~  < ~'+~. 

Suivons en effet le rayon Oat ~ partir d 'un point fixe zo. Je dis que 
1'on ne peut avoir simultan6ment en aucun point de zoa~: 

(~9) I r  ~', Iz(~)l > :~'+~. 

On peut toujours prendre /1 assez grand pour que cette condition soit 
satisfaite en z0. Supposons clots qu'elle cesse de l'4tre en un point G" 
je vais montrer que l 'on aura en ce point 

L'6galit~ (~ 7), oh ton  fair Ir = I~1 = ~' ,  donner~ par suite pour I::!1 uno I&l 
1 

limite supgrieure proportionnelle h e ~('+') , et l 'on en conclura que l'in~- 
galit6 (I 8) est vgrifige au point G, ce qui nous conduit h une contradiction. 

Pour calculer une limita sup6rieure de If(z)l  le long de ZoZ2, ob- 
servons d'abord qua dans les intervalles partiels oh ]~'] < e "+', la variation 
de [s est plus petite qua celle de e "+'. Soit maintenant z' un point 
oh I ~ ' [ = e  ''+~. Puisque, d'apr~s nos hypotheses, les relations (t9) ne 
sont jamais satisfaitas pour r o < r < r2, l'in6galit6 (I8) sara n6aessairement 
vdrifide au voisinage de ~', taut  que Ir ~'~quation ( ' s )  donner~ 
clots, pour I~ ' ]>  e" 

~" I < (2 + a)e ~ (a > o, arbitrairement petit avee ~). 

Donc 

I -- ~ (,"+I~) 
- - < ? ~  +(2 +a)e~(r--r ') .  

On en conclut que l'in6galit6 [~'1 > e ~ est satisfaite, autour de r', darts un 

intervalle r~f 4 sup~rieur ~ he -~('+~) , (h positif fini). Or, dans cet inter- 
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valle, la variation de [ I (z ) l  est plus petite que celles de e', la variation 

do e  omOmo " mfermure, (d'apr~s (I5)) 

(~ + s)e;  + 2(e'~--e § 
IL 

et, par suite, ~ (si l 'on tient compte de la valeur de r 4 - - r 3 )  ?~ hae~[e~];i, 
(h~ inf6rieur ~t un hombre fix@ Nous obtenons done finalement, (d'apr~s 

(i6)), pour la variation 2, la limite sup4rieure (h, q - , ) r e  ~l,,. On 

voit ainsi que l 'on peut toujours prendre # assez grand pour que l'on ait 
en z 2 l ' in@alit6 (20) et, par suite, l 'in6galit6 (~8). 

Ce point 6tabli, appelons z; le point de Oa~ le plus voisin du p61e 
as, oh l'on air 1~'] = e'. Entre z~ et as, ] / ( z ) ]  crolt moins vite que e'; 
l 'inggalit6 (~ 8) ne peut done cesser d'etre vgrifi6e, co qu'il fallait ddmontrer. 

16. Partons maintenant du pble as, et 61oignons-nous en sur un 
ehemin de longueur finie: rant que z sera assez pros de a~ pour que l 'on air 

(2I)  [ r > er'TBl (fi~l > [.L), 

on aura certainement l'dgalitd (~8), e~ l 'dquation (~5) so prdsentera sous 
la forme 

z (~ d- I d- d ~ o,  [~] < s (s comparable h e~-/*'). 

D'oh, par intdgration 

Faisons alors 
T 

z - -  as = 0-~ ,~  ' 

On a, en effet, l'inbgalit6 

[lr 4[1i(z 112: �9 1 r . . 1 / <  (4 + ~)~" + 

r tendant vers zgro avoc - .  La variation de est inf6rieur ~ la racine carr6 du 

second membre. 

e ~ ~ h,e'~e - ~  ~ h'e ~ e~(r4 --r3) ~ h'e ~ e~(e",-'3 ~ I). 
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l rl dtant compris entre deux nombres finis, et ~ augmentant inddfiniment 

avee r~. En portant cette valeur dans l'6galit6 (22), nous eonstatons 
d'abord que l'on a 

I e r l  +O . I r  
( i  + ' 

eette indgalit6 entralnera, si r~ est assez grand, l'indgalitd ( : I ) ,  ce qui 
montre que les caleuls effectu6s sont bien legitimes entre a~ et z. 

D'autre part, nous constatons que, lorsque I rl augmente h partir de 
o, I~'1 vu en diminuant:  lorsque r d@asseru un certain hombre fini k 1 on 
aura en z 

1~1 < k, e''+~ (k, positif fiN). 

Nous en concluons que l'on peut entourer chaque pSle as d'un cercle 
i 

c~ de rayon proportionnel ?~ ~ / ~  ne contenant auc,tn autre pSle, et sur le 

contour duquel on aura l'in6galitd (23). 
I1' serait d'ailleurs possible d'entourer as d 'un rayon 72 fois plus grand 

(7 arbitrairement grand) jouissant de la mSme propridt6, et l 'on en conelut 
comme duns la seconde partie que t o u s l e s  cercles c~ sont ext6rieurs les uns 
aux autres. Des lors le cercle C de rayon rl, ayant son centre h l'origine, 
ne peut contenir plus de r~e ",+~ cercles c~, e~ par consequent plus de 
r~ c ''+~ pbles. 

I1 en r6sulte que l'on aura, it partir d'une certaine valeur de r 

(24) n' < e "+~176 

#(r) 6tant une fonetion croissante de r ,  croissant aussi lentement que 
l 'on veut. 

D'uilleurs, puisque chacun des cereles c~ ne contient qu'un pble as, on 
volt que ces cercles constituent pr6cis6ment les petites aires proportion- 

9"~ , �9 

nelles h W que nous devrions d apres le w 9 exclure du cercle C, pour y 

pouvoir limiter le module de g(z) et de ses ddrivdes successives. Construi- 
sons alors la couronne D limitde par le cercle C et par un cercle con- 
centrique de rayon ~'r~ (nous ferons ~ < ~' < I, ~ grant toujours infdrieur 
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h e..k t 
couronne D emt&'ieure aux eereles e~ 

(=s) Ir < er le"(z)l  < e }'*+''r', 
I 

e~ fondant  vors z6ro avee - - .  

Nous pouvons affirmer que l'on a,~ dans toutes los portions de la 

Iv"'(z)l < e ~<'+~')" , . . .  

r 7. ge dis m a i n t e n a n t  que l 'on  a, ~ par t i r  d 'une  certaine valeur de r 

(26) ~'  < ( I  -Jl- ,-r 1 �9 

E n  effet s ' il  n ' en  6tait  pas ainsi, nous  constater ions (en ra i sonnant  

eomme  au w 24 de la seeonde partie), que l 'on  peu t  t racer  dans la cou- 

ronne  D une  courbe ferm~e I '  en touran t  l 'or igine et ne r encon t ran t  aucun 

eercle ci telle que l 'on  air en uno infinit6 do ses poin ts  

(27) H(z)  > he~' > e ~ 

On aura d 'ai l leurs 

I~'(~)1 < IH(z)l ~+~, IH"(z) l  < I/f(~) I ~+~ 
I 

a fondan t  vers zgro avee - .  D~s 1ors, si l ' in6galit6 (2 7) &air satisfaite en ?, 

mSme temps  que los in6galitds (25) , le te rme ~.3 no pourra i t  ~tre d6t rui t  

par  aucun  autre dans l 'dquat ion (I4), quand  r~ ddpasserait  un  certain 

hombre .  On a donc bien l ' indgaht6 (26) h par t i r  d ' une  certaine valour de r. 

I8.  Chorchons ma in t enan t  des l imites infdrieures do n'  et  v'. :Nous 

considgrons dans ce bu t  un  angle w ayan t  pour  s o m m e t  l 'or igine et con- 
, I 

t e n a n t  l 'axo reel, to pouvan t  ddcroitre avee - plus r i t e  qu 'une  puissance 
r 

queleonque ~ de i Supposons  quo l 'on air pour  des valours de r in- 
~. m r 

ddf iniment  croissantes l ' indgali td 

(28) n '  < e "(1-~), a > o. 

1 On a, en particulier, les in6galit6s (25) dans certaines portions de la couronne 
I 

Dt limit& par los cercles de rayons r I et r ~ ( I -  s), r fondant vers z6ro avec - - .  
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Nous pourrons alors appliquer le thdorSme du w 12 dans les portions de 
1'angle to intdrieures ~ des couronnes D~ s'dloignant ind6finiment de l'origine, 
et limitdes respectivement par des cercles de rayon r~, r~(I --~), (z tendant 
vers zdro comme to). 

Dans l 'une quelconque A, de ces portions d'angles, il existe des cereles 
i 

d de rayon supdrieur h ~ / ~  (2 fonction ddcroissante quelconque de r~), 

oh l 'on aJ 

(=s') Ig'(~) l < ~'<'-~'>, Ig"'0)l < ~'"<~-~", 

% 6rant un nombre positif, par rapport auquel ,~ devient infiniment petit 
lorsque r I augmente inddfiniment. 

Je dis que pour la valeur r~ de ~" considdrge, le module maximum 
MOO de la fonetion H(z) satisfait ngcessairement ~ l'in6galit6 

(29) Z / ( r )  > e ",('-~ , 

z' devenant (avee 7. / infiniment petit par rapport ~ a. 

En effet, on peu~ ehoisir ,t de maniSre que les cercles d couvrent par 
exemple, plus de la moifi6 de la r6gion A. I1 existe alors (Seconde Partie, 
w 8) dans A~, des eereles d oh l 'on a 

~-~(~) i < e ~'~' , H"(z)  [ e~,~ ' < 
H(z)  l 

I 
~1 tendant vers z6ro avee - - .  D~s lors, si IH(z) l n'dtait pas, dans un tel 

cerele d, sup6rieur g la limite (29) , on y aurait @idemment 

(=9') I c I <  e ~'('-~ I c ' t <  ~'~'('-~ 

CC" et C ~ se trouveraient 8tre ndgligeable par rapport ~ ~e ~', et l '6quation 
(I 4) se pr6senterait sous la forme 

~"' + (~ + ~)Ce '~ = o, 

1 En s e r e ,  por tant  au w 8, on volt que si l ' in6galit6 (28) est v6rifi6e pour r=r~, 
les in6galit6s (28')  seront satisfaites pour r ---- r I = x~(I + a) -b, (a 2> o, b > o). 

Aeta m a t h ~ t ~ a .  28. Imprim~ le 26 oetobre 1903. 27 
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I 
[31 tendant vers z6ro avec -- Or on constate aisgment que l 'on ne 

saurait avoir cette 6quation dans tout un cercle d; supposons en effet 
qu'elle soit satisfaite dans un tel cercle le long d'une droite zoz joignant 

deux points de distance 6gale h e -~(''+~) , les indgalitgs (29') ~tant satisfaites 
en z0; l'expression 

1 rl - -  ~ ( r l  + ,~) 
serait proportionnelle h e , ce qui ne peut avoir lieu, puisque la 
premiere in@alit6 (29') est par hypoth~se satisfaite en z. 

:L'hypoth~se faite sur M(r) 6fair done inadmissible: ou n'est, pour 
r = r , ,  supdrieur h la limite (28), ou l 'on a l'in~galit~ (29). 

19. Des divers rgsultats qui pr6c6dent, nous pouvons tirer les con- 
s6quences suivantes: 

Consid6rons le module maximum re(r) de la fonction m6romorphe ~" 
duns le champ ddfini au w IO, (les pbles a i 6rant entour6s de petites aires 
b~ que l 'on a exclues de ce champ): re(r)satisfera duns les r~gions restantes 
iz la double indgalitd 

e(I-s)" < re(r) < e (l+s) ' .  

Les modules maxima de f(z) et de logu----ff(z)dz satisferont dans 
les m~mes r6gions aux m~mes inggalit6s. 

Considgrons maintenant la fonetion entibre 

u = G ( z ) e  

Si on a l'in6galit~ (28) pour une valeur r 2 de r les in6galit6s ( 2 8 ' ) e t  
(29) seront satisfaites pour r = r, = r ,(I  + a) -b, (b > o). I1 en r6sulte, 
puisque H =  K", que le module max imum'  M,(r) de K(z)est, lui-m4me, 
sup6rieur, duns la eouronne D 1 ~ e ~10-~''). D6signons alors par A(r) la 
plus grande valeur positive de la partie r6elle de K pour r-----rl, et soit 

1 D'apr&s les thdor~mes de la seconde part ie ,  on peut  toujours t racer  duns la 

couronne D 1 un cercle sur  lequel on a 

[H(z)] i 
K ( z ) ]  ~ err ~" tendant  vers  z~ro avec rt--" 
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r; ~-~ r2(I -[- a) -b' ~ r~ - - p ,  (b' > o, p > o). I1 rdsulte d 'un thgor~me de 
M. BOREL ~ que l 'on a, (quel que soit p), h partir d'une certaine valeur de r~ 

M,(r'~) < 8r'~A(r,)__ 
P 

I 
Si nous raisons, par exemple, p = 7 ~ '  (q arbitrairement grand, on 

volt que l'on aura cert;ainemen~ ~ partir d'une cer~aine valeur de rx 

rl(1 --r (1--  ~P ~ - -  log ~ - -  log r' 1 
8A(r l )  > e ~ "~ P > e ~'~ 

Cette in6g~lit6, jointe au thdor~me du w 2, nous montre que le mo- 

dule maximum de u satisfera, lorsque r sera assez grand 

e *(~-~)~ < M(r) < e 3~+~)', 

quelque petit que soit r 

20. I t  n'est pas n~cessaire d'insister pour montrer que is m~thode 
pr6c6dente s'applique, tout aussi aisdment, au cas laissd de cbtd oh la con- 
stante T de l'6quation (I3) est diff6rente de zdro. On a alors, avons-nous 
dit l 'une des deux ~quations 

(3,) ~-~',, = r + ar " ~ -  r + flee ~ + e "~, 

(3~) 
�9 avec 

(33) r  a~'= f'(z) 

f ( z )  grant, en vertu de l 'dquation (t2'), la ddrivde logarithmique d'une 
fonction enti~re. /qous poserons comme plus haut 

f(~) =g(z) + •(z) 

g(z)  dtant 1~ ddriv~e logarithmique d 'un produit de facteurs primaires. 

Sur les z~ros des fonctions enti~res, p. 365. 
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2 I. Toute int~grale de (3 I) satisfait aux deux ~quations 

I ~,2 - -  0[~ ~'~ e2z #43 f///~e2Z e4z\ 
(33) 2 : '  2 fl ~ 2r q- 2 J k - - ( -  q- -~i-)dz, 

r d /fle~ e4Z\ 
(34) • = f (a~--C')dz q - J [ - ~  -b -~v)d,. 

t ~ 6taut un nombre qui erolt ind6finiment avee rl, je dis d'abord 
qu 'en  tout  p61e ai, (I ai] = ri)eontenu dans le eerele C de rayon rl ,  on 
a l 'indgalit6 

(35) I~(~)l = ( ~ '  + d~ < =~,r+~. \ r  r  

Pour  le ddmontrer, on dtablira d 'abord que l 'on ne peut  avoir si 

mul tandment  en aueun point  de Oai 

(36) ] ~'~ [ = e ~, [ I (z)  I > 2e ' '+". 

Supposons, en effet que eette condition, satisfaite en zo, eesse de l '4tre en 
z~. On v6rifiera alors, en raisonnant eomme an w I5, clue l 'on a en z~ 

I/ I lr(~:)l = < (r162 < ~:,,+~. 

D'ailleurs on aura, (on eombinant  (33) et (34)) 

et l 'on en eonelura, (d'apr6s (34)), que l 'inggalit6 (35) est satisfaite au 
point  z~ et, par suite, au p61e a~. 

Si maintenant  nous nous dloignons du p61e a~, on voit que taut  que 

l 'on aura 

Ir ''+~' (I~ >~),  

l '6quation (33) se prgsentera sous la forme 

~.~- if- T + 3 ~--- 0 d[ tendanf vers zero avee - et r [~, --,u 
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ou encore sous la forme 
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I ~r2  

4 w ~ -t- I -t- 3 = o, w = ~.2. 

On en eonclut  (eomme au w i6)  que h l ' in tdr ieur  du  eercle C on 
1 --~(~r~+O) 

peu t  en tourer  les pblcs a~ de eereles de rayon p ropor t ionne l  ~ e 

( 0 > / 6 ) ,  ne eontenant, chacun  q u ' u n  pSle, tous  extdrieurs les uns  aux 

autres, et  sur le contour  desquels on a l ' indgali td 

[W { < ke ~''+~ 

On eonstate alors, ~ en dds ignant  par  ~' le nombre  des zdros de ( i )  H(z) don t  le module  est infdrieur  ~ ~Tr ~ < e - - - + ~  ' - -  que l 'on  a, 

par t i r  d ' une  eertaine valeur de r ,  les indgalitds 

Tl ~ ,< e2r+O(O+21~ 

�9 I 
s t endan t  vers zero avec - .  

~ ' <  :~(i  + ~), 

22. Soit  d ' au t re  par t  M ( r )  le module  m a x i m u m  de H(z) pour  = ~. 
s i  l ' indgali t6 

~/'  < e ~ ( I - a )  a > 0 

se t rouve  vdrifide pour  des valeurs r 1 de r inddf in iment  croissantes, on aura  

duns certaines rdgions de la part ie  c o m m u n e  ~ la eouronne D 1 et h l 'angle  
co ddfinis au w i8  

Ig'( )l < < > o). 

On eonstate alors que duns la couronne  D~, M(r) es~ supdrieur  h e ~r'('-~), 
i 

s t endan t  vers zdro avee - - ;  ear, s'il n ' en  dtait  pus ainsi  l 'dquat ion  (3I)  

donnera i t  dans un  eercle de rayon p ropor t ionne l  h e -~(v'+~) l 'dgalitd 

! w"  + (~ + a)we '~ = o, (w = r 
2 

I lel t endan t  vers zgro avee - - ,  ce qui  condui t  ~ une  contradic t ion (w I8). 
~'~ 
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Si l 'on pose 
u = Cr ~(~, 

le module maximum de K ( z )  satisfait duns lu couronne D~ h lu m4me 

et l 'on en conclut, en ddsignant par M(r) le module indgalitd que M(r ) ,  

maximum de u que 
ee2r(1--e) < M (r)  ~ eeSr(l+*) 

I 
e tendant  vers zdro uvec - .  

23. Toute intdgrale de l '6quation (32) sutisfui~ uux deux dqua~ions 

':"-=:-:'~" f~ (37) 2 ( '  2 ( + 2 , 

: .  - f ( = r  r + d r 

It grant un hombre qui crolt ind6finiment avec rl,  on constate que 
l 'on a en tout point pble ai contenu duns le cercle C de rayon r, ,  l'in6galit6 

- (  dz < 2e , ---- 

On volt alors qu'au voisinuge d 'un p61e ai, rant que l 'on a 

I r  j_r+~,, (It, > ~), 
l 'dquation (37) se prdsen~e sous lu forme 

I 
r tendant vers zdro avec - .  

Conservant routes les notations du puragraphe prdcddent, nous ddduirons 

de 1~ les indguli~ds 

~ ' <  e ~r+O(r)+''~ la'<~4/'( 1 "4- ~), 

I 
tendant vers z6ro avee - ,  et O(r) croissant arbitrairement lentement. 
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D'autre part, on a h partir d 'une certaine valeur de r l 'une au moins 
des dcux indgalitds 

4 

n' > J "~ M(r) > e ~<~-~') 

On en conclut que le module maximum de la fonction enti~re, satisfait 
aux in~galitgs 

e ~ < M ( r ) < e  ~ , 

I 
s tendant vers z6ro avec - .  

QUATRIEME PARTIE. 

I. Les rgsultats qui m'ont  permis plus haut d'dtudier les fonctions 
enti~res ddeouvertes par M. PAINLEVl ont une portde gdndrale: on pourra 
les appliquer h l'dtude d'une fonction entibre quelconque satisfaisant h une 
~quation diff~rentielle donn~e. On ne connalt encore, il est vrai, que tr~s 
peu d'dquations dont les intdgrales soient enti~res. Mais il est probable 
que les profondes mgthodes de M. PAI~LgV~, appliqudes aux ordres supd- 
rieures, permettront bientbt d'en former de nouvelles. On saura alors vrai- 
semblablement 6tudier leur croissance et 6valuer leur ordre de grandeur. 

I1 est naturel de se demander si, dans les recherehes de ce genre, 
l'hypothSse d'apr~s laquelle l'int6grale 6tudide est une fonetion enti~re est 
une condition indispensable de la pr6cision des r6sultats. En fair, si l 'on 
est en prdsence de certaines classes simples d'dquations, on saura 6tudier 
la croissance de leurs intggrales, sans faire aucune hypoth~se sur la nature 
de ces intggrales. I1 convient d'examiner jusqu'ofi peut conduire une sem- 
blable mgthode. 

Je  me bornerai ici aux 6quations algdbriques du premier ordre. Elles 
ont 6t6 6tudi6es au point de rue de la croissance par M. BOREL, et, apr~s 
lui, par M. ]~INDELOF. 1 

1 BOREL, Mdmoire sur les sdries divergentes (Ann. Ec. Norm. Sup. I899). Lm- 
DnLOF, Bull. de la Soc. math. de France  I899. 
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Consid6rons une intdgrale rdelle que nous supposons continue lorsque 
x est r6el et varie de o h + c~. M. ~BOREL a ddlnontr6 que l'int/grale 

y est dl 2artir d'une certaine valeur de x, infdrieure h e ~x. Pr6cisant ce 
r6sultat, M. LINDELOF ddsigne par m l e  degr6 de l '~quation par rapport 

x, et il montre que l 'on a, h partir d'une valeur x~ de x 

C grant une constante finie. 
I1 pourra arriver cependant que ]Yl reste tr~s infdrieur h cette limite, 

comme le montre la proposition suivante h laquelle est parvenu M. JJINDELOF: 

Os bien l'intdgrale y est du type exiponentiel et reste comparable ~ nne 

fonction croissante de la forme e ~ (e hombre fini); ou bien y reste compris, 

h partir d'une certaine valeur de x entre e - ~  et e ~ ,  quelque petit que soit s. 

Les recherehes de M. LINDELOF none OUt ainsi rdvd16 l'existence de 
deux types d'intggrales fort diffdrents. Mais elles ne nous ont pas appris 
h reeonnaltre si une 6quation donnde admet des intdgrales de Fun ou de 
l 'autre type. D'autre part la mdthode de M. LINDELOF qui repose sur 
une application du thdor~me de ROLLE suppose X rdel. Elie exige de plus 
que y soit continu sur tout l 'axe rdel: or nous ne savons pas reconnMtre, 
a priori, si cette condition est rdalisge, et l'dtude de la croissance de y 
devrait prdcisdment avoir pour premier but de nous renseigner surce  point. 

C'est pourquoi je n 'ai  pas cru inutile de revenir sur le m~me pro- 
blbme, en prenant pour point de comparaison la thdorie des fonctions en- 
fibres. On va voir que le problbme comporte une solution assez pr6cise. 

2. Les rdsultats obtenus dans la seconde partie de ce travail nous 
montrent immgdiatement quelle dolt ~tre la forme d'une dquation algd- 
brique du premier ordre pour qu'elle puisse admettre une ou plusieurs 
intggrales enti~res (de genre fini). I1 taut que cette 6quation contienne 
flusieurs termes de degr6 supgrieur par rapport ~ y e t  y'. En effet, lorsque 
le terme de plus haut degr6 en y e t  y' est unique, il suffit de se re- 
porter aux in6galitds du w 13 de la seconde partie, pour voir qu'il ne 
pourrait ~tre ddtruit par aucun autre, s i y  6fair une fonetion enti~re. Darts 
ce cas, s i y  est une fonetion uniforme ayant une singularit6 essentielle 
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l'infini, elle sera n&essairement, au voisinage de cette singularit6, une fonc- 
tion mgromorphe semblable h celles que j 'ai  dtudides dans la seconde partie 
de ce travail; e]le restera comparable, (st l 'on exclut du champ de la va- 
riable le voisinage immSdiat de ses pbles) h une puissance finie de x. 

iNous sommes aiusi conduits h rdpartir les dquations algdbriques-entre 
deux classes, suivant qu'elles contiennent ou ne contiennent pas deux ou 
plusieurs termes de degr6 supdrieur par rapport h y e t  h y'. Cette distinc- 
tion v a n o u s  permettre de completer les r&ultats de M. LIND]~LOF. 

3. Consid6rons, pour commencer, une 6quation rgsohe par rapport h y' 

(i) y'Q(x , y ) -  p ( x  , y) = o 

P e t  Q grant des polynbmes en x et y. 
Je dis que si cette 6quation est de la seconde classe, routes ses intd- 

grales appartiennent au second type signal6 par M. LI~DELOF. Plus pr~- 
cisdment, si l 'on suppose encore que l'intdgrale y est rdelle, continue et 
croissante sur l'axe rdel, cette int~grale cro~tra moths rite qu'une puissance 

finie de la variable x.  
I1 suffit, pour le vgrifier, de reprendre le raisonnement employ6 par 

M. BOREL dans son mgmoire Sur  les s&ies divergentes, en y apportant une 
l~g~re modification. 

y dtant une fonction quelconque de $ satisfaisant aux conditions qui 
viennent d'dtre 6noncdes, M. BOWEL a montrd que si l 'on ne peut pus 
trouver de nombre ~0 tel que l 'on air, pour ~ > $0 

$ 

y < e  ~ 

il existe sfirement des valeurs inddfiniment croissantes de ~ pour lesquelles 
on a h la lois 

y > e ~ , y' > e~y. 

De plus, parrot ces valeurs, il e n e s t  d'aussi grandes que l 'on veut pour 
lesquelles on a, en m~me temps que les in,guil t& pr6cgdentes, l'inggalit6 

y, _____4 yl+~. 

I1 est clair que ces rdsultats subsistent si l 'on remplace $ par la fonction 
croissante de x log log~(x) .  Supposons alors que ~(x)  croisse moths r i te  

Aota mathematic. 28, Iml)x'im~ le 26 octobre 1903. 9~ 8 
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qu 'une puissance ~ time de x. Nous pouvons affirmer que si l 'on n 'a  pas, 

partir  d 'une eertaine valeur de x, l ' in~galitd 

v < 

on aura simultan6ment,  pour  des valeurs x 1 de x indgfiniment eroissantes 

et 

2 ~" s~y dy dy ~'(x) > > (81 positif tiM) 

dy < sy I+~ 
�9 

Ces in6galit6s l imitent  la eroissanee de l ' intdgrale y.  Ddsignons en 
partieulier par m un hombre supgrieur aux degr6s par rapport  h x des 

polynSmes P et Q. Nous  constatons que F ( x ) s e r a  n6cessairement in- 

fgrieur h x 'n si la diff~ence des degrds p e t  q de P e t  de Q par rapport 
y n'est pas @ale ~ l'unitd. 

E n  effe~, s'il n 'en  dtait pas ainsi, t o u s l e s  termes de l 'dquat ion (I) 

seraient, pour  x = Xl, n6gligeables par rapport  au terme en yP ou au terme 

en y'yq: le premier  membre  de l 'dquat ion ne pourrai t  done s 'annuler.  
Ainsi, si p - - q  est diffSrent de I, comme nous le supposons iei, on 

aura, h pa:rtir d 'une certaine valeur de x 

(2) v < x 

Le r6sultat serait le m~me si l '6quation 6tudi6e n 'dtai t  pas r6solue 

par rapport  h y':  soit clans ce cas 

A(x)y~y  '~ 

le terme de degr6 sup6rieur en y e t  y', terme qui est suppos6 unique:  si 
l 'on avait par l ' in@alit6 (2), ee terme ne pourrai t  6tre ddtrui~ par aueun 

autre (pour eertaines valeurs x~ de x). 

1 Je suppose qu'il existe des hombres s,  st tels que les rapports --  et ~ soient 
~9 ~ sl 

~' s 
croissants 's partir d'une certaine valeur de z. On a alors s-~t < -  < - .  x ~ x 
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Considgrons maintenant le cas oh p - - q - - ~  i. L'dquation (x) prend 
alors la forme 

(3) Y'(al "4" a2Y "{- . . .  -4" arY p-l) = bo -4- . . .  d- bpY p 

les a et les b dtant des polynbmes en x. 
Deux cas sont encore ~ distinguer suivant que le degrd de ap est 

supdrieur, ou au contraire inf6rieur ou dgal h celui de bp. 
Lorsque le degrd de a~ est sup6rieur d celui de bp, l'intdgrale y (suppos6e 

rdelle, continue et croissante) saris fair, it part ir  d'une certaine valeur de x it 
l'indgalit6 (2). En offer, s'il n 'cn dtait pas ainsi, on aurait pour certaincs 
valeurs de x 

y > x ~ (m arbitraire grand) et y, > h y (h positif fini), 
~g 

et le terme apy'y p-1 de l '6quation (3) ne pourrait alors ~tre d6truit par 
aucun autre. 

Ainsi se trouvent ddfinies deux classes d'dquations (I), dont les intd- 
grales satisfont, h partir d'une certaine valeur de x, h l'in~galit~ (2). On 
volt que ces intggrales ne peuvent pas croltre comme des exponcntielles, 
mais restent comparables h une puissance finie de la variable x. Elles 
apparticnnent au second type signal6 par M. LINDEL(SF. 

Lorsque y est complexe, on dolt former les 6quations auxquelles saris- 
font sa partie rdclle d'une part, sa partie imaginaire d'autre part, et 6tudier 
ces dquations sdpardment. Mais pour parvenir h des r6sultats pratique- 
ment utilisables, il faudrait savoir dgterminer los ]ignes sur lcsquelles le 
module de y cst croissant. Or cette d~termination semble pr6senter de 
grandes diffienlt~s. 

4. Si nous considdrons au contraire les 6quations (3) pour lesqucllcs 
le degrd de a s est ~fdr ieur  ou dgal it celui de bs, nous pourrons faire une 
~tude descriptive assez prgcise de leurs intdgrales. On peut observer que 
dans le cas oh nous nous plagons ( p - - q  = I), les int6grales de l '6quation 
(I) sont ~ un certain point de rue eomparables h des fonctions enti~res. 
Ces intggrales ne peuvent en effet devenir infinies en aueun point non 
singulier essentiel. Supposons en effct que y devienne infini comme x m 
(m > o). On aurait au voisinage du point singulier 

ly|~,u , > c (c fini), 
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indgalit6 que ne peut vdrifier aucune intdgrale de (I)en un point non 
singulier pour les, coefficients. Nous allons voir se poursuivre l'analogie 
entre les fonetions enti~res et les int@rales des dquations (3) eonsiddrdes, 
en 6tudiant la eroissanee du module l yl lorsque x approehe du point sin- 
gulier transeendant situ6 h l'infini. 

5. Posons 

st faisons 

y ----- ~ tV 

~ ~ e J  ap �9 

Nous supposerons que le degr~ de bp surpasse celui de a~ de /~ unit6s. 
Pla~ons-nous en dehors d'un eerele eontenant les z6ros de bp et eeux de 
ap. Sur unz infinitd de rayons R issus de l'origine et situgs dans /~ d- I 

7r 
angles 6gaux h ( I - - a ) ~  (a 6rant un nombre positif fini, arbitrairement 

petit), u est comparable h e ~lxl~+l , k 6rant un hombre positif fini. 
D'autre part, on a 

bo + . . .  + bp_,~p-~vP - '  - -  u ' (alv  + . . .  + %_,v~V-~vP-~) 
(4) v' = 

alu  + . . .  + apuPv p-1 

Cherchons une limite sup6rieure du modu le  ]v'] s u r u n  rayon /~ .1  
Ddsignons dans ce but par a un nombre supdrieur aux ddgrds de tous 

les polynbmes a. Si 1'on a, h partir d'une eertaine valeur de Ix[ 

(s) lul l  > 1,1 l', 
h 5rant un nombre fixe, tousles termes du d(~nominateur s'effaceront devant 
le dernier, lorsque I~1 croltra; en partieulier, si I~1 d@asse un certain 
nombre r0, ee dgnominateur sera, en module, sup6rieur 

h l l a p u ' v p - ' [  (h 1 positif fini). 

1 J e  me contente de dire que les hombres a ,  a I , a~ sont finis, n ' ayan t  pas besoin 

de plus de pr6cision. Mais on pourrai t  facilement les calculer. Ainsi,  d6signons par  

r et v 1 les degr6s de av-1 et de bp-1.  a est le plus grand des hombres zl et /~v. 
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D'autre part le module du num&ateur de v' est infdrieur 
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h 2 lu p- 'vp- 'x  " I, (h, et ~r~ nombres finis). 

On a, par suite sur le rayon R consid6r6 

(6) Iv'l < h~ I1~1- ['_. (h~, ~ positifs finis). 

eosons alors I * l - - r ,  et soit v0 l~ v~leur q .e  p~end ~ (sur le rayon 
R) an point de module r 0. Nous pouvons, avons-nous dit, trouver un nombre 
positif k tel que l 'on air, sur le rayon R eonsiddrd (pour r > r0) 

l i t  ] > e/cr1*+t. 

Nous aurons 6videmment ~t partir d 'une certaine valeur de r 

kl 

et 

I '  

I~-~ol < f ~-,,r,*+,ar, 

&ant an hombre positif inf6rieur ~ k. 
I1 en r6sulte que 1 

I~1 < c r inf6rieur ~ u n  hombre fixe) 

�9 I ~ +  x 

Si done la valenr initi~le I Vo ] satisfait h l'in~galit~ 

(7) I s l -  ~-~/:+' > ~i 

la valeur de I vl en x sera elle-m~me finie et sup6rieure k q .  
Pour parvenir k ce rdsultat, nous avons dfi supposer que l'indgalit6 

(5) 6tait vgrifige pour r > %. Cette supposition est sans consdquences si 
l'indga]it6 (7) est satisfaite au point x o. Imaginons en effet que l'indgalit6 

1 On a en effet 

ro ro 
�9 # + t  
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(5) v6rifi6e pour r o < r < r i eesse de l'~tre au point r 1" il faudra que 
l'in6galit6 

(8) Ivl> , 

eesse elle-m~me d'etre satisfaite en un point r 2 situ6 entre r o e t  r l �9 con- 
clusion absurde, puisque nous avons d6monh'3 'clue l'in6galit6 (5) satisfaite 
pour r o < r ~___<r~ entrulne l'in6galit6 (8) dans tout l'intervalle r0r 1 . 

Nous constatons ainsi clue l'in6gulit6 (7) enfralne l'in@alit6 ( 8 ) l e  
long du rayon R. I1 en serait 6videmment de m~me le long d'une droite 
queleonque sur ]aque]le Ix] erolt eomme ~2r (~] fini), et, par suite, dans 
tout l'angle A uyunt pour sommet l 'origine dans lequel on a 

{ul > "§ 

Dans tout cet angle (pour I xl > r• y ne ~rdsente ni z~ros ni ~vSles, 
et l'on a 

lyl=pH "+', 
I dtant eom:pris entre dettx hombres positifs fixes. 

On peut interprgter comme il suit ee r&ultat: il est possible de mettre 
l'intggrale y de l%quation (3) sous la forme 

(9) y = Cu -t- f~(x, C), 

C ~fiant une eonstanfie arbitraire, de telle faeon que le second flerme de 
l'6galit6 (9) s'effaee devant le premier duns l'angle A, ~ moins que C 
n'approehe de la valeur partieuli~re zdro. Cu est alors une valeur prin- 
eipale de y duns l'angle A. 

On obtiendrait les mSmes r6sultats duns les [~ + i angles off le mo- 

dule de u est croissant. Supposons en partieulier que le quotient b, - -  s e  (~p 

rdduise h une eonstante. C'es~ alors duns tout un demi-plan que ]yl seruit 
comparable ~ e ~l~l, (2 > o). 

6. Pour parvenir ~ ce rSsultat, il n'est pas ndeessaire de supposer 
que duns l'dquation (3) les fonetions de x,  a~, a2, . . . ,  b~, b~, . . .  sont des 
polynbmes. Supposons clue sur un rayon R issu de l'origine, tous les a 
et b soient ?~ partir d 'une certaine ~,aleur r o de r inf6rieurs ~ une puts- 
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sance finie de r ,  r~; supposons de plus que sur ce rayon, l'on air, pour 

r > r  0 

et 

lu'l <r lul, 
k et p grant des hombres positifs finis. Tons les rgsultats du paragraphe 
pr6c6dent s'appliqueront sur le rayon R an produit y----uv. 

Les fonctions a~, a 2 , . . . ,  b, , b 2 pourront ~tre par exemple, des fonc- 
tions mdromorphes semblables ~ celles que j 'ai 6tudidcs dans la seconde 
partie de ee travail, ou des fonctions algdbriques. La mdthode prdcddente 
permettra d'dtudier tous ces cas en ddtail, quoique leur diversitd nous cm- 
p~che d'dnoncer ~ leur sujet des propositions g6ngrales. 

7. L'dtude des intdgralcs de l 'dquation (3) conduit done, au point 
de vue de la croissance, h des rdsultats partieuli~rement intdressants. Dans 
les p + I angles d6finis plus hant, nous savons dvalucr le module d'une 
int6grale: ce module crolt comme cclui d'une fonetion enti~re de genre tiM. 

Les rgsultats prgc6dents permettront encore d'dtudier l'dquation (1), 
dans le cas considgr6 au w 4, oh elle contient un seul terme de degr6 
sup6rieur par rapport h y e t  y'. Ddsignons en effet par ~" une int6grale 
particuli~re de l'6quation (i), et posons 

I 
y - -  - -  

y - - ( "  

La fonction Y satisfera h une dquation de la forme (3)- Pour s'en rendre 
compte, il suffirait de remarquer qu'une intdgrale y, diffdrente de ~, ne 
peut 6tre dgale h ~" en aucun point non transcend ant pour l 'dquation; 
darts le cas contraire, en effet, on aurait en m6me temps, y ' =  C, et les 
deux int~grales coincideraient darts tout le plan. La fonction Y ne pr6- 
sente done, en dehors des points singuliers transcendants de l'dquation, 
a~cune singularit6 polaire. Elle est de m~me nature que celle qui a 6t6 
6tudi6e darts les paragraphes prgcddents. 

Supposons en particulier que l'~qnation (I) admette une integrale ra- 
tionnel]e qui sera celle que nous appelons ~'. Dans l'6quation (3)h laquelle 
satisfait I7, les fonetions a 1 , a 2 , . . . ,  b 1 , b 2 , . . .  seront alors des polynSmes, 
et l 'on pourra appliquer h ]a fonction :Y les rgsultats du w 5 si le degr6 
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de ap est inf4rieur ou 4gal h celui de bp. Nous constatons alors que dans 
les /~-t- i angles ddfinis plus haut, l'intdgrale gdnirale y se rapproche indd- 
finiment, lorsq~te I xl cro?t, de l'intdgrale ralio~nelle r La diff4rence y -  r 

cst 5gale, d'apr~s ce qui pr4c~de, h e -~z+~ , /t restant compris entre deux 
nombres positifs fixes. 

On pourrait chercher h g4ndraliser ces r4sultats en 6tudiant des 4qua- 
tions plus c0mpliqu4es. Ils peuvent sans doute donner lieu s diverses 
applications pratiques, puisque la m4thode qui vient d'4tre d4velopp4e ne 
permet pas seulement de limiter le module d'une intdgrale, mais aussi 
d'gvaluer ce module dans des rdgions 6tendues du plan. 

Mais il n'est n4cessaire de multiplier les exemples pr4e4dents pour 
conclure que la croissance de certains types fort gdn4raux de fonctions obgit 
h des lois tr~s simples et tr[s prgeises. I1 serait int4ressant de rechercher 
dans quelle mesure la grandeur d'une fonction e n e s t  une propri4t4 carae- 
t6ristique et, jusqu's quel point la connaissance de sa croissanee renseigne 
sur la nature analytique de la fonetion. �9 On a vu que l'ordre de grandeur 
d'une fonetion enti~re d4pend 6troitement de la densit4 de ses z6ros; c'est 
dire qu'il est dgterming par la grandeur des 414ments composant l'ensemble 
des d4terminations de la fonction inverse. Mise sous cette forme, la pro- 
position est susceptible d'etre 4[endue h des classes de fonetions beaueoup 
plus vastes que celle des fonetions enti~res, et il est tr~s vraisemblable 
qu'elle peut l'~tre. 

Ainsi la relation que nous avons observ4e dans le cas des fonctions 
enti~res n'est peut-6tre que la manifestation d'une propri6t4 appartenant s 
des fonctions plus g4n6rales. C'est pourquoi il n'4tait peut-~tre pas inutile 
de la mettre en lumi~re, comme je me suis propos6 de le faire dans ee 
travail. 


