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SUR LES INT]~GRALES R]~GULIERES 

DES }~QUATIONS DIFFI~RENTIELLES LINI~AIRES 

PAR 

HELGE vo~ KOCH 

I .  

I. Dans la premi6re partie du mdmoire Sur les d~terminants in finis 
et les dquations diffdrentielles lin~aires (re journal, t. 16)nous nous sommes 
occup5 de la r6solution d'un systdme infini d'6quations lin6aires 

(I)  Z A, x. - -  o . . . . . .  
k ~  - - 0 o  

dont le d6terminant [A~k];,~ . . . . . .  +~ est de la forme normale (c'est-~-dire 
tel que le produit des 616ments diagonaux converge absolument et que 
la somme des 616ments non-diagonaux converge absolument). 

Pour le but du pr6sent m6moire, il est n6cessaire de g6n6raliser 
eette 6rude a u c a s  oh le nombre des 4quations du systSme (I) est, pour 
ainsi dire, plus grand que celui des inconnues: nous voulons parler de 
syst6mes de l~ forme (I) oh le d6terminant des Ai~ n'est plus de la forme 
normalc mais le devient d6s quc l'on y supprime un certain hombre des 
lignes. Pour plus de gdn6rallt4, nous ne supposerons pas que lea seconds 
mcmbres des dquations propos6es soient nuls; nous lea supposerons seule- 
ment 6gaux s des constantes dont les valeurs absolues sont inf6rieures 

une quantit6 donn6e. 
Avant d'aborder ce probl6me, rappelons une propri6t6 des d6termi- 

nants de la forme normale (m6m. cit6, n ~ 20) qui nous servira pour 
point de d6part. 
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Soit 
9 = [A,,],,~ . . . . .  +o 

un d6terminant de la forme normale; d6signons par 

(:: : )  
eelui des mineurs de D d'ordre v qui s'obtient en rempla~ant ehaeun des 
fil6ments A, , . , , . . ,  A~,~ par l'unit6 et tout autre 616ment des lignes 

~ , . . ,  ~,, (ou des eolonnes x~, . . ,  x~) par z6ro (nous eonviendrons d 'at tr ibuer 
la valeur z6ro bo ee symbole toutes les fois que deux ~ ou que deux x 
seront 6gaux). 

Posons ..4,k= a,k (i ~ k), A,  = x  + a,;  par hypoth~se la s6rie ~ ] ~  la,~l 
est convergente, ce qui entraine la convergence du produit 

I L ( ,  + x,.l~,~i). 

D6signons par (i~..  i,,) ce que devient ee produit si l'on y supprime les 
facteurs correspondant ~ i-----i~, . . ,  i~; on a alors 

- - I  < (i~ . .  i , ) - -  I 
(~) i, .. ~ = 

et, en particuller (m d6signant un entier positif queleonque), 

(2') ~, + ~ n /  ~ <-- ( - m  ' '  + m ) -  ~" 

De 1"~ on conclut l'existence d'un entier m' tel que les mlneurs 

( - - m . . + m ) m  + m  ( m ~ , m ' , m ' + I , . . , c ~ )  

sont tous diff6rents de z6ro; pour trouver m', il suffit de se donner une 
quantit6 positive d < ~ et de d6terminer ~n' en fa~on que 

( ~ m . .  + m ) ~  I < 3  d&s que m>~n ' .  

Or, d6signant par S_~..+~ ce que devient la s6rie 

(3) x,x,l~,,l 
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si l'on y supprime les termes correspondant aux indices i = - - m , . . ,  + m ,  
on a (pour des m sulCfisamment grands): 

( - m . .  + < 

I1 suffit donc de choisir m' de mani6re que 

3 S_~,..+~, < ~ ,  

ce qui est possible puisqu'on suppose la s6rie (3) convergente; si nous 
nous bornons, et c'est ce que nous ferons toujours dans ce qui va suivre, 
au cas off la s6rie (3) est telle que le nombre m' s'obtient au moyen 
d'une suite (finie) d'op6rations arithm6tiques (c'est 6videmment ce qui aura 
lieu dans les cas usuels), le r6sultut auquel nous sommes parvenu s'ex- 
prime ainsi: 

Un ddterminant de la forme normale dtant donnd, on peut, par une 
suite d'opdrations arithmdtigues, trouver un mineur d'ordre fini qui n'est 
~vas nul. 

2. Consid6rons maintenant un syst6me lin6aire 

(4) 

-.[-ao 

Z, A, ,x ,  = A,,  
]g = - - r  

E B,,x, = B, 
] r  

(~=--~..+~) 

( i=  lj  2~ .., q) 

off les 6quations peuvent  dtre partag6es en deux groupes, (A) et (B); 
dans le systSme (A), le d6terminant des 616ments est de la forme normale 
et les A~ sont, en valeur absolue, moindres qu'une quantit6 donnde; quant 
au syst~me (B), qui n'embrasse qu'un nombre fini g d'6quations, nous 
supposerons seulement que les coefficients B~ soient, en valeur absolue, 
moindres qu'une quantit6 donnde. ~ 

Proposons-nous de trouver toutes les valeurs dcs x, qui satisfont 

t Cf. mdm. citd~ n ~ 9" 
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aux dquations (4) ct qui restent infdrieures en valeur absolue k un nombre 
fini (qui pout ne pas ~tre connu d'avance) X: 

(49 < x .  (, . . . . .  

Iqous verrons que ce probl5me se ramSne toujours k la rSsolution d'un 
certain systSme fini d'~quations linSaires entre un nombre fini d'inconnus. 

Pour abrSgcr, dSsignons la s~rie ~A~x~ par u~ et la sdrie ~,,B~x~ 
par v, de sorte que le systSme (4) prenne la forme 

U~ -~- A ~  (~=_~..+~) 

Soit D lc dSterminant des A~,; choisissons un mineur quelconque de D: 

et formons la s6rie double 

' ~ / ~  x~,; 
S = E ,  Z ~ t  ,~ 1 kr ~ 

cette s~rie Brant absolument convergente (mBm. citS, n ~ 2o) quand les 
x~ satisfont aux conditions (4% on aura 

= X k ~  
kl kr u=l k~ k~_~ k k~+~ k~ x,~; 

d'oh: 

X k = --~ Xk v (5) ,kl k~ k, k~ , ~=i kl k~-i k k~+l k~ 

i i l ' "  ir)ddsignant ce que devient le d~terminant ( i1""  i~t s i l ' o n y  
kl kr k kl kr 

remplace les ~lSments A~ de la colonne k par les A~. 
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Or nous pouvons toujours, par la m6thode pr&6dente, trouver un 

mineur de D d'ordre finl qui n'est pas nul; si nous d&ignons par k~ k~ 

ee mineur, routes les inemmues xk s'exprimeront, en vertu des 6quations 
(5), en fonetion lin6aire par rapport g r d'entre elles- x,,, x ~ , , . . ,  x~. 
Pour trouver les ~quafions auxquelles doivent satisfaire x,., x h , . .  , xk,, 
il suffit de subsfituer aux x~, dans les 6quations u~ =: A~ et v,----B~, les 
valeurs fournies par la formule (5); nous aurons 

( "" ) ~"x ~-" [ i ' ' "  i'-' i" i '+' '" i')A,~ 
i, i~ Ark A- /.~ k,/_~,~z, k~_l k k~+~ k~ Z k  kt  k~, k ~=1 , , .q  

(6) 

. .  i r 

f it �9 �9 

k ~=1  k u - 1  

( i = - - ~ . . + ~ )  

�9 it) iv ~+l . .  B** 
k k~+l k~ 

( i = l , 2 , . . , q )  

En vertu des formules suivantes, que 1'on obtient sans difficult6" 

il �9 �9 i , )  A~k---- 

i, ..  i~_1 iv i.~+1 ..  i ,)At,  
Z k  kl ]~v-1 k kv+ 1 . .  k, 

0 ( i ~ 1 ,  .., i ,) 

( ~ = ip) 

le syst6me (6) se r6duit g u n  syst6me fini de r A- q 6quations: 
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~rl Xk I -~ 
(7) 

T~,x,, + 

+ ~ . x , .  = S~, 

+ T~,z,. = T~, 

dans ces formules, Ss, (pris avec le signe ( - - , ) ' -~ ) rep rdsen te  ce que 

( i ~ . .  i . ) q u a n d  on v supprime i'indice i s e t  l'in, devient le symbole ki k~ 

dice k~, et S, repr6sente ce que devient le ddterminant S~z quand on y 
remplace la colonne /~  par la colonne form6e par les seconds membres 
des 6quations (4); Ts~ d6signe ce que devient S~ quand on y remplace 
la ligne i~ par la ligne des B~, et Tr, d6signe ce que devient T~ quand 
on y remplace la colonne k~ par la colonne form6e par les seconds membres 
des 6quations (4). 

On peut donc, par  une suite finie d'opgrations arithm~tiques, r6duire un 
syst~me infini tel que (4), oh les inconnues sont assujetties aux conditions 
(4'), 5 un syst~me fini d'6quations entre un hombre fini d'inconnues. 

3. Appliquons d'abord ce rdsultat au cas off les 6quations donn6es 
sont homog6nes (A~ = B~ = o): 

Uf. -~-- O~ (f=--oo..+, ,)  
(8) 

V( = O~ (i=l,~,: . ,q) 

les inconnues xk 6tant toujours assujetties k la condition 

(89 l~ , l  < x .  ,, . . . . .  +~, 

Dans ce cas, le syst6me transform6 (7) sera aussi homog6ne, car les S~ et 
les T~ sont tous nuls. Convenons de donner le nom de solution du 
syst~me (8) k tout syst6me de valeurs des x, qui v6rifient les 6quations 

' " . .  ~(~) sont (8) et les conditions (8'), et de dire que u solutions xk, x~ , , 
lin6airement ind6pendantes s'il n'cxiste pas de constantes c', c", . .  , c  (~) 
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telles que la somme c'x'k + c"x' , '+..  + c(~)x(k~) soit nulle pour chaque va- 
leur de l'indice k. 

II est clair d'abord que le syst~me (8) ne peut avoir plus de r so- 
lutions lin6airement ind6pendantes; car tous les x, sont, en vertu des 
6quations (5), parfaitement d6termin6s quand on connait x,., x~.,, . . ,  x , .  

Pour trouver les conditions n6cessaires et suffisantes pour l'cxistence 
d'un nombre donn6 v de solutions lin6airement ind6pendantes, il suffit 
de consid6rer certains des d6terminants de la nmtrice (A, B)des 616ments 
A~k et B;k. Par la matrice des 616ments A~, et B~ nous entendons Fen- 
semble de ces dl6ments, rang6s en lignes e~ en colonnes (le premier indice 
se rapportant aux lignes, le second aux colonnes). Par (A), nous d6- 
signons la ligne constitu6e par les 616ments A~, (k = - -cxv. .  + cx3) et par 
(B), celle constitu6e par les 616ments 17~, (k = -  oo . .  + cxv); par la co- 
lonne k nous entendons celle oh le second indice des 616ments est k. 

D6signons, en effct, par M 0 l'ensemble de d6terminants que l'on peut 
former avec la matrice (A, B) en y supprimant q quelconques des lignes 

(9) (B)~ , ( B ) 2 ,  . .  , (B)q  , ( A ) , , ,  ( A ) , , , . . ,  (A),.; 

par M~ l'ensemble de d6terminants que l 'on peut former avee (A, 17)en 
y supprimant q + I quelconques des lignes (9) et I quelconque des co- 
lonnes 

(Io) k 1 , k~, . . ,  k~; 

et, d'une maniSre g6n6rale, par M~ l'ensemble de d6terminants que l'on 
peu~ former avec (A, B) en y supprimant q + ~ quelconques des lignes 
(9) et ~ quelconques des colonnes (IO). (I1 est clair que le d6terminant 
D d6fini plus haut appartient ~ l'ensemble M 0 et que l'ensemble M~ est 

compos6 d'un seul d6terminant: k~ k~] 

Je dis que les conditions n6cessaires et sutt]santes pour que le sys- 
tSme (8) ait v solutions lin6airement maepenaante~, s'expriment en egalant 

z6ro tous les d6terminants ~]T d'indice v -  i .  
Ces condilions sont n6cessaires; car si l'un quelconque des M s ~ = v - - I ) ,  

exemple ( el . .  e'~, 6tait diff6rent de z6ro, toutes les inconnues s'ex- par 
\ x~ z~ / 
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prlmeraient en fonction de xx,, xx~, . . ,  x,z et le nombre des solutions li- 

n6airement ind6pendantes serait au plus 6gal '~ /~. 
Ces conditions sont aussi suffisantes; car d6slgnons par /l le plus 

petit entier tel qu'il y air, parmi les d6terminants Mz, au moins un, par 

( ~ ' ' "  ~'~, diff6rent de z6ro. D'apr6s ce que nous avons exemple VU~ 
\ X 1 �9 X~ / 

toutes les ineonnues s'exprimeront en fonction de x , , , x ~ , . .  ,x~z, et ees 

derni~res quantit6s ont ~ v6rifier /~ + q 6quations lin6aires et homog6nes 
off les coefficients ne sont autres que des d6terminants appartenant 
l'ensemble M~_I. Ces d6terminants 6rant tous nuls, il est clair que le 
nombre des solutions lin6alrement ind6pendantes est 6gal ~ 1~; et ee 
n o m b r e #  ne peut pas 6tre inf6rieur ~ v pourvu que tous les M.,_~ 
soient nuls. 

Les conditions n6cessaires et suffisantes pour que le syst6me donn6 
(8) admette un nombre donn6 de solutions lin6airement ind6pendantes, 
s'expriment done par un nombre fini de relations entre les A et les B 
et l'on peut toujours trouver ces relations par un nombre fini d'opdrations 
arithm6tiques. 

Supposons que, par un moyen quelconque, on ait trouv6, parmi les 

( i ~ ' "  i~) diff6rent dez6ro, e tque  d6terminants M'~, au moins un, soit k~ k, ' 

tous les  d6terminants M~_I soient nuls. D'apr6s les formules pr6c6dentes, 
la solution g6n6rale du syst6me (8) sera la suivante: 

x , =  x~, + . . +  %,  
( I I) k~ k~ k kl k~ k~ k~_~ k 

(~ =--ao. .+~) 

xk,, xk,, . . ,  xk, d6signant des eonstantes arbitraires. 

4. L'6tude du syst~me non-homog~ne 

( I2 )  u, = A,,  , ,  . . . . .  

Vt: ~ BI~ (i=l~'2~..,q) 

se ram6ne ais6ment "~ celle du syst6me homogfne 6tudi6 au num6ro 
pr6c6dent. 
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i l . ,  i,.) 
et formons D4terminons d'abord un d~terminant non nul k~ k~ 

les ensembles de d~terminants d~signSs par M~, 3 ~ , . . ,  M~. 
Puis, formons des dSterminants nouveaux en bordant la matrice de 

chacun des d5terminants M 0 par l'une quelconque des lignes 

(I3) (P),, (.4),,, 

et par la colonne form6e par les seconds membres des dquations (I2); 
dSsignons par M 0 1'ensemble des dSterminants ainsi obtenus. De la mdme 
mani~re, bordons la matriee de chacun des d6terminants M 1 par l'une 
queleonque des dites lignes et par la dire colonne; et d~signons par 2/~ 
l'ensemble ainsi obtenu; etc. 

Nous obtiendrons les ensembles suivants de d6terminants: 

M;, . . ,  

Supposons que t o u s l e s  d6terminants des ensembles Mz dont l'indice [~ 
est inf~rieur k un certain indice ~ soient nuls, mais que, parmi les M,, 

( i l  i ~ )  qui ne pas il y ait un au moins (soit kl k~] 
6 p 

soit n u l .  

Je dis que les conditions nScessaires et suffisantes pour que le sys- 
t~me (r2) air au moins une solution, s'expriment en 5galant k z~ro tous 
les d~terminants appartenant ~ l'ensemble M:; et que, si ces conditions 
sont v4rifiSes, la solution g4n4rale du syst~me (i2) contient ~ constantes 
arbitraires. 

En effet, les conditions sont nScessaires puisqu'on peut, en admettant 
l'existence d'une solution du syst4me proposS, par des formules telles que 
(7), exprimer chacun des ddterminants 21I: en fonetion linSaire et homogSne 
par rapport aux M~_x, qui sont tous nuls, d'aprSs l'hypoth6se. 

Ces conditions sont aussi suffisantes; car, d'apr~s ce qui prScSde, 
toutes les inconnues xk s'expriment en fonctions linSaires par rapport aux 
x~,, xk.~,.., xk,; et ces derni~res n'ont ~ v~rifier qu e ,) q- q 5quations linSaires 

oh les coefficients des premiers membres sont les d~terminants appartenant 
l'ensemble M~_I et les seconds membres des d6terminants appartenant 
l'ensemble 21I~. 

Acta mathematica. 18. Imprim~ le 9 octobre 1894. 44 
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Done, si les conditions dont il s'agit sont v6rifi&s, on volt d'apr& 
la formule (5), que la solution g6n6rale du syst~me (I2) est la suivante 

(t4) x~, + + a%, 

(~=--~ ..+~) 
x,,, x,~, . . ,  x,. d6signant des constantes arbitraires. 

w 2. 

5. Avant d'aborder le probl~me que nous avons en vue, rappelons 
succinctement led principaux r6sultats obtenu dans le m6moire cit6 
plus haut. 

Soit 

d"y dn-~y d'-3y 
(i 5) P(Y) = a~,, + G a~._~ + G a~.A + "  + P-Y = o 

d "-a y 
une 6quation lin6aire, pviv6e du terme contenant dz._l, et ayant pour 

coefficients des fonetions analytiques de x, d6veloppables cn s6ries de 
LAURENT g l'int6rieur d'un anneau eireulaire entourant un point donn6, 
par exemple x ---- o: 

+~ 

(I6) P.(x) = ~. a.ax ~. (.=2,,,..,.) 

Formons led fonetions 

(i7) 

(~8) 

(,9) 

~(p) = p ( p - -  O . . ( p - -n+  x)+ p (p - -  t ) . . ( p - - n +  3)a,._= + . . +  a,,_, 

= ( p - - p , ) ( p - - a = ) . .  ( p - - P . ) ,  

.el,,,. = (p -k 2)(p ~ 2 - -  I) . .  (p -+- J , - -n  -t- 3) a,,,,_,._= -4-.. q- =,,,,-z-,, 

P - - P t  P--P= P--P~ np n(n--1) 
I I - -  n-~ "~ ~m 

(p)  h , . ( p )  - ~  " ~ " . ~  " =_ h 0 ~ I ~ = ~ n  " ,~bn 

et posons 

(2~ h,"(p)&~ = z,"~(p), h , " ( e ) ~ ( p  + , , , ) =  z , . , , ( p ) .  
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Si, dans 1'expression diff6rentielle P(y) ,  nous posons 
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Ot-~ 

(2I) y = X g~z ~+~, 

P ( y )  prend la forme 

-~-oo 

(22) P ( y ) =  X G , . ( p ) x  p+"-" 

oh 

et les 6quations lin6aires auxquelles doiyent satisfaire les g~, pour que la 
fonction (2~) repr6sente une int6grale de l'6quation (~5), s'6crivent sous 
la forme 

( 2 4 )  ~ Xma/Tx = O. (,,, . . . . .  +| 

Le d6terminant 
D ( p )  = [Z,,],,~ . . . . .  +~ 

des 616ments Z~k est de la forme normale 1 pour route valeur finie de p 
et repr6sente une fonction analytique et enti6re de p qui jouit des pro- 
pri6t6s suivantes: 

I ~ D ( p )  v6rifie l'6galit6 

D(p + ,) = ( - -  , ) . D ( p )  

et repr6sente, par suite, une fonction p6riodique de p (de p6riode I ou 2). 
2 ~ D ( p )  a n z6ros incongruents (chacun d'eux 6tant compt6 avec 

son ordre de multiplicit6) et pout 6tre repr6sent6 sous la forme 

~ i  s i n  (p  - -  p(~)) a: D(p) = , 
V = I  

1 ~Ious supposons quo lo point  x = I SC trouvc ~ l ' i n t6 r i eu r  du domainc de con- 

vergence des sgries ( I6) .  Mais:  dans lo cas contra i re :  on est  ramen6 imm6diatement  ~ co 

cas en rempla~ant~ dans D(p)~ ehaque 61dment Zik par  ~ik ~' xi-ko off x o d~signe un point  du 

domaine de convergence. 
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' p", . p(") d6signant des constantes dont la somme est ~gale au hombre iO ~ , ) 

entier: n ( n - -  I) 
2 

3 ~ Si on d6veloppe D(p) en s6rie suivant les puissances croissantes 
de p, les coefficients sont des s6ries absolument convergentes proc6dant 
selon les puissances et les produits des paramStres a,.; les coefficients de 
ces s4ries sont des polynbmes entiers en zc dont les coefficients sont des 
hombres rationnels. 

Soient p', ,o", . . ,  /~(P) un syst6me de z6ros incongruents de D(p), 
s', s" , . . ,  s (" leurs ordres de multiplicit6. On peut former n int6grales 
lin6airement ind6pendantes qui se partagent  entre p groupes appartenant  
re}pectivement aux z6ros p', i f ' , . .  ,p(P) et contenant respectivelnent s', 

" . s (" int6grales. 

Pour representer analyt iquement  les s int~grales appartenant  ~ Fun 
quelconque p' de ces zgros, dSsignons par 

8 ~ 81 ~ 8~ ~ . . ~ 8r_ 1 

les nombres caract6ristiques et par 

kl ' kl k2 ' " ' '  kl k2 kr 

un systSme de mineurs caract6ristiques correspondant ~ p' (pour l a d &  
finition, voir m~m. cit6, n ~ 23); les hombres s ,  S l , . .  v6rifient les con- 
ditions suivantes: 

s ~ r ;  s > s  1 > . . > s t _  1; s - - s  1 > s  1 - s  2 > . . ~ s r _ l  

(is . .  i~) (off < r )  nul  d'ordre tandis 
\ 

et le mineur kl k~ p r p-~p', pour 8v 

est diff6rent de z~ro. que kl kr 



Sat  les intdgrales rdguli~res des dquations diffdrentielles lindaires. 

Posons 
+oo , 
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+~ ( i~ i~)x,,+~ " 
g~(x ,  p) = 

Alors les intdgrales en question se partagent  entre r sous-groupcs con- 
tenant rcspcctivement 

8 - - 8 1  : ~ I~  81 - - 8 ~  ~ P2 ~ �9 �9 t St--1 ~ ~v 

int6grales: 

Y 1 . 1 ,  Y l . ~ ,  �9 �9 ~ Yl .~ ,  ; Y 2 : 1 ,  Y2.2 , �9 � 9  Y2.~, ; �9 �9 ; Y ~ . I ,  Y ~ . 2 ,  �9 �9 , Y~.~.  

qui se repr6sentent analyt iquement par les formules suivantes 

~s,g,(x, p) ~st+lg,(x, p) Os-1 gl(x, p) 
Y1.1-~- ~p,~ , Y~.~-- VF,+1 , �9 �9 , Y~.~, = Vp,-~ ' 

Yr.1 = g r ( X ,  t9) , Y r . ~ - - - - - ' - -  , �9 �9 , Y ....  -~- ~p  Op ~ ' - l - t  

oh il faut  substituer, apr6s les diff6rentiations, p' ~ la place de p. 

6. Chacune des int6grales ainsi d6finies est de la forme 

(25) x"(F o + F I logx  + F2 (logz) ~ + . .  + F~(!ogx)'~), 

p d6signant une racine de l '6quation D ( p ) =  o et les F 6rant des s6ries 
proc6dant selon les puissances positives et n6gatives de x, ayant  pour 
coefficients des fonctions enti6rcs de p.  
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On dit, d'apr~s M. THOM~, qu'une int6grale de la forme (25) est 
r~guli~re (dans le voisinage de x = o), si les F ne contienncnt qu'un 
hombre fini de puissances n6gatives. 

Consid6rant le cas oh les coefficients /) de l'6quation propos6e ne 
contiennent qu'un nombre fini de puissances n6gatives de x, M. T H o ~  
a montr6 que, s i m  d6signe le degr6 d'une certaine 6quation (l'6quation 
d6terminante), l'6quation (I 5) ne peut avoir plus de m int6gr~les r6guli6res 
et que l'on peut toujours former m s6ries de la forme (25) satisfaisant 
formellement k l'6quation (15); ces s6ries repr6sentent donc des int6grales 
r6guli~res, pourvu qu'elles soient convergentes. Comme, dans le cas g6- 
n6ral, les s6ries Mnsi obtenues sont divergentes, il faut, pour que l'6qua- 
tion propos6e air des int6grales r6guli6res, que les param6trcs satisfassent 
k certaines relations. 

I1 a 6t6 impossible de trouver ces relations, saul dans un cas par- 
ticulier, par les mdthodes connues jusqu'ici. Comme nous allons le voir, 
on peu~ toujours les trouver k l'aide de la m6thode indiqu6e au para- 
graphe pr6c6dent. 

7. Si l'on cherche k vdrifier l'6quation (15)par  une int6grale r6- 
guli6re de la forme 

a o  

le syst6me d'6quations (24) auquel doivent satisfaire les g~ et p prend 
la forlne 

(27) XoZ  g,= o. ( . . . . . . .  

Ce syst6me (27) se simplifie beaucoup dans le cas off le point singulier 
x -~  o n'est qu'un p61e pour les coefficients P de l'6quation propos6e. 
Dans ce cas, auquel nous nous bornerons dans ce qui va suivre, les d6- 
veloppements (I6) des z o n e  contiennent qu'un hombre limit6 de puis- 
sances n6gatives de x. 

Soient 

28)  Z -2--p2 X -~-~a X - n - p"  
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les puissances par lesquelles commencent respectivement les ddveloppe- 
ments de~ fonctions 

P,(x), 

Consid~rons la suite des nombres entiers 

(z9) P0, P~, Pa,  " ,  P- 

(off l'on a pos~, pour plus de sym~trie, o----P0); soit p le plus grand 
d'entre eux, et p~ le premier nombre de la suite (29) (parcourue de 
gauche ~ droite) qui atteint cette valeur ~v. 

I1 vient 
Z~k-----o d~s que k - - i > p  

et l'on volt que le degr6 de la fonction Z~.~+p (divisfie par h,(p)) est 4gal 

Les ~quations (27) se r~duisent done aux suivantes 

QO 

)~oX.m~. .q)  " ~ 0 (m~--p, - -p-bl , . . ,O, l ,~ , . . ,+oo ) 

ou encore: 

~-p.ogo ~ O~ 

Z-p+~.ogo 4- Z-p+l.lg, ---- o, 

(3o) Z-1.ogo 4- X-1.,gl - I - . .  4- Z-1.p-~gp-1 ----- o, 

Zo.ogo 4- Xo.~gl 4 - ' "  4- Zo.p-,gp-, 4- Xo.pgp = o, 

Xi.0g0 4- Z1.,g, -b .. 4- X,.p-~gp-1 4- Xl.pgp 4- X~.p+~g~+1 = o, 

C'est ~ l'~tude de ee syst~me ]in~aire que se ram~ne le probl~me 
de trouver ]es int~gra|es r~guli~res. Dans le Gas oh p ~ O, ]e d~termi- 
nant du syst~me (3o) est de la forme normale et se r~duit d'ailleurs b. 

~o  

son terme ini t ia l .  ~l~0z~ ~. C'est done, au point de rue de ]a tMor ie des 

d~terminants infinis, le eas le plus simple qu'on peut imaginer. Aussi 
ee n'est autre que ]e eas rendu e~l~bre par les travaux de plusieurs 



352 Hclge yon Koch. 

g6om~tres et notamment par les recherches classiques de M. FucHs. Nous 
pouvons donc le laisser de c6t6 ici, d'autant plus que, dans le m6moire 
cit6 plus haut (voir n ~ 26), nous avons vu comment se pr6sente la th6orie 
de ce cas au point de vue de la th6orie des d6terminants infinis. 

Supposant donc p > o, nous voyons que le  d6terminant du systSme 
(30) n'est plus de la forme normale mais qu'il le devient dSs qu'on 
supprime p quelconques des lignes; en effet, le d6terminant du syst~me 
qu'on obtient aprSs avoir supprlm6 les p premiSres 6quations de (3o), 
est de la forme normale puisque le produit des 616ments diagonaux Z, 
converge absolument et que la somme des 616ments non-diagonaux Z,~ 
converge absolument; et ce d6terminant reste de ]~ forme normale si l'on 
remplace l'une ou plusieurs des lignes par des lignes dont les indices appar- 
tiennent ~ lu suite - - p ,  - - p  -}- I , . . ,  - -  i. 

Nous avons donc ~ envisager les d6terminants obtenus en supprimant 
dans la matrice des 616ments Z~k: 

(3 I) Zi.o ) X,.I .* o.:9 )~'t.i-{-p) (/=-p,-p-{-1,..,0,1 .... ac~) 

p quelconques des lignes. Pour plus de sym6trie, nous pouvons con- 
sid6rer tous ces d6terminants comme des mineurs d'un seul d6terminant 
A,  b~ savoir celui qu'on obtient en ajoutant ~ la matrice (3 I )p  colonnes, 
num6rot6es - - p , - - p - I -  I , . . , - -  I, dans chacune desquelles tous les  
616ments sont nuls; nous d6signerons donc d6sormais par le symbole 

( ai a2 "* aq ) 
(32) fll 

eelui des mlneurs d'ordre q de A qu'on obtient en rempla~ant dans A 
chacun des 616ments Z~,~,, Z~g~,", Z~a, par l'unit6 et tout autre 616ment 
des lignes ~ . .% ou des colonnes /~1 "/~q par z6ro. I1 est clair que 
chaeun des d6terminants (32) oh q < p  est nul identiquement, car ils 
contiennent tous au moins une colonne compos6e de z6ros; et que, si 
q > p ,  le d6terminant (32) est nul 6galement si tous les nombres - - p ,  
~ p  -p I , . . , -  I, ne sont pas compris dans la suite fl~,/~,. . ,flq. En 
particulier, le symbole 
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reprdsente (au signe pr6s) le ddterminant de la matrice qu'on obtient en 
supprimant, dans la matrice (3~), les lignes a~, % , . . ,  %; et 

(33')  ( % , % , . . ,  a~,, ,1, e~,.. , e,) 
~ / ~ 9 ~  ~ . p  "Jr" I ~ . . ~  - -  I , Z 1 ~ Xl~ o . ~  Xv 

repr6sente (au signe pr6s), celui des mineurs d'ordre ~ du d6terminant 
(33) qu'on obtient en supprimant dans la matrice (3I) les p + ~ lignes 
a~, ~2, �9 �9 %,  e,, q , . . ,  e~ et les u colonnes z~, z.~,.., z~. Comme toujours, 
nous convenons d'attribuer au symbole (32) la valeur nulle si deux quel- 
conques des indices sup6rieurs ou si deux quelconques des indices in- 
f6rieurs sont dgaux entre eux. 

D'apr~s des rdsultats obtenus dans le mSmoire cit6, il est clair que, 
pour que l'6quation (t5) ait un nombre donn6 m d'int6grales r6guli~res 
de la forme 

(34) ]~, gxx R+z 

oh R d~slgne une constante donn~e quelconque, il faut et i l  suffit que 
le systSme d'dquations (3 o) ait, pour p - ~  R, m solutions lin5airement 
ind~pendantes. Or, d'apr6s le paragraphe prdc('dent, cette condition s'ex2 
prime de la mani6re suivante. On d5termine (ce qu'on peut toujours 
faire par un hombre finl d'op6rations arithmdtiques), un entier u et p-4-2~ 
indices % , % ,  . . . . .  , % ,  fi,e~, . ,e~,  z l,x,~, ,x~ de telle mamere" quele  
ddterminant (33') soit, pour p ~ R, diff6rent de zdro; puis on 6gale k 
z~ro tous eeux des mineurs de A d'ordre p + m - - i  qu'on peut d6- 
finir en supprimant dans lc symbole (33') ~ ~ m-[- I quelconques des 
indices a ~ , % , . . , % ,  e,,e.  2 , . . , ~  et ~ - - m A -  i quelconques des indices 
X 1 ~ X~ ~ ; . ~ X u. 

D6signons par _3[ 0 l'ensemble des mineurs qu'on peut ddfinir en 
supprimant dans le symbole (33') u quelconques des indices 

(3 5) a, ,  % , . . ,  % , e , ,  e , ,  . . ,  e~ 

et les ~ indices 

(36 ) x l ,  z2 ,  . . ,  x,; 
Aeta matl~atlca, 18. Imprim6 le 10 oetobre 189L 45  
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par M~ rensemble des mineurs qu'on peut ddfinir en y supprimant v - - I  
quelconques des indices (35) et v - - I  quelconques des indices (35); . . ;  
par M~_~ rensemble des mineurs qu'on peut ddfinir en supprimant darts 
(33) ~ quelconque des indices (35) et I quelconque des indices (35). 

Chacun des ddterminants ainsi ddfinis cst une fonction enti~re de p 
dont les coefficients sont fonctions des param~tres a. 

Je dis que le hombre des int~grales r~guli~res appar tenan t  ~ ~ R e s t  

~gal h l 'exposant  de la p lus  haute puissance  de p -  t l  qui  divise toutes les 

fonctions M o. 

8. Ddmontrons d'abord que, /~ ddsignant l'exposant de la plus haute 
puissance de p - - R  qui divise toutes les fonctions 3/o, l'dquation ( I5 )a ,  
au moins, p intdgrales rdguli~res. 

Puisque, pour p -~ R, les ddterminants 21./o sont tous nuls tandis que 
le ddterminant (33') (c'estik-dire 2]Iv) ne s'4vanouit pas, on peut ddtermlner 
un nombre r de la suite o ,  1 , 2 , . . , ~  tel que tous les  ddterminants 
M, d'indice k ~ r s'dvanouissent pour p ~--R tandis que, parmi les d6- 
terminants M r ,  il y air au moins un qui ne devient pas nul. Soit 

, - - p  -{- x , . . , - -  I , kl , ks , , k,  

ce ddterminant non nul. Ddsignons par M~ l'ensemble de tous ceux des 
ddterminants M 0 qu'on peut ddfinir en supprimant dans le symbole (37) 
r quelconques des indices supdrieurs et r quelconques des indices infdrieurs; 
par M~ l'ensemble de tous ceux des ddterminants 2]I I qu'on peut d~finir 
en supprimant dans (37) r - -  I quelconques des indices supdrieurs et r - -  i 
quelconques des indices infdrieurs; . .  ; par M~ l'ensemble de tous ceux 
des ddterminants Mk qu'on peut ddfinir en supprimant dans (37) r - - k  
quelconques des indices supdrieurs et r - - k  quelconques des indices in- 
fdrieurs. 

Selou l'usage~ nous dlrons qu'une intdgrale de la forme 

est une intdgrale appartenant ~ texposant p s i  les sdrles F (dont on suppose que l 'une 

au moins n'est pas nulle identiquement) ne eontiennent que des puissances positives de ~. 
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Par hypoth6se, tous les  J]l 0 et, en partieulier tous les M0 deviennent, 
pour p-----R, nuls d'ordre /L au moins. Mais, parmi les M0, il y a un 
au moins qui ne devient nul que d'ordre # au plus; en effet, le d6ter- 
minant A ,  de m6me qua tous sea mineurs d'ordre t , 2 , . .  , 1 ) ~  I sont 
nuls identiquement; donc, en se servant d'un mode de d6monstration in- 
diqu6 dans le m6moire cit6 (n ~ 23), on voit que, si tous eeux des mi- 
neurs d'ordre p de A dont nous avons d6sign6 l'ensemble par M'0, s'an- 
nulaient d'un ordre sup&ieur g /~, il en serait de m6me de tous les 
mineurs d'ordre p de A,  ce qui est contraire g rhypoth&e. 

D6signons done par 

(3 8 ) /~ , / l ,  , & ,  . . ,/L~_I 

les exposants des plus hautes puissances de p - - R  qui divisent respective- 
ment tous les d6terminants 310, tousles  d6terminants M'I, tous les d6- 
terminants 21I~, .. tous les d6terminants M:._i. On peut d6montrer (voir 
m&n. cit6, n ~ 23) que ces hombres satisfont n@essairement aux conditions 
suivantes 

(39) # > r ;  # > # 1  > " > # ~ - 1 ;  # - - / * ,  > ~ 1 - - ' / ~ 2  > ' '  > # ~ - 1  

et qu'on peut supposer les indices du symbole (37) rang6s en fagon que 
/ , ,  # , , / ~ ,  ..,/,,._~ d6signent les exposants des plus hautes puissances de 
p -  2g qui divisent respectivement les d6terminants suivants: 

(al 1 
- - _ p , - - p q -  I ,  , - - I  ' k 1 k 1 k~ k 1 k. 

i . .  i~] 
off, d'une mani6re g6n6rale, kl k~ repr6sente, pour abr6ger, le d& 

terminant 

( al , a2 , . . ,  ap , i ~ , . . ,  i~) 
- - P , - - P - t - I , . . , - - I ,  kl,  ,k~ ' 

c'cst-g-dire celui des mineurs d'ordre v de ( a l '  a, , . . ,  a~ ~ \ - p  ,--~0--~- I , . . ,  - - I  / 

qu'on \ - -p  , - - p O  T I , . . , -  I / 
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des 616ments Z~m, Z;~., �9 �9 Z,.~. par l'unit6 et tout autre 616ment des lignes 
i l . .  i. (ou des colonnes k~. .  k.) par zdro. 

On voit aussi que tous les  M I s'annulent d'ordre /_q au moins; car 
tous lcs mineurs de A d'ordre I ,  2 , . . ,  p s'annulent d'ordre tt au moins 
et les mineurs M; s'annulent d'ordre & au moins; d'oh s'ensuit que tous 
les mineurs d'ordre V + I de A s'annulent d'ordre & au moins. De la 
m&ne mani6re on volt que tousles  M~ s'annulent d'ordre & au moins, . . ,  
que tous les M~_I s'annulent d'ordre ~._~ au  moins. 

Posons maintenant 

(40) 

] .,I..) = 

Jt=O 

~ . = 0  k l  

�9 o , , s . . . . 

g.(x , p) = ~=0 kl k._l 

et portons l'une quelconque g.(x ,  p) de ces fonctions dans l'expression 
diffdrentielle P(y).  En rcmarquant que chaque sdrie de la forme 

k._: ~']Za 

est nulle idcntiquemcnt quand l'indice i est diffdrent de chacun des indices 

a 1 , a ~ , . . ~ a ~ ,  i 1 , i  2 , . . , i ~  

, ~, mais egale ~ un certain des d6terminants _71 ~-1 quand i est 6gal k un de 
ces indices, nous pourrons dcrire 

l'(gAz p)) o.,(p) x.+.,_. + + o . . ( p ) _ , + ~  
' = h a . ( p )  "* h ~ ( ~ )  ~" 

+ G~,(O)zp+,,_" + + G,~(p) x ~+''f~ 
h,,(e) "" h,,(e) 

G,,, (p) , . . ,  G, .(p) ,  G, , (p) , . . ,  G,,(p) ddsignant certains des d&erminants M:_~. 
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[ i t * .  i~-1 ~] (2-~-0, I , . . ,  "3 L 00)s 'annulent  Tous lee d6terminants k~ k,,_~ 

ne s'annule pour p = R d'ordre r au moins mais l 'un d'eux, kl k~ ' 

que de eet ordre /~. On en eonelut que l e s / z ~ -  I premi6res d6riv6es 
de la fonetion g~(x ,p)  par rapport  ~ p sont iden t iquement  nulles quand 
on prend p = R mais que les d6rivdes suivantes ne le sont pas. Le 
second membre  de l'6galit6 (42) s'annulant, pour p----R, d'ordre #,-1 au 
moins, il s'ensuit que les p , -  p~_~ fonctions 

(43) Y,,a = ~lOp. v ~' = ~Dt,~v+l - - 9  " ~  'ffv.llV__t--l~tV = ~p,av,__l--  1 

repr6sentent, pour p = 13, /~,--P'~--I int6grales de l '6quation diff6rentielle 
(I5). La  s6rie g~(x, p) 6tant uniformdment eonvergente par rapport  k p 
b, l ' int6rieur d'un domaine fini queleonque (el. m6m. eit6, n ~ 22), on a 
le droit de la diff6rentier terme par terme. Effectuant les ealculs, on 
voit que les int6grales obtenues sont de la forme 

ff~.k = xe(Fk.0 Jr" F~.I l~ -1-.. Jc Fk:~-i (logx) *-l) (~=',~,..,~-,-,~) 

les F d6signant des s6ries proc6dant solon les puissances positives de x 
et convcrgentes k l 'int6rieur du m6me domalne que les ddveloppements 
(i6). Dans chaeune de ces int6grales, le coefficient de la plus haute 
puissance de log x est, ~ un coefficient num6rique pr6s, 6gal ~ la fonction 
Y~.I qui, nous le savons, n'est pas nulle identiquement. Donc, les intd- 
grales (43) ,sont lin6airement inddpendantes. Prenant  successivement 
p ~ I ~ 2 ~ . .  , r ,  nous obtenons ainsi / ~ - / ~ ,  + / ~ 1  - - / t  2 -I- . .  q -  Pr-1 ----/z 
int6grales qui se partagent entre r sous-groupes comprenant respective- 
ment  l ~ - - r  = Vs, pl ~ p ~  .-= v 2 , . . , / # - 1  ---- vr int6grales: 

(44) Y1.1, YI..., . .  , YI.~, ; Y2.1, Y2.~ , �9 �9 Y:.y~ ; �9 �9 ; Yr.1 ~ Y,..~, " ,  Yr.~; 

on ddmontre, en suivant la m&ne marche que dans le m&noire cit6 
(n ~ 24), que toutes ces int6grales sont lindairement ind6pendantes. 

Donc, ~, la racine p = R appartiennent # int6grales r6guli6res et li- 
n6airement ind6pendantes. 
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9. D6montrons maintenant que cos # int6grales sont les seules in- 
t6grales r6guli6res appartenant k p = R, c'est-~-dire, qu'une int6grale r6- 
guli6re quelconque appartcnant ~ R s'cxprime lin6airement par rapport 

elles. 
Convenons de dire, pour abrdger, qu'une int6grale rSguli6re de la 

forme 

(45) ~, + $~_, log x + ..  + q~0 (log x)" 

est de genre I~ si # est l'exposant de la plus haute puissance de log x 
qui y figure (ee qui implique que le coefficient 4~ 0 n'est pas nul identique- 
ment). 

Parmi Its int6grales (44), il y a 6videmment r qui sont de genre 
z6ro. D6signons par r +  rl le hombre de celles de genre infdrieur ou 
6gal ~ I, par r + r~ + r~ le nombre de celles de genre inf6rieur ou 6gal 

2 et ainsi de suite. II est clair que r e s t  6gal au nombre de ceux 
des hombres 

Vl ) ~2 ) " " ) Vr 

qui sont sup6rieurs b. zdro, que r I est le hombre de ceux sup6rieurs ~ i, 
que r~ est le nombre de ceux sup6rieurs k 2, ct ainsi de suite. Donc, 
d'apr6s les conditions (39), r~ est le plus grand entier v6rifiant Ia condition 

(46) /~,~-1 > r - -  r 1 -{- I) 

r~ le plus grand qui v6rifie la condition 

(47) I-%-1 > r - -  r 2 + 2 

et ainsi de suite. 
Cela 6tantj nous allons ddmontrer que, parmi les int6grales r6guli6res 

de l'dquation (I5) appartcnant ~ l'exposant R, il y a r de genre z6ro, 
r -1 - r l  de genre infdrieur ou 6gal ~ I, r "4-rl + r2 de genre infdrieur 
ou 6gal k 2, etc.; d'oh se pourra conclure immddiatement lc thdor6me 
6nonc6 plus haut. 

Toute int6grale rdguli6re de genre v est de la forme 

(48) + log x + . .  + (log 



Sur les int6grales rgguli~res des  4 q u a t i o n s  d i f f ren t i e l l e s  lin~aires. 359 

les ~, d&ignant des s6ries de l a  forme 

+~ 

(49) Ok = ~og~ax'+a. (k=o,, ..... ) 

Si l'on convient de regarder les gk.~ eomme des eonstantes (ind6pendantes 
de p), on pourra 6crire 

(5o) Ok (log x) ~-* ---- a~-* Ok ~D y-k 

Done, d6signant la fonction (48) par u et portant eette fonetion dans 
l'expression diffdrentielle /)(y), nous pouvons 6crire 

. .  
p(a~)._,~ + + ~a-i/ P ( u ) =  P ( ~ )  + ,, ae / 

ou, ce qul est la m6me chose, 

(5,) P(,,)-- v(o.) 4-vp (o._,) + +KV(Oo). �9 ap~ , 

Nous avons d'ailleurs (cf. la formule (22)): 

(52) P(o~)= x a..~.+,.-- 

oh 

(53) 
Soit X un domaine queleonque situ6 k l'int6rieur du domaine de 

convergence des s6ries (,6) et P un domaine fini quelconque dans le 
plan repr&entatif de la variable p. II est facile de voir que la s6rie 
du second membre de (52) converge absolmnent et uniform6ment quand 
x et p appartiennent respectivement aux domaines X et /); en effet, con- 
sid&ons la sfrie suivante 

(54) Xmlh.Gk.~'l; 

puisqu'on a 
I h,.<..,I =< :c~,lz,.~l [,q,.~l 
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cette s6rie convergera tant que la a6rie double 

convergera. Or la s6rie 

eat uniformdment convergente quand x et p restent b~ l'intdrieur des do- 
maines X et P (volt ma note dana les A c t a  mathem. ,  t. I5) et, pour 
toutes les valeurs de x dans X, led quantitds 

] ffk.Z X ~" [ (Z=O, 1, .., +~) 

sont moindres qu'une quantit6 finie (puisque u est une int6grale de l'6qua- 
tion ('5)). Donc la sdrie (55) et, a fortiori, la sdrie (54) convergent 
uniform6ment dans le domaine consid6r6; donc lu s6rie 

X ,  I m ( ~ , - -  I ) . . ( m - - n  + I)h,G~.kx'l, 

obtenue en diff6rentiant n lois succesaives la s6rie (54) par rapport ~ ix l, 
converge aussi uniform6ment. Pour des valeurs assez grandes (positives 
ou n6gatives) de m e t  pour toutes lea valeurs p dans 29, la quantit6 

Ira(m-- + 

reste, en vertu de la d6finition mdme de hm (formule (I9)), plus grande 
qu'une certaine quantit6 positive qui n'est pas nulle. Done, la s6rie (52) 
converge aussi absolmnent et uniform6ment dans le domaine consid6r6. 

Par cons6quent, ayant le droit de diff6rentier tcrme par terme, nous 
aurons, en d6signant par G~.~, G].~, . . ,  led d6riv6es de la fonction Gk.~ 
(prises par rapport b. p en consid6rant toujours led g~.m comme des con- 
stantes) 

~ P ( r  - -  Z rG ~) L ~.m + (a)lG(~:Z'|og x + .. + G ~ . m ( l o g x ) " J x  p+ ... . . .  , 

(a ) l  , (a)2,.. d~slgnant les coefficients binbmes: 
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On en obtient: 

P ( u )  = ~'~ + q:~-i logx  + . .  + r (log~) ~ 

o h  

qr = ~-'Go.,, x :+~-~,  

q;~-- Z E ( ~ ) , G ; . . ,  + G~.,d: +~-', 

( 5 6 )  
[(v)keo.~ + (v I)._~G ('-') - - - -  - -  ~ . ~  + . .  + G~.~] : +~- ' ,  

�9 , ~ ~ , �9 . �9 . . �9 ~ , �9 �9 . 

~'~ X rG (~) G ~  ') . G~.,,] = L o . ~ +  + .  + : + m - . .  

Les quantit6s g,.~ doivent done satisfaire ~ un syst6me infini d'6qua- 

nous allons le transformer en posant 

I 
G~.m ----- ~,,H~.,,,, ~" - h,,(p) 

d'oh 
]~--tt  

G()-~) = ~3 (k ~ a~ H ()-"-z)-~z> 
a . m  f l  = 0 ) f l  a .  m 

ce qui, cn vertu de la relation 

(~ - -  ~)~_~(k - -  ~) :  = (~ - -  k + fl)~(~ - ~)~_~_o, 

donne au syst~me (57) la forme 

k ~-~ 

" ] ~ ' - - ~ - - a  a , m  = 0 
, 8 = 0  = 

( k = O ,  I ,  . . ,  ~;  m : - - o o  . . + ~  ) 

ou, ee qui revient au mdme 

k 

~ = 0  - - a . m  

aeta mathematiea. 1 8 .  l m p r i m ~  l e  10 o c t o b r e  1 8 9 4 .  46 

savoir ~ eelui qu'on obtient en 6galant ~ z6ro t o u s l e s  

( k =  O, 1, . . ,  v ; m = - - a o  ..-]- ~ )  
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tion lin6aires, 
coefficients dana chacune des s6ries (55). 

Ce systSme s'dcrit ainsi 

k 

(57) Z (v - -  a)k ~G~; ~) -~ o; 
O ~ = 0  - -  " 
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Pour v = o, ce syst~me devient 

( sg )  //o.~, ---- o ( .  . . . . .  +~) 

c'est-h-dire devient identique au systSme (3o), 6tudi6 pr6e6demment. Ce 
systbme ayant, d'apr~s les hypotheses faites, pour p ~ R r, et seulement 
r,  solutions lin6airement ind6pendantes, nous voyons bien que le hombre 
des iiat6grales r6guli~res de genre z6ro appartenant k /~ est 6gul ~ r. 

Pour ~ = i, le systbme (58) se r6duit au suivant 

/ / 0 . m  ~ O~ ( m = - - ~ . . + ~ )  

011 

H'o.,,, + H~.,,, ------ o ~m . . . . .  +~) 

m+p 

(60)   oZO go.  = o, ( m = - - p ,  - - T + I ,  ..~ - -1 ,  O, 1, ..~ 4- ~ ) 

(60') 
m+p m+p 

Par hypoth~se, les d6terminants M ~,  M ~ , . . ,  M'~_~ sont tous nuls 
pour p = / ~  tandis que le d~terminant 

- - p , - - p +  I , . . ,  I , k l , k ~ ,  , 

ne s'6vanouit pas. Pour plus de sym6trie, d6signons les indices a~, a2,. . ,  ap 
par i,.+~, i , + ~ , . . ,  i,.+~, respectivement et les indices - - p , - - p q - I , . . , - - i  
par k~+~, k~+,, . . ,  k,.~p respectivement, de sorte que le symbole (6I) prenne 
la forme 

(6I , )  (k~ " 

Le systSme d'6quations non-homog~nes (6o') auxquelles doivent satis- 
faire le0 g~.a, appartient 6videmment ~, la classe eonsid6r6e au para- 
graphe pr6eSdent. D'aprSs les r6sultats y obtenus, pour que ee systSme 
ait une solution, il faut et il suffit que chaeun des d6terminanis qu'on 
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obtient en bordant le d6terminant (6I') par l'une quelconque des lignes 
i~.. i~+p et par la colonne form6e par les seconds membres: 

m+p 

- -  ~ Z:~).go.). ).=0 
(a= 1, ~, ..~ r+p)  

des 6quations (6o'), soi~ 6gal k z6ro. Donc, en d6signant par A (~m) ce 
que devient le symbole (6I') quand on y remplace l'indice ix par l'indice 
fl~ n o u s  a l l r o n s  

(62) Z A ~, . .a ) . . ,  ,-, v~,).a..~ t(,;3.~.tjO.~. ~ 0 ( a = l , 2 , . . , r + p )  

pour p = R. Or, les quantitds go.). devant satisfaire au syst6me (6o), il 
faut que l'on air 

A(~B)go.). = ,-.-1.). vo.~ ~.~ vo.~. + + ~.~ vo.k,, 

A(~'Z) d6signant ee que devient le symbole A (~'z' quand on y remplace X.). 

l'indiee k~ par l'indice 2. Les 6quations (62) prennent donc la forme 
suivante 

(63) A(%~) , /  �9 t a r . ) .  ]Cfl.h ~ O .  ( a ~ l , 2 , . . , r T p )  

Pour simplifier ces expressions, remarquons que la somme 

fl,/t ' - t  x.~ A~.X-, 

multipli6e par ( - - I )  ~-x, repr6sente la d6riv6e du d6terminant qu'on peut 
d6finir en supprimant, dans le syInbole (6I'), l'indice i~ et l'indice k,. 
D6signant par S~a ce d6terminant (multipli6 par ( - -  I) "-x) et par S'~.~ la 
d6riv6e de S~a par rapport k p,  on peut, par cons6quent, 6crire les 6qua- 
tions (63) ainsi: 

s;.,go.,, + . .  + s;.rg0.~, = o ,  

(64) 8'~.,go.~, + . .  + SS.~g0.~, = o, 

S'r+pago.k, + . .  + S'r+p.~go.~, = O. 
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Consid6rons les d6terminants qu'on peut former par les 616ments de 
la matrice 

Si., . .  8 L ,  

(6s) . .  

s ; . + . . ,  s'+~.~. 

Je dis que, parmi ces ddterminants, tous ceux de degr6 sup@ieur k 
r ~ r I par rapport  aux S'~.~, s 'annulent pour p-----R: et que, parmi les 
d6terminants de degr6 r ~ r i ,  il y a un au moins qui ne s 'annule pas. 
En effet, on peut ddmontrer qu'un d6terminant quelconque 

(66) 

s . , = . . ,  s=o.o 

de degr6 a, form6 par les lignes m ~ , . . ,  m~ et par les colonnes n~, . . ,  n= 
de la matrice 

(67) 

est (au signe pr6s) 6gal k 

SI.1 ' " k~fl.r) 

il �9 Sin, m~;., .~, ir+p $ $ 

kl k~+p . . . .  

S,.,...,.; ..... ~ ddsignant celui des ddterminants de l 'ensemble M~._~ qu'on peut 

d6finir en supprimant,  dans  le symbole (6o'), les a indices i.,,, i.,~,.., i,.. 
et les a indices k., ,  k . ,~, . . ,  k . .  Pour  p - ~  R, toutes les fonctions S~i ~ 

s'annulent, puisque, par hypoth6se, t o u s l e s  M'r-1 s 'annulent. Par  con- 
s6quent, si le ddterminant 

(68) 

est different de zdro pour p = R,  le d6terminant (66) ne s'annulera que 
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d'ordre a pour p ~ R. Or, chacun des dSterminants appartenant ~ M:_~ 
s'annule d'ordre/~,_~ au Inoins et, d'apr~s la ddfinition du hombre r,, on a 

(59) / # _ . > a  pour a - ~  r , r - -  I , . . , r - -  r 1 - [ -  I .  

Done, t o u s l e s  dSterminants (68) dont le degrd a est sup~rieur 
r - - r ~ ,  s 'annulent pour p ~ R.  S i r - - =  r~, nous voyons donc que le 
systSme (64) a r ~- r, solutions l inSairement  indSpendantes. Si r~ < r 
on a, en vertu de la dSfinition de r~, 

(70) /~,.  ---- r - -  r ~  ; 

on en conclut que, parmi ceux des d~terminants (68) dont le degr5 a 
est 5gal k r ~ r , ,  il y a au moins un qui ne s 'annulepas.  Car, s i tous  
ces determinants s 'annulaient pour p == R, t o u s l e s  d~terminants de l'en- 
semble M :  s'annuleraient d'ordre r - - r ,  + I au moins. Mais, parmi les 
d~terminants 3i,',, il y a un au moins q u i n c  s'annule que d'ordre #~, au 
plus; donc on devait avoir 

/_tr~ ~ r - -  ?" 1 . ~  I 

ce qui est incompatible avee l'Sgalit~ (70). 
Done le nombre de solutions lin~airement ind6pendantes du syst~me 

(64) est 4gal k r 1 exactement. 
Dans le systSme (60), les inconnues 

go.~, ~ go.k~, ." , go.~ 

restent ind~terminSes puisque t ous l e s  d~terminants M'r_l s 'annulent et que 

ne s'annule pas. Done, en vertu du syst~me le d6terminant k l  k , .  

(64), le nombre de ceux des g0~ qui restent arbitraires est 6gal ~ rl 
exactement. Done, dans l'int~grale la plus gSn~rale de genre u n  appar- 
tenant ~ p ~- R: 

r -]- ~o log x 

le coefficient ~0 de logx  contient r , ,  et seulement r l ,  constantes arbi- 
traires. Done le nombre des int~grales r~guliSres de genre inf~rieur ou 
6gal ~ un et appartenant ~ R e s t  exactement 6gal ~ r - ~ - r  i. 
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Posant ensuiLe v-~ 2 dans le syst6me (58) et procddant d'une ma- 
ni6re analogue, on petit d6montrer que r + r I + r~ cst le nombrc des 
int6grales r6guli6res de genre inf6rieur ou 6gal ~ deux, appartcnant k B; 
et ainsi de suite. 

I O. Pour que, k une quantit6 donn6e queleonque R, appartiennent 
/L int6grales r6guli6res, il faut donc ct il suffit que tous lcs d6tcrlninants 
_3I 0 s'annulent d'ordre # pour p = R. 

Cela 6tant, d6montrons que l'exposant R d'une int6grale r6guli6re 
quclconque d6pend algdbriquement des param6tres a. 

A cet effet, d6terminons un q suffisammcnt grand pour que le d6- 
terminant 

soit diff6rent de z6ro pour p = R .  On volt facilement que le d6terminant 

(72) ( q - - p + I , q - - p + 2 , . . , q - - I ,  q ) 

est (au signe p%s) 6gal au produit suivant 

--p+q 

(Tz) K. II Z,,+p, 
i=--p 

K d6siguant, pour abr6ger, le d6terluinant (7I). 
Pour qu'il y ait # int6grales r6guli6res appurtenant ~ B, il faut que 

le d6terminant (72) s'annule d'ordre/L au moins; car, duns le cas contraire, 
tous les d6terminants M 0 ne pourraient pus s'annuler d'ordre #. Par con- 
s6quent, R dolt 6tre une racine d'ordre # pour le produit (73). Or on a 

(74) Z-~.0 ---- h_p(p)f(p), Z-,,+,., = h_p+,(p)f(p + i), 

f(p) dBsignant la fonction suivanke 

(75) f ( p ) =  a,._p_:p(p-- i) . . ( p - - n  + a + ,) + .. + a,,_,_, 

et h p(p) 6rant l'exponentielle d6finie par la formule (19)(on volt que 
l'6quation f(p) ~- o est identique ~ l'6quation d6terminante de M. THOM~); 
donc R est racine de l'une au moins des fonctions f(p + i). 
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Soit, dans la suite des fonctions 
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f(p), f(p + x), f(p + 2 ) , . .  

f(p + 2 + x) lz premiSre qui s'annule pour p = R (ce qui revient 
supposer que, parmi ]es racines de f(p) congruentes ~ R, R + ), + I soit 
celle dont la partie r6elle est la plus petite). 

Nous avons vu que les # int6grales appartenant ~ R peuvent (si 
elles existent) se repr6senter par des formules telles clue (43), les g 6tant 
d6finies par les formules (40). Or, consid6rons un d~terminant quelconque 
de la forme 

ks--] 

(s d6signant un nombre de la suite I ,  2 , . . , r  et k un nombre de la 
suite o ,  i , . . ,  + o,v). 
terminant 

En vertu de la d6finition des nombres /~, le d~- 

est, pour p ~ R, nul d'ordre /~s-] et dolt conserver cette propri6t6 m~me 
si l'on y remplace l'une on plusieurs de ses lignes par des lignes quel- 
conques appurtenant ~ la matrice des 616ments Z~k. En particulier, rempla- 
~ons dans (77) la ligne is suecessivement par les lignes 

- - p ,  - - p  + i , . . , - - p + 2 ;  

nous obtiendrons ) t+ 1 nouveaux d6terminants qui pourront s'6crire sous 
la forme 

~'~.--0 kl ks_~ k 2%- ,=-p,-~+l,...-p4~) 

Donc, les fonctions X~+p (i ~ - - p ,  - - p  + I , . . , - - p  + 2) 6rant par hy- 
pothSse diff6rentes de z6ro pour p ~ R. nous voyons que chacun des 
d6terminants 



368 Helge yon Koch. 

dolt, pour [ ~ R, s'annuler d'ordre p,-I au moins. Mais de l~ on peut 
conclure facilement, en vcrtu des formules (43) et (4o), que toute intS- 
grale r~guliAre appartenant s 27 appartient n~cessairement s l'exposant 
R-f-  2-t- ~. 

En d'autres termes, l'exposant d'une int~grale rSguliSre quelconque 
satisfait ndcessairement ~ l'~quation d~terminante 

r(p) = o. 

(I1 y a ~videmment une infinit~ d'exposants aUXCluels appartient une 
int~grale r~guliSre quelconque; reals, dans l'dnonc~ precedent, le mot ex .  
posant se rapporte, bien entendu, s celui dont la partie r~elle est la plus 
grande possible.) 

I I. Les ddtcrminants ~[0 sont d~finis dSs qu e l'on connalt les in- 
dices du symbole (33') et ces indices sont d~terminSs en i'aqon que le 
d4terminant (33') ne s'annule pas pour la valeur consid~r~e 27 de p. 
D4signant les fonctions M0, rangSes dans un ordre quelconque, par 

FI (p ) ,  F J p ) ,  . . ,  F;(p), 

nous savons que les conditions n~cessaires et suffisantes pour l'existence 
de p int~grales rSguliSres appartenant ~ R, s'expriment par les relations 
suivantes 

' = o .  F ; ( R ) = o  , . . ,  

Mais il importe d'observer qu'on peut op~rer les calculs de ielle 
maniSre que ces relations expriment les conditions dont il s'agit non seule- 
ment pour une valeur donn5e de 17, mais aussi pour des valeurs quel- 
conques de 27 situdes ~ l'int6rieur d'un domaine fini C, fix~ arbitrairement 

ravanee. 
En effet, la s~rie ~-'~'~lZ,kl ( i~k)  ~tant uniformement convergente 

par rapport "~ p ~ l'intSrieur de tout domaine fini, il est clair, d'aprSs 
les formules (2') et (2") du paragraphe pr~eSdent, qu'on peut ddterminer 
les hombres ~, a ,  e et z de telle mani~re que le dSterminant (35') reste 
different de z~ro pour des valeurs quelconques de p h l'int~rieur d'un 
domaine fini, arbitrairement fix6 ~ ravance. 
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Or on trouve facilement un domaine fini C ~ l ' int6rieur duquel 
dolt se trouver la quantit6 R.  Car, d'ap%s ce que nous avons vu, R 
doit satisfaire ~ l%quation d6terlninante f ( p ) =  o. 

Pour notre but, il suffit done de choisir le domaine C de telle 
mam6re que son contour limite embrasse toutes les n - - a  racines de 
l '6quation f(p) = o. 

Ceci dit, nous avons le th6o%me suivant:  

Si l'dquation (15) a des int~grales r~guli~res, les exposants auxquels 
appartiennent ces intdgrales sont racines de l'dquation d~terminante f ( p ) ~  o. 

Pour que, ~ une racine quelconque R de l'dquation d~terminante, appar- 
tiennent un hombre donn~ # d'int~grales r~guli~res, il faut et il suffit que 
chacune des fonctions Mo: 

F (p) 

(ddtermindes comme il a dtd expliqu~ plus haut) s'annule, pour p = R,  de 
l'ordre [~. 

12. Comme on salt, la premi6re partie de ce th6o%me a w i t  dtd 
trouv6e auparavant  par M. THOM~, par une methode enti6rement diff6rente. 
M. THOM~ a d6montr6 aussi que le hombre des int6grales r6guliSres de 
l '5quation (I5) ne peut dtre plus grand que le degr6 de l '6quation d6- 
terminante. I1 est facile de voir que ce r6sultat d6coule comme corollaire 
des consid6rations pr6c6dentes. 

En effet, soit R 1 une racine quelconque de l '6quation d6terminante 
et s le hombre de celles des racines (eompt6es avec leurs ordres de 
multiplicit6) de cette 6quation qui sont congruentes k R 1 mais dont les 
parties r6elles sont 6gales ou sup6rieurs k celle de R 1. 

Choisissons q assez grand pour que le d6terminant (7I) ~oit, pour 
p = R1, diff6rent de z6ro. Le d6terminant (72) (divis6 par un certain 
facteur qui ne s 'annule pas pour p = R1) est, comme nous avons vu, 
~gal au produit  

f (P)f(P + ~) . .  f (p  + q); 

pour p = R 1 ce produit  ne peut  devenir nul d 'un ordre sup6rieur ~ s; 
done, parmi les d6terminants M0, il y a un au moins qui ne devient 
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pas nul d'un ordre supdrieur ~ s. Donc, en vertu du th5or~me ~nonc~, 
le nombre des intSgrales rSguli~res appartenant ~ R1 est au plus ~gal ~ s. 

En particulier, dans un groupe quelconque de racines congruentes, 
d~signons par R celle dont la partie r~elle est la plus petite, et par s 
le hombre des racines appartenant au groupe. Une int~grale r~guli~re 
appartenant ~ une racine quelconque congruente ~ /2 peut ~videmment 
~tre consid~r~e comme appartenant ~ R; donc, le nombre des int~grales 
rSguli4res appartenant ~ R ~tant, au plus, 5gal '~ s, il est bien clair que 
le nombre total des int~grales ' "~: reguheres de l'~quation (~5) est, au plus, 
~gal au degr4 n - - a  de l'~quation ddterminante, ce qu'il fallait dSmontrer. 

Pour que toutes les n int~grales de l'~quation (~5)soient r~guliSres, 
il faut donc que l'on ait 

0 ' ~  O~ 

ce qui ddmontre le th~or4me de M. Fucns. Dans le m~moire cit~ (n ~ 26) 
nous avons vu comment la r~ciproque de ce thdor~me, due ~galement 
M. FucHs, peut se d&nontrer ~ l'aide de la th~orie des d4terminants 
infinis. 

x3. Par le th~or~me que nous venons d'obtenir, le probl~me de 
reconn ltre combien d'int~grales reguhcres poss~de une ~quation lin~aire 
donn~e, se ram~ne au problSme de d6terminer de quel ordre deviennent 
nulles les fonctions M 0 pour chacune des racines de l'~quation d~tcrmi- 
nante f (p)  -~ o. 

Les fonctions M 0 de p sont des t'onctions de p e t  des param~tres 
a,~ que l'on peut toujours trouver, apr~s une suite d'op~rations arithm~- 
tiques, d~s qu'on se donne les valeurs numdriques (r~elles ou complexes) 
de ces param~tres. D6signons ces fonctions par 

(TS) s l (p ,  F (p, . . ,  F (p, 

et convenons de les appeler les fonctions d~terminantes. En vertu de la 
m~thode employee, il est clair que, apr~s avoir donn~ des valeurs fixes 
aux param~tres ar~, on peut trouver une infinit~ de fonctions qui peuvent 
jouer le rble de fonctions ddterminantes. 

En operant d'une mani~re convenable, on peut d4terminer les fonc- 
tions (78) de telle mani~re que ces fonctions jouent le r61e de fonctions 
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d6terminantes, non seulement pour un syst6me de valeurs fixes des pa- 
ram6tres a, mais pour tout syst6me de valeurs de ces param6tres situ6es 
k l'int6rieur d'un domaine a ~ que nous allons d6finir. 

0 En effet, soit a~x un systeme quelconque de valeurs positives des 
param6tres a~ tel que les s6ries 

(79) X o ~ =--r--pr (xr~" X (r= S, 8, .., n) 

aient Ull domaine de convergence commun X. ~ Pour tout systeme de 
valeurs des a,.~ v6rifiant les conditions 

0 �9 (80) I~ra] s ~r~t 

les s6ries 
+ o o  

Z (Xr; ~ X;" 

()~=--r--pr, .., + oo ; r=2, 8, .., #) 

qui repr~sentent les coefficients P ( x )  de l'6quation propos6e, convergeront 
aussi dans le domaine X. Par d~finition, les nombres 

- -  2 - - P 2  , ~ 3 ~ P 3  ' " " ,  - - n - - p .  

sont les exposants des puissances de x par lesquelles commencent les d6- 
veloppements (I6), p d6signe le plus grand des hombres 

P0(= o),  p~, p~, . . ,  p. 

et p~ le premier de ces nombres qui atteint la valeur p. Donnons des 
valeurs fixes k ces hombres et d6signons l'6quation diff6rentielle (i5) , 
correspondant g un syst~me quelconque arX de valeurs des param~tres, par 

P(y; o. 

Dans l'6quation d~terminante de cette 6quation, le premier membre f(p) 
est un polyn6me de degr6 n - - a  oh le coefficient de p~-~ est 6gal g 
a~_~_~ et les autres coefficients 6gaux k certains autres des paramStres 

i Sans restreindre la g6n~ralit6 du probl~me~ nous pouvons toujours supposer que 

le point �9 = x se trouve ~ l'int~rieur de X (el. la note ~ ]a page 347). 
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a~a. Par cons6quent, si l'on assujettit le param6tre a.,_,,_, k rester, en 
valeur absolue, sup6ricur g une quantit6 positive (non nulle)quelconque: 

(8o') I > o 

et les autres param6tres a,.~ k remplir les conditions (80), on pourra 
assigner une limite sup6ricure R ~ aux valeurs absolucs des racines de 
l'dquation ddterminante. Pour abrdger, d6signons par T l e  domaine d6fini 
par les conditions (80) et (80'). 

Consid6rant p et les ar~ comme des variables inddpendantes, on voit 
sans difficult6 que la s6rie 

converge uniform6ment quand p se trouve dans le domaine 

(s2) f p l < R  ~ 

et les ar; dans le domaine T. 
Done, en vertu de l a  formule (2') du paragraphe pr6c6dcnt, on peut, 

par une suite d'op6rations arithm6tiques, d6terminer un d6terminant (33') 
qui reste diffdrent de zdro rant que p e t  les at; remplissent les conditions 
pr6c6dentes. Ce ddterminant reste, par cons6quent, diff6rent de z6ro pour 
chacune des racines de l'dquation ddterminante, pourvu que les a se 
trouvent dans le domaine T. Par cons6quent les d6terminants 3/o, d6finis, 
comme il a 6t6 expliqu6, par les indices du symbole (33'), jouent le r61e 
de fonctions d6terminantes pour l'6quation diff6rentielle P(y; a ) =  o, a 
d6signant un syst6me quelconque de valeurs clans le domaine T. Le 
th6or6me est donc d6montr6. 

Si 1'on veut consid6rer les param6tres a,+. comme absolument libres 
k se mouvoir dans toute l'6tendue du plan, on peut encore trouver des 
fonctions qui jouent le r61e de fonctions ddterminantes pour l%quation 
/O(y ; a) ----- o ,  pour tout syst6me de valeurs des a~; qui donnent aux s6rics 
(I6) un domaine de convergence commun. En eff'et, d6signons par M0 
1'ensemble des d6terminants qu'on pout d6finir en supprimant successivemcnt 
clans la matrice (3 I), p quelconques des lignes. On voit sans peine que, 
/~ d6signant une racine quelconque de r6quation d6terminante, pour que 
l'6quation P ( y ; a ) =  o ait It int6grales appartenant k R, il faut et il 
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suffit que toutes les fonctions M0 s'annulent, pour p----R, d'ordre # au 
moins. Mais, le nombre des d4terminants M0 ~tant infiniment grand 
(except8 dans le cas r~gulier de M. FUCHS), on volt que le hombre des 
fonctions d4terminantes augmente, dans ce cas, au delk de toute limite. 

I4. Supposons done que les fonetions (78) jouent le r61e de fonc- 
tions d~terminantes pour l'Squation diff~rentielle P(y; a)----o taut que 
les paramdtres a out des valeurs k l'int~rieur de T. Ces fonctions sont 
enti~res et transcendantes par rapport k p et out pour coefficients des 
fonctions, g~n~ralement transcendantes, des a. I1 ne semble done pas 
que l'on peut, dans le cas le plus gOl~ral, d4cider, par un hombre fini 
d'op~rations arithmdtiques, si l'4quation diff~rentielle P(y; a ) =  o a des 

�9 int~grales r~guli+res ou non. 
Mais nous ~llons montrer que l'on peut former une suite de relations 

algdbriqttes entre les a, qui expriment des conditions suffisantes pour 
l'existcnce d'un hombre donn6 d'int~grales et qui s'approchent autant que 
l'on voudra des relations n~cessaires et suffisantes pr~cddemment obtenues. 

En effet, les fonctions (7 8 ) ne sont autre chose que ceux des dS- 
terminants 

(83) (7"1__p . .  rp ) _ _ I  

dont les indices Fl--~'p appartiennent k lu suite des nombres 

(84) 

Soit m' le plhs grand des nombres (84) et d6signons par m un entier 
quelconque plus grand que m'. Formons le d6terminant suivant 

~(--p.o " " X--p,m+p 

(8s) . .  

~m O "" ~n~.,,)+p 

(off les 616ments au dessus de 1~ diagonale sont tous nuls, d'apr~s les 
hypotheses fakes). 

Soient 30,31, . .  , 3,, ceux des nombres 

(86) - - p , - - p +  I , . . ,  I , o , i , . . , m  
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qui n 'ap iar t ienncnt  pas ~ la suite r~, i ' 2 , . . ,  7"~,. D'apr~s le th6or~me 
de LAPLACE, 5tendu aux d~terminants infinis de la forme normale, le 
d~terminant (83) s'dcrira comme une fonction lin6aire par rapport  aux 
d6terminants 

(s7) 

, ~ , , , z  o " " ~ $ m ~ m  

oh r d6signe successivement toute combinaison de m nombres diff6- 
rents de la suite 

(8s) o ,  I , . . , m - J - p .  

Par cons6quent, si ces d6terminants sont tous, pour une valeur donn6e 
R de p,  nuls d'un ordre /l, il en ser~ de mdme du d6terminant (83). 

Done, pour q u e  chacune des fonetions (83) s 'annule d'ordre /~ au 
moins pour p = R, il suffit que p ~ 1~ soit une racine d'ordre de multi- 
plicit6 /~ pour chacun de ceux des mineurs de (85) que Yon obtfient en 
supprimant dans (85) p quelconques des lignes (84) et p quelconques 
des colonnes (88). 

Le hombre des d6terminants (87) ( % . .  o',, d6signant successivement 
toute combinaison de m ~ I nombres diffSrents de la suite (86)et  zo..z,,, 
toute combinaison de m q- x hombres diffSrents de la suite (88)) ~tant 

( (~ + p + ~)('~ + v) . .  (p + ' ! ~ ,  
t i n +  I / 

il semble, au premier abord, que le nombre des relations qui expriment 
les conditions suffisantes cherchdes, ddpend de m et augmente avec m au 
dels de toute limite. 

Mais il est facile de voir que, les paramStres a restant ~ l ' int6rieur 
du domaine T et m dtant suffisamment grand, le hombre des relations 
inddpendanles que l 'on obtient, reste fini et inddpendant de m. En effet, 
soient ~] et ~7' deux quantit6s positives assujetties ~ la seule condition 

r] -]- ~' ( x; 
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d'aprSs ce que nous savons, on peut d6terminer un m I tel que l'in6galit6 

(89) ( - -pp  . . - -  I__1 o ~  / __ l < "i 

ait lieu pour toutes les valeurs de p ~ l 'int6rieur du domaine d6fini par 
(82) et pour routes les valeurs des a k l ' int6rieur du domaine T. Or, 
d6signant par m un entier quelconque sup6rieur h m 1 et convenant de 
repr6senter par 

(=; i o  ) . .  ~ . .  m 1 

(90) - -  I 0 m 1 . 

le d6terminant  fini qu'on obtient en supprimant, dans le d6terminant 
infini: 

toutes les lignes et toutes les colonnes num6rot6es 

r e ' q -  I , 9 n ' 3 1  - 2 , . . ,  "JF ~ ,  

nous savons que le d6terminant (9o), pour des valeurs croissantes de m, 
tend uniform6ment vers la ]imite (9I) quand /9 et les a restent k l'in- 
t6rieur du domaine eonsid6r6. Par cons6quent, on peut prendre m 1 assez 
grand pour que Yon ait dans ce domaine 

d'oh, en vertu de (89), 

\ 

] 
0 " "  7 n l  m 

< 7] + ~7' d6s que m ~ m  1. 

Le d6terminant (90) reste donc (pourvu que m ~ m , ) d i f f 6 r e n t  de z6ro 
pour route valeur que peut prendre chacune des racines de l '6quation 
d6terminante f(p).---o quand les param4tres ~ s e  meuvent  d'une mani~re 
quelconque k l ' int6rieur de leur domaine T. 
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Or, d~signant d'une mani~re g~n6ra]e par 

eelui des mineurs d 'ordre ~ du d~terminant (85) qu'on obtient en rempla- 

cant dan~ (85) ehacun des ~16ments Z,l~,, . .  , z,~,~ par l 'unit~ et tout  autre 

~l&nent des lignes e I . .r (ou des eolonnes z l . .  z~) par z~ro, on volt que 

le d~terminant (9o) est (au signe pros) identique au mineur  

~ p  . .  - - I  o . . m~] 

( 9 S )  m -J[- I . . m -F P o . . m 1 , 

Ce d~terminant reste donc diff6rent de z6ro pour les valeurs de p 
qui nous int~resse; p o u r  que les d~terminants (87), qui ne sont autres 

que les mineurs d'ordre p du d~terminant (85) , s 'annulent tous, pour une 

valeur  donn~e R dans le domaine (8:),  d 'un ordre d~termin~ /z, il s 
donc et il suffit que R soit une racine d 'ordre # pour chacun de ceux 

des mineurs d'ordre p du d~terminant (85), que l'on peut d6finir en 

supprimant,  dans le symbole (93), m~ -F i quelconques des indices su- 

p~rieurs: 
- - ~ ,  . .  , - -  I , O ,  . �9 ~ m 1 

et m 1 -1- I queleonques des indices inf~rieurs: 

m - F  i , . . , m - l - p ,  o , . . , m ~ .  

Le nombre de ces d4terminants qui, avec les notations adopt~es, se re- 

pr~sentent par les symboles: 

V ~i'1 " " YP t (~,.. r, = -p .... -1.0 ...... 
(94) If l , . .  . . . . .  +,,o . . . . .  , ,  

~tant 6gal 
((,m, + p +I)(m~ + V)--(P + ~))2, 

~- I m l  . .~ I 

ne d4pend done pas de m (pourvu que m > ml). 
Si m < m~, nous eonviendrons d 'at tr ibuer au symbole (94) la w l e u r  

z~ro routes les lois que l 'un ou plusieurs des indices F1." F~ seront supS- 
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rieurs k m ou que Fun ou plusieurs des indices i l l . .  fl, seront sup6rieurs 
k m + p .  

Aloes nous voyons que, m d6signant un entier positif (ou nul) quel- 
conque, pour que les fonctions d4terminantes (83) s'annulent toutes d'ordre 
# pour p-----R, il suffit que les d6terminants (94) s'annulent tous d'ordre 
/~ pour p = R .  

Ces conditions sont alg6briques par rapport aux param~tres a~; cn 
effet, d6signons par f ( p )=  f0(P) la fonction A_r.o, par f~(p) la fonction 
~(p) et par f~+,~(p) la fonction A,,.0 nous aurons, en vertu des formules (2o), 

(95) z,. = f ,§  + k)h,(p), 

i d6signant un indice queleonque de la suite - - p . .  + cxv et k un indiee 
quelconque de la suite o . .  + oo. Au lieu du d6terminant (85)nous 
consid6rerons donc le d6terminant suivant 

fo(p) 
rl(~) to(/0 21- I )  

(96) 

r,+~(p) r,+~_,(p + ~) ..  ro(p + p + ~,) 

qul n'en diff~re que par le faeteur exponentiel 

h , ( p ) h  ~+,(p) . .  ho(p), 

et nous d6signerons, d'une mani6re g6n6rale, par les symboles 

X 1 Xv m 

les mineurs d'ordre v de ce d6terminant. Ces mineurs ne diff6rant des 
mineurs correspondants 492) que par certains facteurs exponentiels, l e  
r6sultat obtenu peut s'6noncer de cette mani~re: 

Soit (15) une 6quation lin6aire donn6e; consid6rons un domaine T 
(tel qu'il a 6t6 d6fini plus haut) k l'int6rieur duquel sont assujettls k 
rester les param6tres a de cette 6quation, et d6terminons le nombre entier 
m 1 correspondant; soit enfin m un nombre entier (positif ou nul) quel- 
conque. 

Aeta mathemat~a. 18. Imprimf~ le 15 octobre 1894. 48 
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_Pour que l'6quation (i5) admette # int6grales r~guli~res appartenant d 
une racine quelconque R de l'~quation ddterminante f ( p ) ~  o, il suffit que 
routes les fonctions 

J r , I  

II ' ' l . . . .  o . . . . . .  

( 9 8 )  , ,  f l l  /~p , ,  ra , , . . t ip  = m+l . . . . . .  +p,O, .., m , ]  

s'annulent, pour p ~ R,  d'un ordre au moins dgal ~ p. 

Comme on voit imm6diatement, la fonction 

+/ {I;: ;:11 
est une fonetion enti~re rationnelle de degr~ (m-t- i)n au plus par rap- 
port ~ p dont les coefficients sont des fonetions cnti~res rationnelles, ~ 
coefficients entiers, ct de degr~ m + i au plus, par rapport aux para- 
m~tres suivants: 

( I O O )  O(~, i_  ~ ~ (23 ,1_  8 ~ . . ~ a n , i _ n ; .  ( i=-p , . . , - -1 ,0  . . . . .  ) 

Donc, si l'on se donne un entier positif m, une racine quelconque R 
de l'~quation d~terminante et les valeurs num~riques des (n- -  1)(m-I-p-I-i) 
param~tres (xoo), on peut, par les m~thodes ordinaires de l'alg+bre, d~- 
terminer de quel ordre s'annule chacune des fonctions (98); et l'on peut 
par consequent, apr+s une suite d'opSrations arithm~tiques, d@ider si les 
conditions dont il s'agit, sont ou ne sont pas v6rifi~es. 

D~montrons maintenant que, quand m crolt ind~finiment, les fonc- 
tions (98), multipli~es par des facteurs exponentiels convenables, tendent 
ind4finiment vers les fonctions ddterminantes de l'~quation (I5); ,~utre- 
ment dit, d~montrons que les conditions suffisantes (correspondant k l'indice 
m), qui expriment l'existence d'un hombre donn4 d'int~grales r6guli~res, 
s'approchent (pour des valeurs croissantes de m) autant que l'on veut des 
conditions n@essaires et suffisantes pr~c~demment trouv@s. 

En effet, le dSterminant (9I) ~tant different de z~ro pour les va]eurs 
de p et des param~tres qui nous int~ressent, nous pouvons donner aux 
indices qui ddfinissent le d~terminant (33'), les valeurs suivantes: 

X 1 ~ O ,  X 2 = I ~ . . ~ X v ~ m 1.  
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Les fonctions d6terminantes sont donc les d6terminants suivants: 
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r,) ( Io I )  p - -  I (r, .. ~,=-~, .., -1, 0 ..... ,) 

et les conditions n6cessaires et suffisantes pour l'existence de # int6grales 
r6guli6res appartenant  ~ R s 'exprimcnt en 6crivant que les fonctions ( io i ) ,  
ainsi que leurs d6riv6es jusqu'~ l 'ordrc /~ --  I, s 'annulent pour p = R. 

D6signant par 

lc determinant fini auquel sc r e d u i t l e d ~ t e r m i n a n t i n f i n i ( - ~  r 'p "" --ir~ ) 

quand on y supprime toutes les lignes et toutes les eolonnes num6rot6es 

m + 1 , m +  2 , . .  + oo ,  

on obtient facilement la relation suivante: 

- -  - - I  ,,  m +  I . .  m + p  ,~" 

Lc premier membre de cette 6galit6 tendant uniform6ment, quand m croit 

ind6finiment, vers la valeur ( rl ." rp ~, il en sera de m~me du second 
\ / 

membre, n e s t  donc d6montr6 que les d6terminants 

[j T1 
(lO4) m +  I . .  m + p  ,~' 

multipli6s par des exponentielles convenables, tendent respectivement 
vers les fonctions d6terminantes ( IOI) .  I i  reste ~ d6montrer que chacun 
des autres d6terminants (98), multipli6 par un certain facteur exponentiel, 
tend vers z6ro. En effet, chaque d6terminant de la forme 

{I 
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off flj . . t ip n'est pas une permutat ion des nombres m +  i , . . , m + P  
contient, suivant les cas, une ou plusieurs des colonnes m +  I ,  . . ,  ~/ , '3t-~0. 

Donc, si l 'on d6signe par u, la somme suivante 

(Io5) I z , , -  xl + Iz, l 

et par v,~ la somIne des valeurs absolues des p(p + I )  616ments 
2 

,~/m--p+ 1.m+ 1 :~ 

r  ~ ~ . m - - p + 2 . m + 2  

on aura 
~ m . m + l  ~ j ~ m . m + ~  ~ " " ~ r F 

r, . .  r, < v,, I I  (~ + u,). 
l l  " m ~ i = - -  p 

Le produit I I ( I  + u~) 6tant uniform6ment convergent dans le domaine 
consid6r6 et la quantit6 vm tendant uniform6ment vers z6ro quand m croit 
ind6finiment, notre assertion se trouve, par consdquent, justifi6e. 

15. Avant d'aller plus loin, nous allons appliquer ce qui pr6c6de 
un exemple. Consid6rons l '6quation suivante 

d%--' ~ + 2  + 9 + + ~ +  d~-- ~ + ~ + ~ y = o  

les a ,  b,  c d6signant des coefficients constants. 
Iei nous avons p = I ,  a = 2 et 

r0(p) = / 9 ( / 9 -  I)a 0 -3 L pb o "4- C o, 

fl(P)--~ P ( P - -  I)(p - -  2)(p - -  3) + p ( P - -  ' )al  "4- pbl + cl, 

f2 (P) = P (P - -  ' ) a2 + pb~ "4- c~ ; 

pour un indice m > 2, la fonetion f,,,(p) est nulle identiquement. Suppo- 
sons que les relations suivantes aient lieu entre les param4tres 

(II) b 0 = - -  2a 0, b~ ----- - -  Cl, c o = 2a o. 

I1 s'ensuit que les fonctions fo(P), fo(P + i) et f~(p) ont une racine corn- 
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mune: p ~ I. Pour p ~- I, tous les mineurs d'ordre p - ~  i d u  d6ter- 
minant (96) s'annulent puisque, dans chacun d'eux, il y a une ligne au 
moins dont tous les  dldments s'annulent. Par consdquent, l'dquation pro- 
posde admet, au moins, une intdgrale rdguli~re appartenant ~ l'exposant 
p---- I. Soit 

gox -t- g l x  ~ -t- g~x ~ "t- . .  

cette int~grale. Pour trouver ]es valeurs des coefficients g, il faudra 
consid~rer le systSme d'~quations (30). La fonction fo(P) ayant les deux 
racines p -~ I et p ~ 2, reste diffdrente de z~ro pour toute autre valeur 
de p. Les 5quations 

f2(~)go -[- f , (2)gl  -b f0(3)g2 = o, 

/~(:)g,  + f~(3)g~ -t- fo(4)g3 ---- o, 

permettent done d'exprimer g~, g 3 , . .  en fonction lin6aire et homogbne 
par rapport ~ go et g~. 

Tous ceux des mineurs d'ordre I de la matrice 

~--1.0, 

Zo.o , Zo.1 , 

ZI.0 ' ZI.1 ' Z1-2' 

qu'on obtient en supprimant l'une quelconque des colonnes et deux quel- 
conques des lignes i ,  2 , 3 , . . ,  s'annulent pour p ~ I ; i l e n e s t d e m ~ m e  
de ceux qu'on obtient en supprimant, dans la matrice pr6c6dente, l'une 
quelconque des co]onnes, rune quelconque des deux lignes - - i ,  o et 
l'une quelconque des lignes I , 2 , 3 ,  .. ; de plus, il existe un i tel que le 

( : )  mineur du second ordre i o ne s'annule pas pour p ~  I. Par 
I O 

consdquent, pour que tous les mineurs d'ordre i s'annulent pour p-~ I, il 
faut et il suffit clue les deux mineurs 

(III) ( ~ :  oo),  ( ~ :  o )  

s'annulent pour p ~ I. 
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Cette condition sera v6rifi6e si l'on suppose, par exemple, que les 
fonctions f~(p q- I ) ,  f~(p q- 2), f2(P -F I), ~(p -[- 2) s'annulent aussi pour 
p---~ i ;  ceci exige que l'on ait, ou~re les relations (II), les conditions 
suivantes: 

a~ ~-- b~ = o ,  b~ = ~ 4 a ~ ,  c~ ~ 6 a  2. 

Si cctte condition est v~rifi~e, nous savons, d'aprbs les r~sultats pr& 
cddents, que le syst~me lin~aire auquel doivent satisfaire les g, admettra 
deux solutions lindairement ind~pendantes. Ce sont les deux inconnues 
g~ et g~ qui resteront arbitraires. L'~cluation propos6e ~dmettra donc, 
dans ce cas, deux intdgrales rdgulidres et lindairement ind6pendantes. 

Si nous supposons, au contraire, que l'un au moins des d6terminants 
(III) soit diff6rent de z6ro pour p - ~  I, il y aura une relation lin~aire 
entre go et gj k savoir: 

~ i  I I I 
?=1 p = l  

et l'4quation proposke n'admettra qu'une seule int~grale r~guli~re. 
Supposons, en particulier, que p ~ I soit le seul hombre entier et 

positif qui v~rifie l'Squation 

f , ( p )  = o .  

Le terme initial 

(IV) ZI1  Z22 ~ 3  " " 

du O a n t  / , i  sor  
I o /  

pour p ~ - I ;  les autres termes peuvent, comme nous savons, ~tre or- 
donn6s selon les puissances croissantes des parambtres et s'annulent tous 
quand on a 

a~ ~ o i  b 2 ~ o~ c 2 ~ o .  

Par consequent, si a2, b2, c 2 ont des valeurs absolues inf~rieures k un 
certain hombre positif (qu'on peut calculer facilement en remarquant que 
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(_ o) 
la diffdrence entre le d6terminant I et le terme (IV) est, en 

I O 

valeur  absolue, inf6rieure ou dgale ~ la diff6rence entre le produit  

pour p----- I, diffdrent de z6ro. En d'autres termes, -si a2, b2, c 2 sont 
~uffisamment petits en valeur ~bsolue, l'6quation consid6r6e n'admettra 
qu'une seule int6grale r6guli6re. 

La suite de crit6res alg6briques que nous avons form6e au n ~ 14 
n'est pas la seule dont on pourrait  se servir. Considdrons, par exemple, 
le cas off les coefficients de l '6quation consid6r6e (I 5) sont des fonctions ra- 
tionnelles de x ayant  pour seules singularit6s les points x ~ o  et x =  cxg. 
Dans ce cas, les d6veloppcments (16) ne contiennent qu'un nombre fini 
de termes; il existe donc, d'apr6s la d6finition des fonetions f~(p)(cf. 
formule (95)) un entier positif q tel que la fonction fro(p) est nulle iden- 
t iquement d6s que l'indice m > q. Dans chaque colonne d'un d6termi- 
nant  quelconque de la forme (83), t o u s l e s  616ments, sauf q + I d'entre 
eux, sont, par suite, nuls identiquement. Fixons arbitrairement un entier 
posi~if m e t  considdrons la matrice partielle formde par m quelconques des 
colonnes de la matrice des 616ments Z~k. Puisque routes ces colonnes ap- 
partiennent ~ chacun des ddterminants (83), nous voyons que, si t ous les  
d6terminants de degr6 m qu'on peut former par an lignes de la matrice 
partielle considdr6e, s 'annulent d'un ordre /~ pour une valeur donn6e R de 
p, il en sera de m~me de t o u s l e s  ddterminants (83) et l '6quation (~5) 
admettra, par suite, # intdgrales r6gulibres appartenant ~ p - - - -R .  Or, 
d'apr6s ce qui a 6t6 dit plus haut, le nombre des d6~erminants qu'on peut 
former au moyen de la matrice dont il s 'agit sont, si on laisse de c6t6 tous 
ceux qui sont nuls identiquement, en nombre n6cessairement limit6. Par  
1~ nous avons donc une m6thode de former (et cela d'une infinit6 de 
mani6res) une suite ind6finie de crit6res alg6briques pour d6cider si l'6qua- 
tion consid6r6e admet des int6grales r6guli6res. Prenant,  par exemple, 
m---- ~ on volt que, si les q + 1 fonetions 

r0(P), r (p) 
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s 'annulent toutes d'ordre p pour p ~ R,  l'Squation propos~e admettra # 
int~grales r~guli~res. Supposons, en second lieu, m ~ e et consid4rons 

la matrice 

f0(P), f,(P) , . .  , f~(P), 

fo(P-I- Q ,  . . ,  fq-,(p-]- x),  fq(p-t- ,). 

D'apr~s ce que nous avons vu, si chacun des d~terminants 

I fo(p) f,(p) 
f~_l(p + x) f,_,(p + x) 

(a, f l=O, l , .  . q) 

(off l 'on convient de remplacer la fonction f~-l(p-1" i) par z~ro quand 
a ~ o) s'annule d'ordre # pour p ~ R, l '~quation considSr~e admettra 
encore # int~grales r~guli~res. 

Plus g~n~ralement, si t ous l e s  d~terminants de degr~ m de la matrice 
formic par les m lignes suivantes 

fo(p), f,(p) , . . ,  f~(p) 

fo(P + ~), . . ,  f~-,(p + , ) ,  f~(P + ~), 

~(p + m - - , ) ,  . . ,  r~(p + m - -  x) 

s'unnulent d'ordre /~ pour p-----R, l '~quation donn~e udmettra # int~- 
grales r~guli~res appartenant ~ p ---- R. Nous pouvons ajouter que ces 
int~grales sont, en gdn~ral, r~guli~res non seulement dans le voisinage de 
x ~ o mais aussi duns le voisinuge de x ~ cxv. Car on volt sans diffi- 
cult~ que les c6nditions n~cessaires et suffisantes pour l'existence de # 

int~grales de la forme 

x R (Fo -t- F~ log  x -t- F2 (log x) 2 -t- �9 .) 

off les F dSsignent des polyn6mes entiers de degr~ m au plus par rapport 
x, s 'expriment en disant que tous les d~terminants dont il s'agit s'an- 

nulent  d'ordre /~ pour p -  R.  
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Pour en avoir une application tr~s simple, consid6rons l'6quation du 
troisi~me ordre: 

d%-' ~ + ~ +  ~ +  ~ + ~ + ~  y = ~  

avec la condition a o ~ o. 
Ici nous avons 

fo(p) = p~o + bo, f l (p)  = p ( p -  , ) (p - -2 )  + pa, + b,, 
f , (p)  = pa, + b,. 

Donc, pour que les trois fonctions fo(P), f~(P), f~(P) poss6dent une racine 
commune, il suffit que l'on ait 

b o ~--- _ _  ~ a  o ,  b2 ---~ _ _  7 ]a  2 ,  

7] dfsignant l'une quelconque des racines de l'6quation 

f1(p) = o. 

P a r  consequent, r6quation 

a certainement une int6grale r6guli~re 1 quelles que soient les valeurs des 
param&res ao, a l ,  a 2 et b I (il convient d'ajouter que cette int6grale r6- 
guli~re est la seule qui existe puisque l'6quation d6terminante f0(P)----o 
est du premier degr6). 

Appliquons maintenant ~ la m&ne 6quation le second des crit~res 
dont nous venons de parler plus haut. Tous les  d6terminants du second 
degr6 de la matrice 

fo(p), f~(p) , f~(p), 
~o(p + i) , ~1(p + i) , ~2(p + i) 

b~ il est n6cessaire de distinguer deux cas: devant s'annuler pour p- - - - - - -%,  

t A savoir la fouction z~.  

Acta m ~ .  18. Imprim6 le 16 oetobre 1894. 49 
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Ou blen la fonction f~(p-4- I) ne s 'annule pas pour cette valeur  de p; 
alors on volt que f~(p) et f~ (p )do iven t  &re nuls, ce qui nous ram6ne 

b0 
au cas d6j~ trait& Ou bien la fonction s'annule pour p = - - a - - : ;  la 

seule dquation qui reste ~ vdrifier est aIors 

fo(p + , f (p + 

f (p) , f,(p) 
~ O .  

Or, quand fo(P) = o et f2(P "4- x ) = o  on a fo(P + x ) =  a o et f2(P)------a~ 
de sorte que l'fiquation pr&6dente peut s'~crire 

f~(P)fl(P -{- i) -]- aoa ~ = o. 

D6signant par vq l 'une quelconque des racines de cette 6quation, nous 
voyons donc que l '6quation 

dz "--~ ~ + ~'~ z ]da: + ' a:' "1" z '  
(i + o)a.)y 

a toujours une int6grale rfiguli6re, quelles que soient les valeurs des 
mtegrale a d'ailleurs la forme simple param&res a 0 , a  1 , a  2 et b 1 (cette " ' 

x ~ - -  fl(~) x ~+1 ainsi qu'on ]e v~rifie directement). 
fo(b q + I) 

i6. Nous venons de trouver (n ~ I4) une suite ind6finie de crit~res 
pour l'existence d'int6grales r6guli6res. Proposons-nous maintenant  de 
trouver une suite correspondante de crit6res pour la non.existence de ces 
int4grales. 

I1 est clair qu'on peut  former une suite ind6finie de hombres positifs 

70 , 7 h , ' "  72., . .  

ayant  pour limite z~ro et satisfaisant aux conditions suivantes: 
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c'est ce qu'on volt imm6diatement en partant de la formule 

387 

�9 . r~ . .  r ,  < (~ + ~ , ) _ , = _  (~ + ~,) 
(lO7) .p - -  I - -  . p  - -  I ,,, = ( - -  

oh les ui sont d6finis par la formule (IO5). Pour trouver une expression 
de 7]~ en fonction de l'indice m, d6signons par K une quantit6 positive 
plus grande que le produit 

( io8)  IT (~ + us) 
i=--p 

rant que p et les a restent dans leurs domaines respectifs R ~ et T; le 
second membre de (IO7) sera moindre que 

(zo9) K(~:.~+~(x + u i ) - - z )  

et,. d& que m sera assez grand pour que la somme ]~ u~= S~ soit in- 
~=m+l 

f6rieure g 1'unit6, la quantit6 (Io9) sera 6videmment inf6rieure g 

K S= 
I ~ Sm 

L'616ment Zig (i 6rant un indice queleonque non nul) peut, en vertu 
de la formule 

secnre sous la forme 
A~ 

~ f  ~ I - - ~ - ~  

P--Ps P--P. 

A~ d6signant une quantit6 qui, pour toutes les valeurs de l'indice i et 
pour routes les valeurs de p et des a k l'int6rieur des domalnes R ~ et T, 
reste inf6rieure en valeur absolue k une quantit6 positive A. Un 616ment 
X~k dont les indices i et k sont diff6rents, peut s'6crire sous la forme 

z,~ = h,(p)([~ - k],~ . - ,  + [ ~ -  k],~.-" + . .  + [i - -  k].), 
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[ i  - k ] 2  , [ i  - -  k ] 3  , . . , [ i - -  k]~ d~signant certaines fonctions 
homog~nes par rapport aux n ~ I param~tres suivants 

lin~aires et 

I I O )  (~2.i--k--2 ~ (~3.i--k--3 ~ ~ �9 ~ (Xt~.i--k--r; 

dont les coefficients sont des fonctions enti~res rationnelles, ~ coefficients 
entiers, de la quantit~ p 4 - k -  i. On voit imm~diatement que chacune 
des s~ries 

est convergente et reste inf4rieure ~ une quantit4 finie rant que p reste 
dans le domaine /~0 et les a dans le domaine T. Par consequent, on 
peut calculer des quantit~s positives U~, U ~ , . . ,  U, telles que la s~rie 

t = m + l  k= l  

reste inf~rieure 
+oo +oo +,0 

I I I 

/.~m-4-1 ( = m + l  ~=m+l  

Cette derni~re quantit6 est inf6rieure k 

puisque l'on a 

I I I 
~ ,  + ~. ,,~-~ ~/~ + .. + 

I I TT 
~b - -  I ~b n - 1  t / n  

+| / ~ 7  
I d $  I I 

~=,.+i ~ < ~ ~ - I ~ - ~  ; 
m 

nous pouvons donc ~crire 

(q ... 2, 8: ... n) 

S~<• ix i I U,. 

Fixons arbitrairement une quantit6 x ~ i et d~terminons un m' tel que 
S~ reste inf~rieur k e d~s que m ~ m'; posons enfin 

K K K ( ~ ) - - - - ~ ;  ~ (I - -~)  ~ = V ~ ;  "" ; ( ~ - - I X ~  , ) ~ = ~ - "  
I - - s  

V, F, V.-1 0(m) = ~ +  ~ + . .  +--~_,. 
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I1 est clair que nous pouvons poser, dans la formule (:06) 
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I I I)  rb,,= O(m) d~s que m ~ m ' ;  

pour une valeur m < m', nous conviendrons d'attribuer au symbole O(m) 
une valeur queleonque 7/~ v6rifiant la condition (:05). 

Pour que l'~quation (:5) possSde une int6grale r~guli~re appartenant 
p = R, il faut et il suffit que tous les  d6terminants ( :o I )  s'annulent 

pour p = R. Donc, en vertu de (Io6) et (Io3) il faut avoir 

( I I2)  [ Jqm-b : "" T~ ] I < O ( m ) m + p  ~ = p o u r p = R ,  

quelque grand que soit m. Si on a au contraire, pour une combinaison 
particuli~re T1.. ~'p de p nombres de la suite 

( I  I 3 )  - - P ~  �9 "7 - -  I ~ O~ . . ~ m l ~  

l'in4galit~ suivante: 

(: I4) 
m +  I . .  m+~v 

l'6quation (:5) ne peut avoir aucune int6grale r6guliSre appartenant 
p-----/L Nous obtenons donc la r6gle suivante: 

Soit (:5) une 6quation lin6aire donn~e; eonsid6rons un domaine T, 
d6fini par (80) et (8o'), ~ l'int6rieur duquel sont assujettis g rester les ' 
param6tres a de cette 6quation et d6terminons le nombre entier ma cor- 
respondant; soit enfin m un nombre entier (positif ou nul) quelconque. 

Pour que l'dquation (: 5) n'admette aucune intdgrale r~guliOre appartenant 
d une racine donnge ~ de l'dquation ddterminante, il suffit que l'indgalitd 
(: i : )  soit v$rifi~e pour p ~ R et pour une combinaison Ta . .  ~'p au moins 
de p hombres de la suite ( : :3) .  

Si l'on choisit m assez grand, ces conditions suffisantes pour la non- 
existence d'int6grales r6guli6res s'approchent autant que l'on veut des 
conditions n6cessaires et suffisantes. 
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Supposons, en effet, que l'in4galit~ ou l'6galit4 ( I I : ) ,  ait lieu 
quelque grand que soit m, pour une valeur donn~e p ~ R  s t  pour route 
combinaison T1-. ~'~ de p nombres de la suite (~:3); quand m croltra 

ind~finiment, Ie premier membre de ( i ,~ )  t e n d r a v e r S ( ~ p  "" --1r~ ) e ~  

le second vers z4ro. En d'autres termes, tousles d~terminants ( :o~)s 'an-  
nulent pour p = R; par consequent, l'4quation (I5) poss~de au moins 
une int~grale r~guli~re appartenant ~ p = R. 

Donc, pour qu'une telle int~grale n'existe pas, il faut et il suffit 
que l'on puisse trouver une combinaison ~-:.. ~-~ et une valeur m assez 
grand pour que l'in~galit~ (~I 4) ait lieu pour p = R et pour cette va- 
leur m; ce qui prouve bien notre assertion. 

17. Pour d~cider si une ~quation de la forme (i5) dont les para- 
m~tres ont des valeurs numdriques donn4es, poss~de ou non une int4grale 
r~guli~re appartenant h R on peut, par consdquent, proc~der de la ma- 
nitre suivante. On d~termine le hombre m I et l'on calcule les valeurs, 
pour p ~ R,  de routes les fonctions (94) correspondant ~ l'indice m. 
En donnant ~, cet indice,successivement les valeurs o ,  I , 2 , . . ,  on peut 
arriver .~ une valeur m telle que les fonctions (94) correspondantes sont 
toutes nulles pour p-- - -R;  dans ce cas, l'~quation (I5) a certainemen~ 
une int~grale r~guli~re appartenant ~ // .  Ou bien, l'indice m peut dtre 
tel que l'in~galit~ ( I I4)  ait lieu pour une combinaison au moins de p 
nombre de la suite ( : :3 ) ;  dans ee cas, l'~quation (i5) ne poss~de aucune 
intdgrale r~guli~re appartenant k R. 

Mais il pourrait arriver qu'aucun de ces deux cas ne se pr~sente 
rant que l'indice m reste infdrieur k tel nombre positif que l'on voudra 
fixer arbitrairement k l'avanee; et le nombre des op4rations arithm~fiques 
n~cessaires pour r4soudre la question proposde pourrait alors eroitre au 
del~ de toute limite. Toulefois, dans le cas le plus g~n~ral, ce nombre 
ne croitra pas au delk d'une certaine limite; ear, si l'dquation ne poss~de 
aucune int~grale r~gulibre appartenant ~ R (et c'est l~ le cas le plus 
g4n~ral), on arrivera, d'apr4s ce qui precede, apr~s une suite limitde 
d'op~rations arithm~tiques, h un indice m pour lequel l'in~galit~ ( I I4)  
aura lieu, 



Sur les int@rales rdguli~res des ~quations diffdrentielles lin~aires. 391 

Pourtant il y a des cas oh la m6thode pr6e6dente ne donnera pas 
de r6ponse k la question propos6e; et il semble n6cessaire alors, pour 
arriver h bonne fin, de faire une 6tude approfondie des fonctions d6- 
terminantes elles-m~mes. Une telle 6rude ne sera pas faite dans le pr6sent 
m6moire. :Nous nous bornerons, dans le paragraphe suivant, d'6tablir 
quelques propri6t6s g6n6rales de ces fonctions. 

w 

I8. Nous avons vu que le probl6me g6n6ral eoncernant les int6grales 
r6guli6res se ram6ne k l'6tude de certains d6terminants infinis, d6finis 
par des symboles de la forme 

. .  ,. ,.+, . .  % ,  
(I 15) p - -  I xp+~ xp+,/ 

les indices e appartenant k la suite - - p , . . , - - I ,  o , . . ,  + oo et les 
x i~ la suite o ,  i ,  . . ,  + cx9. Nous savons que ces d6terminants sont des 

fonctions enti6res de p dont les coefficients s'expriment en fonction des 
param6tres 

I 16) a2,x_~, a~,x_a, . . ,  a,,~_,. (~=-p,..,-l,0,~ .... +| 

Pour faire un premier pas dans l'~tude de ces fonctions, nous allons les 
d6velopper en s~ries proc6dant selon les puissances de ces param6tres. 

Consid6rons d'abord le d6terminant suivant 

i) 
qui, comme on voit imm6diatement, peut s'6rire sous la forme 

Xoo Zo~ . .  Zo~ 

XlO X l l  " " ZIp X l p + l  
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Chacun des 616ments diagonaux Z, 6tant lin6aire par rapport aux n ~ I 
param6tres 

(I I 9) r ct,,_,, . . ,  ~, ,_, ,  

nous pouvons 6erire 

(i ~o) z,, = x~', ) + zT,', 

ZO) 6tant ind6pendant des param6tres (I I6) et Z~ ) 6tant lin6aire et ho- tS 

mogbne par rapport h eux. On voit, d'aprbs la formule (2o), que ces 
fonctions s'6crivent ainsi 

z~)'= (p + ~)A(p), 

z~, ~)= [(P + 0,-~,,-~ + (P + 0.-,~,,-~ + . .  + ~._jh,(p), 
le symbole (p + i)k ddsignant, d'une mani6re gdndrale, le produit suivant 

(p + i)(p + i - -  ~).. (p + i - - k  + i). 

converge absolument; c'est ce qu'on voit en 6crivant chaque facteur ,/1) 
(except6 Z(0~ )) sous la forme 

p p--1 

z~* I +  I +  e . .  I +  * 
.o - -n+l  

lqous pouvons done, dans le d6terminant 
chaque ligne i par le facteur correspondant ~.(1) et, z ,  
notations 

(I I8), diviser les 616ments de 
en introduisant les 

(i~k) 

6crire le d6terminant (I 17), divis6 par zt(p), sous la forme suivante 

(I24) 
i+~0, ,  $01 , . . )  

Le produit 
-I-= 



Sur les intdgrales rdguli~res des dquations diff$rentielles lindaires. 393 

La s6rie ~,k] $~k] 6tant convergente pour toute valeur de p, nous pouvons, 
en vertu d'une formule envisag6e au m6moire cit6 (n ~ 7), d6velopper le 
d6terminant (I 24) sous la forme 

les indices de sommation p , v ,  2 , . .  pareourant la suite des nombres 

(126) o ,  I , . . ,  + eo 

et 6tant assujettis ~ la condition 

(I27) 

Or, nous pouvons 6erire 

oll 

/ ~ < v < 2 < . . .  

Alk 
~,~ = (p + r 

(~28) A,,  = (p + k)._,~,, ,_,_~ + (p + k)._,  =,,,_,_, + . .  + ~.,,_,_.. 

Done, en introduisant les notations 

2[t~1#~ " " A#~/~, [ 

~7~, _- ~ (p + z,) :--(p + z,.). 
Pv.P~ 

nous obtenons la formule suivante 

(#~<..<~,) 

( I29)  \ - - p  - - 1  / 

La s6rie du second membre converge absolument pour toute valeur 
de p et converge uniform6ment dans un domaine fini quelconque; et il 

' n ~ I5). e n e s t  de m~me de chacune des s6ries S ~ (voir mem. cit6, w I, 
Chacune des fonctions Ai~ 6tant lin6aire et homog6ne par rapport aux 

param~tres (I I 6), nous voyons que la fonction , d6velopp6e 
- - I  

Aaa matl'~na~ea. 18. Imprtm~ lo 10 novembre 1894. 50 
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selon les puissances eroissantes de p, aura pour coeffieients des s~ries ab- 
solument convergentes proc~dant selon les puissances et les produits de 
ces param4tres; si on consid~re ce d~terminant comme fonction des para- 
m~tres (,~6), la formule (,29) donnera le d~veloppement de cette fonction 
selon les puissances eroissantes de ces paramStres, ;r(p) 6tant le terme de 
degrd z6ro, ~r(p)Sf ~) l'ensemble des termes de degr6 un, et, d'une mani~re 
g~n~rale, ~r(p)S '~) l'ensemble des termes de degr6 r. 

D'apr~s la formule (,zS), on pourra d(~velopper le d~terminant 
Sz,..z. de la mani4re suivante: 

(,3o) s~,.,. = ~:(p + z,)._,,(p + z , ) . - , , . .  (P + z.).-~s~::$ 

la sommation s'6tendant k route permutation k~. .  k~ de r nombres de la 
suite 2 , 3 ,  .., n e t  S~::~ d~signant le d~terminant des r ~ ~l~ments suivants 

I 3 1 ) ~klt,/~,--/~it--k ~ �9 (u, it = I, 9, .., r) 

D~signant l'~l~ment a,~,~_zit_~ par (v .2) de sorte que le d~terminant 

S *'''~" prenne la forme 
/ z  I . . / z r  

( , .  ,) . .  ( , .  ~) 

(~3~) . .  , 
(~. ,) . .  (~.~) 

nous savons que chaque terme de ce ddterminant peut s'obtenir en 
partageant, d'une manibre eonvenable, les facteurs du terme initial 

( , .  , ) ( 2 . 2 ) . .  (r. r) 

en groupes et en permutant ensuite circulairement les indices appartenant 
chaque groupe. Si done nous d~signons, d'une mani~re g~ndrale, par 

[ i l . .  iv] le produit suivant 

q , .  i~)(~, i~)..  (~v-,. ~v)(~v. ~,), 

un terme quelconque du d4terminant S *'''t" pourra s'6erire sous la forme 
I*l.,IL. 

( '  33) ( - -  I) '-q . [ i , . .  iv,][i~,+,. �9 i 3 . .  [i~,_,+~ �9 �9 iv,I, 

l'ensemble des indices i repr6sentant une permutation convenable des 
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nombres i ,  2 ,  . . ,  r et les nombres ~1, % , . . ,  ~(---- r) 6rant convenable- 
ment  choisis dans la suite ~,  : , . . ,  r .  

Dans la s6rie S ~o, les indices de sommation /~ . .  #~ prennent  toutes 
les valeurs de la suite o ,  i ,  . .  "4- cx9 qui satisfont ~r la condition 

P l  < / t 2  < �9 �9 < / . t ~ ;  

or, Ie d6terminant S,,..,. restant inalt6r6 si l 'on permute ces indices d'une 
mani6re quelconque, nous pouvons dcrire 

I ~ g l . .  ~ ,  

(I34) S (')--- ~ ~ ( p  + p , ) , . .  (p + #~), 

les indices p ~ . . # ~  devant parcourir  la suite o ,  i , . . - k  oo 
assujettis ~ la seule condition de rester tous in~gaux. 

Donc, remarquant  qu'on a 

et 6rant 

(p + g)._~ _-- i 
(p + z). (p + ~ - -  ~ + k)~ 

et posant, pour abr6ger 

I ~ V k l . . ~  r 

( i 3 5 )  ( p + ~ _ ~ + k , ) ~ , ( p + I ~ _ ~ + ~ r  ~ _,,..~., 

nous pouvons 6galer la s6rie S (') (multipli6e par If) ~ la somme d'un 
nombre fini de s6ries de la forme 

036) �9 * " " " * " * ~ / t , . . / t r  

/~1". t t r  

(car, dans l 'expression [i  . . ;1][vl  Jr i "~2]  . . [v~-i-{- i . . ;q]  on peut 
6v idemment  remplacer les indices I , u ,  . . ,  v~ par i 1 , i2, . . ,  i~ puisque 
ceci ne change pas la valeur de la somme (i 36)). 

Soient ~l~.. 2,, une permutation quelconque des nombres Pl . .Pv,; 
Jlv,+l . .  2,~ une permutat ion quelconque des nombres #~,+,.. t% ; . .  ; 2,,-~+~ .- Jl,, 
une permutat ion quelconque des nombres p~,_,§ p~,; il est facile de 
voir qu'on peut consid6rer la s6rie (I36) comme la somme de 
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s~ries de la mdme forme (I36) mais dang chacune desquelles on assujettit 
leg indices p l . .  p, ~ des conditions de la forme 

( I 3 6 ' )  ~ < - .  < ~ ,  ; ~ ,+ i  < . .  < ~ ; . �9 ; )l,,_,+x < . .  <~[v,; 

ces conditions seront v6rifi6es, et cela de la mani~re la plus g6n6rale, si 
nous posons 

( '37) 
= f l , ,  a , ,+ ,  = A ,  �9 � 9  = fl , 

L,+~ ---- fl,+l + c,.~ + c,.2 + . .  + c,.~_, 
(v= 2, 3, .., v.q-t--v~ ; f=0,1, .., q--l) 

off v 0 = o, les c d6signant des entiers positifs (non nuls) quelconques et 
leg ~8 6tant des entiers positifs (ou nuls) assujettis aux conditions suivantes 

038) fl'+' 
fl,+, + c,., + . .  + % - 1  > fli+, + cj., + . .  + c~.._1, 

( i > j ;  r---- 2 , 3 ,  . . ,  v,+, - -  v, ; a---- 2 , 3 ,  . . ,  Vj+l - -  vj). 

Par consequent, une s6rie quelconque de la forme (x36) oh les indices 
/ ~ . .  p~ sont assujettis aux conditions (136') peut ~tre remplac6e par une 
s6rie de eette nouvelle forme 

( '39) ~ ~ ( - -  x)~-'[t . .vl][v 1 + I . .  v~] . . [~'q-1 + I . .  uq] T~:.~. 
r162 flt..fl~ 

off le premier signe de sommation indique que les nombres c doivent 
parcourir, ind6pendamment les uns des autres, la suite i , 2 ,  . . ,  + co, 
lu sommation par rapport k fl~ . .  fl~ 6tant limit6e par les conditions (I 38). 

Or chacune des expressions 

(139') [v, + I . .  v,+,] 

est ind@endante des indices /9~.. flq puisqu'elle ne depend que des diff~- 
fences r6ciproques des nombres 

( I  4 ~ ) ~v ,+ l ,  ~ , + 2 1  ' ' ,  /~u~-, 

et que ces differences, en vertu de (137), s'expriment en fonction des 
nombres c seuls. La s6rie (I39) peut done s'6crire sous la forme 

( x 4 I) E K  (') E T~:"~, 
(O &..P~ "" 
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K ~~ d6signant l'expression suivante 

L'expression (I39') d6pend et d6pend seulement, de certains des param~tres 

~k,s--t--k 

oh k eat un hombre de la suite 

043)  k~,+l, k~,+~, . . ,  k~, 

et oh s e t  t sont des nombres de la suite 

(I44) ~v,+l, ~,+~, . . ,  t,,~,. 

La diff6rence entre deux queleonques des nombres (I44)s 'exprimant sous 
la forme 

(I45) i~,+~ - -  I~,+~ = c,.~ + . .  + c,.~_1 

(oh l'on suppose r > r nous voyons done que, si 

(I 46) %.g,-~,, ak,,~,-~,, . �9 a~,,~,_~, 

d6signent les param6tres qui figurent dans l'expression K (~, chacun des 
indices g , , g ~ , . . , g ~  (pris, selon les cas, avec le signe + ou ~ ) s e r a  
n6cessairement 6gal g la somme de certains des nombres c. 

Je dis que, 

(x47) g~, g ~ , - . ,  g~ 

6tant des entiers donn6s quelconques, le syst4me d'6quations 

(x4S) g , = g ~ ,  g , = g O ,  . . , g , = g O  

oh les c sont eonsid6r6s!l comme ineonnus, n'aura qu'un nombre fini de 
solutions en entiers positifs. 

En effet, puisque 2~,+~, 1~,+2, �9 2~,§ est une permutation de ~,+~, P,,+2, 
. . ,  ff,,~,, nous pouvons poser 

(I 49) p~,+, ----- ~,+~,, (, =1, ~, .., ~+~-~) 
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r l , r ~ , . . ,  r~,_,, d4signant une permutation convenable des nombres 
~, 2 , . . ,  U~+l--U~. Par consequent, on peut d~finir les g par les for- 
mules suivantes 

0so) 

oh l'on convient de poser r,+~ = r~ pour s = ~ + , - - ~ .  De cette formule, 
on peut conclure que chacune des r - - q  quantit~s c figure n4cessaire- 
ment dans l'une au moins des ~quations (I48); car, r~ d~signant l 'un 
quelconque des hombres i ,  2 , . . ,  u , + ~ -  ~ (except~ runit~) e~ r~+~ celui 
qui est ~gal k un, on aura, en vertu de (x5o) 

pourvu que a < fl et 
a - - 1  

~ffi#+l 

pourvu que a ~ f l ~ -  2 (~ ne peut dtre ~ f l - t -  i car on aurait alors 
r~ = i, contrairement ~ l'hypoth~se). Donc, dans t o u s l e s  cas, on voit 
d'aprSs la formule (I45) que l'ineonnue c~.~_~ figure dans la somme de 

certains des g e t ,  par consequent, dans l'une au moins de ces expressions. 
Or, en vertu de la forme des g, chaque ~quation gk-~ gk ~ n'aura, 

pour les inconnues qui y figurent, qu'un hombre limit~ de solutions en 
entiers positifs. Par consequent, on voit bien qu'il y a seulement un 
nombre fini de combinaisons des indices positifs c qui peuvent satisfaire 
aux ~quations (I48). 

Pour trouver l'ensemble de ceux des termes de la s~rie (I4x) qui 
d@endent, et d@endent uniquement, des param4tres suivants 

(iSx) k l , g l - - k l  , ~ k ~ g ~ - - k  2 ' " ~ , kr~g~'--kr~ 

il faut limiter la sommation par rapport aux indices c k celles des com- 
binaisons qui v~rifient au moins un des I~" syst6mes d'fiquations suivants 

e , = g i , ,  . . ,  gr=gZ., 
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Oll f l l " '  fir d6signent successivement route permutation des r nombres 
I ~ 2 ~ . . ,  ~'. 

Ces combinaisons 6tant en nombre n6cessairement limit6, nous voyons 
done que le coefficient par lequel est multipli6, dana la s6rie (14 i), le 
produit des r param~tres (I5I), s'exprime lin6airement et k coefficients 
rationnels par rapport k certaines s6ries de la forme 

( I52)  ~ Tk,  ''k" " 

Done, si nous d6veloppons l'expression zr(p)~) selon les divers produits 
qu'on peut former par r des param6trcs a, c'est-k-dire si nous 6crivons 

( 53) X X rT*,"- 
kl. .kr gl..gr 

la sommation par rapport aux k~.. k, s'6tendant k toute permutation de 
r nombres de la suite 2 , 3 , . . , n  et celle par rapport aux g l " g r  k 
toute permutation de r nombres de la suite 

( I 5 4 )  - - p ,  . . , - -  I , o ,  I , . . ,  + ~ ,  

chaque coefficient TT k,''k" s'exprimera lin6airement et K coefficient rationnels 
par rapport k un nombre fini de s6ries de la forint 

(,ss) 
fll..'"fla ~ l q . .  #~ ' 

19. Nous nous trouvons done amen6 k 6tudier d'abord les s6ries 
de la forme (I52).  

En permutant les indices i ,  2 , . . , r  des nombrcs P l , P ~ , " , / ~ ,  d'une 
mani~re convcnable, on obtient )'1,22, �9 �9 2r; d6signant par 11,12, . . ,  l, 
la permutation correspondante des nombres k~, k ~ , . . ,  kr, on pourra, en 
vertu de la formule (I35), 6crire T k'''*" s0us la forme --/q../Lr 

I 
(I56) T*I. k, _ _  

- ~ , " ~  - -  ( p  + ,t, - -  n + 11)~,( p + ,~, - -  n + l , ) ~ , . .  ( p  + s  - -  n + l~)t, 
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ou, en posant 

( , s7 )  
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Yl 
,H(p + ,~,-- ,~ + z,),, = r  + fl,), 

V2 

I I  (? + a , -  ~ + z,),, = r + fi,), i~vl+l 

vq 

, .~+1(?  + a , -  ~ + ~,),, = r  + fl,), 

~kv.l.. ~ I 
( I  5 8 )  /~"P~ ~t(/9 + /~t)~a(P "1" /~') �9  tq (D -I-/~p)" 

D'apr~s (I57), chaque fonction ~b,(p + ilk) est une fonction enti~re ration- 
nelle de degr6 

Yk 

par rapport h p + fl~, ayant pour coefficients des nombres entiers qui ne 
d6pendent que de n, de k l , . . ,  k~ et des nombres c. 

La s6rie (152) prend donc la forme suivante 

(i 59) ,. r + ~,)r + &) . .  r + p,)' 

]a sommation s'6tendant k toutes les permutations de q hombres de la 
suite o ,  I , , . ,  + c~, except6 celles pour lesquelles une ou plusieurs 
des 6galit~s 

( ,6o)  #'+' = #;+'' 
fli+' + el i  ~[- .* + Cl.v--, = flj+, ~'- Cj.1 "~- .* "~ Cj.a-1, 

( iXJ; r =  2, 3 , . . , v , + l - - v , ;  a =  2 ,3 , . . ,V :+ l - - v j ;  i , j = o ,  I , . . , q - - I )  

sont v6rifi6es. Cette s6rie, qui repr6sente manifestement une fonction de 
p m6romorphe dans tout domaine fini, sera d6sign6e par F(p), Pour en 
6valuer la valeur en fonction des fonctions 616mentaires de l'analyse, 
nous pouvons proc6der de la mani6re suivante. 

Si, dans la s6rie (I59), nous n'assujettissons les indices fll "-fl~ k 
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aucunes conditions, la somme S de cette s6rie sera 6gale au produit  des 
q sdries simples: 

( I 6 I )  Z I E I E I 

d'un autre c6t6, on peut derire 

s =  F0 + ~ ,  +F~ + . .  

F 0 ----F(p) d6signant l 'ensemble de ceux des termes de S dont les indices 
i l l "  flq ne satisfont ~ aucune des relations (~6o), F 1 ddsignant l 'ensemble 
de ceux dont les indices i l l "  flq v6rifient une, et une seule, des relations 
(I6O), 1,~ d6signant l 'ensemble de ceux dont les indices fl~. .  flq v(~rifient 
deux, et deux seules, des relations (15o), et ainsi de suite. 

Or, assujettir, dans une s6rie mult iple  d'ordre q, les indices it remplir  
une ou plusieurs relations lin6aires, cela revient h la transformer en une 
sdrie multiple d'ordre inf6rieur it q. Donc notre s6rie if(p) s'exprime en 
fonction rationnelle et cntiSre par rapport k cert, aines s6ries, de la m(!mc 
forme d'ailleurs, mais dont l 'ordre de multiplicit6 est infdrieur ~ q. 

O p d r a n t  de la mdme inani6re sur chacune de ces s6ries et proc6dant 
ainsi de proche en proche, nous voyons qu'on peut  exprimer /~ (p ) en  
fonction rationnelle et entit~re par rapport  it un certain hombre de s6ries 
simples dont chacune est de la forme suivante 

(,6~) I 

s d6signant un nombre de la suite 1 , 2 , . . , q ,  les d ~ , d ~ , . . , 3 ,  des 
nombres de ]a mdme suite et y~, y ~ , . .  ,y~ (~tant des entiers qui ne d6- 
pendent que des nombres c. 

Si nous  posons 

,1~(? + fl) = r + rl +/~):~.,(P + r~ + f l ) . .  :~.(P + T, + fl) 

q0(p + fl) sera une fonction enti6re rationnelle de p + fl, ayant  pour 
coeflicients des hombres entiers et pour racines des hombres cutlers aussi. 
Soient 

Aata mathzmatica. 18. Imprimr le 12 novembre 189~t. 51 
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les racines distinctes de r  +/9),  et 

X 1 ~ X 2 ~ � 9  ~ X t  

leurs ordres de multiplicit& Nous pouvons 6erire 

I B,, "71- E ~ d)" I = ~ p  +/~_~ r  ~=1 # + f l - ~  ~=, 

les B. et les B.z d6signant des nombres rationnels; d'ailleurs, le degr6 de 
1.'L fonction r +/9)  6tant 6gal ou sup6rieur fi, 2, les rdsidus B~ satisfont 
n6cessairement k 1~ relation 

t 

EB~---- o; 

done l'6gutit5 pr6c6dente (oh nous supposerons fl > o) ne cessera p~s d'dtre 
vraie si nous rctranchons du second membre lu somme 

e B 

Ceei pog5, ddsignons par O(p) la fonction suivante 

o(a) = ~ + + z ) �9 

(D"~,p%s les formules connues relatives h la fonction F, on a la relation 

t~(P) c ,  o(p) = [,<~) 

/ ' (p)  d~sign'mt, selon l'usage, la fonction Eul6rienne d6finie par la, formule 

+vD ( 
et C 1~ eonstante dite d'Evr~R.) 

Nous obtiendrons 

+ f i )  e 

+ao 
I 

t Xv--I 
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Or, d'apr& lcs propridt& de la fonction 8, on a, cn d6signant par z un 
entier positif quelconque: 

o ( p - - ~ ) = ~ + ~  + . . + ~ + o ( p ) ,  
p - - r  p - - z q -  1 p ~ l  

et, quand z ddsigne un entier n6gatif quelconque = ~ r1: 

I_{_ I I 
--o(~, + ,;) =-~ ,o +----7 + "  +,o +--7--, o(f,). 

Done 1:~ sdric (i62) peut 6tre consid6r6e commc la somme de dcux fonc- 
tions dont l'unc est lin6aire et homog6ne, ~ coefficients rationnels, par 
rapport  g 8(p) et ~ quclques-unes des d6riv6cs de cettc fonction, *andis 
quc l'autre s'exprime en fonction enti6re et rationnelle, .~ coefficients ra- 
tionnels, par rapport  aux quantit6s suivantcs 

(t63) 

I I I 

p - - z  p - - e +  x 0 - - 5  

I I 1 

,o p + I ,o + ~ -  I 

(off r ddsigne successivement tous ceux des nombrcs z., qui sont positifs 
et - - 7  tous ceux qui sont n6gatifs). 

On cn conclut que la- s6rie F(p) s'exprime en fonction cnti6re ra- 
tionnelle, g coefficient rationnels, par rapport aux fonctions 

(I64) o(p), o ' (p) , . . ,  s~(p) 

(x d6signant un cntier positif dgpendant de r ,  facile i~ calculcr dans 
chaque cas particulier et auquel il serait facile, dans lc cas gdndral, 
d'assigner une limite supdrieure) ct aux tbnctions (t63) (off ~ e t  ~/ dd- 
signent certains entlers d6pendant uniquement des hombres c). 

Posant, pour abr6ger, 

(,6s) '~(p) - pH ' + ~-v, 
i = l  



404 Helge yon Koch. 

on peut, en vertu de la d6finition (t21), 6crire la fonction ,'r(p) sous 
la forme 

(,66) ~(p) = ~ (p )e (p - -  ~ ) . . o (p - - ,~  + ,). 

On en obtient, d'apr6s des formules bien connues relatives b~ la 
fonction F, 

.~(p) = E . ( p - -  , ) ' J- ' (p--  2)"-~.. (p- - ,~  + ,)(~(p))~, 

E d6signant la constante 
. ( n - l )  c 

E ~ e  2 ,. 

d'ailleurs, entre les fonetions O(p) et O(z) on a L~ relation suivante 

o(z) 
o(p) = o(p) 

Par suite, chaque expression de la forme (I55) (divis6e par la con- 
stante E) est une fonetion entib.re et rationnelle, ~ coefficients rationnels, 
par rapport ~ p, 'X O(p), aux fonctions (,64) et aux fonetions (,63). 

Done, d'apr6s ee que nous avons vu, chaque coefficient If z''*~'v,~J..~, du d6- 
veloppement (153) s'exprime aussi sous cette forme. 

2o. Ayant ainsi trouv6 la forme analytique sous laquelle se pr6- 

:) sente le d6terminant " "  quand on le d6veloppe en s6rie 

proc6dant suivant les puissances croissantes des param6tres ai.k, il sera facile 
de le d6velopper selon les puissances croissantes de p. 

Dans le voisinage de p = o, la fonction O(p) peut, comme on sait, 
se d6velopper de la mani6rc suivante: 

e(p) =- '  + p~)(p) p 

~(p) 6rant une s6rie proc6dant selon les puissances positives de p e t  dont 
les coefficients ont (aux signes pr6s) les valeurs 

r~, r~, r4 , . .  , r~, .. 
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rk ddsignant le hombre suivant: 

I I I 
(167)  rk = I -{- ~ Jr- ~7 + ~ -[- " ' "  (k=.%~,..) 

Quant aux fonctions de lu forme (I63), ehacune d'elles, ddvelopp6e 
selon les puissances croissantes de p, aura pour coefficients des nombres 
rationnels et ne contiendra, au plus, qu'une seule puissance n6gative de p. 

Enfin, la fonction O(p) cst une fonetion enti@e de p dont les coeffi- 
cients sont des polynbmes entiers, s coefficients rationnels, par rapport 
aux nombres r. 

Dans le d6veloppemcnt de U~I::~: selon les puissances croissantes de p, 
]cs puissances n6gatives de/9 disparaitront ndcessaircment, puisque U~,j::~: cst 
une fonction enti6re de /9. Done cette fonction (divis6e par E) se d6- 
veloppe en une s6rie proeddant selon les puissances positives de p dont 
les coefficients sont rationnels par rapport aux r. 

Done, la s6rie du second membre de (I29) pouvant, en vertu de sa 
conYergenee unlforme, 6tre 6trite sous la formc d'une s6rie enti6re par 
rapport ~, fl, nous arrivons h~ cette conclusion: 

( - - p  . . ~ I )  est fonction enti~re de dont les 
\ 

Le  ddterminant - -  p - -  i _  une P 

coefficients ~ n t  des sdries absolument convergentes proe~dant selon les puis- 
sances des param~tres a; dans chacune de ces sdries, les coefficients (divisds 
par la constante E) sont des polyn&nes 'en[iers, ?t coefficients rationnels, par 
rapport aux hombres r. 

21. La m6thode prdc6dcnte pour le d6veloppement du ddterminant 

(--1~ " " - - I ~  S'al~pliq ~ e ~ tout determinant de l~ for~le (I 15). nil 
\ ] N p  - -  I 

effet, on peut obtenir l'un quelconque des d6terminants (I I 5) en supprimant, 

, eertaines lignes et certaines eolonnes et en y remp- dans - -  p - -  I 

la~ant certaines lignes st certaincs colonnes par des lignes et des colonnes 
convenablement choisies dans la matrice des 616ments Z~k; et on voit facile- 
ment que ces op6rations n'altdrent pas essentiellement la forme analytique 
et les propri6t6s g6n6rales du d6terminant consid6r6. Ce n'est qu'~ fin 



406 Helge yon Koch, 

de simplifier les formules que nous nous sommes born6 ~ l'6tude de 

\ ~ p  / 
terminant  subsistent-elles sans modification pour le cas d'un d6terminant 
quelconque de la forme (I I5). 

~. 4 �9 

�9 ' S 22. ConsMeron~, en particulier, le eas off l 'dquation propos6e (!5) 
a pour coefficients des fonctions rationnelles de x. On pourr'~ rdcrire 
sous la forme 

(I68) d"y C4, i d~-~,r Q~ , ,l',-3,/ Q,, , 
d~  3- ~0 ~+~d~,,__; 3- �9 3- . .  3 - - - , , ~ , y  ----- o, qo z~+~' ,tz"-" Qo 

Q2, Q;~,-. ,  0,, d6signant des polyn6mes entiers en x qui ne s'annt~lent 
pa~ tous pour x = o, Q0 un polyn6me semblable qui ne s'annule pas 
pour x = o e t  p u n  entier eonvenable. 

Si 1)~< o, l '6quation (, 68) appartiendra visiblement, dans le voisinage 
de x = o, k la elasse simple des 6quations r6guli6res. Nous pouvons done 
nous homer  au eas ou l'on a p > o. 

D6veloppons les Q selon les puiss,mces de x: 

( ,69) Q,, = r.,. + r.,, �9 + ~,.~.~ + . .  + f l , , , , .~" (~=0,~,.~,.,,,) 

et supposons, ee qui est 6videmment petrols, que too, e'est-h-dire le terme 
ind6pendant de x dans le d6veloppement de Q0' soit 6gal .~ un. 

Cela pos6, nous pouvons 6erire, dans un certain voisinage de x =-o ,  

( ,  70) Vo . . . . .  ,, 

los ~rx d6signant des fonctions entidres rationnelles, h coefficients rationnels, 
par rapport aux r,;. e~ aux rio),. En convenant de eonsid6rer chaeun des 
rp.o eomme homog6ne et de degr6 I par rapporg ~ une variable auxiliaire 
t, chaeun des r,..~ eomme homog6ne et de degr6 r  ehaeun des r,.m 
eomme homog6ne et de degr6 m 3- , mais ehaeun des floa eomme ho- 
mog6ne e~ de degr6 2, on volt que le coefficient a,_,_~ sera homog6ne 
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et de degr6 I, que a~,_,._p+~ sera homog6ne et de degr6 2 , . . ,  que 
~t,_~_p+k sera homog6ne et de degr6 k q - I ,  et ainsi de suite. 

Cela dtant, consid6rons les ddterminants (83), d6finis, comme il a 6t6 
expliqu6, en fonction de p e t  des param6tres a,.).; nous avons vu que, 
abstraction faite du facteur E,  chacun d'eux peut 5tre mis sous la forme 
d'une s6rie enti6re 

(I7I)  s 0 + s , p  + sr ~ + . .  

oh chacun des coefficients S~ est une sSrie absolument convergente, pro- 
cddant selon les puissances des param6tres ~,~. et ayant pour coefficients 
des polyn6mes entiers, h coefficients rationnels, par rapport aux nombres 
~'. Exprimant les a,~ en fonction des fl,.~, on volt sans difficult6 que 
chaque sdrie S~ converge uniformdment par rapport aux fl,~. k l'int6rieur 
d'un domaine fini quelconque; par  con~6quent, les S~ sont des fonctions 
enti6res par rapport aux fl,.). 

D'ap%s la convention faite plus haut, un produit quelconque de la forme 

(I72) 

est du degr6 

~ k l , f f l - - k l ~ Z ' e j q 2 - - k  2 ~ " ~ ~ ~Z ' , ' ~ f t r - -~ ' r  

(I73) (gl +17-1- x)-{--..-I- (g,. q -P-I -  i) 

par rapport ~ t. La s@ic S~ 6tant ordonn~e selon los produits (I72) (r 
prenant suceessivement les vateurs I ,  2 , . . , - I - ~ ) ,  chacun des indices 
f f l , . q 2 , " , g , ,  d'un terme quelconque sera sup6rieur ou 6gal k - - p .  On 
en eonclut qu'il n'y a,,.xtans S~, qu'un hombre fini de combinaisons des 
indices q pour lesquelles l'expression (I73) prend une valeur donn~e; 
autrement dit, si /~ d6signe un entier positif quelconquc, il n'y a, dans 
S~, qu'un nombre fini de termes de degr6 /z par rapport k t. 

Or, ordonner la s6rie (x71) selon les puissances eroissantes de t, 
eela revient 6videmment ~ l'ordonner selon les puissances eroissantes des 
param6trcs /L D'ofi cet 6none6: 

Chacune des fonctions d~terminantes de l'~quation (I68) est une fonction 
entikre de p dont les coefficients, consid~r~s comme fonctions des param~tres 
fl, so~t des fonctions enli~res ayant pour coefficient.~ des p'olynSmes entiers, 
d coefficients rationnel 6 par rapport aux hombres r. 
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23. Soit, dana 1~ suite des param~tres sulvants: 

(I74) A o , s  ,Ao, 

floo le premier qui n'est pas nul. L'6quation d6terminante, relative ,~ 
x = o, aera 6videmment 

( '75) f ( P ) - - = f l < . 0 P ( p - - I ) . . ( P - - n +  a-I- ' )  

+ #o+,.0p(p - -  ~ ) . .  (p - n + ~ + 2) + . .  + s  = o. 

Pour que lea a se trouvent k l'intdrieur d'un domaine T, d6fini par 
des conditions de la forme (80) et (8o'), il suffit que les fl satisfaasent 
aux conditions suivantes 

(I76) Ao = I; Ifl,,zl:!fl:!z, 

(176') IAo I ~_ 0 

( r =  0~ 2, 3, ..~ n ; ) ,~ 0~ l ,  2, ..~ m) 

lea if,0 d6signant des eonstantea positives (ott nulles) queleonquea et 0 line 
quantit6 positive (non nulle) quelconque. Appelons U le domaine des 
param~trea fl d6fini par ees conditions. 

D'apr& ee que nous avons vu, on petit toujoura, par une suite finie 
d'op6rationa arithm6fiques, trouver un entier ), et ~ fonetions enti6res de p: 

(I77) F~(p), F2(p), . . ,  F~.(p) 

qui jouent le rdle de fonetions d6terminantes polar l'~quation eonsid6r6e, 
relativement au point singulier x = o, tant que les param&res fl restent 
h l'int6rieur du domaine U. R dSsignant l'une queleonque des raeines 
de l'6quation d6terminante, nous savons que les conditions n6eessaires et 
suffisantes pour l'existenee d'un hombre donn6 f~ d'int6grales r6guli~res 
appartenant k R s'expriment en disant que les fonetions (I77) doivenL 
pour p = R, s'annuler de l'ordre #; et de lk se d6duisent immddiatement 
les conditions n6eessaires et sufl~santes pour que l'6quation (I68)poss~de, 
dans le voisinage de x = o, un nombre donn6 s d'int~grales r6guli~res. 

Proposons-nous maintenant de traduire ees eonditions en relations 
entre lea param~tres. 

Ceei st fait sans diffieult6 dans le cas oh toutes lea racines de l'~qua- 
tion f ( f l ) =  o sont ineongruentes. En effet, d(Mgnons par 

(~7s)  R~, R~,. ,, 2L_, 
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les raeines de f ( p ) =  o, par 

t~  U 1 ,  ~ ~ . .  ~ U~t 

"4" I variables auxiliaires et par G(tu~..u~) le produit suivant 

409 

(I79) 
n--6 

H i t  - UlFI(R,) - -  u, F , ( ~ )  - - . . -  u,U~(R,)); 

il suffira d'6crire que G(tul . .  u~), consid&& eomme fonetion de t, n s 
racines nulles quelles que soient les valeurs des variables u l . .  uz; ce qui 
conduit k un certain nombre de relations de la forme 

(~so) n ( n l ,  R, ,  . . ,  ~ . - 3  = o, 

H d&ignant une fonetion enti&e et sym6trique par rapport aux raeines 
(I78) et dtant, par suite, repr&entable par un d@eloppement de la forme 

(I8I)  H - ~  H o +111 q - H ,  -k-. .  q - - H , +  . . ,  

H, d&ignant un polynbme homog@e et sym6trique de degr6 v par rapport 
aux R. D'apr& la propridt6 des fonctions (r77) 6tablie au num6ro pr& 
eeldent, on volt que, dans ehaeun des polyn6mes H,, les coefficients sont 
des fonctions enti&es par rapport aux fl,.z dont les coefficients (divis& 
par la eonstante ~7) sont des polyn6mes, b. coefficients rationnels, par 
r~pport aux hombres r. 

Or, 5erivant f(p) sous la forme 

(~82) f(p) = fioo(,O.-o + f,p._o_l + f~p . . . .  = + . .  + f._o) 

et eonvenant de eonsid6rer f l ,  f~, " ,  f~-~ comme des quantit& homog~nes 
des degr& respectifs i ,  2 , . . ,  n - - e r  par rapport k une variable auxiliaire 
t, on salt que tout polyn6me homog6ne sym&rique et de degr6 u par 
rapport aux raeines R, peut s'&rire sous la forme d'un polyn6me en 
f~, f ~ , . . ,  f~_~, homog6ne et de degrd u par rapport k t. Ohacun des 
coefficients f (multipli& par fl~.0) s'exprimant en (onetion lin&.ire et ho- 
mog6ne, g coefficients entiers, par rapport aux param6tres fl,~+l,o, fl~+~,0, 
�9 . ,  ft,,o, on en eonclut que route fonetion telle que H est une fonetion 

entlere par rapport g /9~.---~ et aux fl~.a, ayant pour coefficients des poly- 

nSmes entiers, g coefficients rationnels, par rapport aux r. 
Avta malhemallva. 18. Imprim6 le 12 novembre 1894. 52 
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Toutefois, les relations ainsi obtenues censent d'exprimer les condi- 
tions dont il s'agit d& que deux ou plusieurs des racines R deviennent 
congruentes. Pour obtenir des formules qui embrassent t o u s l e s  cas 
possibles, il faudra modifier la mdthode pr6c6dente. Tout d'abord, noun 
avons besoin de quelques consid6rations pr6liminaires relatives g la di- 
visibilit6 de fonctions entibres. 

24. Soient 

r = a o + a,p + . .  + a,~_lp "-~ + p", 

F ( p )  = b o + b ,p  + . .  + b,~_~p ~'-~ + b,~p '~ + . .  

deux fonetions de p dont l'une r est entiSre et rationnelle de degrd 
m, l'autre F(p) enti&e (rationnelle ou transcendante). Pour trouver les 
relations entre les a et les b qui sont n&essaires et suffisantes pour que 
r et F(p) possSdent un facteur commun de degr4 s, nous emploierons 
la m4thode suivante. 

Soient 

& , P~ , . .  , p,,, 

m quuntitds arbitraires que noun supposerons d'abord diffdrentes entre 
elles. Si noun 4crivons 

(,s3) 

P(pl) =210, 

u(p3) = A0 + A I ( p s - - p ~ ) +  A=(p8 .p,)(p~-p,) 

F(p~) = A o -{- A,(p~--p,) q-.. q- A=_,(p=--p,)(p~--p2)..(p~--p~_, ) 

les coei~icients ~4~_~ auront les valeurn 

~ , p ,  , . . ,  p; -= ,  F ( p , )  

p~-' 

l ~ p l , . . ,  

p:-~ p:-I 

(~=l,2,..,m) 
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ou, ce qui est la m~me chose, 

(183'  ) A~_I F(p,) r(p~) F(p~) 

~ ( p )  d&ignant la fonction suivante 

~ , ( z )  = ( z  - -  z , ) ( p  - -  p , ) . .  (p  - -  z~). 

A~_I, eonsidSr6 eomme fonct ion de & ,  & , . .  , p ,  &ant visiblement une 
fonetion enti~re, nous pouvons poser 

(184) A~_l = ~ ) ( P l '  P ' i ,  " "  , Pv )  ( v = l , ]  . . . . .  ) 

en fl6slgnant par 8(p~, & ,  . . ,  p,) une fonetion enti~re par rapport aux 
Pl ,  P2, �9 �9 P~ ayant pour coefficients des polyn6mes k coefficients rationnels 
par rapport aux b. 

Oeei pos6, d6signons par & , & , . . , p , , ,  les raeines de r  dis que 
la condition ndcessaire et suffisante pour que F(p)  et ~b(p) admettent  un 
diviseur commun de degr6 s consiste en ceci: on dolt avoir, pour une 
permutation convenabIe p j ,  , % , . , ,  p, de s des raeines de ~b(p), 

( , 8 s )  0 ( < )  = o,  ~ ( p ~ , p , )  = o ,  . . , ~ ( p ~ ,  p ~ , . . , p , )  = o.  

C'est ce qui est 6vident dans le cas oli toutes les racines de ~b(p) 
sont diff6rentes car, dans ce cas, les 6quations (185) sour, en vertu des 
relations (I83), 6quivalentes aux suivantes: 

i~ (p , )  = o ,  l ~ (p , )  = o , . .  , F ( p , ) .  

Pour le d~montrer d'une maniSre g4n4rale, remarquons d'abord que 
les dquations (I85) sont 4quivalen'ces aux suivantes 

(18s ' )  ~(p~,)  = o,  ~(p~, ,po~) = o , . . ,  ~(p~, ,  p ~ , . . ,  pc.) = o, 

a~, % , . . ,  a, d&ignant une permutation queleonque des nombres 1, 2 , . . , s ;  

on a, en effet, en vertu des formules (183), 

o(p~) = Ao + ~/~,& + H~=A= + .. + H,.~_,A,_I, 

O(pa,, p,~=) = X]-i "71- H..2=-'4= - F . .  "31- H2.,-1-'4-,-1, 
�9 �9 �9 �9 ~ �9 �9 

O ( p ~ ,  , p ~ ,  , . . , p ~ . )  = . A ~ _ ,  , 
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les H dSsignant certaines expressions entiSres et rationnelles par rapport 
aux p; en d'autres termes, on peut passer du systSme des fonctions 

8(Pl ) ,  8(P1, P~), " ' ,  8 (P , ,  P~' " "  P,) 

g celui des fonctions 

e ( p J ,  ~(po,, p j , . ,  e(p~,, po2, . . ,  Po.) 

par une substitution lin~aire de la forme 

I , H1.1, . .  , H I . , _  1 

I :~ �9 �9 ~ / ] 2 . * - - 1  

�9 �9 

I 

ce qui prouve bien l '6quivalence des syst6mes d'dquations ( I 8 5 ) e t  (I85'). 
8i les racines 

(IS6) & ,  p~, . . ,  p~ 

ne sont pas toutes distinctes, nous les supposerons rang6es de la mani6re 
suivante 

c'est-~-dire nous d6signerons par p~, p~+,, ~,~+,, . . ,  p~+1 les racines distinetes, 
par ~,,/02 , . . ,  p.. celles 6gales a />,, par p.+~, [~+..,, �9 �9 , Pz celles 6gales g 
P-~+I et ainsi de suite. 

En vertu des relations (I83) on a (en supposant d'abord lcs p 
distinctes) 

o ( ~ , ,  ~ ,  . . ,  s  = o ( ~ , ,  ~ , , . ,  ~_,) - e ( ~ , ,  p,  . . . .  ~_~ ,~) 

d'oh se conclut que l'on a, pour Pl--=/~ . . . .  P~: 
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Si, dans les 6quat ions  ( I85 ' ) ,  nous  prenons  p,,  = Pl,  P,~ ~ - ~ % , " ,  P ~ . - - P ,  

los a p remi6res  de ces 6quat ions  s e ron t  donc  6quivalentes  a u x  su ivantes  

( I87)  F ( ~ l )  = o, 1;'(t31) - -  o , . . , ~'(~-'~(Pl) = o. 

On a de m~me,  p o u r  p~+l = p~+s . . . .  p,~" 

~v--a--1 

~tOa4-1 

or, en v e r t u  des re la t ions  ( I83 ' )  et des a premi6res  des re la t ions  ( t85 ' ) ,  
on ob t ien t  

0(/31,  ~3s, � 9  h~+,) = ( ~ + ,  _ ~ , )<~+,  _ ~ , ) .  < ~ ,  _ ~ )  

ce qui  condui t  a u x  re la t ions  suivantes :  

( I88)  ~ '(~+~) = o, ~ ' (~+~)  = o , . . , F '~ . . . .  "(~o+~) = o. 

C o n t i n u a n t  ainsi de proehe en proche,  nous  voyons  que les 6quat ions  

( I85 ' )  sont  6quiva lentes  k l ' ensemble  des re la t ions  (~87), (x88), . . .  On 

en conc lu t  que les re la t ions  ( I85)  e x p r i m e n t  bien les condi t ions  n6cessaires 

et  suffisantes p o u r  que  la fonc t ion  F ( p )  soit divis ible  par  

(p  - -  p~)(p - -  p ~ ) . .  (p - -  p,).  

F o r m o n s  le p r o d u i t  su ivant  

(189) 1-I [u~ O(p~,) -[- u s O(p~, , p~)  -b . .  "4- u~ O(p~., , p~., , . . , p~,)] 

a, . .  a, d6s ignant  success ivement  route  p e r m u t a t i o n  de s nombres  dist incts  

de la suite 

et  u~, u 2 , . .  , u ,  6 tan t  des variables auxi l ia i res ;  p o u r  que F ( p )  ct  r  

a d m e t t e n t  un  d iv i seur  c o m m u n  de degr6 s, il f a u t  et  il suffit  que ce 

p rodu i t  soit nu l  quels  que  soient u~, u s , . . ,  u, ,  car,  d 'apr6s ce que  nous  

avons vu,  il f au t  et il suffit  que  l ' un  au  moins  de ses fac teurs  s ' annule  

i d e n t i q u e m e n t .  Mais de lk on est condu i t  k un  cer ta in  h o m b r e  de re- 

la t ions  de la fo rme  

( I9o )  H ( a ,  b) : o 
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H(a, b) d6signant une s&ie convergente procddant selon les puissances 
croissantes de a e t  de b e t  ayant pour coefficients des hombres rationnels. 

Ces relations (I9o), qui sont 6videmment en hombre fini, expriment 
donc les conditions dont il s'agit, quelles que soient les valeurs des coeffi- 
cients a e t  b. 

25. Pour pouvoir appliquer ces r6sultats au probl6me que nous 
avons en vue, il faut d6montrer d'abord le th6or6me suivant: 

Pour que l'dquation (I68) ad,nette un nombre donnd s d'intdgrales 
r6guli6res, il faut et il suffit que lea fonctions (177) poss6dent s(k--h 4- i) 
racines en commun avec la fonction suivante 

(i9 ) t(p)f(p + x)..  f(p + k), 

k et h ddsignant des entiers positifs convenables. 
Soient, en effet, 

(I92) R1, R=, . . ,  R~_~ 

les n - - , ,  racincs de l'6quation d6terminante f ( p ) =  o. Supposant que 
les param6tres fl restent dans l'int6rieur du domaine U ddfini par (I76) 
et (I76'), nous pouvons assigner une limite supdrieure H aux valeurs 
absolues des diff6rences 

R~ - - /~ , ;  c,,~=l,~,..,n-~ 

soit h l'entier positif imm6diatement sup6rieur au nombre H e t  d6signons 
par k un entier quelconque sup6rieur k h. 

Supposons que les racines (I92) soient num6rot6es de telle mani6re 
que R~, ,g= , . . ,  R~ d6signent les racines incongruentes de f(p), et que, 
de plus, ~g~ ait une pattie r6elle inf6rieure g celle de toute autre racine 
de f(p) congruente g R, (~ d6signant successivement i ,  2 , . . ,  a). 

D6signons par L l e  nombre des racines (compt6es avec leurs ordres 
de multiplicitd) congruentes i~ R, de sorte qu'on ait 

t I -J~ t 2 " ~  . * " ~  t a = n ~ a ;  

soit s.~ l'exposant de la plus haute puissance de p ~ R, qui divise toutes 
les fonctions (i77). Nous aurons l a  condition suivante 
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et le hombre des int6grales r6guli~res de l'6quation (~58) scra ~g'll h 
s 1 + s~ + . .  + s.. Par cons6quent, la condition n~cessaire et suffisante 
pour l'existence de s int6grales r6guliSres peut s'6crire ainsi: 

(I93) s 1 + s ~  + . . +  s ~ > s .  

Les foner (I77) s'annulent, pour p = R~, d'ordre s~ au moins, 
mais de 1s on peut concIure que ces fonctions s'annulent du m~me ordre 
pour p -----/t v -  2, 2 d6signant un entier positif quelconque; car, si elles ne 
s'annulaient toutes clue d'un ordre inf6rieur k sy, le nombre des int6grales 
r6guli6res appartenant k R v -  ~ serait inf6rieur h s~, ce qui est 6videm. 
ment contraire g l'hypoth4se. 

Or, k d6signant un entier positif quelconque sup6rieur k h, la fonc- 
tion ( I9 i )  s'annule pour p-----R~)t d'ordre s, au raoins, pourvu que l'on ait 

) t < k - - h .  

Par consdquent, le hombre des racines communes aux fonetions (I77) et 
I 

( I9I)  est, au morns, 6gal 

(s~ + s 2 + . .  + s~) (k--h  + I); 

donc, S d6signant le nombre exact de ces racines communes, la formule 

(194) S > = s ( k  - -  h + I) 

exprime une condition ndcessaire pour l'existence de s int6grales r6guligres. 
Pourvu que k soit suffisamment grand, cette condition n6cessaire 

entralnera la formule (i93) et exprimera donc en m~me temps la con- 
dition suffisante. 

En effet, route racine commune aux fonctions (177) et (I9 I) peut 
s%crire sous la forme R ~ - - ~ ,  v d6signant un entier positif convenable 
et ~ un entier positif ou n6gatif convenable. Or, de r6sultats pr6c6dem- 
men~ obtenus (cf. n ~ I o) il r6sulte que, si toutes les fonctions (I77) 
s'annulent, pour p = / ~ 2 ,  d'un certain ordre 1~, ces fonctions s'annulent 
n6cessairement aussi, pour p-----R~, de cet ordre # au moins. Les seules 
valeurs de p pour lesquelles peut s'annuler la fonction (I9I)  sont 6vi- 
demment 

B~ + h ,  Rv + h - -  l , . . ,  R , ,  R ~ - -  I , . . ,  R , - - k .  (~=~,~ ..... ) 
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Done, s~ d6signant l'exposant de la plus haute puissance de p ~ R~ 
qui divise routes les fonetions (I77) et (I9I), on aura 

(s, + s~ + . .  + s~)(k + h + i) > S; 

donc, si l'on suppose la condition (I94) v&ifide, il vient 

(81 "7[- 82 "Jr- , o + 8a)(k Jf- h ..-If- I) . ~  8 ( k - -  h + ][). 

De ]k et en vertu de la formule 

on obtient 
s, + s= + . .  + s o < n - - a  

(I95) (s~ -{- s= dr-..  + G)(k + I ) - - s ( k  q- I) d r - h (n - -a - [ - -  s) >~o. 

Si l'entier positif k + I remplit la condition 

(I96) k -b I > h ( n - - a  Jr- s), 

ce que nous supposerons, la formule (I95) ne peut 6vldemment ~tre vraie 
que si l'on 

(I97) s, + s~ q - . .  -[- G ~ s .  
C. q. f. d. 

I1 est done ddmontr6 que, si l'on ehoisit h eomme il a dt6 expliqu6 
plus haut et k conform6ment k la condition (i96), le hombre total des 
int6grales r6guli6res de l'6quation (I68) cst 6gal au plus grand entier 
contenu dans le nombre 

8 
k - - h +  I 

S d&ignant, comme plus haut, le nombre total des racines communes 
aux fonctions (177) et ( i9i) .  En d'autres termes, dire que l%quation 
(I68) admet un hombre donn6 s d'int6grales r6guli&es, cela revient 
dire que le nombre des racines communes aux fonctions (I77) et ( I9 i )  
est, au moins, 6gal h s(k ~ h + I). 

36. D6signons la fonction (I9I)  par O(p) et posons 

F(p) = ~IF,(p) + ~G(p)  + . .  + ~,F~(p), 
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$~, $ 2 , " ,  $~ d6signant des variables auxiliaires. Pour exprimer que 
l '6quation (168) poss6de s int6grales r6guli6res, il suffira d'dcrire que les 
fonctions F(p)  et r  ont s(k ~ h + i) racines communes quelles que 
soient les valeurs de ~, ,  ~ ~:~. 

En vertu de la formule (I75), r est une fonction enti6re ration- 
helle de p de degr6 

( n  - -  o ')(k .31_ I )  = , $  

et pourra s'6crire sous la forme 

= + + . .  + 

~o ddsignant la puissance k -{- ::~'~ de ?~.0 et les autres r des expres- 
sions enti6res et rationnelles, ~ coefficients entiers, par rapport  aux para- 
m6tres ft. D'apr6s ce que nous avons vu au n ~ 23, l 'existenee d'un 
nombre donn6 de racines communes ~ F(p)  et r s 'exprime par un 
nombre fini de relations de la forme 

H =  o~ 

H ddsignant une sdrie procddant selon les puissances de 

I 
r 4~:, r . . ,  4~ 

et des coefficients de F(p) et ayant  pour coefficients des nombres ration- 
nels; considdrde comme fonction de $,,  $ ~ , . . ,  $~., H cst une fonction en- 
ti6re rationnelle puisque son degr6 par rapport  a u x  coefficients de F(p)  
est n6cessairement inf~rieur h, un certain nombre fini. Par  consdquent, 
en 6galant ~ z6ro chacun des coefficients de la fonction H (consid@~e 
comme fonction de $, , $2, " ,  ;~,) on obtiendra un nombre fini de relations 
de la forme 

(x98) K = o, 

I 
K d~signant une fonction enti~re par rapport d flT o et aux param~tres fl, 

dont les coefficients sont des polyn6mes entiers, it coefficients rationnels~ par 
rapport aux nombres r. D'ofl ce th6or6me: 

Etant donn~s une dquation diffdrentielle (i68),  son ordre n et le degrd 
Aeta mathematica. 18. Imprim6 le 13 novembre 1894,. 53 
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n -  a de son dquation d~terminante, on peut toujours,_par une suite finie 
d'opdrations arithmdtiques, " trouver une suite finie de relations de la forme 
(198) qui expriment les conditions ndcessaires et suffisantes pour que l'dqua- 
tion pro_posde admette, dans le voisinage de x = o, un hombre donn~ d'int~- 

grales rdguliOres. 

Ces relations (I98) expriment les conditions dont il s'agit tant que 
les param6tres /~ restent dans l'int6rieur d'un domaine U, fix6 arbitrare- 
ment ~ ravance par des conditions de la forme (176) et (175'). 

Nous sommes done parvenu ~ la solution compl6te du probl6me que 
nous nous 6tions propos6, ~ savoir de trouver les relations qui expriment 
l'existence d'un hombre donn6 d'int6grales r6guli6res d'une 6quation li- 
n6aire donn6e. Mais il convient d'ajouter que ce r6sultat ne permet pas, 
du moins dans le cas gdndra], de ddcider, par une suite finie d'op6rations 
arithm6tiques, si l'6quation proposde poss~de des int6grales r6guli6res ou 
non; car les seconds membres des relations (I98) sont, en gdndral, des 
fonctions enti6res transcendantes. Nous avons trouv6 plus haut (n ~ I4-- I6) ,  
il est vrai ,  une suite de crit6res alg6briques qui permettent de r6soudre 
le probl$me dans des cas 6tendus. Mais en mdme temps, nous avons 
reconnu l'existence de certains cas d'exception oh les op6rations alg6, 
briques ne conduisent pas ~ bonne fin. A cause de ces cas et de la 
nature transcendante des fonctions K,  il n'est pas encore possible de r6- 
pondre ~ ]a question suivante: 

Peut-on toujours, par une suite finie d'op6rations arithm6tiques, d6- 
cider combien une dquation lin6aire h, coefficients rationnels poss6de d'in- 
t6grales r6guli6res ? 

La solution de ca probl6me, si jamais on pourra la trouver, ddpendra 
sans doute d'une 6tude approfondie des fonctions d6terminantes ( I77)ou,  
ce qui revient au mgme, des fonctions K. 

Dans ce qui pr6eSde, nous avons toujours supposd que l'6quation 
d 0-1 y 

eonsid6r6e (I5) ou (168) ffit priv6e du terme en d~-~" Cette hypothSse 

est toujours 16gitime puisqu'une 6quation quelconque peut se ramener 
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imm~diatement ~ ce cas par une transformation connue; mais, pour la 
thSorie des int~grales r~guli~res, une telle transformation pourra introdulre 
certaines difficult~s de sorte que, dans beaucoup de cas, il sera prSfSrable 
d'uborder l'~tude de r~quation donn~e sans aucune transformation pr~- 
alable. En op4rant ainsi, les dSterminants infinis que ron rencontrera 
ne seront plus de la forme normale, de sorte que les m~thodes employSes 
plus haut ne seront plus applicables. I1 faudra, dans ce cas, se servir 
d'une classe plus g~n4rale de d~terminants infinis, d~terminants dont nous 
avons dtabli 1~ convergence dans une note publi4e aux Comptes rendus 
de l'Acad4mie de Paris, le 30 janvier I893. 


