337

SUR LES INTEGRALES REGULIERES
DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

PAR

HELGE vox KOCH

4 8TOCKHOLM,

§ .

1. Dans la premiére partie du mémoire Sur les déterminants infinis
et les équations différentielles linéaires (ce journal, t. 16) nous nous sommes
occupé de la résolution d'un systéme infini d’équations linéaires

+

(1) 2 A,z =o0

k= —ew

(f=—o0 .. 40)

dont le déterminant [4,],.._., ,. est de la forme normale (c’est-a-dire
tel que le produit des éléments diagonaux converge absolument et que
la somme des éléments non-diagonaux converge absolument).

Pour le but du présent mémoire, il est nécessaire de généraliser
cette étude au cas ou le nombre des équations du systéme (1) est, pour
ainsi dire, plus grand que celui des inconnues: nous voulons parler de
systémes de la forme (1) out le déterminant des 4, n'est plus de la forme
normale mais le devient dés que I'on y supprime un certain nombre des
lignes. Pour plus de généralité, nous ne supposerons pas que les seconds
membres des équations proposées soient nuls; nous les supposerons seule-
ment égaux & des constantes dont les valeurs absolues sont inférieures
a une quantité donnée.

Avant d’aborder ce probléme, rappelons une propriété des détermi-
nants de la forme normale (mém. cité, n° 20) qui nous servira pour
point de départ.

Acta mathemation. 18. TImprimé le 8 octobre 1894, 43
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Soit
.D == [Aﬂ:]i,k=-°0 S

un déterminant de la forme normale; désignons par

A

X ..,
celui des mineurs de D d'ordre v qui s’obtient en remplagant chacun des
éléments 4,,,..,4,, par Dunité et tout autre élément des lignes
tiy..,¢t (ou des colonnes x,..,x) par zéro (nous conviendrons d'attribuer-

la valeur zéro & ce symbole toutes les fois que deux ¢ ou que deux x
seront égaux).

Posons A4, =a, (i Z k), A; =1+ a,; par hypothése la séric 2.2 aul
est convergente, ce qui entraine la convergence du produit

IL( 4+ 2] ay)).

Désignons par (i, ..4,) ce que devient ce produit si I'on y supprime les
facteurs correspondant & ¢ =4,,..,i,; on a alors

(2) @'Y)—xg@nm—r

& e b,

et, en particulier (m désignant un entier positif quelconque),

<~— .. - m

—m.. Fm

(2 )—Pi%m~+M*L

De 14 on conclut Vexistence d’un entier m' tel que les mineurs

(—m.. -+ m

—m.. +m

> (m=mwm',m 4+ 1,..,00)

sont tous différents de zéro; pour trouver m’, il suffit de se donner une
quantité positive ¢ < 1 et de déterminer m' cn fagon que
(—m..4+m)—1<d dés que m >

Or, désignant par S_, ,, ce que devient la série

(3) Zl zk l A I
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si T'on y supprime les termes correspondant aux indices § = —m,.., +-m,
on a (pour des m suffisamment grands):

(2”) (-—m..—]—m)———ls )V—TS—_SE“—HL—‘"'
T - — ..+ m

Il suffit donc de choisir m' de maniére que

>

0
S o < T+

ce qui est possible puisqu’on suppose la série (3) convergente; si nous
nous bornons, et cest ce que nous ferons toujours dans ce qui va suivre,
au cas ou la série (3) est telle que le nombre m’ s'obtient au moyen
d’une suite (finie) d'opérations arithmétiques (c’est évidemment ce qui aura
lien dans les cas usuels), le résultat auquel nous sommes parvenu s'ex-
prime ainsi:

Un déterminant de la forme normale étant domné, on peut, par une
suite d'opérations arithmétiques, trouver wun mineur dordre fini qui n'est
pas nul.

2. Considérons maintenant un systéme linéaire

+
k=‘émA"‘xk == Ai, (i=—w..4+»)

(4) .
k_Z B“wk = B,- (i=1,2,.,9)

ou les équations peuvent étre partagées en deux groupes, (4) et (B);
dans le systéme (A4), le déterminant des éléments est de la forme normale
et les 4, sont, en valeur absolue, moindres qu’'une quantité donnée; quant
au systéme (B), qui n'embrasse qu'un nombre fini ¢ d’équations, nous
supposerons seulement que les coefficients B, soient, en valeur absolue,
moindres qu'une quantité donnée.’

Proposons-nous de trouver toutes les valeurs des z, qui satisfont

! Cf. mém. cité, n° 9.
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aux équations (4) et qui restent inférieures en valeur absolue a un nombre
fini (qui peut ne pas étre connu d’avance) X:

(4’) lxkl < X. (h=—w ..t o)

Nous verrons que ce probléme se raméne toujours a la résolution d'un
certain systéme fini d’équations linéaires entre un nombre fini d’inconnus.
Pour abréger, désignons la série X, 4,7, par w, et la série 2, B,
par v, de sorte que le systéme (4) prenne la forme
u, = A, (f=—c0 ..t o)

vV = Bi‘ G=1,2.,0

Soit D le déterminant des A,; choisissons un mineur quelconque de D:

et formons la série double

S= XX (0

\

cette série étant absolument convergente (mém. cité, n° 20) quand les
z, satisfont aux conditions (4'), on aura

i i, 4
A.
(A

& . 1, r G oo By By Gy e . b )
Ty — z . ) T,
ke ok = \ky ook kK, F,

r;

S

I

I

d’ou:

i U A T AU S S S
= X
(5) (kl . kr>xk (kl .. k,>k+ Z, - (kl oy kR . k) b

\ \ =

’

G v ) ) , ) 4o 8\ .,
( ' ) désignant ce que devient le déterminant (kl . ) gilony
k

ke ..k, 1. kK,

remplace les éléments 4, de la colonne %k par les A,.
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Or nous pouvons toujours, par la méthode précédente, trouver un

B .o 4,
mineur de D d’ordre fini qui n’est pas nul; si nous désignons par <kl , )
1+ Wy

ce mineur, toutes les incounues z, s’exprimeront, en vertu des équations:
(5), en fonction linéaire par rapport a r d’entre elles: x, ,, ,.., .
Pour trouver les équations auxquelles doivent satisfaire x, ,x, , .., «,,
il suffit de substituer aux z,, dans les équations u, = 4, ¢t v, = B,, les
valeurs fournies par la formule (5); nous aurons

b .. 4, r AR S JE R
A. x A(
Zk(lcl ok )k wt Z; "”zk<k1 R TP 2 S k> *

r

i .. i,
- kl .. k?‘ Ai, (=
(6)
i .., - YR N A S §
B,- X ' Bi
zk<kl .. kk>k *"’; ""Zk<k, S T 2 S k) *
B oo Ay
= (k , )B, (i=1,2,..,9)
1 ¢ r
En vertu des formules suivantes, que l'on obtient sans difficulté:
B .. 4,
< ! >Ag (izih--:"')
il .. zr kl .. kr
Z Azk=
"kl..k,k By i,
(k i ) A S (=iul
1 ° - Wy
o (=g .y i)

e B b Yy .. 2, A
z Lik = Sw (i=1,)
LAV 7R SR A SR

L S, (=1,

le systeme (6) se réduit & un systéme fini de r 4 ¢ équations:
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Sllxlc, +..4 S5, =8,

..

Srlmkl + ‘. + Srrxkr = Sr’

(7)
Tllxk, + ..+ Tz, =T,

Thx, + ..+ T2, =T,

q)

dans ces formules, S

» (pris avec le signe (— 1)*™) représente ce que

devient le symbole <IZI @'> quand on y supprime l'indice 4, et I'in-
1 - r

dice k,, et S, représente ce que devient le déterminant S,, quand on y
remplace la colonne R, par la colonne formée par les seconds membres
des équations (4); T, désigne ce que devient S, quand on y remplace
la ligne 4, par la ligne des B, et T, désigne ce que devient T, quand
on y remplace la colonne %, par la colonne formée par les seconds membres

des équations (4).

On peut donc, par. une suite finie dopérations arithmétiques, réduire un
systeme infini tel que (4), ou les inconnues sont assujetties aux condifions
(4'), & un sysiéme fini d'équations entre un nombre fini d'inconnues.

3. Appliquons d’abord ce résultat au cas ou les équations données
sont homogénes (4, = B; = o):

u; = O, (i=—w..+®)
(8)

v; = 0, (i=1,2,:,9)
les inconnues @, étant toujours assujetties a la condition
(8 lxkl < X. (k=2 + )

Dans ce cas, le systéme transformé (7) sera aussi homogéne, car les S, et
les T, sont tous nuls. Convenons de donner le nom de solution du
systéme (8) & tout systéme de valeurs des , qui vérifient les équations
(8) et les conditions (8'), et de dire que v solutions z;, } , .., ) sont
linéairement indépendantes g'il n'existe pas de constantes ¢, ¢, .., ¢
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telles que la somme c'z; 4 ¢"z; + .. 4+ ¢z soit nulle pour chaque va-
leur de lindice k.

Il est clair d’abord que le systéme (8) ne peut avoir plus de 7 so-
lutions linéairement indépendantes; car tous les x, sont, en vertu des
équations (5), parfaitement déterminés quand on connait =, , x, , .., Z,.

Pour trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour I'existence
d’'un nombre donné y de solutions linéairement indépendantes, il suffit
de considérer certains des déterminants de la matrice (4, B) des éléments
A, et B,;. Par la matrice des éléments 4, et B, nous entendons l'en-
semble de ces éléments, rangés en lignes et en colonnes (le premier indice
se rapportant aux lignes, le second aux colonnes). Par (4), nous dé-
signons la ligne constituée par les éléments 4, (k= —co..+ o) et par
(B); celle constituée par les éléments B, (k= — 0o..+ c0); par la co-
lonne % nous entendons celle ou le second indice des éléments est %.

Désignons, en effet, par M, I'ensemble de déterminants que I'on peut
former avec la matrice (4, B) en y supprimant ¢ quelconques des lignes

(9) (B)y s (B)yy -y (B)ys (A5 (A)iys -5 (A3

par M, l'ensemble de déterminants que V'on peut former avec (4, B) en

y supprimant ¢ 4 1 quelconques des lignes (9) et 1 quelconque des co-
lonnes

(10) E o,k ..,k

17 %2

et, d'une manicre générale, par M, 'ensemble de déterminants que 1'on
peut former avec (4, B) en y supprimant ¢ 4+ » quelconques des lignes
(9) et v quelconques des colonnes (10). (Il est clair que le déterminant
D défini plus haut appartient & l'ensemble M, et que l'ensemble M, est

’ y ’ . zl ce 1
composé d’un seul déterminant: ) ] ).
| S

Je dis que les conditions nécessaires et suffisantes pour que le sys-
téme (8) ait v solutions linéairement indépendantes, s'expriment en égalant
a zéro tous les déterminants A d'indice v — 1.

Ces conditions sont nécessaires; car si I'un quelconque des M, (u=v—1),

41 ¢ vo . , .
ar exemple # était différent de zéro, toutes les inconnues s'ex-
b b

X v X,
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primeraient en fonction de «, , z, , .., x,, et le nombre des solutions li-

néairement indépendantes serait au plus égal a p.
Ces conditions sont aussi suffisantes; car désignons par g le plus
petit entier tel qu’il y ait, parmi les déterminants M,, au moins un, par

A

exemple < ), différent de zéro. D’apres ce que nous avons vu,
X ..ox,

toutes les inconnues s'exprimeront en fonction de #,, 2., .., x,,, et ces
derniéres quantités ont & vérifier u 4 ¢ équations linéaires et homogeénes
ot les coefficients ne sont autres que des déterminants appartenant &
I'ensemble M, ;. Ces déterminants étant tous nuls, il est clair que le
nombre des solutions linéairement indépendantes est égal & pu; et ce
nombre g ne peut pas étre inférieur 4 y pourvu que tous les M, ,
soient nuls.

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que le systéme donné
(8) admette un nombre donné de solutions linéairement indépendantes,
s'expriment donc par un nombre fini de relations entre les 4 et les B
et I'on peut toujours trouver ces relations par un nombre fini d’opérations
arithmétiques.

Supposons que, par un moyen quelconque, on ait trouvé, parmi les
b ooe 4, )

), différent de zéro, et que

g ek
tous les déterminants MM, , soient nuls. D’aprés les formules précédentes,
la solution générale du systéme (8) sera la suivante:

i g .. i i..d 4
11 = .. z,
(1) (k, . k,)”" (L E o k,)“"' +oot (kl ok k>”’fv

déterminants J/,, au moins un, soit (

(k=—cw.+»)
Ty 5 %y, 5 - - T;, désignant des constantes arbitraires.
4. L’étude du systéme non-homogéne
U, = Ai, (i=—o ..+ )
(r2)
v, = Bn (i=1,2,.0,0)

se ramene aisément a celle du systéme homogéne étudié au numéro
précédent.
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i i,
Déterminons d’abord un déterminant non nul <v‘1 ) > et formons
4 I vr
les ensembles de déterminants désignés par M,, M,, .., M,.

Puis, formons des déterminants nouveaux en bordant la matrice de
chacun des déterminants M, par l'une quelconque des lignes

(13) (B)ys (B)ys .-y (B)q ’ (A)m (A)fz ooy (A,

et par la colonne formée par les seconds membres des équations (12);
désignons par M; l'ensemble des déterminants ainsi obtenus. De la méme
maniére, bordons la matrice de chacun des déterminants M, par l'une
quelconque des dites lignes et par la dite colonne; et désignoms par M,
I'ensemble ainsi obtenu; etc.

Nous obtiendrons les ensembles suivants de déterminants:

[4 7 4
0 17:-7ler'

Supposons que tous les déterminants des ensembles M, dont lindice p
est inférieur & un certain indice v soient nuls, mais que, parmi les MM,

v
4 o. . 4,
ky ..k,

Je dis que les conditions nécessaires et suffisantes pour que le sys-
téme (12) ait au moins une solution, gexpriment en égalant & zéro tous
les déterminants appartenant & I'ensemble M); et que, si ces conditions
sont vérifiées, la solution générale du systéme (12) contient » constantes
arbitraires.

il y ait un au moins (soit < >) qui ne soit pas nul.

En effet, les conditions sont nécessaires puisqu'on peut, en admettant
Pexistence d'une solution du systéme proposé, par des formules telles que
(7), exprimer chacun des déterminants M, en fonction linéaire et homogéne
par rapport aux M, ;, qui sont tous nuls, d’aprés I'hypothése.

Ces conditions sont aussi suffisantes; car, d’aprés ce qui précéde,
toutes les inconnues x, s'expriment en fonctions linéaires par rapport aux
Ty s Tiyy - -5 %5 € ces dernieres n’ont & vérifier que y 4 ¢ équations linéaires
ou les coefficients des premiers membres sont les déterminants appartenant

4 Yensemble M, , et les seconds membres des déterminants appartenant
a 'ensemble 2.
Acta mathemation. 18. Imprimé le 9 octobre 1894. 44
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Done, si les conditions dont il s'agit sont vérifiées, on voit d'apres
la formule (5), que la solution générale du systéme (12) est la suivante

Q.. i .. i, i Ay .., iy
(14) <k lm>xk=(, >+< R 9 SR ol I s,
A by k), kE ky. .k, by ook k
.. . . (k=—oc.,+®)
T 5 Ty, - -, &, désignant des constantes arbitraires.

§ 2.

5. Avant d'aborder le probléme que nous avons en vue, rappelons
succinctement les principaux résultats obtenu dans le mémoire cité
plus haut.

Soit

d":l/ dn—2’ dn-—3l
(15> P(y)=dmn+P2W-;:+P3w__§/++Pny=o

n—1

une équation linéaire, privée du terme contenant ?ﬁ;:?li , et ayant pour

coefficients des fonctions analytiques de =z, développables en séries de
Lavrext & lintérieur d'un anneau circulaire entourant un point donné,
par exemple x = o:

(16) P (z) = X a,a* (r=2,5,m)

Formons les fonetions

(17)  ¢lo)=plp—1)(p—n+1)+p(o—1)..(p—n+3) o2 +-+ o,
= (o —p)(p—p,)--(p—pn),

(18) dm=(o+o+2—1)..(p+2—n+ 3)usst - + Cunius

_p=p _p—m p—pa . _ne  weD)

(19)  hy(p) =1, ho(o) =—e "e ™ ..e " =—e¢ " "
et posons

(20) ha(0)Am = xui(o)y  Bu(0)g (0 + M) = yun(p)-
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Si, dans l'expression différentielle P(y), nous posons

+ o
(2I) ¥y = l=§wglxp+la
P(y) prend la forme
4w
(22) Py) = Z Gu(p)or*"
ou
(23) Ga(p) = ¢(o + m)g. + 24,0 =m)

et les équations linéaires auxquelles doivent satisfaire les g, pour que la
fonction (21) représente une intégrale de l'équation (15), s'écrivent sous
la forme

+
(24) A=§wxmlgl = 0. (m=—x%.+4+w®)

Le déterminant

D(,O) = [Zik]i,k=—w..+w

des éléments y, est de la forme normale® pour toute valeur finie de p
et représente une fonction analytique et entiére de p qui jouit des pro-
priétés suivantes:

1° D(p) vérifie égalité

D(p + 1) = (— 1)"D(p)

et représente, par suite, une fonction périodique de p (de période 1 ou 2).
2° D(p) a n zéros incongruents (chacun d’eux étant compté avec
son ordre de multiplicité) et peut étre représenté sous la forme

n

D(p) = ]l =ez

y=1 T

! Nous supposons que le point z = I se trouve & l'intéricur du domaine de con-
vergence des séries (16). Mais, dans le cas contraire, on est ramené immédiatement & ce
S 1 5 ik , £ ;
«cas en remplagant, dans D(p), chaque élément Zi Par 7, &% o z, désigne un point du
domaine de convergence.
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Py p"y .., p" désignant des constantes dont la somme est égale au nombre
entier: ™" 1,
2
3° Si on développe D(p) en série suivant les puissances croissantes
de p, les coefficients sont des séries absolument convergentes procédant
selon les puissances et les produits des paramétres a,,; les coefficients de

ces séries sont des polyndmes entiers en 7z dont les coefficients sont des
nombres rationnels.

Soient o, p”, .., p? un systéme de zéros incongruents de D(p),
§y 8", ... s leurs ordres de multiplicité. On peut former » intégrales
linéairement indépendantes qui se partagent entre p groupes appartenant
respectivement aux zéros p', o7, .., p® et contenant respectivement s,
" ) intéor:
sy .., s intégrales.

Pour représenter analytiquement les s intégrales appartenant & l'un
quelconque p’ de ces zéros, désignons par

A R N

les nombres caractéristiques et par

N A B Ay .. 4y
k) N\ky ko)’ 777 \by ky . K,

un systéme de mineurs caractéristiques correspondant & p’ (pour la dé-

finition, voir mém. cité, n° 23); les nombres s, s , .. vérifient les con-
ditions suivantes:

S2Tr;8>8>..>8_,;8—8§>8 —8§>..>5

r—1

4 .. 0, .
et le mineur (kl k) (ou vy < 1) est, pour p=p’, nul d'ordre s, tandis
1 v

ky ..k

r

B oee g, .
que ( ' ] > est différent de zéro.
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Posons

P > ()x

A=e—co A

+w . .
i, 1
9,(% 5 p) = 2 < ' 2>x9+)‘3

k= —w kl A

4w . . . .
iy o %y %,
0.@, p) = Z(“ : ‘ )

= \By ko By )

Alors les intégrales en question se partagent entre r sous-groupes con-
tenant respectivement

§—35, =y, S, — S, =Y, , ..y Sy=U,
intégrales:

YiasYras o s Yiw s Yaas Yoz oo Yawys » o5 Yras Yrzs « o5 Yro,

qui se représentent analytiquement par les formules suivantes

gy = 09, p) __tlg.(=, p) Yo, = 2 71g9,@, p)
1.1 9[0:‘ s 1.2 310"""1 ’ L | | 12 3{)"—1

?/ — 3%92(:1: ,_{_)—) . — 3€2+lgz<w 5 p) y — 351'*'1 gz(w 3 p) ,
2.1 910,;2 J 2.2 GPJZ_H ’ ¢ 2.?2 3‘0_,,._1

.

. exr—lvl gr<aa y P)

?g,(x , p)
— i(_._._’o_ ’ . .y yr.uy - ap,,_‘_l

op

Y1 =9:50) s Yro
ot il faut substituer, aprés les différentiations, o' & la place de p.
6. Chacune des intégrales ainsi définies est de la forme
(25) o(F, + F logz + F,(logz)* + .. + F,(loga}"),

o désignant une racine de 'équation D(p) = o et les F étant des séries
procédant selon les puissances positives et négatives de wx, ayant pour
coefficients des fonctions entiéres de p.
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On dit, d’aprés M. TuomE, qu'une intégrale de la forme (25) est
réguliére (dans le voisinage de z == 0), si les I' ne contiennent qu'un
nombre fini de puissances négatives.

Considérant le cas ol les coefficients P de 1'équation proposée ne
contiennent qu'un nombre fini de puissances négatives de z, M. TromE
a montré que, si m désigne le degré d'une certaine équation (I'équation
déterminante), I'équation (15) ne peut avoir plus de m intégrales régulicres
et que l'on peut toujours former m séries de la forme (25) satisfaisant
formellement & 1'équation (15); ces séries représentent donc des intégrales
réguliéres, pourva qu'elles soient convergentes. Comme, dans le cas gé-
néral, les séries ainsi obtenues sont divergentes, il faut, pour que I'équa-
tion proposée ait des intégrales réguliéres, que les paramétres satisfassent
a certaines relations.

Il a été impossible de trouver ces relations, sauf dans un cas par-
ticulier, par les méthodes connues jusqu'ici. Comme nous allons le voir,
on peut toujours les trouver a Vaide de la méthode indiquée au para-
graphe précédent.

7. Si Pon cherche & vérifier I'équation (15) par une intégrale ré-
guliére de la forme

(26) y = Z gt

le systéme d’équations (24) auquel doivent satisfaire les g, et p prend
la forme

+ o

(27) E);{mlgl = 0. (Mm=—ot,.4wo)

Ce systéme (27) se simplifie beaucoup dans le cas ou le point singulier
# =0 mnest quun pile pour les coefficients P de I'équation proposée.
Dans ce cas, auquel nous nous bornerons dans ce qui va suivre, les dé-
veloppements (16) des P ne contiennent qu'un nombre limité de puis-
sances négatives de x.

Soient

(28) RN e LR /B
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les puiss%nces par lesquelles commencent respectivement les développe-
ments des fonctions

P,(z), P(x), .., P,(=).
Considérons la suite des nombres entiers

(29) Doy Pys Pys ooy Dy

(ou I'on a posé, pour plus de symétrie, 0 = p,); soit p le plus grand
d’entre eux, et p, le premier nombre de la suite (29) (parcourue de
gauche a droite) qui atteint cette valeur p.
Il vient
Yu=0 dés que k—i>p

et l'on voit que le degré de la fonction y,,,, (divisée par %,(p)) est égal
A n—o.
Les équations (27) se réduisent donc aux suivantes

@O
gox"nlgl =0 (m=—p,—p+1,..,0,1,2,..,+ =)

ou encore:
X—p090 =0,

X—p+1090 + Y—p+1191 = Oy

(30) Y—1090 + Y1191 F oo F Y1191 =0,
X000 + Yoadh + o F Yop—191 X039 =0
21090 g F oo F o F X109 T X1p+19541 = Oy

C'est & I'étude de ce systéme linéaire que se raméne le probléme
de trouver les intégrales régulicres. Dans le cas ou p = o, le détermi-
nant du systéme (30) est de la forme normale et se réduit d’ailleurs a

son terme initial: ]onw. C'est done, au point de vue de la théorie des

déterminants infinis, le cas le plus simple qu'on peut imaginer. Aussi
ce n'est autre que le cas rendu célébre par les travaux de plusieurs
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géométres et notamment par les recherches classiques de M. Fucas. Nous
pouvons donc le laisser de coté ici, d’autant plus que, dans le mémoire
cité plus haut (voir n° 26), nous avons vu comment se présente la théorie
de ce cas au point de vue de la théorie des déterminants infinis.

Supposant donc p > o, nous voyons que le déterminant du systéme
(30) n'est plus de la forme normale mais qu’il le devient dés qu’on
supprime p quelconques des lignes; en effet, le déterminant du systéme
qu'on obtient aprés avoir supprimé les p premiéres équations de (30),
est de la forme normale puisque le produit des éléments diagonaux y;
converge absolument et que la somme des éléments non-diagonaux y;
converge absolument; et ce déterminant reste de la forme normale si 'on
remplace 'une ou plusieurs des lignes par des lignes dont les indices appar-
tiennent a la suite —p, —p 4+ 1,.., — 1.

Nous avons donc a envisager les déterminants obtenus en supprimant
dans la matrice des éléments y,:

(31) Xio s Yirs oy Yiitps (= —BF1, s 0,1,y Fo0)

p quelconques des lignes. Pour plus de symétrie, nous pouvons con-
sidérer tous ces déterminants comme des mineurs d'un seul déterminant
A, 4 savoir celui qu'on obtient en ajoutant a la matrice (31) p colonnes,
numérotées —p, —p -+ 1,.., — 1, dans chacune desquelles tous les
éléments sont nuls; nous désignerons donc désormais par le symbole

a a, .. a
(32) < 1 2 Q>

B B b
celui des mineurs d'ordre ¢ de A qu'on obtient en remplacant dans A
chacun des éléments y,s , ¥us s - - » Xas, PAT 1'unité et tout autre élément
des lignes « ..a, ou des colonnes f§, ..J, par zéro. Il est clair que
chacun des déterminants (32) ou ¢ < p est nul identiquement, car ils
contiennent tous au moins une colonne composée de zéros; et que, si
g > p, le déterminant (32) est nul également si tous les nombres — p,

—p-+1,..,— 1, ne sont pas compris dans la suite 8,,4,,..,5,- En
particulier, le symbole

a, a, yeuy O
3
(3) <_p9'—p+l"'7_l>
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représente (au signe prés) le déterminant de la matrice qu’on obtient en
supprimant, dans la matrice (31), les lignes a,, a,,.., a,; et

a o . a, [4 L . [4
’ 1 2 b ’ p ) %19 20 » v
(33) ( )

"—p,—p-l-l,..,——l,XI,Z,,..,X,,

représente  (au signe prés), celui des mineurs d’ordre v du déterminant
(33) qu'on obtient en supprimant dans la matrice (31) les p + v lignes
@y Oy ey Oyytyy byyenyt, e les v colonnes ,, x,,..,%. Comme toujours,
nous convenons d’'attribuer au symbole (32) la valeur nulle si deux quel-
conques des indices supérieurs ou si deux quelconques des indices in-
férieurs sont égaux entre eux.

D’aprés des résultats obtenus dans le mémoire cité, il est clair que,
pour que -Péquation (15) ait un nombre donné m d'intégrales régulieres
de la forme

(34) l}::o wxwl

ou R désigne une constante donnée quelconque, il faut et il suffit que
le systétme d’équations (30) ait, pour p = R, m solutions linéairement
indépendantes, Or, d’aprés le paragraphe précédent, cette condition s'ex-
prime de la maniére suivante. On détermine (ce qu’on peut toujours
faire par un nombre fini d’opérations arithmétiques), un entier v et p 4 2v
indices & , @y, .., @, ¢,,8,..,6, %, %,.., % de telle maniére que le
déterminant (33') soit, pour p == R, différent de zéro; puis on égale &
zéro tous ceux des mineurs de A dordre p +m—1 quon peut dé-
finir en supprimant dans le symbole (33") v — m -+ 1 quelconques des
indices o, , ey, .., @, £,8,..,¢ et y—m 4 1 quelconques des indices
Xyy gy oy X,

Désignons par M, l'ensemble des mineurs qu'on peut définir en
supprimant dans le symbole (33°) v quelconques des indices

(35) Opy Uyy ey Opy Lylyyenyty
et les y indices

(36) P AP AN &
Acta mathematica. 18. Imprimé le 10 octobre 1894, 45
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par M, l'ensemble des mineurs qu'on peut définir en y supprimant y — 1
quelconques des indices (35) et vy — 1 quelconques des indices (36);..;
par M, , l'ensemble des mineurs qu'on peut définir en supprimant dans
(33) 1 quelconque des indices (35) et 1 quelconque des indices (36).

Chacun des déterminants ainsi définis est une fonction entiére de p
dont les coefficients sont fonctions des paramétres a.

Je dis que le nombre des intégrales réguliéres appartenant® & R est

égal & Uexposant de la plus haute puissance de p — R qui divise foutes les
fonctions M.

8. Démontrons d’abord que, 4 désignant I'exposant de la plus haute
puissance de p — B qui divise toutes les fonctions 3, I'équation (15) a,
au moins, 4 intégrales  réguliéres.

Puisque, pour p = R, les déterminants J, sont tous nuls tandis que
le déterminant (33') (c’est-a-dire M) ne s’'évanouit pas, on peut déterminer
un nombre r de la suite 0o, 1,2,..,» tel que tous les déterminants
M, d'indice k < r sévanouissent pour p = R tandis que, parmi les dé-
terminants M,, il y ait au moins un qui ne devient pas nul. Soit

al? a2 PR | a’p>7i1’ig7"7ir
37
( ) <—"}7,——p+I,..,-—I,kl,k2,..,k,>

ce déterminant non nul. Désignons par M, I'ensemble de tous ceux des
déterminants M, qu’on peut définir en supprimant dans le symbole (37)
r quelconques des indices supérieurs et r quelconques des indices inférieurs;
par M Vensemble de tous ceux des déterminants M, quon peut définir
en supprimant dans (37) r—1 quelconques des indices supérieurs et r—1
quelconques des indices inférieurs;..; par M, l'ensemble de tous ceux
des déterminants M, qu'on peut définir en supprimant dans (37) r —k

quelconques des indices supérieurs et r — k quelconques des indices in-
férieurs.

! Selon l'usage, nous dirons qu’une intégrale de la forme
w(F, + F logz + .. + F, (log z)*)

est une intégrale appartenant & lewposant p si les séries F' (dont on suppose que I'une
au moins n’est pas nulle identiquement) ne contiennent que des puissances positives de @.
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Par hypotheése, tous les M et, en particulier tous les M deviennent,
pour p = R, nuls d'ordre g au moins. Mais, parmi les Mj, il y a un
au moins qui ne devient nul que d’ordre p aw plus; en effet, le déter-
minant A, de méme que tous ses mineurs d’ordre 1, 2,..,p — 1 sont
nuls identiquement; donc, en se servant d’'un mode de démonstration in-
diqué dans le mémoire cité (n° 23), on voit que, si tous ceux des mi-
neurs d’ordre p de A dont nous avons désigné l'ensemble par M, s’an-
nulaient d’'un ordre supéricur & g, il en serait de méme de fous les
mineurs d'ordre p de A, ce qui est contraire a I'hypothése.

Désignons donc par

(38) B flys Bgs ooy Pry

les exposants des plus hautes puissances de p— R qui divisent respective-
ment tous les déterminants M, tous les déterminants M], tous les dé-
terminants M, .. tous les déterminants M, ;. On peut démontrer (voir
mém. cité, n° 23) que ces nombres satisfont nécessairement aux conditions
suivantes

(39) wZ2rip>m > Sps p—p > =2 ey

et qu'on peut supposer les indices du symbole (37) rangés en fagon que
My Py May ey Mo désignent les exposants des plus hautes puissances de
p — B qui divisent respectivement les déterminants suivants:

<a1, a, y ey ap> I:zl] [il ig] [il .. i,,]
—p,——p—i—-l,..,——l ’ kl ’ kl kz ’ ’ kl"k"

. ’ . roz ?’1 e b , ’ z
ou, d’'une maniére générale, ] représente, pour abréger, le dé-
L -k,

terminant .

<a1, a, .., @ ,zl,..,z,>
b
——-p,—p-l—l,..,——l,kl,..,k,
a . y oo ap>
—p,—p+1,..,—1

a a cey @
quon obtient en remplagant dans < v 2o > chacun

—p,———_p-l—l,..,—l‘

< o . ] a
c’est-a-dire celul des mineurs d’ordre y de <
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des éléments y,, , ¥iss -+ ¥or, PAr 'unité et tout autre élément des lignes
4, .. i, (ou des colonmes k, .. k) par zéro.

On voit aussi que tous les M, sannulent d’ordre g, au moins; car
tous les mineurs de A d'ordre 1, 2,..,p sannulent d'ordre g au moins
et les mineurs M| s'annulent d’'ordre g, au moins; d'out s'ensuit que fous
les mineurs d'ordre p 4 1 de A s'annulent d'ordre g, au moins. De la
méme maniére on voit que tous les M, s'annulent d'ordre g, au moins, ..,
que tous les M, _, s'annulent d’ordre p,_; -au moins.

Posons maintenant

A=0
gg(x,p>=z[" ]
(40) 1=0 ll?l A

°[iy - by i,
gr(x,p)=z[k1 : ' A]xm
1+ r—1

A=0

et portons l'une quelconque g,(z, p) de ces fonctions dans l'expression
différentielle P(y). En remarquant que chaque série de la forme

By e by 4,
I i
(41) Zl[kl o A]" :
est nulle identiquement quand Iindice ¢ est différent de chacun des indices
Ayy Qyyovybyy diyiyyon, ity

mais égale a un certain des déterminants M, _, quand ¢ est égal a un de
ces indices, nous pourrons écrire

— gi’_‘@ +ay—-n G“p(p) o+ap—n
) Plows ol =30y "+ 5,00

Gi,(n) p+iy—n Gi(p) pi,—n
) z +..4+ }————% z

+ (p)
G (0)5 .5 Go(p) s Gi(p), .., G (p) désignant certains des déterminants M;_,.
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, . 8 v by %
Tous les déterminants | * | A=o0,1,.., + o) sannulent
koo ke A
y . . y 3 -il . ivi y
pour p = R d’ordre p, au moins mais I'un d’eux, s , ne s'annule
71 ty

que de cet ordre s,. On en conclut que les g, — 1 premiéres dérivées
de la fonction g,(x, p) par rapport & p sont identiquement nulles quand
on prend p = R mais que les dérivées suivantes ne le sont pas. Le
second membre de 1'égalité (42) s’annulant, pour p = R, d'ordre g,_, au
moins, il s'ensuit que les g, — p,_, fonctions

g, (x, p) g, p)

i3
(2, p) I (
T Yor = A0 s Yoy, =

Y, =
(43) Yo o ”

3/)"""—1
représentent, pour p = R, g, — p,_, intégrales de I'équation différentielle
(15). La série g,(x, p) étant uniformément convergente par rapport a p
a lintériear d'un domaine fini quelconque (cf. mém. cité, n° 22), on a
le droit de la différentier terme par terme. Effectuant les calculs, on
voit que les intégrales obtenues sont de la forme

Yp = & (Fk.o + Fiylogw + .. + F,, (log x)k_l) =120, =)

les F désignant des sérics procédant sclon les puissances positives de z
et convergentes a lintérieur du méme domaine que les développements
(16). Dans chacune de ces intégrales, le coefficient de la plus haute
puissance de logx est, & un coefficient numérique prés, égal a la fonction
#,1 qui, nous le savons, n'est pas nulle identiquement. Donc, les inté-
grales (43) -sont linéairement indépendantes. Prenant successivement
y=1,2,..,7, nous obtenons ainsi pp—p +p, —p, + ..+ g, =p
intégrales qui se partagent entre r sous-groupes comprenant respective-
ment pp—p = v, g —p, =V, .., pn_; =y, intégrales:

(44) YiasYizs ooy Yrn s Yeas Yazs o -5 Yon,s oo Yrn s Yrz s o0 Yrod

on démontre, en suivant la méme marche que dans le mémoire cité
(n° 24), que toutes ces intégrales sont linéairement indépendantes.

Donc, a la racine p = R appartiennent g intégrales réguliéres et li-
néairement indépendantes.
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9. Démontrons maintenant que ccs g intégrales sont les seules in-
tégrales réguliéres appartenant a p = R, clest-a-dire, qu'une intégrale ré-
guliére quelconque appartenant a4 R s'exprime linéairement par rapport
a elles.

Convenons de dire, pour abréger, qu'une intégrale réguliére de la
forme

(45) 9.+ 0, logx + ..+ @, (logx)

est de genre p si p est I'exposant de la plus haute puissance de logx
qui y figure (ce qui implique que le coefficient @, n’est pas nul identique-
ment).

Parmi les intégrales (44), il y a évidemment r qui sont de genre
zéro. Désignons par # - r; le nombre de celles de genre inférieur ou
égal & 1, par 7 4 7, 4 r, le nombre de celles de genre inférieur ou égal
a 2 et ainsi de suite. Il est clair que » est égal au nombre de ceux
des nombres

VisVgs ey Vs

qui sont supérieurs a zéro, que r, est le nombre de ceux supérieurs a 1,
que 7, est le nombre de ceux supérieurs a 2, et ainsi de suite. Donc,
d'apres les conditions (39), , est le plus grand entier vérifiant la condition

(46) Poa > T —1, 4 1,
r, le plus grand qui vérifie la condition

(47) /1,'2_1 > r — 7'2 + 2

et ainsi de suite.

Cela étant, nous allons démontrer que, parmi les intégrales réguliéres
de l'équation (15) appartenant a Yexposant R, il y a r de genre zéro,
r + r, de genre inférieur ou égal & 1, r + », + r, de genre inférieur
ou égal 4 2, etc.; d'ou se pourra conclure immédiatement le théoréme
énoncé plus haut.

Toute intégrale réguliére de genre v est de la forme

(48) 0, + O, logz + .. 4+ @, (logzy,
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les @, désignant des séries de la- forme
4w
(49) o, = )gogk.lx”"')‘. (k=0,1,..,%)
Si Pon convient de regarder les g,, comme des constantes (indépendantes

de p), on pourra écrire

3v—k @k
a‘ov—lc ¢

(50) O, (logz) ™ =

Donc, désignant la fonction (48) par w et portant cette fonction dans
I'expression différentielle P(y), nous pouvons écrire

P(u) = P(2) + P(22) + .. + P(22)

o0 90’

ou, ce qui est la méme chose,

(51) P(u) = P(0,) + %P(@_,) +.. 4+ :p’v P(0,).

Nous avons d’ailleurs (cf. la formule (22)):

| +
(52) P(o,) = _z_ Grm@ ™"
ou
(53) Gl'.m = ?(p + ,’n)gk.m + z)’LAmlgk.l'

Soit X un domaine quelconque situé a lintérieur du domaine de
convergence des séries (16) et P un domaine fini quelconque dans le
plan représentatif de la variable p. Il est facile de voir que la série
du second membre de (52) converge absolument et uniformément guand
% et p appartiennent respectivement aux domaines X et P; en effet, con-
sidérons la série suivante

(5 4) zm I hm Glt.mwm I ;

puisqu’on a
lhm Glc.ml < z;. ‘Xml l lgml
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cette série convergera tant que la série double

(55) zmzllzmlgk.lxml

convergera. Or la série

Zmlelmzxm‘q (m= 1)

est uniformément convergente quand z et p restent a lintérieur des do-
maines X et P (voir ma note dans les Acta mathem, t. 15) et, pour
toutes les valeurs de  dans X, les quantités

ng.lxll A=0,1, .., +®)

sont moindres qu’une quantité finie (puisque u est une intégrale de I'équa-
tion (15). Donc la série (55) et, a fortiori, la série (54) convergent
uniformément dans le domaine considéré; donc la série

Za|mm—1)..(m—mn+ 1)h,G,,2"|

obtenue en différentiant % fois successives la série (54) par rapport a |z,
converge aussi uniformément. Pour des valeurs assez grandes (positives
ou négatives) de m et pour toutes les valeurs p dans P, la quantité

|m@m — 1)..(m —n 4+ 1)h,|

reste, en vertu de la définition méme de %, (formule (19)), plus grande
qu’'une certaine quantité positive qui n'est pas nulle. Donc, la série (52)
converge aussi absolument et uniformément dans le domaine considéré.

Par conséquent, ayant le droit de différentier terme par terme, nous
aurons, en désignant par @, , , Gy, , .., les dérivées de la fonction G,
(prises par rapport & o en considérant toujours les g,, comme des con-
stantes)

—”i%f@ — T[GO + (a),G% P log z 4 .. + G, (log 2w+,

(a),, (a),, .. désignant les coefficients bindmes:

ala —1).. (a—k
(a)k= ( l) l(k +IZ, ((1)0= I
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On en obtient:

Plu)=¥,4+ ¥,_logz + .. + ¥, (logz)

ZG R
= Z[(V)l (,).m + Gl.fn]xp+m—n}

v, — 2[( ) G®, (v _ I)k_l G 4 ..+ G ]xp-}»m—n

v, = Z[G(”’ G+ L+ G et

Les quantités g,, doivent donc satisfaire a un systéme infini d’équa-
tion linéaires, & savoir a celui qu'on obtient en égalant & zéro tous les
coefficients dans chacune des séries (56).

Ce systéme s'écrit ainsi

k

(5 7) 2 (V — a)l._aGS;“) = 0O; (k=0,1,.,v;m=—o.+w)

a=0

nous allons le transformer en posant

5 a.m? E’Il =

d’ou
k—a

foma) z (k — a)r? H(k—a—p) £(5)

ce qui, en vertu de la relation

O — @hulb— @) = 6 —k + P — eya
donne au systéme (57) la forme

3 —p

ﬁZ; (v —F + )& D> (u — @)y HGFY =0

B - (k=0,1,.,,vim=—w.+x)
ou, ce qui revient an méme

k
(58) > (V —_ a)k_aﬂff;,’”') = 0. (k=0,1,..,v;m=—on,.+w)
a=0
Acta mathematica. 18. Imprimé le 10 octobre 1894. 46
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Pour v = o, ce systéme devient

(59) Ho.m =0 (m=—w..+wo)

C'est-d-dire devient identique au systéme (30), étudié précédemment. Ce

systéme ayant, d’aprés les hypothéses faites, pour p = R r, et seulement

r, solutions linéairement indépendantes, nous voyons bien que le nombre

des intégrales réguliéres de genre zéro appartenant a R est égal a r.
Pour y = 1, le systéme (58) se réduit au suivant

‘HO.m = O, (Mm=—w.+x)
(').m + H].m =0 (m=—cx, +x)
ou
m+-p
(60) E)Xmago.x = 0, (m=—p, —=p+1,..,—1,0,1, ., 40o0)
m4-p m+p
’ 7
(60) Eﬂ){ngm = — lgoxmxgo.x- (m=—p,—p+1,.,—1,0,1,.., +)

Par hypothése, les déterminants M,, M;,.., M., sont tous nuls
pour p = R tandis que le déterminant

(61) (al ’ ay yeer Oy ’ll’zw"’i’r»)
—p,—p+1,..,—1,k,k,. .k

ne s'évanouit pas. Pour plus de symétrie, désignons les indices @, , a,, .., @,
PAT op1y bygy - -5 by, Yespectivement et les indices —p,—p41,..,—1
par k..., kysy -+, k,,, Tespectivement, de sorte que le symbole (61) prenne
la forme

(61°) ( ' '*’”).
R
Le syst¢tme d’équations non-homogeénes (60") auxquelles doivent satis-
faire les g,,, appartient évidemment & la classe considérée au para-

graphe précédent. D’aprés les résultats y obtenus, pour que ce systéme
ait une solution, il faut et il suffit que chacun des déterminants qu'on
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obtient en bordant le déterminant (61’) par 'une quelconque des lignes
&+« 1,4, ¢t par la colonne formée par les seconds membres:

m4p
?
- Eo XmrJoa (@=1,2,.,7+4p)

des équations (60’), soit égal a zéro. Donc, en désignant par A“? ce
que devient le symbole (61') quand on y remplace l'indice 4, par l'indice
j, nous aurons

(62) 2,9,7« A(a'ﬂ)l,-'a.zgo.it =0 (a=1,2,.,r+p)

pour p = R. Or, les quantités g,, devant satisfaire au systéme (60), il
faut que l'on ait

A(a'ﬁ)go.x = A(lafiﬁ)go.k, + A(aafiﬁ)go.kz + ..+ A(r(.li")go.kra

AP désignant ce que devient le symbole A“® quand on y remplace
Vindice %, par lindice A. Les équations (62) prennent donc la forme
suivante

3 (@, —
(63) Jo.r, Z,a,z A%ﬁ)){f?.z + ..+ Gox, z',x AY m)(,;.A = 0. (a=L2,.,r+p)
Pour simplifier ces expressions, remarquons que la somme
Zﬂ,a Afiﬂ)}(/’sm

multipliée par (— 1)**, représente la dérivée du déterminant qu'on peut
définir en supprimant, dans le symbole (61°), Vindice i, et Vindice £,.
Désignant par S,; ce déterminant (multiplié par (— 1)*) et par S;; la
dérivée de S,, par rapport & p, on peut, par conséquent, écrire les équa-
tions (63) ainsi:

o + -+ SiiGor. =0,

(64) S;.lgo.k, +..4+ 8.9, =0

S:-+p.1g0.kl + ..+ S;‘-i-p.rgo.kr == 0.
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Considérons les déterminants qu'on peut former par les éléments de
la matrice

4 7
1.1 - Lr>

(65) .o

’ ’
r4pt *° r4+p.r*

Je dis que, parmi ces déterminants, tous ceux de degré supérieur a
) ’ =)
r—r, par rapport aux §,,, s'annulent pour p =R, et que, parmi les
déterminants de degré r—r,, il y a un au moins qui ne s'annule pas.
g 1 LYy
En effet, on peut démontrer qu'un déterminant quelconque

Y
Smlnl .. 6m,na
(66) N
myny *° Mmany

de degré o, formé par les lignes m, ,.., m, et par les colonnes n,..,n,

de la matrice

Sl.l °" Sl.r’
(67) Coee
Sr+p.l L Sr+p.r

est (au signe prés) égal a

A

S,

My g

définir en supprimant, dans le symbole (60), les o indices 4, , ¢

. Sm,..ma O P

im.n, désignant celui des déterminants de I'ensemnble M;_, qu'on peut

myd * Y Zma

et les o indices &, , %, ,.., %, . Pour p = R, toutes les fonctions S,

gannulent, puisque, par hypothése,
séquent, si le déterminant
Srn -
(68) ..
S, o -

Mg My

tous les M,_, s’'annulent. Par con-

1’
e S

. S,

mg.ny

est différent de zéro pour p = R, le déterminant (66) ne s'annulera que
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r—a

d’'ordre a pour p = R. Or, chacun des déterminants appartenant a M,
s'annule d’ordre g, , au moins et, d'aprés la définition du nombre 7, on a

(69) Mooy >0 POUL @ = 7,7 —1,..,7—7 + I

Done, tous les déterminants (68) dont le degré a est supérieur a
r—r,, sannulent pour p = R. Si r =r,, nous voyons donc que le
systeme (64) a r = r, solutions linéairement indépendantes. Si r, <7
on a, en vertu de la définition de 7,

(70) Py =1 — 15

on en conclut que, parmi ceux des déterminants (68) dont le degré a
est égal & r — 7, il y a au moins un qui ne s'annule pas. Car, si tous
ces determinants s'annulaient pour p == R, tous les déterminants de l'en-
semble M) s'annuleraient d’ordre r — r, 4+ 1 au moins. Mais, parmi les
déterminants 1), il y a un au moins qui ne s'annule que d’ordre g, au
plus; donc on devait avoir

lu"xir_rl + I

ce qui est incompatible avec I'égalité (70).

Donc le nombre de solutions linéairement indépendantes du systéme
(64) est égal & r, exactement.

Dans le systéme (60), les inconnues

Jor, s Jory s <=3 Jouk,

restent indéterminées puisque tous les déterminants M,_, s'annulent et que
i

le déterminant [ 'J ne sannule pas. Donc, en vertu du systéme
L.

»

k
(64), le nombre de ceux des g,, qui restent arbitraires est égal a r
exactement. Donc, dans lintégrale la plus générale de genre wum appar-

tenant a p = R:
0, + O, logx

le coefficient @, de logx contient 7, et seulement r,, constantes arbi-
traires. Donc le nombre des intégrales réguliéres de genre inférieur ou
égal a wun et appartenant 4 R est exactement égal a r + r,.



366 Helge von Koch.

Posant ensuite y = 2 dans le systéme (58) et procédant d'une ma-
niére analogue, on peut démontrer que r 4 r, 4 r, est le nombre des
intégrales réguliéres de genre inférieur ou égal a dewx, appartenant a R;
et ainsi de suite.

10. Pour que, & une quantité donnée quelconque R, appartiennent
¢ intégrales régulicres, il faut donc et il suffit que tous les déterminants
M, annulent d’ordre g pour p = R.

Cela étant, démontrons que lexposant R d’une intégrale réguliére
quelconque dépend algébriguement des parameétres a.

A cet effet, déterminons un ¢ suffisamment grand pour que le dé-
terminant

(71) <_'p7°°)_17071;"7Q>

—Py.e,—1,0,1,..,¢q
soit différent de zéro pour p=R. On voit facilement que le déterminant
(72) <Q—P+I;§I—P+2,--,Q—1’ Q>
—p , —p—1 ,.., —2 ,—1I
est (au signe prés) égal au produit suivant
—ptyq

(73) If' iEpXi.H—p’

K désignant, pour abréger, le déterminant (71).

Pour quil y ait p intégrales réguliéres appartenant a R, il faut que
le déterminant (72) s'annule d’ordre g au moins; car, dans le cas contraire,
tous les déterminants M, ne pourraient pas s'annuler d’ordre . Par con-
séquent, R doit étre une racine d'ordre g pour le produit (73). Or on a

(74) X—po = k‘—p(/o)f(/))7 X—ptii = h—-p-}'i(p)f(lo + i)?

f(p) désignant la fonction suivante

(75) f(ﬂ) = a,,,_,,_(,,o(,o —1)..(o—n+ o+ D4+

et h_,(p) étant l'exponentielle définie par la formule (19) (on voit que
I'équation f(p) = o est identique & l'équation déterminante de M. THoME);
donc R est racine de l'une au moins des fonctions f(p + ).



Sur les intégrales régulidres des équations différentielles linéaires, 367

Soit, dans la suite des fonctions

(o) lp + 1), flo + 2), ..

f(p + A2+ 1) la premiére qui sannule pour p = R (cc qui revient &
supposer que, parmi les racines de f(p) congruentes a R, R4 A 1 soit
celle dont la partie réelle est la plus petite).

Nous avons vu que les u intégrales appartenant a4 R peuvent (si
elles existent) se représenter par des formules telles que (43), les g étant
définies par les formules (40). Or, considérons un déterminant quelconque
de la forme

B v By
76) [ ]
( ky ook K
(s désignant un nombre de la suite 1,2,..,7 et ¥ un nombre de la

suite 0, 1,.., 4 o). En vertu de la définition des nombres p,, le dé-
terminant

P
(77) [701 .. k,ml]
est, pour p = R, nul d’ordre p,_, et doit conserver cette propriété méme
si Yon y remplace l'une on plusieurs de ses lignes par des lignes quel-

conques appartenant a la matrice des éléments y,. En particulier, rempla-
cons dans (77) la ligne ¢, successivement par les lignes

_p7_p+17--7—p+l;

nous obtiendrons A+ 1 nouveaux déterminants qui pourront s'écrire sous
la forme

H-i 7;1 . is—l ?:s'Z
ik* e m .
ke ook K (i=—p,—p+1,.,—p+1)

k=0

Done, les fonctions y,,,, (i=—p,—p+1,..,—p+ 1) étant par hy-
pothese différentes de zéro pour p = R, nous voyons que chacun des

déterminants
1’1 . 7“:—1 z‘ .
(x=0,1,..,4)
ky ..k k
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doit, pour p = R, s’annuler d’ordre g, ; au moins. Mais de la on peut
conclure facilement, en vertu des formules (43) et (40), que toute inté-
grale régulicre appartenant a R appartient nécessairement a I'exposant
A e

En d’autres termes, l'exposant d'une intégrale réguliére quelconque
satisfait nécessairement & I'équation déterminante

f(p) = o

(Il 'y a évidemment une infinité d’exposants auxquels appartient une
intégrale réguliére quelconque; mais, dans I'énoncé précédent, le mot ex-
posant se rapporte, bien entendu, & celui dont la partie réelle est la plus
grande possible.)

11. Les déterminants M, sont définis dés que I'on connait les in-
dices du symbole (33') et ces indices sont déterminés en fagon que le
déterminant (33’) ne s'annule pas pour la valeur considérée R de p.
Désignant les fonctions M, rangées dans un ordre quelconque, par

F\(p), Fy(p), - - Fi(p),

nous savons que les conditions nécessaires et suffisantes pour I'existence
de p intégrales réguliéres appartenant a R, s’expriment par les relations
suivantes

F,(R) = o, F(Ry=o0, .., F¥YR) =o0 a=-1,5.p

Mais il importe d’observer qu’'on peut opérer les calculs de telle
maniére que ces relations expriment les conditions dont il s'agit non seule-
ment pour une valeur donnée de R, mais aussi pour des valeurs quel-
conques de R situées & lintérieur d'un domaine fini C, fixé arbitrairement
a l'avance.

En effet, la série E,.zkl ya| (62 k) étant uniformement convergente
par rapport & p a lintérieur de tout domaine fini, il est clair, d’aprés
les formules (2) et (2”) du paragraphe précédent, qu'on peut déterminer
les nombres y, a, ¢ et x de telle maniére que le déterminant (33’) reste
différent de zéro pour des valeurs quelconques de p a Vintérieur d’un

domaine fini, arbitrairement fixé a l'avance.
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Or on trouve facilement un domaine fini C & lintérieur duquel
doit se trouver la quantité R. Car, d’aprés ce que nous avons vu, BB
doit satisfaire & 1’équation déterminante f(p) = o.

Pour notre but, il suffit donc de choisir le domaine C de telle
maniére que son contour limite embrasse toutes les m — ¢ racines de
'équation f(p) = o.

Ceci dit, nous avons le théoreme suivant:

Si Uéquation (15) a des intégrales réguliéres, les exposants auxquels
appartiennent ces intégrales sont racines de Uéquation déterminante f(p) = o.

Pour que, @ une racine quelconque R de U'équation déterminante, appar-
tiennent un nombre donné p d'intégrales réguliéres, il faut et il suffit que
chacune des fonctions M, :

(déterminées comme il a été expliqué plus haut) sannule, pour p = R, de
Pordre p.

12. Comme on sait, la premiére partie de ce théoréme avait été
trouvée auparavant par M. THoME, par une méthode entiérement différente.
M. Tuomt a démontré aussi que le nombre des intégrales réguliéres de
Iéquation (15) ne peut étre plus grand que le degré de I'équation dé-
terminante. Il est facile de voir que ce résultat découle comme corollaire
des considérations précédentes.

En effet, soit R, une racine quelconque de 1'équation déterminante
et s le nombre de celles des racines (comptées avec leurs ordres de
multiplicité) de cette équation qui sont congruentes & R, mais dont les
parties réelles sont égales ou supérieurs a celle de R,.

Choisissons ¢ assez grand pour que le déterminant (71) soit, pour
o = R, différent de zéro. Le déterminant (72) (divisé par un certain
facteur qui ne s’annule pas pour p = R,) est, comme nous avons vu,
égal au produit

f(o)flo + 1)..flp + 9);

pour p = R, ce produit ne peut devenir nul d'un ordre supérieur a s;

done, parmi les déterminants M, il y a un au moins qui ne devient

Aeta mathematica. 18, Imprimé le 16 octobre 1894, A7
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pas nul d'un ordre supérieur & s. Done, en vertu du théoréme énoncé,
le nombre des intégrales réguliéres appartenant & R, est au plus égal a s.

En particulier, dans un groupe quelconque de racines congruentes,
désignons par R celle dont la partie réelle est la plus petite, et par s
le nombre des racines appartenant au groupe. Une intégrale réguliere
appartenant & une racine quelconque congruente a4 R peut évidemment
étre considérée comme appartenant & R; donc, le nombre des intégrales
réguliéres appartenant & R étant, au plus, égal & s, il est bien clair que
le nombre total des intégrales régulicres de I'équation (15) est, au plus,
égal au degré m—g¢ de l'équation déterminante, ce qu'il fallait démontrer.

Pour que toutes les n intégrales de 1'équation (15) soient réguliéres,

il faut donc que l'on ait
o = 0,

ce qui démontre le théoréme de M. Fucms. Dans le mémoire cité (n° 26)
nous avons vu comment la réciproque de ce théoréme, due également a
M. Fucms, peut se démontrer & l'aide de la théorie des déterminants
infinis.

13. Par le théoréme que nous venons d'obtenir, le probléme de
reconnaitre combien d'intégrales réguli¢res posséde une équation linéaire
donnée, se raméne au probléme de déterminer de quel ordre deviennent
nulles les fonctions M, pour chacune des racines de I'équation détcrmi-
nante f(p) = O.

Les fonctions M, de p sont des fonctions de p et des paramétres
a,, que l'on peut toujours trouver, aprés une suite d’opérations arithmeé-
tiques, dés qu'on se donne les valeurs numériques (réelles ou complexes).
de ces paramétres. Désignons ces fonctions par

(78) Fl(p,a),F?(p,a),..,FA(p,a)

et convenons de les appeler les fonctions déterminantes. En vertu de la
méthode employée, il est clair que, aprés avoir donné des valeurs fixes
aux paramétres a,,, on peut trouver une infinité de fonctions qui peuvent
jouer le role de fonctions déterminantes.

En opérant d'une maniére convenable, on peut déterminer les fonc-
tions (78) de telle maniére que ces fonctions jouent le réle de fonctions
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déterminantes, non seulement pour un systéme de valeurs fixes des pa-
ramétres «, mais pour tout systéme de valeurs de ces paramétres situées
& lintérieur d'un domaine a° que nous allons définir.

En effet, soit «), un systéme quelconque de valeurs positives des
parameétres a,, tel que les séries

-+

(79) 2 a?)‘xl (r=2,8,.,n)

k=—r—py

aient un domaine de convergence commun X.' Pour tout systeme de
valeurs des a,, vérifiant les conditions

(80) | [+ 253 I __<___ agl‘ A=—r—pr,., 4w ;r=2,8.,n)
les séries
-+
2 a1
A=—r—p,

qui représentent les coefficients P(x) de 'équation proposée, convergeront
aussi dans le domaine X. Par définition, les nombres

—2—Pyy — 3Py — B —Pa
sont les exposants des puissances de x par lesquelles commencent les dé-
veloppements (16), p désigne le plus grand des nombres
Po(=0) s Pys Pys - s Pa

et p, le premier de ces nombres qui atteint la valeur p. Donnons des
valeurs fixes a ces nombres et désignons 1'équation différentielle (15),
correspondant a un systéme quelconque a,; de valeurs des parameétres, par

Ply; a) = o.

Dans I'équation déterminante de cette équation, le premier membre f(p)
est un polynéme de degré »n— ¢ ou le coefficient de p" est égal a
«,_,_, et les autres coefficients égaux a certains autres des parameétres

Sans restreindre la généralité du probléme, nous pouvons toujours supposer que
le point @ = I se trouve & lintérieur de X (cf. la note & la page 347).
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a,,. Par conséquent, si l'on assujettit le paramétre a, ,_, a rester, en
valeur absolue, supéricur & une quantité positive (non nulle) quelconque:

(80 I %, —p—vl >0

et les autres paramétres a,, a remplir les conditions (80), on pourra
assigner une limite supérieure R° aux valeurs absolues des racines de
I'équation déterminante. Pour abréger, désignons par 7T'le domaine défini
par les conditions (80) et (80).

Considérant o et les a,, comme des variables indépendantes, on voit
sans difficulté que la série

(81) ZMZA])(M| (nz2)
converge uniformément quand o se trouve dans le domaine

(82) o] < B

et les a,; dans le domaine 7.

Done, en vertu de la formule (2°) du paragraphe précédent, on peut,
par une suite d’opérations arithmétiques, déterminer un déterminant (33’)
qui reste différent de zéro tant que p et les a,, remplissent les conditions
précédentes. Ce déterminant reste, par conséquent, différent de zéro pour
chacune des racines de I'équation déterminante, pourvu que les « se
trouvent dans le domaine 7. Par conséquent les déterminants M, définis,
comme il a été expliqué, par les indices du symbole (33’), jouent le role
de fonctions déterminantes pour I'équation différentielle P(y; a) = o, a
désignant un systéme quelconque de valeurs dans le domaine 7. Le
théoréme est donc démontré.

Si T'on veut considérer les paramétres a,, comme absolument libres
a se mouvoir dans toute I'étendue du plan, on peut encore trouver des
fonctions qui jouent le rdle de fonctions déterminantes pour 1'équation
P(y; a) = o, pour tout systéme de valeurs des a,; qui donnent aux séries
(16) un domaine de convergence commun. En effet, désignons par M,
I'ensemble des déterminants qu'on peut définir en supprimant successivement
dans la matrice (31), p quelconques des lignes. On voit sans peine que,
R désignant une racine quelconque de l'’équation déterminante, pour que
I'équation P(y; @) = 0 ait g intégrales appartenant a R, il faut et il
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suffit que toutes les fonctions M, s'annulent, pour p = R, d'ordre p au
moins. Mais, le nombre des déterminants 3, étant infiniment grand
(excepté dans le cas régulier de M. Fucms), on voit que le nombre des
fonctions déterminantes augmente, dans ce cas, au dela de toute limite.

14. Supposons donc que les fonctions (78) jouent le réle de fonc-
tions déterminantes pour I'équation différentielle P(y; a) = o tant que
les parameétres a ont des valeurs & Vintérieur de 7. Ces fonctions sont
entiéres et transcendantes par rapport 4 p et ont pour coefficients des
fonctions, généralement transcendantes, des «. Il ne semble donc pas
que l'on peut, dans le cas le plus général, décider, par un nombre fini
d’opérations arithmétiques, si I'équation différentielle P(y; a) = 0 a des
-intégrales réguliéres ou non.

Mais nous allons montrer que Von peut former une suite de relations
algébriques entre les a, qui expriment des conditions suffisantes pour
I'existence d’un nombre donné d'intégrales et qui s'approchent autant que
Pon voudra des relations nécessaires et suffisantes précédemment obtenues.

En effet, les fonctions (78) ne sont autre chose que ceux des dé-
terminants

(83) <_r_1p_r_‘”l>

dont les indices Ti-- 7

» appartiennent a la suite des nombres

(84) Upy Oy oy Byy bylyyony by

Soit m’ le plhs grand des nombres (84) et désignons par m un entier
quelconque plus grand que m'. Formons le déterminant suivant

X—p0 * o X—pmip
(85)

Zm.() v o Amondp
(ou les éléments au dessus de la diagonale sont tous nuls, d'aprés les
hypothéses faites).

Soient d, , &

s+ 0, ceux des nombres

(86) —p,—pF+I1,..,—1,0,1,..,m
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qui nappartiennent pas & la suite y,,7,,..,7,- Daprés le théoréme
de Laprace, étendu aux déterminants infinis de la forme normale, le
déterminant (83) s'écrira comme une fonction linéaire par rapport aux
déterminants

Xéuso .- Zﬁaem
(87)

Xomey + * Xomem

ou ¢, ..s, désigne successivement toute combinaison de m nombres diffé-
rents de la suite

(88) O, 1,..,m -+ p.

Par conséquent, si ces déterminants sont tous, pour une valeur donnée
R de p, nuls d’'un ordre yu, il en sera de méme du déterminant (83).

Done, pour que chacune des fonctions (83) s’annule d'ordre g au
moins pour p = R, il suffit que p = R soit une racine d’ordre de multi-
plicité g4 pour chacun de ceux des mineurs de (85) que l'on obtient en
supprimant dans (85) p» quelconques des lignes (84) et p quelconques
des colonnes (88).

Le nombre des déterminants (87) (4, .. d, désignant successivement
toute combinaison de m 4 1 nombres différents de la suite (86) et ¢,..¢
toute combinaison de m 4 1 nombres différents de la suite (88)) étant

n

(m+p+ Om+p)..(p+1)\?
( lm+1 >’

il semble, au premier abord, que le nombre des relations qui expriment
les conditions suffisantes cherchées, dépend de m et augmente avec m au
dela de toute limite.

Mais il est facile de voir que, les paramétres a restant a lintérieur
du domaine T et m étant suffisamment grand, le nombre des relations
indépendantes que Yon obtient, reste fini et indépendant de m. En effet,
soient » et %' deux quantités positives assujetties a la seule condition

7+ 7 <1
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d’aprés ce que nous savons, on peut déterminer un m, tel que l'inégalité
—p..—1 O..Mm

(39) P ) —
—p..—1 O ..m,

ait lien pour toutes les valeurs de p & lintérieur du domaine défini par

(82) et pour toutes les valeurs des a & lintéricur du domaine 7. Or,

désignant par m un entier quelconque supérieur a m, et convenant de
représenter par

—p..—1 O..m
B
—p..—1 O..m/)

1

<7

le déterminant fini qu'on obtient en supprimant, dans le déterminant
infini:

—pP .. —1 O..Mm
—p..—1 O ..m
toutes les lignes et toutes les colonnes numérotées

m+1,m4$2,.., + o0,

nous savons que le déterminant (go), pour des valeurs croissantes de m,
tend uniformément vers la limite (91) quand p et les a restent a lin-
térieur du domaine considéré. Par conséquent, on peut prendre sm, assez
grand pour que on ait dans ce domaine

<—p .. ml> (——-p .. ml>
—p .. m —p ..m )
d'olt, en vertu de (89),

—p..—1 0O..m .
—p .. —1 O..m/_
Le déterminant (9o) reste done (pourvu que m >m,) différent de zéro
pour toute valeur que peut prendre chacune des racines de l'équation

<7 dés que m > m,

<n 4% des que m>m,.

déterminante f(p) = 0 quand les paramétres a se meuvent d’'une maniére
quelconque & lintérieur de leur domaine T
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Or, désignant d’'une maniére générale par

Loee t

(92)

X ..

m

celui des mineurs d'ordre vy du déterminant (85) qu'on obtient en rempla-
¢ant dans (85) chacun des éléments x, , ..,z , par l'unité ef tout autre

élément des lignes ¢ ..¢, (ou des colonnes x, .. x) par zéro, on voit que
le déterminant (9o) est (au signe prés) identique au mineur

—p .. —I O ..m

(93) m-|—1..m+p' o ..m

m

Ce déterminant reste donc différent de zéro pour les valeurs de p
qui nous intéresse; pour que les déterminants (87), qui ne sont autres
que les mineurs d’ordre p du déterminant (85), s'annulent tous, pour une
valeur donnée R dans le domaine (82), d'un ordre déterminé s, il faut
donc et il suffit que R soit une racine d’ordre g pour chacun de ceux
des mineurs d'ordre p du déterminant (85), que l'on peut définir en
supprimant, dans le symbole (93), m, + 1 quelconques des indices su-
périeurs:

—Py,..,— 1, 0"'7?}1'1

et m, + 1 quelconques des indices inférieurs:
m4+1,..,m+p, 0,..,Mm.

Le nombre de ces déterminants ui, avec les notations adoptées, se re-
’ ’
présentent par les s Yy mboles:

!
lrl o rpl e = —P,e —1 ,0,..,m,)

l 1 fp =mAl, L, mtp, 0, ., my
ﬂl ° IBP m

(94)

étant égal a

(('m1 +p 4+ Dm, +p)..(p+ D\?
T m, 1 )

ne dépend donc pas de m (pourva que m > m,).
Si m < m,, nous conviendrons d’attribuer au symbole (94) la valeur
zéro toutes les fois que l'un ou plusieurs des indices r, ..y, seront supé-
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rieurs & m ou que l'un ou plusieurs des indices f, .. 8, seront supérieurs
a m -4 p.

Alors nous voyons que, m désignant un entier positif (ou nul) quel-
conque, pour que les fonctions déterminantes (83) s'annulent toutes d’ordre
p pour p = R, il suffit que les déterminants (94) s'annulent tous d’ordre
p pour p = R.

Ces conditions sont algébriques par rapport aux paramétres a,; en
effet, désignons par f(p) = f,(p) la fonction 4_,,, par f,(p) la fonction
¢(p) et par f,,,.(p) la fonction 4,,, nous aurons, en vertu des formules (20),

(95) X = frii(p + k) hi(p),

i désignant un indice quelconque de la suite —p..+ o0 et k¥ un indice
quelconque de la suite o..+4 co. Au lien du déterminant (85) nous
considérerons donc le déterminant suivant

f(p)

(96) (o)  fle+ 1)

f;;+m(/0) fp+m—l(p + I) v ﬂ)(p +p + m)
qui n'en différe que par le facteur exponentiel

h_y(0)h_yir(p) - - Bu(0);

et nous désignerons, d'une maniére générale, par les symboles

lzl _—

%, .. %

(97)

m

les mineurs d'ordre vy de ce déterminant. Ces mineurs ne différant des
mineurs correspondants (92) que par certains facteurs exponentiels, le-
résultat obtenu peut s'énoncer de cette maniére:

Soit (15) une équation linéaire donnée; considérons un domaine 7'
(tel qu'il a été défini plus haut) & lintérieur duquel sont assujettis a
rester les parameétres a de cette équation, et déterminons le nombre entier
m, correspondant; soit enfin # un nombre entier (positif ou nul) quel-

conque.
Acta mathematics. 18. Imprimé le 15 octobre 1894, 48
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Pour que Uéquation (15) admette p intégrales réguliéres appartenant a
une racine quelconque R de Uéquation déterminante f(p) = o, il suffit que
toutes les fomctions

noe T = —p ey —1,0,m

(98) H X ”” GoRZadi s mipo )
B Bollm

s'annulent, pour p = R, d'un ordre auw moins égal d p.

Comme on voit immédiatement, la fonction

no-- TP”

B o Bolln

est une fonction entiére rationnelle de degré (m 4 1)n au plus par rap-

port & p dont les coefficients sont des fonctions entiéres rationnelles, &

coefficients entiers, et de degré m 4 1 au plus, par rapport aux para-
métres suivants:

(99)

(Ioo) Qgg2y A3i39 + 35 Hyine G=—p,..,—1,0,..,m)

Done, si 'on se donne un entier positif m, une racine quelconque R
de 1’équation déterminante et les valeurs numériques des (n — 1)(m -+ p-+ 1)
paramétres (100), on peut, par les méthodes ordinaires de I'algébre, dé-
terminer de quel ordre s'annule chacune des fonctions (98); et I'on peut
par conséquent, aprés une suite d'opérations arithmétiques, décider si les
conditions dont il s'agit, sont ou ne sont pas vérifides.

Démontrons maintenant que, quand m croit indéfiniment, les fonc-
tions (98), multipliées par des facteurs exponentiels convenables, tendent
indéfiniment vers les fonctions déterminantes de l'équation (15); autre-
ment dit, démontrons que les conditions suffisantes (correspondant & I'indice
m), qui expriment l'existence d'un nombre donné d'intégrales réguliéres,
gapprochent (pour des valeurs croissantes de m) autant que l'on veut des
conditions nécessaires et suffisantes précédemment trouvées.

En effet, le déterminant (91) étant différent de zéro pour les valeurs
de p et des paramétres qui nous intéressent, nous pouvons donner aux
indices qui définissent le déterminant (33’), les valeurs suivantes:

v=m +1; o, =—pP, .., q,=—1, =0, =1,.., =1,

X, =0, X, =1, .., X=m,.
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Les fonctions déterminantes sont donc les déterminants suivants:

n -+ 7
(IOI) < (e de="Pye0y—1,0,..,my)

—p .. —1

et les conditions nécessaires et suffisantes pour l'existence de p intégrales

réguliéres appartenant a R s'expriment en écrivant que les fonctions (101),

ainsi que leurs dérivées jusqu'a l'ordre p — 1, s'annulent pour p = R.
Désignant par

&8 (7).

le déterminant fini auquel se réduit le déterminant infini < Tno-- T >
—p .. —1
quand on y supprime toutes les lignes et toutes les colonnes numérotées

m-t+1,m+2,..-4 o,

on obtient facilement la relation suivante:

(103) ( 7‘1 .. rp > =(__ I)(m+1)p
—p oo 1 m

SRR £
m-4+1..m4p

m
Le premier membre de cette égalité tendant uniformément, quand m croit

no--
—p .. —1
membre. Il est donc démontré que les déterminants

indéfiniment, vers la valeur < ), il en sera de méme du second

I8}

T
(104 mx . m+p”m’

multipliés par des exponentielles convenables, tendent respectivement
vers les fonctions déterminantes (101). Il reste a démontrer que chacun
des autres déterminants (98), multiplié par un certain facteur exponentiel,
tend vers zéro. En effet, chaque déterminant de la forme

rl--rpl
B - B

m
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ol f, ..p, nest pas une permutation des nombres m4-1,..,m TP
contient, suivant les cas, une ou plusieurs des colonnes m—+1,..,m+4p.
Donc, si 'on désigne par », la somme suivante

(105) ;= |a— 1|+ z, | e |

p(p + 1)
2

et par v, la somme des valeurs absolues des éléments

Zm—p+l.m+1 ’

Am—pr2m+1s ¥m—p+2.n42)

Xm.m+1 ’Zm.m-i—? [ AR Xm.m+p

on aura
m

<, Ep(l + ).

no-
B B

Le produit II(1 4 w) étant uniformément convergent dans le domaine
considéré et la quantité v, tendant uniformément vers zéro quand m croit
indéfiniment, notre assertion se trouve, par conséquent, justifiée.

m

15. Avant d'aller plus loin, nous allons appliquer ce qui précéde
a un exemple. Considérons 1’équation suivante

d'y ay, , a, , a,\d% b, b, , b\ dy € 4 € 4 G\,
O GG T G R G Sy =o

x

les @, b, c désignant des coefficients constants.
Ici nous avons p =1, ¢ = 2 et

fo(p) = 10(10"'" I)ao + pbo + ¢
(o) =plo—1)(p — 2)(p — 3) + plo — 1)a, + pb, + ¢,
f;(lo) ::0(10'— 1)6&2 +10b2 + ¢

pour un indice m > 2, la fonction £,(p) est nulle identiquement. Suppo-
sons que les relations suivantes aient lieu entre les paramétres

(11) b, = — 2a,, by =—c ¢

1 1 = 2@

0 0°

Il s'ensuit que les fonctions f,(p), 7,(o + 1) et f,(p) ont une racine com-
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mune: p = 1. Pour p = 1, tous les mineurs d'ordre p = 1 du déter-
minant (96) s'annulent puisque, dans chacun d’eux, il y a une ligne au
moins dont tous les éléments s’'annulent. Par conséquent, I'équation pro-
posée admet, au moins, une intégrale réguliére appartenant 3 Vexposant
o = 1. Soit
9% + 9,2° + 9,2° + ..

cette intégrale. Pour trouver les valeurs des coefficients g, il faudra
considérer le systéme d’équations (30). La fonction f,(p) ayant les deux
racines p = 1 et p = 2, reste différente de zéro pour toute autre valeur
de p. Les équations

f2(1)90 + f(2)9, + f;)(3)92 = 0,
/2(2)91 + f1(3)gg + fo(4)'g_o, = 0,

permettent donc d’exprimer g¢,,g,,.. en fonction linéaire et homogéne
par rapport a g, et g,.
Tous ceux des mineurs d’'ordre 1 de la matrice

X—1.07
Xoo 5 Xoas
X1o0 s X119 Y12

qu'on obtient en supprimant l'une quelconque des colonnes et deux quel-
conques des lignes 1,2, 3,.., sannulent pour p= 1; il en est de méme
de ceux qu'on obtient en supprimant, dans la matrice précédente, I'une
quelconque des colonnes, 1'une quelconque des deux lignes — 1, 0 et
P'une quelconque des lignes 1,2,3,..; de plus, il existe un i tel que le

—1 0O 1%

mineur du second ordre ( ) ne s'annule pas pour p = I. Par

—1 0O 1
conséquent, pour que fous les mineurs d’ordre 1 s'annulent pour p==1, il
faut et il suffit que les deux mineurs

a (20 ()

gannulent pour p = 1.
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Cette condition sera vérifide si I'on suppose, par exemple, que les

fonctions f,(p + 1), fi(0 + 2), f,(0 + 1), f,(p + 2) s'annulent aussi pour
p = 1; ceci ecxige que lon ait, outre les relations (II), les conditions
suivantes:

@ =b =0, b, = — 4a,, ¢, = 6a,.

Si cette condition est vérifiée, nous savons, d’aprés les résultats pré-

cédents, que le systéme linéaire auquel doivent satisfaire les g, admettra

deux solutions linéairement indépendantes. Ce sont les deux inconnues

g, et g, qui resteront arbitraires. [/équation proposée admettra donc,
dans ce cas, dewx intégrales réguliéres et linéairement indépendantes.

Si nous supposons, au contraire, que 'un au moins des déterminants

(III) soit différent de zéro pour p = 1, il y aura une relation linéaire
entre g, et g, a savoir:

—1 o —1 0
% —1 o —'%(——1 1
p=1

p=1

et I'équation proposée n'admettra qu’une seule intégrale régulieére.

Supposons, en particulier, que p = 1 soit le seul nombre entier et
positif qui vérifie 1'équation

filp) = o.

Le terme initial

{1v) X1 Xaz Xss

— 1

du développement du déterminant ( ) sera alors différent de zéro

—1 o
pour p = 1; les autres termes peuvent, comme nous savons, étre or-

donnés selon les puissances croissantes des paramétres et s'annulent tous
quand on a

Par conséquent, si a,,b,,c, ont des valeurs absolues inférieures & un
certain nombre positif (qu'on peut calculer facilement en remarquant que
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AN

! O) et le terme (IV) est, en

la différence entre le déterminant <

—1 0
valeur absolue, inférieure ou égale & la différence entre le produit
(X, | xal)
—1 0
et la valeur absolue du méme terme), le déterminant ( ) reste,
—1 o

pour p = 1, différent de zéro. En dautres termes, si a,,b,,c, sont
suffisamment petits en valeur absolue, I'équation considérée n’admettra
qu'une sewle intégrale réguliére.

La suite de critéres algébriques que nous avons formée au n° 14
n'est pas la seule dont on pourrait se servir. Considérons, par exemple,
le cas ou les coefficients de 1’équation considérée (15) sont des fonctions ra-
tionnelles de 2 ayant pour seules singularités les points z==0 et z=oco.
Dans ce cas, les développements (16) ne contiennent qu'un nombre fini
de termes; il existe donc, d’aprés la définition des fonctions f,, (o) (cf.
formule (95)) un entier positif ¢ tel que la fonction f, (o) est nulle iden-
tiquement dés que l'indice m > ¢. Dans chaque colonne d'un détermi-
nant quelconque de la forme (83), tous les éléments, sauf ¢ + 1 d’entre
eux, sont, par suite, nuls identiquement. Fixons arbitrairement un entier
positif m et considérons la matrice partielle formée par m quelconques des
colonnes de la matrice des éléments y,. Puisque toutes ces colonmnes ap-
partiennent & chacun des déterminants (83), nous voyons que, si tous les
déterminants de degré m qu’on peut former par m lignes de la matrice
partielle considérée, s'annulent d’'un ordre g pour une valeur donnée R de
0, il en sera de méme de tous les déterminants (83) et I'équation (15)
admettra, par suite, p intégrales réguliéres appartenant 4 p = E. Or,
daprés ce qui a été dit plus haut, le nombre des déterminants qu'on peut
former au moyen de la matrice dont il sagit sont, si on laisse de coté tous
ceux qui sont nuls identiquement, en nombre nécessairement limité. Par
14 nous avons donc une méthode de former (et cela d'une infinité de
maniéres) une suite indéfinie de critéres algébriques pour décider si I'équa-
tion considérée admet des intégrales réguliéres. Prenant, par exemple,
m = 1 on voit que, si les ¢ + 1 fonctions

(o) s (o) s 5 f,(0)
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gannulent toutes d’ordre p pour p = R, I'équation proposée admettra u
intégrales rtéguliéres. Supposons, en second lieu, m = 2 et considérons
la matrice

f;(p) » 11(0) y ooy 1(0)
ﬂ)(p"l‘ 1)7 <o q—l(p+ I), f:,(,o—}- l).

D'aprés ce que nous avons vu, si chacun des déterminants

fo(0) fs(p)
faa(p+ 1) foalp+1)

(2,/=0,1,..,0)

(o Yon convient de remplacer la fonction f,_,(p 4 1) par zéro quand
a=o0) gannule dordre g pour p= R, I'équation considérée admettra
encore g intégrales réguliéres.

Plus généralement, si tous les déterminants de degré m de la matrice
formée par les m lignes suivantes

(o) » () R A1)
flp+1), .-, falo+ 1), filp+1)

filp+m—1), .., f(p+m—1)

sannulent d’ordre u pour p = R, l'équation donnée admettra p inté-
grales réguliéres appartenant & p = R. Nous pouvons ajouter que ces
intégrales sont, en général, réguliéres non seulement dans le voisinage de
# = o mais aussi dans le voisinage de z = co. Car on voit sans diffi-
culté que les conditions nécessaires et suffisantes pour Dexistence de p
intégrales de la forme

z*(F, + F,logz + F, (logx)* + ..)

ou les F désignent des polyndémes entiers de degré m au plus par rapport
a x, gexpriment en disant que tous les déterminants dont il g'agit gan-
nulent d’'ordre g pour p = R.
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Pour en avoir une application trés simple, considérons I'équation du
troisiéme ordre:
a* a o a,\ d b
ot G+t E+ (G+atpy=o

avec la condition @, == o.
Ici nous avons

fo(p) = pa, + b, fi(p) = p(p — 1)(o —2) + pa, + b,,
fi(p) = pa, + b,

Done, pour que les trois fonctions f£,(p), f,(p), f,(p) possédent une racine
commune, il suffit que l'on ait

by = — 9, b, = — na,,
7 désignant 'une quelconque des racines de I'équation

fi(p) = o.

Par conséquent, 1'équation
d? a, , o a,\ & a, b a,
B (55 ) 2 (T h ),

a certainement une intégrale réguliére quelles que soient les valeurs des
parameétres a,, a,, @, et b, (il convient d’ajouter que cette intégrale ré-
guliére est la seule qui existe puisque I'équation déterminante f,(p) = o
est du premier degré).

Appliquons maintenant & la méme équation le second des critéres
dont nous venons de parler plus haut. Tous les déterminants du second
degré de la matrice

fo(P) ’ fx(P) ’ fz(l’)’
o+ 1), file+ 1), o+ 1)

b, . , . . e
devant g’annuler pour p = —% il est nécessaire de distinguer deux cas:
[}

! A savoir la fouction #7.
Acta mathematioa. 18. Imprimé le 16 octobre 1894. 49
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Ou bien la fonction f,(p + 1) ne s'annule pas pour cette valeur de p;
alors on voit que f,(p) et f,(o) doivent étre nuls, ce qui nous rameéne

ren . 14 * . b
au cas déja traité. Ou bien la fonction s'annule pour p = —-=2; la

)
o
seule équation qui reste & vérifier est alors

folo+ 1), filp + 1) e
(o) 1h(e)

Or, quand £,(p)=o0 et f,(o+ 1)=0 on af,(0o+ 1) =g, et f,(p) = —a,
de sorte que l'équation précédente peut s'écrire

(o) fi(p + 1) + a,8, = 0.

Désignant par # l'une quelconque des racines de cette équation, nous
voyons donc que l'équation

dy @, , a, , a,\dy da, | b, (1 +Ha,
ot (G a4+2) T+ (T2

a toujours une intégrale réguliére, quelles que soient les valeurs des

paramétres a,, a,, a, et b, (cette intégrale a d’ailleurs la forme simple

¢ fl(ﬂ)

o — T I)w”“ ainsi qu'on le vérifie directement),
[]

16. Nous venons de trouver (n° 14) une suite indéfinie de critéres
pour ['egistence d’intégrales réguliéres. Proposons-nous maintenant de
trouver une suite correspondante de critéres pour la non-ewistence de ces
intégrales.

Il est clair quon peut former une suite indéfinie de nombres positifs

vo77717"777m’ b
ayant pour limite zéro et satisfaisant aux conditions suivantes:

ho- h\_(Nn - s
—_—p .. —1 -—-p..——lm

(106)

_S___ ﬂm; (71)"77?=—p}"l—llo!"’ml)
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c'est ce quon voit immédiatement en partant de la formule

o T )_ o T
—p..—1 —p..—1/

ot les u; sont définis par la formule (105). Pour trouver une expression
de %, en fonction de lindice m, désignons par K une quamntité positive
plus grande que le produit

(107) <Harm—THa+u

(108) 10 (x + )

f=—p

tant que p et les a restent dans leurs domaines respectifs R° et T'; le
second membre de (107) sera moindre que

“+
(109) E( I (1 +u)—1)
4
et, dés que m sera assez grand pour que la somme ._2+1u,-= S, soit in-

férieure & l'unité, la quantité (109) sera évidemment inférieure a

Sm

K:-—-Sm'

L’élément y,; (¢ étant un indice quelconque non nul) peut, en vertu
de la formule

_bn _p—pe pP—pPn

¥ = <1 -|-‘o——i—'°1)e : (1 +’o—;—.‘0*)e I <I'+‘o—————@.——p—">e*_"_
g'écrire sous la forme

Xa=1—m)>
A; désignant une quantité qui, pour toutes les valeurs de lindice i et
pour toutes les valeurs de p et des a & Vintérieur des domaines R° et T,
reste inférieure en valeur absolue & une quantité positive 4. Un élément
x« dont les indices ¢ et % sont différents, peut s'écrire sous la forme

X = M(p)[ — B),i"" + [i — )@ + .. + [ —K],),
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i—k]),,[¢—F%],,.., [t —Fk], désignant certaines fonctions linéaires et
homogénes par rapport aux n — I paramétres suivants

(I 10) ®2.i—k—2 7 ¥3i—t—3 + s Fni—t—n

dont les coefficients sont des fonctions entiéres rationnelles, a coefficients
entiers, de la quantité p + k — 4. On voit immédiatement que chacune

des séries
EVH:”LI ’ Evm’]a ooy zvl[”]n’

est convergente et reste inférieure & une quantité finie tant que p reste
dans le domaine R’ et les a dans le domaine T. Par conséquent, on
peut calculer des quantités positives U,, U,, .., U, telles que la série

Fo  it+p

> E[;{U,I-—S

L. . i=m+li=1
reste inférieure a

AT N R

i=m41 i=m41 i—m+1

Cette derniére quantité est inférieure a

I

—U,

m 2 + 2 m? — 1 mr1
puisque l'on a

+eo
>3 =t
—_ (g=2,3,..,n)
a< | = — 1 me—1’ (
PP x q 1m
m
nous pouvons donc écrire
I I
S < U, + L=

Fixons arbitrairement une quantité e < 1 et déterminons un m' tel que
S, reste inférieur a ¢ dés que m > m’; posons enfin

V,; .. — s U=V,

K
U= oy ey

2(t—g 3

U,)=";

=l

6(m) =2+ Pt

m*—1
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Il est clair que nous pouvons poser, dans la formule (106)
(111) P = O(m) dés que m > m';

pour une valeur m < m’, nous conviendrons d’attribuer au symbole §(m)
une valeur quelconque 7, vérifiant la condition (106).

Pour que l'équation (15) posséde une intégrale réguliére appartenant
& p = R, il faut et il suffit que tous les déterminants (101) s’annulent
pour p = R. Donc, en vertu de (106) et (103) il faut avoir

(112) < 6(m) pour p =R,

nooee 7
m-4+1..m+ pl.

quelque grand que soit m. Si on a au contraire, pour une combinaison
particuliére 7, ..y, de p nombres de la suite

(113) —‘177-'7_'1,07“77”1,

I'inégalité suivante:

nho o I

m-—+1..m-+p > 6(m)

(114) ‘

m

I'équation (15) ne peut avoir aucune intégrale réguliére appartenant a
p = R. Nous obtenons donc la régle suivante:

Soit (15) une équation linéaire donnée; considérons un domaine 7,
défini par (80) et (80’), & lintérieur duquel sont assujettis a rester les
parameétres a de cette équation et déterminons le nombre entier m, cor-
respondant; soit enfin m un nombre entier (positif ou nul) quelconque.

Pour que Téquation (15) »’admeite aucune intégrale réguliére appartenant
a une racine donmée R de Uéquation déterminante, il suffit que Uinégalité
(112) soit wérifiée pour p = R et pour une combinaison r, ..y, au moins
de p nombres de la suite (113).

Si I'on choisit m assez grand, ces conditions suffisantes pour la non-
existence d'intégrales réguliéres s'approchent autant que I'on veut des
conditions nécessaires et suffisantes.
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Supposons, en effet, que linégalité ou Végalité (112), ait lieu
quelque grand que soit m, pour une valeur donnée p=R et pour toute
combinaison y, ..y, de p nombres de la suite (113); quand m croitra

indéfiniment, le premier membre de (112) tendra vers ( Tlp L 1) et
le second vers zéro. En d’autres termes, tous les déterminants (101) s'an-
nulent pour p = R; par conséquent, I'équation (15) possede au moins
une intégrale réguliére appartenant & p = R.

Done, pour qu'une telle intégrale n'existe pas, il faut et il suffit
que l'on puisse trouver une combinaison 7, ..y, et une valeur m assez
grand pour que linégalité (114) ait lieu pour p = R et pour cette va-
leur m; ce qui prouve bien notre assertion.

17. Pour décider si une équation de la forme (15) dont les para-
metres ont des valeurs numériques données, posséde ou non une intégrale
réguliére appartenant & R on peut, par conséquent, procéder de la ma-
niére suivante. On détermine le nombre m, et lon calcule les valeurs,
pour p = R, de toutes les fonctions (94) correspondant & lindice .
En donmant a cet indice:successivement les valeurs o, 1, 2, .., on peut
arriver & une valeur m telle que les fonctions (94) correspondantes sont
toutes nulles pour p = R; dans ce cas, I’équation (15) a certainement
une intégrale réguliére appartenant a R. Ou bien, l'indice m peut étre
tel que linégalité (114) ait lieu pour une combinaison au moins de p
nombre de la suite (113); dans ce cas, I'équation (15) ne posséde aucune
intégrale réguliére appartenant a R.

Mais il pourrait arriver qu'aucun de ces deux cas ne se présente
tant que l'indice m reste inférieur & tel nombre positif que I'on voudra
fixer arbitrairement & I'avance; et le nombre des opérations arithmétiques
nécessaires pour résoudre la question proposée pourrait alors croitre au
dela de toute limite. Toutefois, dans le cas le plus général, ce nombre
ne croitra pas au dela d'une certaine limite; car, si I’équation ne posséde
aucune intégrale réguliére appartenant a R (et c'est la le cas le plus
général), on arrivera, d’aprés ce qui précéde, aprés une suite limitée
d'opérations arithmétiques, & un indice m pour lequel linégalité (114)
aura lieu,
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Pourtant i1 y a des cas oi la méthode précédente ne donnera pas
de réponse a la question proposée; et il semble nécessaire alors, pour
arriver 4 bonne fin, de faire une étude approfondie des fonctions dé-
terminantes elles-mémes. Une telle étude ne sera pas faite dans le présent
mémoire. Nous nous bornerons, dans le paragraphe suivant, d’établir
quelques propriétés générales de ces fonctions.

§ 3.

18. Nous avons vu que le probléme général concernant les intégrales
réguliéres se ramene & l'étude de certains déterminants infinis, définis
par des symboles de la forme

6 ..t Lhpr + o L
1 P p+1 p+v
w9 ( )
_p v e —1 xp+1 LR ZH_,
les indices ¢ appartenant & la suite —p,..,—1,0,.., 4 00 et les
x & la suite o, 1,.., + c0. Nous savons que ces déterminants sont des

fonctions entiéres de p dont les coefficients s'expriment en fonction des
parameétres

(I 16) a?,l—? ’ a3,l—-3 y ey an,).—n‘ (A=—p, .,~1,0,1,.., +w)

Pour faire un premier pas dans I'étude de ces fonctions, nous allons les
développer en séries procédant selon les puissances de ces paramétres.
Considérons d’abord le déterminant suivant

—p .. —1
(117)
—p .. —1
qui, comme on voit immédiatement, peut s'érire sous la forme

Xoo Yor o+ XYop

(118) Xio Xu -+« X1 Yip41
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Chacun des éléments diagonaux y, étant linéaire par rapport aux #— 1
paramétres

(I 19) Og 25 Gg._385 ¢, &y _ny
nous pouvons écrire

= S0 (2
(120) Y Cham Xﬁ) + i

¥ étant indépendant des paramétres (116) et y@ étant linéaire et ho-
mogéne par rapport & eux. On voit, d’aprés la formule (20), que ces
fonctions s’'écrivent ainsi

X&' = (o + k(o)

ng?) = [(/0 + i)n—gaz,—‘z + (P + Z.)n—s%,—s +..+ an,—n]ki(P)a
le symbole (o -+ @), désignant, d’'une maniére générale, le produit suivant

o+ e+i—1)..(o+i—k-+ 1)
Le produit
+ o

(121) #(o) = Ly
converge absolument; c'est ce quon voit en écrivant chaque facteur y{P
(excepté yit) sous la forme

p—n+1

IR (FEELE

(122) 4@ = <1 +§>e—7p<1 +P: 1

Nous pouvons done, dans le déterminant (118), diviser les éléments de

chaque ligne i par le facteur correspondant »{ et, en introduisant les
notations

?

(2)

i _ 1o __
(I 23) ':T) - Em —;ﬁ - $1k: (iz=k)
Xii y4

écrire le déterminant (117), divisé par 7(p), sous la forme suivante
I + EOO 4 601 ’ -
(124) 610 H I + 611 )+ o
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La série X,,|&,| étant convergente pour toute valeur de p, nous pouvons,
en vertu d'une formule envisagée au mémoire cité (n° 7), développer le
déterminant (124) sous la forme

£ ¢ E#/t E/w EM
(125) I + ZE[L/L + 2 IEW‘ Elw + E Em evv Evl + .
- & & G

les indices de sommation g, v, A, .. parcourant la suite des nombres
(126) 0,1,..,4 0O

et étant assujettis a la condition

(127) p<y<A<...
Or, nous pouvons écrire

E —_ Aik

ik (‘o + 'L)n

N,

ou

(I 28) 4, = (/0 + k)n—2 %y, i—2~-2 + (,0 + k)n—s A3,i—t—3 N T e ol AR

Done, en introduisant les notations

'A'IHI‘: v 'Aﬂxl’«r S
S — . .. . . S!(r) — P e
Py ofir * Ef (P + /"x)ﬂ . (P + )Ur)n <. <pr)
A
A.“r#l ° Hr e

nous obtenons la formule suivante

(2) (227 Z0) =m0+ oS0+ A5+ 4 7SO -

La série du second membre converge absolument pour toute valeur
de p et converge uniformément dans un domaine fini quelconque; et il
en est de méme de chacune des séries S (voir mém. cité, § 1, n° 15).

Chacune des fonctions 4, étant linéaire et homogéne par rapport aux
N\

P I), développée
p..—1

paramétres (116), nous voyons que la fonction (
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selon les puissances croissantes de p, aura pour coefficients des séries ab-
solument convergentes procédant selon les puissances et les produits de
ces paramétres; si on considére ce déterminant comme fonction des para-
métres (116), la formule (129) donnera le développement de cette fonction
selon les puissances croissantes de ces parametres, z(p) étant le terme de
degré zéro, w(p)S?¥ T'ensemble des termes de degré um, et, d'une maniére
générale, w(p)S™ V'ensemble des termes de degré r.

D'aprés la formule (r28), on pourra développer le déterminant

S de la maniére sulvante:

Hyelir
(130) S = 2(p + e (P F ta)aety - (0 F t)us Sl

la sommation s’étendant a toute permutation %, .. %, de r nombres de la

suite 2,3,.., n et Sk désignant le déterminant des r* éléments suivants

(131) %y my—pr—ip* G:2=1,2,000)
y ® Y11 ¢ r s
Désignant 1'élément a;, , _, ., par (v.2) de sorte que le déterminant

Si-* prenne la forme

(1.1) .. (1.7)
(132) N
(r.1) .. (r.r)
nous savons que chaque terme de ce détérminant peut s'obtenir en
partageant, d'une maniére convenable, les facteurs du terme initial

(r.1)(2.2)..(r.7)

en groupes et en permutant ensuite circulairement les indices appartenant
4 chaque groupe. Si donc nous désignons, d'une maniére générale, par
(¢, .. 4] le produit suivant

(6 3,)(  8g) o (Byy « 8,)(5, . 4,),

un terme quelconque du déterminant Si-* pourra s'écrire sous la forme

(133) (= 1 Ty i - 8] [ -+ )

Vensemble des indices i représentant une permutation convenable des
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nombres 1,2,..,r et les nombres v ,v,,..,y,(=r) étant convenable-
ment choisis dans la suite 1,2,.., 7.

Dans la série S, les indices de sommation g, ..y, prennent toutes
les valeurs de la suite 0, 1,.. 4 co qui satisfont & la condition

< py <..<p;

or, le déterminant S, , restant inaltéré si I'on permute ces indices d'une
maniére quelconque, nous pouvons écrire

" . L Spy.nr ,
(134) S !Zz (P +/‘l1)n- -(p +luf‘)n

les indices g, .., devant parcourir la suite o, 1,.. -4 0o et étant
assujettis & la seule condition de rester tous inégaux.
Done, remarquant qu'on a

(o + o _ I
P+ (o+p—n+kn

et posant, pour abréger

(135) ! — Tkl..l’r
(‘0 + Py — 0 + kx)h(;” + P — 1 + Ifz)kz . (‘0 + Hr— N -+ kr)h. P pte?

nous pouvons égaler la série S (multipliée par [7) & la somme d’'un
nombre fini de séries de la forme

(136) S (—1)y " r.. v, +1..0,].. [Ver + 1.. v,] Th
Haeo e

(car, dans Dexpression [r..y ]y, + 1..v,]..[y,.1+ 1..y] on peut
évidemment  remplacer les indices 1,2,..,v, par iy 8, .+, 4, puisque
ceci ne change pas la valeur de la somme (136)).

Soient A .. 2, une permutation quelconque des nombres g .., ;
A, 41 .+ A, une permutation quelconque des nombres g, 1. g, 5..54, 11 A,
une permutation quelconque des nombres g, ., .. M il est facile de
voir quon peut considérer la série (136) comme la somme de

|2 [¥s =¥ e [P — Ve
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séries de la méme forme (136) mais dans chacune desquelles on assujettit
les indices g, .. g, & des conditions de la forme

(136') A< <hs5 <o <A A< <4

ces conditions seront vérifiées, et cela de la maniére la plus générale, si
nous posons

A = fs hr =0y 5 « /lu,_1+1 = fy
hpr = By + Ca+ Ca + -+ G

(1=2,8, .., i1 —wi; i=0,1,..,4—1)

(137)

o y, = 0o, les ¢ désignant des entiers positifs (non nuls) quelconques et
les B étant des entiers positifs (ou nuls) assujettis aux conditions suivantes

>
Bit1 Z Bivrs
Bii i+ ..+ € zﬂj+} + it oo+ G

;> 2. — . —
(@<]:T‘“273’--’”¢+1_Vi: 0'—2:37"7Vj+1'_”j)'

(138)

Par conséquent, une série quelconque de la forme (136) ol les indices
2+« . sont assujettis aux conditions (136') peut étre remplacée par une
série de cette nouvelle forme

(139) %ﬂzﬁ (— o) ..ov ]y, + 1.0, ] eos + 1Ly ] T

o le premier signe de sommation indique que les nombres ¢ doivent

parcourir, indépendamment les uns des autres, la suite 1,2,.., 4+ oo,

la sommation par rapport & g, .., étant limitée par les conditions (138).
Or chacune des expressions

(139') 4+ 10w

est indépendante des indices g, .. 3, puisquelle ne depend que des diffé-
rences réciproques des nombres

(14'0) Aw-{-l ’ Aw+2 PR AVH-I

et que ces différences, en vertu de (137), sexpriment en fonction des
nombres ¢ seuls. La série (139) peut donc s'écrire sous la forme

(141) K@Y Th

{©) BreeFa Favepie?
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K désignant I'expression suivante

(142) KO=(—a)y 1.9, +1..9,] . [Pps + 1..9]

L'expression (139’) dépend et dépend seulement, de certains des paramétres
Qs —t—k

ou k est un nombre de la suite

(143) Busrs Bupas oo s Koy

et ou s et ¢ sont des nombres de la suite

(144‘) Aw-}-l’ 422 ° 2 Aw.;.l'

La différence entre deux quelconques des nombres (144) s'exprimant sous
la forme

(145) sz+‘r - Av;+o' = Cis + .. + Cir1
(ot I'on suppose 7> o), nous voyons donc que, si

(I 46) akl)gl—kl > ak?vﬂz—kg )y al’r,gr-l’r

désignent les parameétres qui figurent dans l'expression K, chacun des
indices g,,9,,..,9. (pris, selon les cas, avec le signe 4+ ou —) sera
nécessairement égal 4 la somme de certains des nombres c.

Je dis que,

(147) 4r 925 --r 4l
étant des entiers donnés quelconques, le systéme d’équations
(148) 91"—‘9?7 92=.9(2)9 .« o gr==93

ou les ¢ sont considérés comme inconnus, n'aura qu'un nombre fini de
solutions en entiers positifs.

En effet, puisque 4,1, 4,40, -+54
. +y My, DOUS pouvons poser

.y €st une permutation de g1, #4495

(l 49) Poigs = Aw-}-r.’ (=12, mep1—)



398 Helge von Koch.

Tys Ty -+ 5 Ty désignant une permutation convenable des nombres
1,2,..,%4 —. Par conséquent, on peut définir les g par les for-
mules suivantes

(I 50) Gvys = Aw+r. - sz+r.+x (=12, ., vep—wu;i=0,1,..,9—1)

ou l'on convient de poser 7,,, =7, pour s =y, —v». De cette formule,
on peut conclure que chacune des r — g quantités ¢ figure nécessaire-
ment dans l'une au moins des équations (148); car, 7, désignant I'un
quelconque des nombres 1, 2,.., v, — v, (excepté l'unité) et z,,, celui
qui est égal & wn, on aura, en vertu de (150)

L
s=zagvi+‘ = A’i"‘"a - Av,-+1

pourvu que a < 3 et
a—1

7 +1.9u,-+s = A1 — Ape,
pourvu que > f -+ 2 (z ne peut étre = B4 1 car on aurait alors
7, = I, contrairement a I’hypothése). Donc, dans tous les cas, on voit
d’aprés la formule (145) que linconnue ¢, _, figure dans la somme de
certains des g et, par conséquent, dans l'une au moins de ces expressions.

Or, en vertu de la forme des g, chaque équation g, = g} n'aura,
pour les inconnues qui y figurent, qu'un nombre limité de solutions en
entiers positifs. Par conséquent, on voit bien qu'il y a seulement un
nombre fini de combinaisons des indices positifs ¢ qui peuvent satisfaire
aux équations (148). '

Pour trouver l'ensemble de ceux deg termes de la série (141) qui
dépendent, et dépendent uniquement, des paramétres suivants

(I 5 I) Qg gty > Rhpghaty, 9 = 03 Ryl

il faut limiter la sommation par rapport aux indices ¢ & celles des com-
binaisons qui vérifient au moins un des |7 systémes d’équations suivants

G1=0 G =0Gh > -1 9 =0h
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ou B, ..p, désignent successivement toute permutation des 7 nombres
I,2,..,7.
Ces combinaisons étant en nombre nécessairement limité, nous voyons
)
donc que le coefficient par lequel est multiplié, dans la série (141), le
produit des r paramétres (151), g'exprime linéairement et & coefficients
rationnels par rapport & certaines séries de la forme

152 }: Thke
( ) ﬁ]--ﬂq By fir

Done, si nous développons I'expression 7(p) S selon les divers produits
quon peut former par 7 des paramétres a, c'est-a-dire si nous écrivons

(I 53) 7[(/’)8(') = k% g.z.gr D’;::‘: altl,g;—-h ¢ a"r,gr"'k"’

la sommation par rapport aux %, ..k, g'étendant & toute permutation de
r nombres de la suite 2,3,..,% et celle par rapport aux g,..¢, a
toute permutation de r nombres de la suite

(154) —-p,..,—I,O,I,..,-I—m,

chaque coefficient Uj* g'exprimera linéairement et a coefficient rationnels

par rapport 4 un nombre fini de séries de la forme

(155) 7Z'(p) 2 Ty ke

: ope?
By Ba e o

19. Nous nous trouvons donc amené & étudier d'abord les séries
de la forme (152).

En permutant les indices 1,2,..,7 des nombres g, , p,, .., d'une
maniére convenable, on obtient A, ,,.., A; désignant par [, 7,,..,1,
la permutation correspondante des nombres k,, k,, .., k,, on pourra, en

vertu de la formule (135), écrire Tiu% sous la forme

1
%y, ke —
(156) Tk p+d—nt+ipnlp+i—n+l. .(p+4—n+l)
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ou, en posant

Lo+ h—n+ 1= dlo+4)

(157) T (o4 h—n+ 1= g0+ 5

v

ﬁ (,0 +A4—n+ li)l: = ¢q(p +:By)’

i=yga+1

ke I .
(r58) Ttk = (o + Bl + B) .. dolp + )

D’aprés (157), chaque fonction ¢,(p + ) est une fonction entiére ration-
nelle de degré

143

f=vn_1+llk
par rapport & p + f,, ayant pour coefficients des nombres entiers qui ne
dépendent que de #, de k,, ..,k et des nombres c.
La série (152) prend donc la forme suivante

z I
(I 59) B1..By ¢l(lo + ﬂ1)¢.({7 + ﬂg) .. ¢yq(P + ﬂq)’

la sommation s'étendant & toutes les permutations de ¢ nombres de la
suite 0, 1,,., 4+ 0o, excepté celles pour lesquelles une ou plusieurs
des égalités

ﬂi+1 = ﬁj+1’
ﬂi+1 t+e.+ .. Fca= ﬂj+1 + ¢+ .-+ oy

(@z];T=2;3;--;’%41*”530'=2’3,'-71"j+1—vj3"".7=0717-';9_1)

(160)

sont vérifiées. Cette série, qui représente manifestement une fonction de
p méromorphe dans tout domaine fini, sera désignée par F(p), Pour en
évaluer la valeur en fonction des fonctions élémentaires de l'analyse,
nous pouvons procéder de la maniére suivante.

Si, dans la série (159), nous n'assujettissons les indices 53, .., &
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aucunes conditions, la somme S de cette série sera égale au produit des
g séries simples:

I 1 I
l61 T T —_— « . — %
SR N2k Zﬁe%(p +4) 2, dolp + By)
d'un auntre cété, on peut écrire
S=F 4+ F - F, + ..

F, = F(p) désignant I'ensemble de ceux des termes de S dont les indices
B, -+ f, ne satisfont & aucune des relations (160), F, désignant 'ensemble
de ceux dont les indices f, .. 3, vérifient une, et unc seule, des relations
(160), I, désignant l'ensemble de ceux dont les indices f, .. f, vérifient
deux, et deux scules, des relations (160), et ainsi de suite.

Or, assujettir, dans une série multiple d'ordre ¢, les indices & remplir
une ou plusieurs relations linéaires, cela revient a la transformer en une
série multiple d'ordre inférieur & ¢. Done notre sériec F(p) s'exprime en
fonction rationnelle et entiére par rapport & certaines séries, de la méme
forme d'ailleurs, mais dont l'ordre de multiplicit¢ est inférieur & q.
‘Opérant de la méme maniére sur chacune de ces séries et procédant
ainsi de proche en proche, nous voyons quon peut exprimer F(p) en
fonction rationnelle et entiére par rapport & un certain nombre de séries
simples dont chacune est de la forme suivante

+
I
162 ,
(162) ; Galp + 7 + B+ 70 + B dolp + 1o+ B)

s désignunt un nombre de la suite 1,2,..,q, les ¢,,4,,.., d, des
nombres de la méme suite et y,7,,..,7 étant des entiers qui ne dé-
pendent que des nombres c.

Si nous posons

Po+B=do+n+pPdlot+rn+h. . -dlotr+p

®(p + ) sera une fonction entiére rationnelle de p -+ 3, ayant pour
coefficients des nombres entiers et pour racines des nombres entiers aussi.
Soient
€158, 8
Acta. mathematica. 18. Imprimé le 12 novembre 1894, 51
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les racines distinctes de @(p + f), et
Ay Kyyony X

lenrs ordres de multiplicité. Nous pouvons écrire

¢ %,—1
1 B, da* 1
- % B, L
X [f' AN +f9“€v]’

O+ P

les B, et les B, désignant des nombres rationnels; d’ailleurs, le degré de
la fonction @(p 4 ff) étant égal ou supéricur a 2, les résidus B, satisfont

nécessairement & la relation

done V'égalité précédente (ol nous supposerons §> o) ne cessera pas d'étre
vraie si nous retranchons du second membre la somme

y 2
y=1 /? |
Ceci posé, désignons par 6(p) la fonction suivante
+
I ‘1 I

Bp) = - =]

(e) P + Zz p+B B
(D’apres les formules connues relatives a la fonction I, on a la relation

I‘II
A(o) = —ﬁ%)—

’

(p) désignant, selon l'usage, la fonction Eulérienne définie par la formule

17,5_8"””H<‘+ Qe

et O la constante dite & Euvrrr.)
Nous obtiendrons

*,—1

=Y [Bot—a) + T B0 — )]

@(/} +

?\[\A_{,_
}8
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Or, d’apres les propriétés de la fonction 6, on a, en désignant par e un
entier positif quelconque:

I I I
Olo—e) ="+ — g+ = T 00
et, quand e désigne un entier négatif quelconque = — y:
— 6 ! ! _r 8(p)
o) =kt o 0

Done la séric (162) peut étre considérée comme la somme de deux fonc-
tions dont l'une est lincéaire et homogene, a coefficients rationnels, par
rapport & 6@(p) et & quelques-unes des dérivées de cette fonction, tandis
que lautre s'exprime en fonction entiére et rationnelle, a cocfficients ra-
tionnels, par rapport aux quantités suivantes

I I 1
7 y ¢ * b
p—e p—e+1 p—1
(163)
1 1 1
p e+ T o —17

(ot & désigne successivement tous cecux des nombres ¢, qui sont positifs
et — y tous ceux qui sont négatifs).

On en conclut que la série F(p) s'exprime en fonction cnticre ra-
tionnelle, & coefficient rationnels, par rapport aux fonctions

(164) 6(0), 6(0), .., 6(p)

(x désignant un entier positif dépendant de r, facile a calculer dans
chaque cas particulier et auquel il serait facile, dans le cas général,
d’assigner une limite supérieure) ct aux fonctions (163) (ou ¢ et 7 dé-
signent certains entiers dépendant uniquement des nombres ¢).

Posant, pour abréger,

4w

(165) #(p) = pH (1 +§> e“?,

i=1
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on peut, en vertu de la définition (121), écrire la fonction 7(p) sous
la forme

(166) 7(0) = #(p)9(p— 1) .. 8(p —n + 1).

On en obtient, d’aprés des formules bien connues relatives a la
fonction I,

z(p) =E.(p— 1) (p—2)"..(p —n + 1)#(0)"

E désignant la constante
n(n—l)c

E=¢*

3
d'ailleurs, entre les fonctions @(p) et #(p) on a la relation suivante

¥ (p)
6(p) = TR
Par suite, chaque expression de la forme (155) (divisée par la con-
stante E) est une fonction entiére et rationnelle, a coefficients rationnels,
par rapport & p, a §(p), aux fonctions (164) et aux fonctions (163).
Done, d’aprés ce que nous avons vu, chaque coefficient Ui du dé-
veloppement (153) sexprime aussi sous cette forme.

20. Ayant ainsi trouvé la forme analytique sous laquelle se preé-
—p .. —1
—p .. —1
procédant suivant les puissances croissantes des parametres a,,, il sera facile
de le développer selon les puissances croissantes dc p.

Dans le voisinage de p = o, la fonction 6(p) peut, comme on sait,
se développer de la maniére suivante:

sentc le déterminant ( > quand on le développe en série

6(0) =, + o (0)

PB(p) étant une série procédant selon les puissances positives de p et dont
les coefficients ont (aux signes preés) les valeurs

7.

Q’T

37747"7Tk)“
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7, désignant le nombre suivant:
1 1,1
(167> T =1 +E’;+—3—"+Z’;+ (k=2,5,.)

Quant aux fonctions de la forme (163), chacune d’elles, développée
selon les puissances croissantes de p, aura pour coeflicients des nombres
rationnels et ne contiendra, au plus, qu’une seule puissance négative de p.

Enfin, la fonction #(p) est une fonction entiére de p dont les coeffi-
cients sont des polynomes entiers, & coefficients rationnels, par rapport
aux nombres 7.

Dans le développement de Ulnlr selon les puissances croissantes de p,
les puissances négatives de p disparaitront nécessairement, puisque Uf:* est
une fonction enticre de p. Donc cette fonction (divisée par E) se dé-
veloppe en une série procédant sclon les puissances positives de p dont
les coefficients sont rationnels par rapport aux .

Done, la séric du second membre de (129) pouvant, en vertu de sa
convergence uniforme, étre éerite sous la forme d'une série entiére par
rapport a p, nous arrivons & cette conclusion:

—p .. —1

Le déterminant ( ) est une fonction enticre de p dont les

—p .. —1
coefficients sont des séries absolument convergentes procédant selon les puis-
sances des paramétres a; dans chacune de ces séries, les coefficients (divisés
par la constante E) sont des polyndmes entiers, & coefficients rationnels, par
rapport aux nombres t.

21.  La méthode précédente pour le développement du déterminant
et A ‘ ) ) , 3
(———p —1) gapplique a tout déterminant de la forme (115). En
effet, on peut obtenir I'un quelconque des déterminants (115) en supprimant,

—p .. —1
dans < : ), certaines lignes et certaines colonnes et en y remp-
—p .. —
lacant certaines lignes et certaines colonnes par des lignes et des colonnes
convenablement choisies dans la matrice des éléments y,; et on voit facile-
ment que ces opérations n'altérent pas essentiellement la forme analytique
et les propriétés générales du déterminant considéré. Ce n'est qu'a fin
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de simplifier les formules que nous nous sommes borné a l'étude de

—p .. —1 . . . . . ,
< . Aussi les conclusions précédentes relatives a ce dé-
—_—p . —1

terminant subsistent-elles sans modification pour le cas d’'un déterminant
quelconque de la forme (113).

§ 4.

22, Considérons, en particulier, l¢ cas ou 1'équation proposée (15)
a pour coefficients des fonctions rationnelles de z. On pourra I'éerire
sous la forme

dvy @, 1 d*?y Q1 d"3y On 1
<I68) dz® + qwdmn—-z + —Q_(;a:?}-i-p dzn—3 + ..+ ’Q‘;my = 0O,

Q,, Q,,.., @, désignant des polynémes entiers en x qui ne s'annulent
pas tous pour z =0, ¢, un polyndme semblable qui ne s'annule pas
pour z = 0 et p un entier convenable.

Si p <o, Iéquation (168) appartiendra visiblement, dans le voisinage
de x = o, & la classe simple des équations réguliéres. Nous pouvons donc
nous borner au cas ou l'on a p > o.

Développons les @ selon les puissances de x:

(169) QV = ﬂuo + ﬂulx + ﬁﬂm? + . + ym‘/l:m ¥=0,2,3,..,m)

et supposons, ce qui est évidemment permis, que f§,, c’est-d-dire le terme
indépendant de x dans le développement de @, soit égal & wn.
Cela posé, nous pouvons écrire, dans un certain voisinage de z = o,
+ >
Q. 1
(170) —— ¥

A
— a.)_w ’ (r=2,3,..,n)
(‘}0 x' +p A=—r—p ! ’

les a,; désignant des fonctions enticres rationnelles, a coefficients rationncls,
par rapport aux f3, ct aux f,. IEn convenant de considérer chacun des
B0 comme homogene et de degré 1 par rapport a une variable auxiliaire
t, chacun des f,; comme homogéne et de degré 2, .., chacun des Brm
comme homogéne et de degré m 4+ 1 mais chacun des f,, comme ho-
mogéne et de degré A, on voit que le coefficient a, _, , sera homogéne
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et de degré 1, que @, , ,,, sera homogéne et de degré 2,.., que
a, _,_p4z Sera homogéne et de degré 4 1, et ainsi de suite.

Cela étant, considérons les déterminants (83), définis, comme il a été
expliqué, en fonction de p et des paramétres a,,; nous avons vu que,
abstraction faite du facteur E, chacun d'eux peut étre mis sous la forme
d’une série entiére

(171) S, +81/0+S2/02+"

ot chacun des coefficients S, est une séric absolument convergente, pro-
cédant selon les puissances des parameétres a,, et ayant pour coefficients
des polyndémes entiers, & coefficients rationnels, par rapport aux nombres
7. Exprimant les a, en fonction des f§,, on voit sans difficulté que
chaque série S, converge uniformément par rapport aux f,, a lintérieur
d’un domaine fini quelconque; par conséquent, les S, sont des fonctions
entiéres par rapport aux f,.

D’aprés la convention faite plus haut, un produit gqueleonque de la forme

(I 72) aklr”l-kl Xppa—ty 3 09 Floy—in

est du degré

(173) 2+ 1)+ + G +p+1)

par rapport a £. La séric S, étant ordonnée selon les produits (172) (»
prenant successivement les valeurs 1,2, .., -+ co), chacun des indices
915 9y5 -+ 9, d'un terme quelconque sera supérieur ou égal & — p. On
en conclut qu’il n'y a, dans §,, qu'un nombre fini de combinaisons des
indices g pour lesquelles l'expression (173) prend une valeur donnée;
autrement dit, si g désigne un entier positif quelconque, il n’y a, dans
S,, qu'un nombre fini de termes de degré g par rapport a t.

Or, ordonner la séric (171) selon les puissances croissantes de ¢,
cela revient évidemment & l'ordonner selon les puissances croissantes des
paramétres 4. D’olt cet énoncé:

Chacune des fonctions déterminanies de Uéquation (168) est une fonction
entiére de p dont les coefficients, considérés comme fonctions des paramétres
B, sont des fonctions entitres ayant pour coefficients des polynémes entiers,
@ coefficients rationnels, par rapport aux nombres .
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23. Soit, dans la suite des paramétres suivants:

(174) ﬂgo’ﬁgoa * o3 [In0y

B le premier qui n'est pas nul. L'équation déterminante, relative &
2 = 0, sera évidemment

(175) (o) = froplo— 1) .. (0 —n + o + 1)
+ forroplo—1).. (o —n+ o+ 2)+ ..+ f,=0.

Pour que les a se trouvent & lintérieur d’un domaine 7', défini par
des conditions de la forme (80) et (80’), il suffit que les g satisfussent
aux conditions suivantes

(I 76) ﬂoo = 1I; lﬂ,.)‘ ' :<) 22, (7=0,2,8,.,0;A=0,1,2,..,m)
(176,) 'ﬂa(}!z:ﬂ

les f), désignant des constantes positives (ou nulles) quelconques et # une
quantité positive (non nulle) quelconque. Appelons U le domaine des
parametres # défini par ces conditions.

D’aprés ce que nous avons vu, on peut toujours, par une suite finie
d’opérations arithmétiques, trouver un entier A et A fonctions entiéres de p:

(177) F,(0), Fy(p) s -+ Filp)

qui jouent le role de fonctions déterminantes pour I'équation considérée,
relativement au point singulier z = o, tant que les paramctres 3 restent
a lintérieur du domaine U. R désignant l'une quelconque des racines
de Yéquation déterminante, nous savons que les conditions nécessaires et
suffisantes pour l'existence d'un nombre donné p d'intégrales réguliéres
appartenant a R sexpriment en disant que les fonctions (177) doivent,
pour p = R, sannuler de Vordre p; et de la se déduisent immédiatement
les conditions nécessaires et suffisantes pour que I'équation (168) possede,
dans le voisinage de # = 0, un nombre donné s d’intégrales réguliéres.

Proposons-nous maintenant de traduire ces conditions en relations
entre les parametres.

Ceci se fait sans difficulté dans le cas ou toutes les racines de I'équa-
tion f(p) = o sont incongruentes. En cffet, désignons par

(178) BR,R,..,R._,
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les racines de f(p) = o, par
by tyyWyy ooy Uy

A+ 1 variables auxiliaires et par G(fw, ..w,) le produit suivant

(179) It — w,Fy(B) — u,F,(R) — .. — w, Fy(R));

il suffira d’écrire que G(fw,..w,), considérée comme fonction de ¢, a s
racines nulles quelles que soient les valeurs des variables u ..u;; ce qui
conduit & un certain nombre de relations de la forme

(180) HQR ,R,,..,R,_)=o0,

H désignant une fonction entiére et symétrique par rapport aux racines
(178) et étant, par suite, représentable par un développement de la forme

(181) H=H +H +H +..+H+ ..,

H, désignant un polynéme homogéne et symétrique de degré v par rapport
aux R. Daprés la propriété des fonctions (177) établie au numéro pré-
cédent, on voit que, dans chacun des polyndémes H,, les coefficients sont
des fonctions entiéres par rapport aux f,; dont les coefficients (divisés
par la constante ) sont decs polyndmes, & coefficients rationnels, par
rapport aux nombres 7.

Or, écrivant f(p) sous la forme

(182) o) = o0+ 1" + L6+ oo+ o)

et convenant de considérer f,,f,, .., f,_, comme des quantités homogénes
des degrés respectifs 1,2,..,n— ¢ par rapport & une variable auxiliaire
t, on sait que tout polyndme homogéne symétrique et de degré v par
rapport aux racines R, peut s'écrire sous la forme d'un polynéme en
fisfys-+s faea homogéne et de degré v par rapport & ¢. Chacun des
coefficients f (multipliée par f3,,) s'exprimant en fonction linéaire et ho-
mogcne, & coefficients entiers, par rapport aux parameétres f,.iq0, Brys0s
..y By on en conclut que toute fonction telle que H est une fonction

entiére par rapport a L et anx B.2, ayant pour coefficients des poly-

ﬂa’.o
ndmes entiers, & coefficients rationnels, par rapport aux r.
Acty, mathematica. 18. Imprimé le 12 novembre 1894, 52
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Toutefois, les relations ainsi obtenues cessent d'exprimer les condi-
tions dont il g'agit dés que deux ou plusieurs des racines R deviennent
congruentes. Pour obtenir des formules qui embrassent tous les cas
possibles, il faudra modifier la méthode précédente. Tout d’abord, nous
avons besoin de quelques considérations préliminaires relatives & la di-
visibilité de fonctions entiéres.

24. Soient

o) =a, + ap + .. + @G p"" + p",

Flp)="0b, +bp+ ..+ b, 0"+ b.0" + ..
deux fonctions de p dont T'une ¢(p) est entiére et rationnelle de degré
m, lautre F(p) entiére (rationnelle ou transcendante). Pour trouver les
relations entre les @ et les b qui sont nécessaires et suffisantes pour que
¢(p) et F(p) possédent un facteur commun de degré s, nous emploierons
Ia méthode suivante.

Soient
P1ryPasr« s Pn

m quantités arbitraires que nous supposerons d’abord différentes entre
elles. Si nous écrivons

F(p,) = 4,,
F(loﬁ) = Ao + Al(pﬂ —101)’
(1 83) F(Pg) = Ao + Al(los _101) + An(lo?, _7101)(103 _102)

F(pm) = Ao + Al(pm_p1) +..+ Am—x(pm_‘pl)(pm—pa)“(pm—”pm—l)

les coefficients 4, , auront les valeurs

— -2 —1
17/01’--,;0:2’1'7(:01) O N A Ut
Av—l = . . .o . . . . . .o . . v=1,2,.,m)

y—2 v—1

17;0147"740‘:0_27F(pv) I’pv7"7pv 7pv
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ou, ce qui est la méme chose,

’ F(pl) F(Pz) F(Pv)
-A - — 7 .. BN v=1,2,..,m
(1837) - = ey T o) T * Zio ¢=bBm

¢,(p) désignant la fonction suivante

2,(0) = (0 —p, )0 —p,) - - (0 — p)).

4, ,, considéré comme fonction de p,, p,, .., p,, étant visiblement une
fonction entiére, nous pouvons poser

(1'84) A,_l = 9(p1 s Pgs s p,) v=1,2,..,m)

en désignant par #(p,,0,,.., p,) une fonction entiére par rapport aux
013 Py5 « -5 p, ayant pour coefficients des polyndmes & coefficients rationnels
par rapport aux b.

Ceci posé, désignons par p,,p0,,..,0, les racines de ¢(p); je dis que
la condition nécessaire et suffisante pour que F(p) et ¢(p) admettent un
diviseur commun de degré s consiste en ceci: on doit avoir, pour une

permutation convenable p,, p,,.,, p, de s des racines de ¢(p),

(185)  6(0,) = o, 8(os0) =0, .., 68(pspy>--5p)=0.

C'est ce qui est évident dans le cas ol toutes les racines de ¢(p)
sont différentes car, dans ce cas, les équations (185) sont, en vertu des
relations (183), équivalentes aux suivantes:

F(p,) = o, F(p,)=o0, .., F(p,).

Pour le démontrer d’une maniére générale, remarquons d’abord que
les équations (185) sont équivalentes aux suivantes

(185’> 8(/0:7_,) =0, G(Pa, ’ Paz) =0, .., Q(Pa, » Pays» s loa.) =0,

a,,,,..,a désignant une permutation quelconque des nombres 1, 2,..,s;
on a, en effet; en vertu des formules (183),

9(40:11) = Ao + H A, + H,4,+ .. + H, 4, ,,
6(/0a;’/0a) = 4, + Hp4, + ..+ Hy 14,

g(loal’loaﬂ "7/0a.) = As-—17
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les H désignant certaines expressions entiéres et rationnelles par rapport
aux p; en d'autres termes, on peut passer du systéme des fonctions

0(/01)’ 6(/01’402)"" 0(/01’4097“’;%)

a- celut des fonctions

g(loal) b 9(10111 2 /Oaz) P | 9(10121 2 pa27 AR § /oa.)

par une substitution linéaire de la forme

1, H,, .., H,
| S
1

ce qui prouve bien l'équivalence des systemes d’équations (185) et (185').
Si les racines

(186) L1303 45 Ps

ne sont pas toutes distinctes, nous les supposerons rangées de la maniére
suivante

Pr = =P F Pup1 = =Py E Oy ==,

c'est-a-dire nous désignerons par p,, p,i1, P51 -+s P241 les racines distinctes,
Par p,, p,, -+ p, celles égales a p,, Par p,q1, Pui2 s - . , o5 celles égales &
Pay1 €t ainsi de suite.

En vertu des relations (183) on a (en supposant d’abord les p
distinctes)

— — — 9(;1,_.,--,—14—)—8(15 ,‘A,--,_y— ’ﬁl‘)
8(1017;02""1%)2 ool = —— =

Pv—1 — ﬁu
d’olt se conclut que l'on a, pour p, =p, = .. = p,:
_ _, @)
8(101 s Og5 v pv) = = v=2,3,..,2)

dp,
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Si, dans les équations (185'), nous prenons p, = p,, P, = Py -+ » Pu, = P,
les a premicres de ces équations seront donc équivalentes aux suivantes
187)  F(p)=o, Flp)=o, .., Fei(E)—o.
On a de méme, pour g,y = p,py = .. = pg
_ _ _ v—a-—-1 _ _ _
0(101,7 Pgr=vs ,0,) T — 8(401 1y Pgs v+ Ioa+1); (v=0¢+2,..,56)
aﬂa-f—l

or, en vertu des relations (183’) et des a premiéres des relations (185'),
on obtient

_ _ F<16a+1) _ .

(Pat1 — 01)(Pat1 — p3) - - (Patr — 2)

0(,51;!—727 . ')laa+1> =
ce qui conduit aux relations suivantes:
(188) F(ps41) =0, Flpsp) =0, .., FO=D(p,,,) = o.

Continuant ainsi de proche en proche, nous voyons que les équations
(185’) sont équivalentes 4 l'ensemble des relations (187), (188), ... On
en conclut que les relations (185) expriment bien les conditions nécessaires
et suffisantes pour que la fonction F(p) soit divisible par

(o —p)p—p3) - (p— p)

Formons le produit suivant
(189) a[g (%, 0(p,) + #,0(00 s po) + -+ 4,000, Poys -+ 5 Pu))

a, .. a, désignant successivement toute permutation de s nombres distincts
de la suite
1,2,3,..,M

et u, ,u,,..,u étant des variables auxiliaires; pour que F(p) et ¢(p)
admettent un diviseur commun de degré s, il faut et il suffit que ce
produit soit nul quels que soient w,, w,, .., u, car, d’aprés ce que nous
avons vu, il faut et il suffit que 'un au moins de ses facteurs s'annule
identiquement. Mais de ld on est conduit & un certain nombre de re-
lations de la forme

(190) H(a,b) =o0
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H(a, b) désignant une série convergente procédant selon les puissances
croissantes de @ et de b et ayant pour coefficients des nombres rationnels.

Ces relations (190), qui sont évidemment en nombre fini, expriment
donc les conditions dont il s'agit, quelles que soient les valeurs des coeffi-
cients a et b.

25. Pour pouvoir appliquer ces résultats au probléme que nous
avons en vue, il faut démontrer d’abord le théoréme suivant:

Pour que l'équation (168) admette un nombre donné s d’intégrales
réguliéres, il faut et il suffit que les fonctions (177) possédent s(k—% + 1)
racines en commun avec la fonction suivante

(191) (o) (o + 1) .. f(o + k),

k et h désignant des entiers positifs convenables.
Soient, en effet,

(192) R17R2* L Rn—a

les m — o racines de 1'équation déterminante f(p) = o. Supposant que
les paramétres § restent dans lintérieur du domaine U défini par (176)
et (176"), nous pouvons assigner une limite supérieure H aux valeurs
absolues des différences

Rﬂ — R,; (tyv=1,2,.,,n—0)

soit & l'entier positif immédiatement supérieur au nombre H et désignons
par & un entier quelconque supérieur a h.

Supposons que les racines (192) soient numérotées de telle maniére
que R, R,,.., R, désignent les racines incongruentes de f(p), et que,
de plus, R, ait une partie réelle inférieure a celle de toute autre racine
de f(p) congruente & R, (v désignant successivement 1,2, .., a).

Désignons par ¢, le nombre des racines (comptées avec leurs ordres
de multiplicité) congruentes a R, de sorte qu’on ait

t+ b+t =n—o0;

soit s, 'exposant de la plus haute puissance de p — R, qui divise toutes
les fonctions (177). Nous aurons la' condition suivante

S, < t, v=1,3,.,a)
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et le nombre des intégrales réguliéres de 1'équation (168) sera égal &
s, +s8 +..+s,. Par conséquent, la condition nécessaire et suffisante
pour lexistence de s intégrales réguliéres peut s'écrire ainsi:

(193) S +s+.. s >s

Les fonctions (177) s'annulent, pour p = R,, d’'ordre s, au moins,
mais de la on peut conclure que ces fonctions g'annulent du méme ordre
pour p = R,— A, A désignant un entier positif quelconque; car, si elles ne
gannulaient toutes que d’un ordre inférieur & s,, le nombre des intégrales
régulieres appartenant a R, — A serait inférieur a s,, ce qui est évidem-
ment contraire a I'hypothése.

Or, % désignant un entier positif quelconque supérieur & h, la fone-
tion (191) s'annule pour p = R,—2A d’ordre s, au moins, pourvu que l'on ait

A<k —h.

Par conséquent, le nombre des racines communes aux fonctions (177) et
[
(191) est, au moins, égal a

s, +8 + .. Fs)E—h+ 1);

done, § désignant le nombre exact de ces racines communes, la formule
(194) S>sk—h+ 1)

exprime une condition nécessaire pour l'existence de s intégrales réguliéres.

Pourvu que £ soit suffisamment grand, cette condition nécessaire
entrainera la formule (193) et exprimera donc en méme temps la con-
dition suffisante.

En effet, toute racine commune aux fonctions (177) et (191) peut
g'écrire sous la forme R,— 2, v désignant un entier positif convenable
et A un entier positif ou négatif convenable. Or, de résultats précédem-
ment obtenus (cf. n° 10) il résulte que, si toutes les fonctions (177)
s'annulent, pour o = R,— 1, d'un certain ordre s, ces fonctions s'annulent
nécessairement aussi, pour p = R,, de cet ordre s au moins. Les seules
valeurs de p pour lesquelles peut s'annuler la fonction (191) sont évi-
demment

R,+h, R,+IZ—I,..,R,, RV—I,.-,RV—‘k. v=12,..,@)
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Donc, s, désignant I'exposant de la plus haute puissance de p — R,
qui divise toutes les fonctions (177) et (191), on aura

(s, +s8,+..+s)b+r41)>8;

done, si T'on suppose la condition (194) vérifiée, il vient

G Fs+ . )b+ h 4 1) >sk—h 4 1)

De 14 et en vertu de la formule

s$i+8+..+s,Sn—o
on obtient

(195) (s, +s, + .. +s)k+ 1)—sk 4+ 1)+ k(n—0 4 s)>o0.

Si Tentier positif ¥ + 1 remplit la condition
(196) k4+1>hn—o+s),

ce que nous supposerong, la formule (195) ne peut évidemment étre vraie
que si 'on a

(197) ss+s, 4. s>
C. q.f d

Il est donc démontré que, si I'on choisit # comme il a été expliqué
plus haut et & conformément a la condition (196), le nombre total des
intégrales réguliéres de I'équation (168) est égal au plus grand entier
contenu dans le nombre

—___S T—

EF—h+ 1’
S désignant, comme plus haut, le nombre total des racines communes
aux fonctions (177) et (191). En d'autres termes, dire que I'équation
(168) admet un nombre donné s d'intégrales réguliéres, cela revient a
dire que le nombre des racines communes aux fonctions (177) et (191)
est, au moins, égal a s(k —h + 1).

26. Désignons la fonction (191) par @(p) et posons

F(P) = €1Fl(lo) + 52F2(p) + oot élFA(/o)’
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§,&,..,& désignant des variables auxiliaires. Pour exprimer que
I'équation (168) posséde s intégrales réguliéres, il suffira d’écrire que les
fonctions F(p) et &(p) ont s(k — & 4 1) racines communes quelles que
soient les valeurs de &, &,,.., &,.
En vertu de la formule (175), @(p) est une fonction entiére ration-
nelle de p de degré
n—0o)k+ 1)=m

et pourra s'écrire sous la forme
Dp) = o™ + 0" + .. + O,

&, désignant la puissance k 4 1°™° de f3,, et les autres @,, des expres-
sions entiéres et rationnelles, a coefficients entiers, par rapport aux para-
métres 4. D’aprés ce que nous avons vu au n° 23, Uexistence d’'un
nombre donné de racines communes & F(p) et @(p) s'exprime par un
nombre fini de relations de la forme

H = o,
H désignant une série procédant selon les puissances de

5 O Ousees O

et des coefficients de I(p) et ayant pour coefficients des nombres ration-
nels; considérée comme fonction de &, &,,.., &, H cst une fonction en-
ticre rationnelle puisque son degré par rapport aux coefficients de F(p)
est nécessairement inférieur & un certain nombre fini. Par conséquent,
en égalant a zéro chacun des coefficients de la fonction H (considérée
comme fonction de &, &,,.., &) on obtiendra un nombre fini de relations

de la forme
(198) K=o,

K désignant une fonction entiére par rapport ¢ s— et aux paramétres f3,

ﬂa.O

dont les coefficients sont des polyndmes enliers, ¢ cocfficients rationnels, par
rapport aux nombres r. Do ce théoréme:

Etant donnés une équation différentielle (168), son ordre n et le degré
Acta mathematica. 18. Imprimé le 13 novembre 1894. 53
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n— o de son équation délerminante, on peut toujowrs, par ume suile finie
d'opérations arithmétiques,” trouver wune suite finie de relations de la forme
(198) qui expriment les conditions mécessaires et suftisantes pour que léqua-
tion proposée admette, dans le voisinage de x = o, un nombre donné d'inté-
grales réguliéres.

Ces relations (198) expriment les conditions dont il s'agit tant que
les paramétres f restent dans l'intérieur d’un domaine U, fixé arbitrare-
ment & l'avance par des conditions de la forme (176) et (176’). '

Nous sommes donc parvenu & la solution compléte du probléme que
nous nous étions proposé, & savoir de trouver les relations qui expriment
Vexistence d'un nombre donné d'intégrales réguliéres d'une équation li-
néaire donnée. Mais il convient d’ajouter que ce résultat ne perinet pas,
du moins dans le cas général, de décider, par une suite finie d’opérations
arithmétiques, si l'équation proposée posséde des intégrales réguliéres ou
non; car les seconds membres des relations (198) sont, en général, des
fonctions entiéres transcendantes. Nous avons trouvé plus haut (n® 14—16),
il est vrai, une suite de critéres algébriques qui permettent de résoudre
le probléme dans des cas étendus. Mais en méme temps, nous avons
reconnu l'existence de certains cas d’exception own les opérations algé-
briques ne conduisent pas a bonne fin. A cause de ces cas et de la
nature transcendante des fonctions K, il n’est pas encore possible de ré-
pondre a la question suivante:

Peut-on toujours, par une suite finie d’opérations arithmétiques, dé-
cider combien une équation lindaire & coefficients rationnels posséde d'in-
tégrales réguliéres?

La solution de ce probléme, si jamais on pourra la trouver, dépendra
sans doute d'une étude approfondie des fonctions déterminantes (177) ou,
ce qui revient au méme, des fonctions K.

Dans ce qui précéde, nous avons toujours supposé que l'équation

e . . ., dn—l
considérée (15) ou (168) fut privée du terme en Ex—"__—?

est toujours légitime puisqu’'une équation quelconque peut se ramener

Cette hypothése
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immeédiatement & ce cas par une transformation connue; mais, pour la
théorie des intégrales réguliéres, une telle transformation pourra introduire
certaines difficultés de sorte que, dans beaucoup de cas, il sera préférable
d’aborder l'étude de 1'équation donnée sans aucune transformation pré-
alable. In opérant ainsi, les déterminants infinis que l'on rencontrera
ne seront plus de la forme normale, de sorte que les méthodes employées
plus haut ne seront plus applicables. Il faudra, dans ce cas, se servir
d’une classe plus générale de déterminants infinis, déterminants dont nous
avons établi la convergence dans une note publiée aux Comptes rendus
de 'Académie de Paris, le 30 janvier 1893.




