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SUR LES CARACTERES DE CONVERGENCE 

DES STORIES A TERMES P O S I T I F S  

E T  SUR LES FONCTIONS INDI~FINIMENT CROISSANTES 

PAI~ 

3. HAD&MARD 
A B O R D E A U X  

I. Apr(~s avoir 6tubli que dans une s6rie ~ termes positifs 

~o 

le produit nu~ ne pouvait rester tint sans qu'il y efit divergence, les 
g6oln~tres ont pu chercher pour la convergence d'une telle s6rie une con- 
dition n6cessaire et suffisante de la forme 

(2) l i m u , ~ ( n )  = o. 
n~Qo 

ABEL ~ demontr6 qu'une pareille condition ne saurait 6tre form6e, 
et cela par le th6or6me suivant: 

I1 n'existe pas de fonction ~(n)  teUe que la sdrie it termes positifs ~ 
oo 

~u,, soit ndcessairement convergente si le produit u,,9,(n ) tend v e r s o  pour 

n infini, et ndcessairement divergente si ce produit conserve une wleur finie. 

I1 importe de remarquer que 1~ formation m(~me d'une fonction r 
satisfaisant aux conditions de cet 6none6 ne donnerait pas un caract~re 
n6cessMre e~ suffisant de convergence. En effet le produit u ,c (n)  peut 

Comme il s 'agit exclusivement~ dans ce qui suit~ de s6ries ~ termes positifs, nous 
n6gllgerons ddsormais de mentionner cette restriction. 

A e t a  m a t h ~ n a t ~ .  18. Impr im~ le 13 septembre 189~. 
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ne v4rifier aucune des deux hypotheses pr~c4dentes: il peut osciller sans 
tendre vers aucune limite, la limite inf~rieure d'ind6termination ~tant o. 

En tenant compte de cette remarque, on constate, comme l'a fait 
voir M. PRINGSHEIM, 1 qu'une ~galit~ de la forme (2) ne pent  mdme pas 
donner une condition ndcessaire de convergence (saul, bien entendu, si 
F(n) n'est pas infini). C'est ainsi, par exemple, qu'on peut trouver une 
s~rie convergente ayant une infinit~ de termes communs avec la s~rie 
harmonique: il suffit que les indices de ces termes soient en progression 
gdom6trique, les termes intermSdiaires dtant ceux d'une s~rie convergente 
quelconque. 

Comme cependant ces cas d'oscillation ne se prSsentent pas dans la 
plupart  des applications, nous nous en tiendrons au point de vue d'ABEr.. 
Le th~or~me pr~c~demment ~nonc~ revient au fond k celui-ci: Si peu 
divergente que soit une sdrie, on pent multiplier ses termes successifs par des 

hombres infiniment petits sans troubler la divergence. 

Du BoIs REYMOND ~ a compl~t~ ce th6orSme par le suivant: 

Si pen convergente que soit une s~rie, on peut multiplier ses termes 

par des hombres inddfiniment croissants sans troubler la convergence. 

I1 e s t  ~ remarquer  que ce dernier donne la r~ponse k une question 
ana logue  k celle que s'est posse ABEL. On en ddduit en effet qu'il 

n'existe pas de fonction F(n) telle que la s&'ie ~,un soit ngcessairement di- 
ve~yente si le prodttit ~(n)u~ augmente inddfiniment, et n~cessairement con- 

vergente si ce produit reste fini. 

2. Les th~orSmes precedents reviennent au fond k cette remarque:  

On peut toujours trouver une sdrie plus lentement convergente qu'une 

sdrie convergente donnde et une sdrie plus lentement divergente qu'une s~rie 

divergente donnde. 

1 Allgemeine Theorie der Diverge~z und Convergeuv yon ]~eihen mit positive.n Gliedern, 
Math. Annalen, t. 35, P. 344--350; 189o. 

2 tiber Convergen.v yon Reihen mit positive~ Gliedern, Crelle 's  Journal, t. 761 
p. 85; 1873. 
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Sous cette forme ils sont pour  ainsi dire intuitifs. M. PI:INGSrlC.IM 
a mdme donn6 une m&hode g6n6rale pour former, avec un certain degr6 
d'arbitraire, des s6ries de plus en plus lentement convergentes ou di- 
vergentes. 

Si l 'on n'a en vue que l'existence de ces s6ries, on peut parficulariser 
la valeur de l'exposant p qui figure duns ses recherches (ou de l'exposant 
analogue p de Du BOIs-REYMOI~D) et r6duire la d6monstration ~ la forme 
simple suivante: 

Th~or~me (a). Si peu divergente que soit une sdrie, on peut ton]ours 
multiplier ses termes successifs par les valeurs correspondantes d'une quantitd 

I 
infiniment d~croissante ~ de fagon d former une nouvelle grie elle-m~me 

divergente. 

En effet la somme Sn des n premiers termes de la s6rie ( i ) a u g -  
mentera ind6finiment avec n e t  l'on aura un == S,+~ ~ S.. 

En multipliant u~ par la cluantitd (infiniment petite pour n infini) 
I 

V~-~, + ~/~-~, on aura done la s6rie divergente 2 ' (~/~- ,~-  ~/~). 

Th~or~me (A). I1 n'existe pas de fonction ~(n) teUe que la s~rie (I) 
soit ndcessairement convergente si le produit u,,~(n) tend verso et ndcessaire- 
ment divergente si ce produit reste sup~rieur 5 un nombre fixe. 

I 
Car si ~(n) jouit de la seconde propri&6, la s6rie ~ ~ est di- 

vergente et nous pouvons multiplier ses termes par des nombres infiniment 
petits sans la rendre eonvergente. La premiere propri&(! n'est donc pus 
v6rifi6e. 

Th6or~me (b). Si peu convergente que soit une sdrie, on peut multiplier 
ses termes par les valeurs correspondantes d'une quantitd Qn inddfiniment 
Croissante sans troubler la convergence. 

En effet le r e s t e r ,  tendra vers o, et la s6rie pourra s'~crire 

~ : u .  = 2 " ( r .  - -  r . + , ) .  
Aota matlurmat~a. 18. Imprim~ le 14 septembre 1894,. 41 
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I 
En multipliant u= par la quantit6 ind6finiment croissante + r ' 

on obtiendra done la nouvelle sdrie convergente ,.(~,/rn--~/r,,+~). 

Th6or~me (B). l l  n'existe pas de fonction ~(n) telle que la s~rie Vu,, 
soit ndcessairement convergente si le produit ~(n)u,  reste fini et n~cessaire- 
ment divergente si ce produit augmente inddfiniment. 

~  , I 

En effet, si r  jouit de la premi6re propr,ete, la s6rie ~ ~ est 

convergente et nous pourrons multiplier ses termes par des nombres in- 
filfiment croissants sans la rendre divergente. La fonction f ( n )  ne satisfait 
done pas s la seconde condition. 

3. Nous avons partieularis6, dans la d6monstration des th6or6mes 
(a) et (b), la m6thode de formation des nouvelles s6ries remplissant les 
conditions des 6nonc6s. On peut au contraire laisser ~ cette formation 
toute la g6n6ralit6 possible. 

Dans le premier cas (th6or6me (a)), les deux s6ries, au lieu d'6tre 
li6es par la relation 

off S'. est la quantite analogue ~ S~ form6e dans la seconde s6rie, pourront 
~tre li6es par une relation quelconque de la forme 

s: = v(sn), 

ou V(x) sera une fonction infinie lorsque x est inflni, mais dont la d6- 
riv6e devient en m~me temps nulle. Car alors on aura bien 

/ S '  ' 

, ,  . . . .  v' (z ) ,  &_,  < y, < & 

I 

et par cons6quent un - -  = O) p o u r  n ~ C-x.~. 
qA n 

Pourra d'ailleurs 8tre prise pour fonction V l a  fonction inverse de 
toute fonction continue et constamment Croissante qui augmentc ind6fini- 
ment aussi que sa d6riv6e lorsque x augmente ind6finiment, comme c'est 

ea  
, ,~ 

le cas pour x p (si p >  I), pour e ~, pour e e etc. C'est ainsi que x ~ (avecp< I), 
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log x ,  l o g . l o g . . . l o g x  donnent des types de fonctions V, ceux-l~ m&ne 
qui ont 6t6 utilis6s par  M. PRI~SGIt~IYL 

Dans le second cas, celui du thdor6me (b), au lieu de d6finir la 
nouvelle s6rie par la relation 

J 

on pourra prendre 
r'.---- VCr.) 

oh V(x) sera une fonction qui s'annulle avec x pendant que sa d6riv6e 
devient infinie pour la m6me valeur de la variable, autrement dit, l'in- 
verse d'une fonction nulle ainsi que sa d6riv6e pour x - - o  (par exemple 

1 
de x p, pour p > I, de e ~, etc.). 

Moyennant cette condition, le rapport 
t t p 

u , ,  r . -  r.+, __ V'(R), (r.+, < R < r.) 
~ n  r n  - -  rnT1 

sera bien infini avee n. 

4. Pour toute s6rie donn6e, on peut former, comme nous l'avons 
dit, les fonctions /J(n) ou Q(n) des th6or&nes (a), (b). Mais, une fonction 
ind6finiment croissante quelconque 6rant donn6e, on peut toujours trouver 
une s6rie assez peu divergente (ou convergente) pour que ]a fonction ne 
puisse pas &re prise pour la fonction P(n) (ou Q(n)). On a en effet l a 
proposition suivante; aussi implicitement contenue dans les r6sultats de 
MM. DE BOls-REY~tO~D et PRINGSHEIM. 

Thdor~me (e) .  Une [onction ind~flniment croissante quelconque F(n) 
dtant donn~e, on peut trouver deux sdries, rune convergente, l'autre divergente, 
telles que le rapport des termes correspondants soit _F(n). 

Supposons en effef la fonction F constamment croissante et appliquons 

la s6rie ~ (v(-~-- x ) le th6or6me (b). Nous aurons une fone- 

tion ind6finiment croissante Q ( n -  i) telle que la s6rie 

I I [Q(~-9 e(~')] 
E [  Q(]$ - -  I) (~T(,~---- ') -P(~))] : Z LF(n-- I ) F(n)J "t- ~ [Q(,~)- (~(]~-t~,(n) I )] 

soit eonvergente. 
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~"[Q0~ --  i )  Q(r~)] peut gtre supposde convergente, car Or la s6rie z . . , l F ( ~  i) F(n)_l 

on peut faire croltre Q aussi lentement qu'on veut, et en particulier plus 
lentement que F.  Dans ces conditions, les deux s~ries ~ ( Q ( n ) ~  Q ( n - - I ) )  

et Z Q(~*)- Q ( n -  i) F(n) r~pondent n la question. 

5. Nous avons suppos~ que la fonction F ~tait constamment crois- 
sante. On peut en effet ramener le cas le plus g~n6ral k celui-lk en 
rempla~ant lu fonction F par une autre constamment croissante qui lui 
soit toujours au plus 5gale. Pour cela, aprSs avoir repr~sent~ la suite 
des valeurs de F ( n )  par des points ayant ces valeurs pour ordonnSes et 
les valeurs correspondantes de n pour abscisses, il suffira d'entourer in- 
fdrieurement cette figure d'une sorte de polygone de N~WTO~ analogue 

celui que j 'ai utilis6 dans un~travail precedent, 1 avec cette seule diffe- 
rence que ce polygone ne sera pas assujetti ~ la condition d'dtre convexe, 
mais seulement de n'avoir aucun cbt~ k coefficient angulaire n~gatif. 

Analytiquement, cela s'exprimera ainsi: la fonction /~', 5rant infinie 
pour n infini, doit prendre une valeur u 0 ~-F(no) plus petite que toutes 
les autres. De n = o ~ n = no, nous remplacerons les valeurs de F 
par d'autres qui aillent constamment en croissant ct dont la derni~re soit 
u 0. Soit ensuite u~----F(n~) la plus petite des valeurs de F corres- 
pondantes ~ n > no; de n ~ n o k n = n~, nous remplacerons les valeurs 
de F par d'autres constamment croissantes de u 0 k u~, par cons6quent au 
plus 6gales aux valeurs donn6es, et ainsi de suite. 

S i  nous voulons que P soit croissant au sens le plus strict du mot, 
c'est-~-dire ne puisse jamais rester constante pour une s6rie de valeurs 
de n, il faudra, lorsque k une mdme valeur ui correspondent plusieurs 
valeurs de n, avoir soin de prendre pour n~ la plus grande de ces derni6res. 

Ayant ainsi d6termin6 une fonction auxiliaire F '  toujours au plus 
6gale k F ,  mais croissante, nous pourrons op6rer comme i l  a 6t6 dit sur 
cetto, derni~re fonction. Quand nous aurons form6 In s6rie convergente 

I Etude sur. les propridtds des fonetions entidres, Journal de Liouville~ 4 e s~rie~ 
tome 9~ P. x74; I893. 
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Zu~ telle que 2)u,,F'(n) soit divergente, la s6rie Zu~F(n) le sera ~ plus 
forte raison. 

6. Si d'une s6rie convergente (ou divergente) on en d6duit une 
scconde plus lentement convergente (ou divergente) que la premiere, de 
cello-el une troisi~me, et aussi de suite, on pout obtenir une infinit6 de 
s6ries pourrant servir k juger par comparaison de la convergence ou de 
la divergence d'une s6rie donn6e. 

C'est k cette classe de caract~res qu'appartient le crit6rium dit loga- 
rithmique 6tabli par MM. BERTRAND et BONNET, et dans lequel on avait 
cru voir une r~.gle de convergence applicable ~ tous los cas. MM. Du 
BOIS-RF~YMO~D a et PICr~GSHEI~ ~ ont r6fut6 cette erreur et form6 des sdries 
tant convergentes que divergentes pour laqueUes le crit6rium logarithmique 
ne donnait aucun r6sultat. 

7. Cette insuffisance n'est point particuliSre au crit6rium loga- 
rithmique. Noun allons constater qu'il ne faut pus plus esp6rer obtenir 
un crit6rium g6n6ral ~ l'aide d'une infinit6 de s6ries de comparaison qu'k 
l'aide d'une seule. 

Prenant, par exemple, en premier lieu, le cas de la divergence, nous 
allons d6montrer qu'~tant donnde une infinitd de sdries divergentes, on peut 
former une nouvelle sdrie divergente ayant ses termes 5 la longue plus petits 
et mdme infiniment l~lus petits que n'importe quelle des premiOres. 

Toutefois nous avons une restriction indispensable ~ faire; car on 
peut trouver deux s6ries divergentes telles que toute s6rie ayant ses termes 
plus petits que les termes correspondants de chacune de cos deux soit 
n6cessairement convergcnte. I1 suffira, par exemple, de prendre comme 
termes de rang pair, dans 1,~ premiere s6rie, les termes successifs d'une 
s6rie divergente, comme termes de rang impair ceux d'une s6rie conver- 
gente et de faire l'inverse dans la seconde s6rie. Nous supposerons en 
cons6quence que la suite des termes qui se correspondent dans los s6ries 
successives soit constamment d6croissante, de sorte que l'6nonc6 k d6montrer 
sera le suivant: 

t Du BoIs-Rv, YMOl~D, loc. cir., p. 88--9I. 
PmI~GSaSL~, loc. cir., p. 351--355. 
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Th~or~me (a). Etan t  donn6es des sdries divergentes 

S (') = U (1) *.~ ~gl 1) 71-- . . .  "-~ U}, 1) + " ~  , 

2 : )  = u(o,) + uf  ~) + . . .  + u(g ) + . . . ,  

S(~)= u,o~) + ul ~) + . .  + - , ~ )  + . .  �9 '?/b n , 

en hombre infini, et teUes que, pour une m6me valeur de n ,  les u (P) aillent 

en ddcroissant quand P augmente, on peut  tou]ours trouver u~e sdrie plus 

lentement divergente que n'importe la~uelle des premieres, et cela de maniOre 

que le rapport des termes correspondants tende v e r s o .  

Soit en effet S<f ) la somme des n premiers termes de la s6rie S (v), 

laquelle va en augmentant  ind~finiment avec n.  Prenons une suite de 

nombres a~ , a 2 , . . . ,  am, . .  �9 ind~finiment croissants et nommons n~ la 

plus petite valeur de n telle que SI~>~ el; n~ la plus petite valeur de 
~/ (au moins ~gale k n~), telle que S(,:~)> a 2; en g~n6ral, np la plus petite 
valeur de n telle que S<P '>  a• 

Nous poserons, tout d'abord, pour n < n~, 

. .(l) 
W n  - - - -  "t~n �9 

Puis l'inSgalit6 
< 2 - -  

nous montre que la diffdrenee S ( ~ ) -  s (~) peut 6tre d4eompos~e en n~ ~ n  1 
7'I 2 n I 

parties plus petites respect ivement  que u (t) ~,(') "'") Ce sont ces 
t~ I @ ~ U t t l + l  ) " " " ) ' g ~ n , : - - l *  

parties que nous prendrons pour valeurs sueeessives de w., de n = n x 
n - -  n~ exclusivement. 

En g4ndral, nous remarquerons que l 'on a 

(P+l> S(P) S(P) __ N(p) 

et nous diviserons le premier membre  en n p + ~ - - n p  parties w.~, w . ~ + j , . . . ,  

w.~+~ respeetivement inf~rieures aux parties ..,~u (p) , .,(e)~.~+a, �9 �9 �9 u (P),,~,-a du second. 

La s~rie 2 w .  ainsi eonstitude satisfait bien aux conditions de l'6none& 

Elle est manifestement divergente, puisque parmi  les valeurs suceessives 
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de Ia somme de ses n premiers termes se trouvent les valeurs S (~) S! ~) 
,~(P) respeetivement sup6rieures k %,  %,  , ae ,  et par 

suite ind6finiment croissantes. D'ailleurs, k partir de n == ne, on a bien 

Wn ~ qz (~) 

"W n 

8. Si toutefois le rapport _ ~  ne tendait  pas vers o, il suffirait 
'IA n 

d'appliquer ~ la s6rie w, le th6or6me (a). Mais cette derni6re particu- 
larit6 ne peat  se produire que dans les cas peu intdressants off le rapport  

�9 n au~mente pas ind6finiment. D'ailleurs on peut toujours C)  (q > P) , 

6carter cette hypoth6se en mu!tipliant (ce qui est 6videmment indifferent 
dans la question actuelle) chaque sdrie S (P~ par un hombre ddtermind, mais 
variable avec P et tendant v e r s o  quand P augmente  ind~finiment. 

9. Th4or~me (~t). I1 est impossible de trouver une suite infinie de 
fonctions ~(~)(n), ~ ( 2 ) ( n ) , . . . ,  ~ (P) (n) , . . .  telles que la serie Xa, soit n~- 
cessairement convergente si, ffuel flue soit _P, le produit u,~(r)(n) tend verso  

pour n infiniment grand, et ndcessairement divergente si, d partir d'une 
certaine valeur de P, ce mdme produit reste supdrieur d un hombre fixe 
quand n augmente inddfiniment. Da moins, ces fonctions ne peuvent exister 
sous la condition que F(P)(n) soit constamment croissant avec P,  quand n 
reste invariable. ~ 

En effet si les fonctions ~(P)(n) v6rifiaient la seconde condition de 

1 L c ' e a s  o~t les fonctions ~(P)(~,) ne rempliraient pas eette derni~re condition 

n'offre dvidemment aucun intdr6t. Eu effct rempla~ons chaque valeur ~(P)(n) par la plus 

grande valeur que prenne ~(P)(n) pour p < P .  Si les sdries Z I ~- ~(P)( n--~) restent encore 

toutes divergentes: on est ramend au cas trait4 dans le texte. Si au contraire~ pour une 

certaine valeur />o de P ,  on a une sdrie convergente a,  ]es fonctions F(P) ne pourront 

pas servir ~ juger de la convergence d 'une sdrie moins convergente que a~ puisqu'alors 
le produit ua~(P)(n) devra~ pour une m6mc valeur de n~ prendre une intlnitd de valeurs 

infinimcnt petites (sans quoi la sdrie ~un serait divergente ~ cause de la divergence de 

Z ~v(p)(n) et une infiait6 de valeurs supdrieures ~ un nombre ddtermind quelconque 

(sans quoi la sdric ~.~t~ serait au moins aussi convergente que 6). 
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, . i seraient  divergentes,  et  pa r  suite on pourra i t  l%nonc~, lea series Z ~(P)(n) 

en d6duire  une s~rie *' - w .  encore d ivergente  et tel le  que  le rappor t  

w. tende vers o, quel  que  soit P .  

To. Th~or~me (fl). Etant donndes des sdries convergentes 

~') - -  U(o ') + u?) + ui" + . . .  + u(2 + . . . ,  

S(') = u':) + u?) + ui" + . . .  + u~' + . . . ,  

�9 ~ ~ * , �9 , �9 o �9 , ~ �9 ~ ~ . * ~ . . . ~ �9 ~ 

S(~) = u(y) + ul P) + u~ ~' + . . .  + u~ ~) + . . . ,  

�9 �9 o �9 . . . . . . .  o �9 . �9 . . . .  o �9 �9 . ~ 

en hombre infini et telles que, pour une m$me valeur de n, u~ ) soit croissant 
avec P ,  on peut trouver une sdrie plus lentement convergente que n'importe 
laquelle des premiOres, et cela de mani2re que le rapport des termes corres- 

pondants soit infini avec n.  

D~signant par  r}, P) le reste de la .~i~me s~rie arr~t~e au  # ~ ~  t e r m e ,  

prenons une  suite de hombres  positifs f 1 2 , " . ,  f l y , . . ,  cons tamment  et  
inddf in iment  d&roissants.  

Soit n 2 un  ent ier  tel  que r ~ soit au plus  ~gal s fl~ P o u r  n < n  2, 

n o u s  p0serons w. ~ u(, ~). 
Soit ensuite n 3 un ent ier  (n~cessairement plus g rand  que n2) satis- 

faisant  a u x  d e u x  condit ions 

r ( " )<f l , ;  ~' r(2: < r") ,"') 

ce qui  est possible puisque les premiers  membres  de ces deux  in6galit6s 

t enden t  v e r s o  pour  n 3 infini. Nons pourrons  diviser l~ diff6rence r~,~ ) - - r ~  ), 
plus  g rande  que  ~/" r ~ u ( ,  ._{_ . ( ,  . ,1) ~ Un3__ 1 ~,.+, + + en n 3 - - n  2 part ies 
w,.~, w,~+~, , w,,~_~ plus  grandes  respec t ivement  que  u ~ o.(" ..o) 

bTous appel lerons ensuite n 4 un  entier  (n6cessairement plus g rand  que 

ha) satisfaisant aux  condit ions 



Sur les caract~res de convergence des s6ries. 329 

et, en g6n6ral, ayant obtenu nv, nous en d6duirons nv+~ par les conditions 

o.(P+D ~(P--D ~ ~(P) ~.(P--D 

apr~s quoi nous pourrons diviser la diff6rence - ( P ) - - r  (P+~) plus grande ' l ~ p  n/ ,4.1 

que r ( p - l )  ,(P--1) _.~ - -  ..~+, , en nv+~ - -  nv parties w.,,  w.~+~,. . . ,  w.~§ t, respective- 
ment sup6rieures ~ u (p-~) u (v-~) u (P-~) 

- - u p  ~ n P + l  ~ " " ~ ~ n p + ~ - - l "  

Continuant ainsi ind6finiment, nous formerons une s6rie 2~. manifeste- 
ment eonvergente (puisqu'elle se r6duit i~ ~ )  + (r (~) ~(3)~ " (~) + -r(2)  + , ~rn~ �9 

les nombres q-(P) tendant vers o) et dont les termes, ~ partir de n-----nv+x 
seront plus grands que les termes correspondants de la s6rie ~xP). 

Wn 
Comme pr6c6demment, si le rapport u( ~ n'augmentait pas ind6fini- 

ment, on appliquerait ~ la s6rie Xw. le th6or~me (C), ou encore on 
prendrait la pr6caution de multiplier les termes de chaque s6rie S (~) par 
un mdme nombre, lequel augmenterait ind6finiment avec P.  

I i. Th~or~me (~). I1 est impossible de trouver une suite infinie de 
fonetions ~(m'(n), ~ (~) (n ) , . . . ,  ~(e)(n) (la quantit~ ~(P)(n) ~tant, pour une 

valeur fixe de n, ddcroissante ~uand !) augmente 1), telles que la s~rie Xu. 
soit n~cessairement divergente si le produit u.~(P)(n) augmente inddfiniment 
quel que soit 29, et n~cessairement convergente si, d partir d'une certaine valeur 
de P ,  ce produit reste fini. 

En effet si les s ~(P)(n) poss~daient la seconde propri6t6, les 

s6ries Z ~ seraient routes convergentes, et d6s lors le th6or~me pr6- ~(e)(n) 
c6dent permettrait d'en d6duire une nouvelle s6rie convergente pour 
laquelle la premiere condition ne serait pas v6rifi6e. 

12.  Les questions r6solues par les th6or~mes (a) et (fl) reviennent 
k tr~s peu pros k celle-ci: ~tant donnde une suite infinie de fonctions f(P)(n) 
augmentant ind~finiment, mais de 2olus en plus lentement, trouver une fonction 
F ( n )  qui augmente ind~finiment plus lentement que chacune des premieres. 

1 Restrict ion justifi4e par les m6mes considgratlons que ]a prgeddente relative au 
th~or~me (~) .  

Aeta m a f ~ .  18. ImpUre6 le 21 septembre 1894. 42 
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Les fonctions donn6es seraient f " ( n ) =  ~e) dans le th6or6me (a), 

_ (~) dans le th6or6me (fl). 
'r n 

La solution est un peu plus simple que celles que nous avons pr6- 
sent&s k propos de ces th6or6mes; ear les pr6cautions que nous avons 
6tg oblig6s de prendre dans leur d6monstration tiennent k ce que nous 
avions k trouver une fonction F(n)  satisfaisant pour n assez grand, non 
seulement ~ l'in6galit6 

F(n) < 

mais g l'in6galit6 

/ J ( ~  + I)  - -  ~- '(~) < f'('//~ d V I ) -  fv(n) 

dans le cas du th6or&ne (a), et h l'in6galit6 

I I I I 
F(n + ~) F(n) > fe(n + I) fe(n) 

dans le cas du th6or6me (fl). 
Iei il suffira, ayant d6termin6 (comme il a 6t6 dit pour le th6or6me 

(a)) les entiers ~h, % , . " ,  h e , . . ,  tels que fe(ne) soit infini avec 20, de 
poser /;'(n) = i f (n)  pour n e < n  < ne+1, ou, plus g6n6ralement, de prendre 
pour valeurs de F(n), entre n ~ ne et n = ne+~, une suite croissante de 

nell ~ n e  termes allant de fe(nv) h, fe+l(ne+l). 

13. Nous pourrons encore donner g notre proc6d6 une forme un 
peu diff6rente en imaginant que l'on ait d6fini la quantit6 i f (n)  pour 
les valeurs non enti&es de P, ce qui se fern en prenant pour i f ( n ) u n e  
quantit6 continue par rapport ~ 19, croissante avec n, mais constamment 
d6croissante quand P croit sans que n varie, et coincidant pour 2 9 entier 
avec les valeurs donndes, routes conditions compatibles entre elles, si du 
moins chaque fonction f est constamment croissante. Notre r6gle pourra 
s'6noncer alors de la facon suivante: 

Ayant pris arbitrairement une fonction ind6finiment croissante ~(P) 
de la variable t9, on d6terminera pour chaque valeur de n une valeur 
de 20 par l'6quation 

(3) f (n) = ?(P), 
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ce qui est possible, du moins pour n suffisamment grand, car alors le 
premier membre de l'6quation pr6c6dente, lequel est d6croissant, sera, 
pour P = o, sup6rieur au second, qui est ind6finiment croissant. 

D'ailleurs lea nombres P ainsi d6finis iront en augmentant constam- 
ment, car l'6galit6 fP(n)----g(P) donne forc6ment 

pour p s  

Ils vont en augmentant ind6finiment, car, P0 6tant un nombre donn6 
quelconque, d~s que n aura 6t6 pris tel que fPo(n)soit sup6rieur k ~(P0), 
le nombre P devra d6pasaer P0" 

Si donc on d&igne par F(n)  la valeur commune des deux membres 
de l'6quation (3), la fonction F(n) augmentera ind6finiment plus lente- 
ment que chacune des propos6es. 

14. I1 est k remarquer qu'ici F ,  contrairement k ce qui pouvait 
arriver dana notre proc6d6 primitif, k partir du moment off elle est 
atteinte par une des fP, eroit plus lentement qu'elle, en ce sena que si, 
pour une certaine valeur de n, on a /~'(n)-----fP(n), on aura n6cesaairc- 
ment, pour route valour suivante, F ( n ) <  re(n), l'6galit6 6rant exclue. 

15. Pour r6soudre le mdme probl~me, on peut aussi commencer 
par la r6solution du suivant: 

Etant donn~e une suite infinie de fonctions CP(m) augmentant indd- 
finiment de plus en plus rite, trouver un fonction ~'(m) qui augmente ind& 
finiment plus vite que chacune des ~vremi&es. 

II suffira manifestement de prendre 

(4) qJ'(m) ~ ~,a(m), <~=,,2 ..... P) 

P &ant infini avec m. 
On peut d'ailleurs s'arranger pour que ~ soit constamment crois- 

sant, car les in6galit6s (4) ne sont pas incompatibles avec l'in6galit6 
> I). 

L'application au problSme pr6c6demment pos6 est imm6diate: on 
remplacera d'abord, s'il y a lieu, chaque fonction re(n) par une fonction 
constamment  croissante avec n, comme au n ~ 5, ce qui permettra de 
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consid6rer les fonctions inverses te(m). On formera, comme nous venons 
de le dire, la fonction ~, et son inverse remplira manifestement le but 
propos6. 

I1 est d'ailleurs clair que cette m6thode revient au fond k la pr6- 
c6dente, la relation entre m e t  P 6tant telle que m soit la pattie enti6re 
de la quantit6 ~(P) qui figure au n ~ 13. 

I5. St, lorsque P augmente ind6finiment sans que n varie, fP(n) 
ne tend pas vers o, mats vers une limite L, ,  laquelle augmente ind6- 
finiment avec n,  le proc6d6 du n ~ x 3 ne peut pas donner toutes les 
fonctions qui repondent ~ la question, puisqu'alors la fonction F,  em- 
pruntant successivement les valeurs des fP, croit au moins aussi vite 
que L, .  

Mats on pout toujours supposer qu'il rl'en est pas ainsi en multipliant, 
s'il y a lieu, comme pr6c6demment (n ~ 8), chacune des fonctions f~ par 
un hombre positif ind6pendant de n e t  nul pour /) infini. Admettons 
donc qu'il existe un hombre A tel que, pour une valeur quelconque de 
n, f '(n) devienne inf6rieur ~ A si /) est suffisamment grand. Les fe 
6tant toujours suppos6s constamment croissants, notre proc6d6 permet de 
repr6senter toute fonction ~ augmentant ind6finiment plus lentement que 
les f ,  pourvu bien cntendu, qu'elle croisse toujours 2lus lentement que 
les fonctions qu'elle atteint successivement, comme il a 6t6 dit au n ~ 14. 

En effet, moyennant ces conditions, F(n) sera, pour n assez grand, 
compris entre A e t  f~ et par cons6quent l'6galit6 

(5) = 

d6finit une certaine valeur de /~ que nous d6signerons par P..  
Ces valeurs P.  vont en croissant constamment, puisque l'6galit6 (5)a, 

par hypoth~se, pour cons6quence n6cessaire 

+ < f (n + i) < f (n + i), (p < P); 

ils vont en croissant ind6finiment puisque, P 6tant un nombre quelconciue , 
on a pour n suffisamment grand 

F(n) < fP(n) < fP(n), (p < P). 

I1 nous suffira d~s lors de consid6rer une fonction constamment crois- 
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sante ~(P) qui pour P---P~, P2, ' . . ,  P , , , " ' ,  prenne respectivement les 
valeurs f , ( I ) , f ~ ( 2 ) ,  . . . , f ' ( n ) ,  . . . .  En employant cette fonction 
darts les op6rations d u n  ~ i3, ces op6rations donneront pr6cisdment comme 
r6sultat la fonction propos6e F.  

Si la fonction F ne remplit pas la condition de ne cffincider qu'une 
lois au plus avec chaque fP, les P,  ne sont pas constamment croissants: on 
peut les remplacer par une suite de nombres constamment croissants et 
au plus 6gaux aux premiers, d'apr~s ce qui a 6t6 dit au n ~ 8. On obtient 
ainsi une fonction ~(P) et la fonction F '  correspondante est, pour chaque 
valeur d e  n, au moins 6gale ~ F, l'6galit6 ayant lleu pour une infinit6 
de ces valeurs. 

6quations 

1 7. La fonction F augmente d'autant plus lentement que la fonction 
augmente elle-mgme plus lentement. Car si les deux fonctions 

satisfont, pour P tr6s grand, ~ l'in6galit6 ~ ( P ) <  ~(P), les 

f p ( n )  = 

= 

donneront n6cessairement Pl > P e t  par suite p . (n)  < fp(n). 

I8. Parmi routes les fonctions qui croissent plus lentement que 
ehacune des fP, en existe-t-il une qui croisse moins lentement que routes 
les autres? Ce serait cette fonction qu'on pourrait ~tre tent6 de d6signer 
pas la notation f~(n) en donnant au symbole ~ le sens que lui attribue 
M, CANTOR. Mais il est clair qu'une semblable fonction ne saurait dtre, 
car, e n l a  d6signant par F et supposant toujours, bien entendu, clue le 

fP(n) 
rapport F ~  soit infini avee n, quel que soit P ,  on pourrait consid6rer 

ces rapports suceessifs comme autant de fonctions gP(n) remplissant les 
m~mes conditions que les fP. 

On en d6duirait une fonction G(n) infinie avec n ainsi que tousles 
gP(n) 

rapports G(n)" La fonction F(n). G(n), bien que croissant plus rite que 

F ,  satisferait donc n6anmoins aux m6mes conditions, ce qui montre l'im- 
possibilit6 de l'hypoth~se faite sur F .  
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I9. 
suivante:  

J. Hadamard. 

On peut m~ine aller plus loin et d~montrer la proposition 

Etant donnges deux suites ind~finies de fonctions inddfiniment crois. 
sante, l'une 

f ' (n)  (p=,.2 ..... | 

composde de fonctions d croissance de plus en plus lente, l'autre 

compos~e de fonctions d crolssance de plus en 1olus rapide, mais de manidre 

que, pour des valeurs quelconques de p et de q, le rapport fp(n) soit infini 

avec n, on peut tou]ours ddterminer une fonction ~ qui croisse plus lente- 
ment que n'importe quel fP et moins lentement que n'importe quel F q, chacun 

des rapports g(n) ' Fq(n) augmentant ind~finiment avec n. 

Supposons en effet que, les fonctions fP ayant 6t6 multiplides au 
besoin par des nombres de plus en plus petits, comme il a 6t6 dit plus 

haut, le rapport ff(n) ait o pour limite lorsque p'  crolt ind6finiment. 
fp(n) 

Chaeune des fonctions 2'q correspondra (n ~ "I6)~ une fonction ind6fini- 
ment cr~issante ~q(p) et nous pourrons trouver une fonction ~ ( p ) q u i  
croisse plus rite que chacune des ~q. La fonction �9 correspondante croitra 
plus vite que chacune des Fq. D'apr6s l'hypoth6se que nous avons in- 

troduite, tous ies  rapports fP(~) sont n~cessairement infinis avec n. S'il 

en est de m~me des rapports ~(n) la fonetion ~ r~pond ~ la question. 

Si non, on la remplacera par une autre satisfaisant aux m~mes conditions 
et dont le rapport avee la premiere croisse ind~finiment, ainsi que nous 
l'avons vu au n ~ precedent. 

~o. I1 y aurait ndanmoins lieu d'~tudier les propri~t~s d'un ensemble 
ordonng de fonctions dont chacune croitrait plus lentement que les pr~- 
c~dentes, et parmi lesquelles s'en trouveraient de moins rapidement crois- 
santes qu'une fonction quelconque donn~e. 
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Les th(ior6mes pr(ic(idents nous conduisent h cette conclusion qu'un 
pareil ensemble ne saurait ~tre num(irable. 

On pourrait partir d'une suite infinie num(irable de fonctions fe, 
' i dedu re de celles-la une nouvelle s(irie de fonctions plus lentement crois- 

santes encore, par exemple en prenant successivement pour fonctions ~(P) 
les fonctions )ep elles-mgmes, de ce tableau en d(iduire de m~me un troi- 
si6me et ainsi de suite. L'ensemble ainsi form(i ne poss(iderait pas encore 
la propri(it(i demand(ie, car, en prenant dans chacun des tableaux pr(ic(i- 
dents une fonction, on formerait une suite num(irable (iquivalente s l'en- 
semble primitif, au point de vue qui nous occupe. 1 Mais on pourrait 
alors op(irer sur cette suite comme sur la premi6re, etc . . . .  , puis prendre 
dans chacun des tableaux infinis et en nombre infini ainsi form(is, une 
fonction, ce qui donnerait une suite num(irable qu'on utiliserait de nou- 
veau: en un mot, chaque foia que l'on aurait obtenu un ensemble que 
l'on pourrait remplacer par une suite num(irable, repartir de cette suite 
pour continuer les op(irations. On formerait ainsi un ensemble qui ne 
pourrait plus gtre remplac6 par aucune suite num(irable de fonctions lui 
appartenant. 

Un pareil ensemble remplirait:il le but propos(i? C'est ce qu'il parait 
difficile de d(icider actucllemcnt. 

2 I .  Le th(ior6me (c) peut aussi se g(in(iraliser ~ l'aide des proposi- 
tions pr(ic(identes. On a d'abord: 

Th6or~me (T). Etant donn@ une suite infinie de fonctions ~P(n) aug- 
mentant ind~finiment, mais de plus en plus lentement, on peut tou]ours d~- 
terminer les un de mani~re que la sdrie Xu,, soit convergente et routes les sdries 
Zu~ ~P ( n ) divergentes. 

I1 suff]ra bien (ividemment de former une fonction plus lentement 
croissante que chacune des ~P et d'appliquer b~ celle-l~ le th(ior~me (c). 
Ou encore, on pourrait appliquer le th(ior6me (c) ~ chaque fonction ~P 
et former une s(irie plus lentement convergente que toutes celles qu'on 
aurait obtenues. 

z C'est ~ ee type qu'appartiendrait  le systbme indiqu6 par M. ])RINOSttEII~I dans le 
M~molre d~j~ eit6 (commencement de la page 356). 
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De m~me: 

J. Hadamard. 

Th~or~me (3). .Les fonctions ~e(n) dtant encore supposdes augmenter 
ind~finiment de plus en ~lus lentement, on peut toujours d~terminer les v, 

de mani~re que la s~ric Xv, soit divergente et toutes les s~ries E v, ~P(n) 
convergentes. 

Enfin ces deux propositions peuvent dtre eonsid~r~es comme un cas 
particulier de celle-ci: 

Etant donn~es deux suites infinies de fonctions ~P(n), r les unes 
de plus en plus lentement, les autres de plus en plus rapide~nent croissantes, 

mais telles que pour tout sysl~me de valeurs de p e t  de q, le rapport ~p(n) ~(,~) 
augmente indgfiniment, on peut d~terminer les u, de mani~re que toutes les 
s~ries 2'u,,~p(n) soient divergentes et routes les sdries Zu,, ~)q(n) convergentes. 

Car il est bien clair, d'apr~s ce que nous avons d~montr6 au n ~ I9, 
que l 'on peut trouver deux fonctions F et G interm4diaires entre les 

F 
et les r et dont le rapport  ~- soit infini avec n. I1 suffira d~s lots 

d 'appliquer le th~orSme (c) ~ ce rapport. On obtiendra ainsi une suite 
V. 

U~ et l 'on fera u, = G ~ "  

26 janvier I894. 


