SUR LA THEORIE DES VARIATIONS DES LATITUDES
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Introduction.

1. Je présente dans ce Mémoire V'ensemble de quelques articles que
jal publiés en 1895 sur la théorie des variations des latitudes.! Je ne
ferai pas ici I'histoire de ceite question qui est si importante dans I'astro-
nomie et la mécanique céleste. Dans le second volume de son traité de
mécanique céleste TISSERAND a consacré deux chapitres a I'exposition par-

v Sulle teoria dei moli del polo ferrestre (Atti della R. Accademia delle
Scienze di Torino, Vol. 30, 3 février 1895).

— Sul moto di wn sistema nel quale sussistono moti inierni staxionarit (id., 3
mars 1895).

— Sopra un sistema di equaxiont differenxiali (id., 31 mars 1893).

— Un teorema sulla rotaxione det corpi e sua applicoxione ai moli di un sistema
nel quale sussistono mots interni staxionari (id., 5 mai 1893%).

-— Sui moti periodict del polo terresire (id., 5 mai 1893).

—— Osservaxtons sulla mia Nota: Sui moti periodict del polo terrestre (id., 23 juin 1895).

— Sulla teoria dei moti del polo nella ipotesi della plasticitd terrestre (id., 9 juin 18935).

— Sulle rotaxioni permonents stabile di un sistema in cui sussistono moti interni
staxionarii (Annali di Matematica pura ed applicata, t. 23).

~— Sulla rotaxione di un corpo in cut esistono sistemi ciclici (Rendiconti della
R. Accademia dei Lincei, I® septembre 1895).

— Sulla rotaxione di un corpo in cui esistono sistemi policiclicc (Anunali di Ma-
tematioa pura ed applicata, t. 24).

— Sulla teoria dei movimenti del polo terrestre (1. février 1895, Astronomische
Nachrichten, n° 3291—92),

Acta mathematica. 22. Imprimé le 21 septembre 1898. 26
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ticularisée des travaux désormais classiques sur ce sujet. Je renvoie
donc & cet ouvrage pour citer les grands travaux de M. Darwiy, de
M. Scurapareini, de M. HeLMERT, de GYLDEN etc. En général les auteurs
cherchent les causes des variations des latitudes géographiques dans les
actions géologiques, 'élasticite, la plasticité terrestre, dans les explosions
volcaniques, les troubles météorologiques, la production des glaces etc.,
c’est & dire en général ils attribuent le phénoméne & des causes qui
altérent la distribution des masses sur la surface de la terre.

2. Mais outre les mouvements dont on vient de parler il y en a
d’autres qui ont lieu & la surface terrestre, et d’autres aussi peuvent
subsister & lintérieur (dont la grandeur nous est inconnue) qui sans
changer & cause de leur nature cyclique les axes d'inertie de la terre ni
la grandeur des moments d’inertie, ni la distribution des masses non plus,
peuvent exercer une action puissante sur le déplacement des pdles de la terre.

Parmi ces mouvements on peut citer les courants marins constants,
les courants atmosphériques, le mouvement continu des eaux des fleuves
jusqu’a la mer, leur évaporation et la condensation successive de la vapeur
sur les montagnes. Ces mouvements ne changent sensiblement la distri-
bution des masses, ni la forme de la terre et I'on peut méme dans une
premiére approximation les regarder comme des mouvements stationnaires.
Par rapport aux mouvements de la méme nature qui peuvent exister
& Dlintérieur de la terre on ne peut rien affirmer sur leur grandeur.

Montrons d’'une maniére tout a fait élémentaire leur influence sur
la rotation.

3. A cet cffet envisageons un corps dont les axes d'inertie soient
&, 7, et supposons qu'a son intérieur ou & sa surface il y ait un mouve-
ment stationnaire d'une partie de la matiére dont il est constitné. Ce
mouvement qui aura lieu sous l'action de forces internes ne changera ni
la forme ni la distribution des densités. Pour fixer les idées supposons
que le corps soit homogéne et, par l'effet de forces internes, un tore de
revolution P@ tourne relativement au corps autour de son axe V'V’ avec
une vitesse angulaire constante, tandis que la partie résidue du corps soit
rigide; ou plus en général le long d’un tube quelconque P@ ait lieu une
circulation constante d’'un fluide homogéne. Le centre de gravité du corps,
les axes d'inertie et les moments d'inertie 4, B, C ne changeront pas.
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Soient m, , m, , m, les moments, par rapports aux axes &, , {, des quan-
tités de mouvement dues aux mouvements stationnaires internes quels qu’ils
soient. Si le systéme a un mouvement de rotation autour du centre de
gravité O, et si les composantes de la vitesse angulaire sont p, ¢, 7,
les moments des quantités de mouvement dues au mouvement absolu de
tout le systéme, par rapport aux axes §, %, ¢, scront

Ap+m, , By +m,, Cr-+4m,.

Supposons que le systéme ne soit pas soumis & des forces externes; alors
le couple de quantité de mouvement sera constant et son axe aura une
direction constante. Soit z un axe fixe paralléle & cette direction; z,y
solent des axes fixes situés dans le plan invariable et représentons par
la table suivante les cosinus des angles que les axes &, 7, ¢ forment
avec les axes %Y, s

r, Yy, ?

Ela,, o 1
77‘12’/32’72
Class Bss s

Les trois intégrales des aires seront exprimées par les équations suivantes

(dp + m))a, + (Bg + m,)a, + (Cr + m,)a, = o,
(1) (dp +m,), + (Bg + m,)B, + (Or + my)f, = o,
(Aj) + m‘x)rx + (Bq + ma) 72+ (CI" + ma))’s = K,
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K étant la grandeur constante du couple de quantité de mouvement.
Dérivons ces équations, et ayons égard aux formules de Poisson

da, da, da,
T = 0,1 - a,9, Er=a3p——alr, Fry =a,9—a,p,
a8 a8, . a8, _

(2) at—l’—:ﬂar—ﬂaq’ dat = gp—p7r, dt = B9 — B0,
dy dy, d
P=Rr—RG =P nRT 2 =ne—7b

on trouvera

La, + Ma,+ Na, =o, L@, + Mg, + NB, =o, Ly, + My,4 Ny, =o0
ayant posé
d
Agg 4+ (C— B)gr + m;q—m,r = L,

d
BZ§-+(A——(})rp+mlr——msp=M,
d
On aura donc les équations
A% 4 ¢c—B
:i_t-+( - )qr-l—maq-——m,r.-_—o,

d
(3) 3 B£+(A_C)rp +m17"‘“m31’=0;

d
Ca‘; + (B"—A)pq + Myp — m;q = O.

On a bien aisément deux intégrales algébriques de ces équations. En
effet en les ajoutant aprés les avoir multipliées par p, ¢, r, on trouve
par une intégration

(4) ;(Ap2 + Bg? 4+ Cr®) = h = const.
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Si on intégre aprés les avoir multipliées par Ap+m,, Bg+m,, Cr+ m,
et les avoir ajoutées, on a

(5) A"+ B%*+ C* + 24m,p + 2Bm,q + 20m,r = K, = const.

Cette intégrale peut s'obtenir aussi des intégrales des aires. En effet en
écrivant que la grandeur du couple de quantité de mouvement est constant
on a

(6) (dp + m)* + (Bg 4+ m,)* + (Cr + m,)* = K%

c'est pourquoi
K? =K, + m} + m; + m.

Supposons maintenant qu'a linstant initial le corps tourne autour de
Paxe d’inertie ¢, on aura alors

p=gq=o0, rZo

et les équations (3) deviendront

d
AZZ}Q = m,r,

dg_
T
dr

0'@:0.

Cela prouve que si m,* et m, ne sont pas nuls, les dérivées de p et
g ne seront pas nulles, d'olt 'on tire que l'axe d’inertie ¢ ne sera pas
un axe permanent de rotation, mais que cet axe changera.

En ayant égard aux mouvements internes terrestres de nature cy-
clique dont nous avons parlé (voir § 2) et en les regardant comme sta-
tionnaires, on voit qu'ils n'altéreront ni la forme ni la distribution des
masses de la terre, et cependant il pourront donner lieu & des valeurs de
m, et m, qui ne sont pas nuls, c'est pourquoi il pourront changer I'axe
de rotation de la terre. Pour employer les équations (3) nous avons
supposé que les mouvements internes terrestres soient stationnaires, mais
méme en supposant qu'ils ne changent pas la distribution de la matiére on
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pourra admettre que dans certaines époques ils se ralentissent, en d’autres
époques il deviennent plus rapides. On voit tout de suite quon pourra
abandonner I'hypothése des mouvements' stationnaires et pour cela il
suffira de supposer m,, m,, m, des fonctions du temps au lieu que des
quantités constantes et alors il faudra remplacer les équations (3) par les
équations

d d
A'ci'f + (C— B)gr + mqg —m,r + _&'% —o,

d (
(7) BE%-{—(A—-C')?])-{-MIT—mgp—{—%:O,

a

m,
at = °

d
Co + (B— A)pg + mp—m,q +

qu’on trouvera de la méme maniére qu’on a employée précédemment. Dans
ce cas il restera la seule intégrale (6); l'intégrale (4) ne se vérifiera pas.

4. Le plan des recherches que je me suis proposées est justement
d’étudier - d'abord D'action toute seule des mouvement cycliques qui ne
changent ni la forme ni la distribution des masses sur la terre, et d’étudier
aprés les perturbations produites par la plasticité et en général par les
mouvements qui changent la forme et la constitution de la terre. La
premiére partie a été traitée avec détail dans ce mémoire; de la seconde
il n'y a qu'un apercu au dernier chapitre.

Je crois de cette maniére d’avoir envisagé la question d’un point
de vue nouveau. " ‘

Les mouvements cycliques dont nous avons parlé sont appréciables,
du moins en partie, pour les habitants de la terre, mais un observateur
qui aurait égard sewlement a la variation de la forme de la terre et aux
variations de sa constitution, c’est & dire & la distribution des masses, ne
sen apercevrait pas. Cest pourquoi par rapport a ses observations il
pourrait les appeler, en suivant une locution trés-heureuse introduite par
Herrz, des mouvements cachés.

Nous arrivons par 14 & une liaison entre le sujet de ce mémoire et
les idées imaginées par HErrz en systématisant celles de Heimporrz et
de MaxwsLLn, et dont la base est la théorie des mouvements cycliques.
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Rappelons a ce propos la pensée fondamentale développée par HerTz
dans son dernier ouvrage. Il dit que la seule loi qui gouverne tous les
phénoménes naturels est la loi d'inertie, entendue dans un sens plus gé-
néral que celui attaché a cette loi par Newron. Clest la loi d’inertie
généralisée a tout systéme matériel soumis & des liaisons quelconques.
Cette loi subsiste pour l’ensemble complet constitué des masses que nous
envisageons et d’autres qui nous sont cachées. En examinant les pre-
miéres il peut paraitre que leurs mouvements ne suivent pas la loi d'inertie,
mais la loi ressort lorsqu’'on envisage les unes et les autres.

Tandis que dans la mécanique classique si la loi d'inertie n'est pas
vérifiée il faut chercher les causes externes ou les forces qui produisent
les altérations de 1l'état du corps, en suivant l'idée de Herrz il faut
chercher des mouvements cachés.

Voyons maintenant comment on peut présenter la question de la
variation des latitudes: Un corps (la terre) ne suit pas les lois d’EuLEr
de la rotation libre d'un corps rigide, comment peut-on expliquer cet
éloignement de la loi d’inertie? car au fond les lois d’EULER ne repré-
sentent que la loi d'inertie.

Il est évident qu’une solution fondée sur Vexistence des mouvements
cycliques dont nous avons parlé repond trés-bien aux idées de Herrz
que nous avons indiquées. Nous dirons & ce propos dés a présent qu'on
peut démontrer que toute anomalie qu'on remarque dans la rotation libre
d’un corps peut étre expliquée par des mouvements internes cycliques
qui ne changent ni la forme ni la distribution des masses du corps.

(Voir Chap. 1V, Art. II)

5. Ln suivant les idées qu'on vient d’exposer j'ai commencé I'étude
en partant de 'hypothése plus simple que les mouvements internes soient
stationnaires. En remarquant que par la seule inertie ils ne pourraient
pas se conserver en général de cette nature, on peut chercher les actions
mutuelles que les mouvements cycliques et le mouvement de rotation
exercent entre eux.

On arrive par la 4 une question trés-générale et on voit bien aisé-
ment qu’il est avantageux de se poser a ce point de vue dans la question
du mouvement terrestre, car on peut pousser la recherche jusqu'aux
réactions exercées par la rotation sur le mouvement interne.
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Mais en envisageant de cette maniére la question j'ai reconnu qu'il
y a encore un autre interét, dont je vais parler: un interét qu'on pourrait
appeler analytique et fonctionnel.

On connait trés-bien la relation qui subsiste entre les transcendantes
elliptiques et la théoric de la rotation libre d'un corps rigide. D’aprés les
mémoires classiques de Jacosrl cette théorie constitue une des plus belles
applications des fonctions Jacobiennes. Or la recherche des rapports entre
les mouvements cycliques et la rotation est (comme on le voit tout
d’'abord) un probléme beaucoup plus compliqué que celui de Jacost de
la rotation d’un corps rigide; cependant je montrerai que ce sont toujours
les fonctions elliptiques et Jacobiennes qui suffisent pour la résolution
compléte de la question, méme dans le cas le plus général. Je donnerai
en effet dans ce mémoire la solution compléte. On verra que ces transcen-
dantes paraissent toujours sous des expressions rationnelles ou sous des ex-
ponentielles, mais d'une manicre différente que dans la solution de Jacosr.

Nous allons donner en peu de mots une idée de ces résultats et
pour cela nous faisons usage deés a présent de la terminologie d’Hrum-
HOLTZ,' qu'on va rappeler. Les coordonnées indépendantes d’'un systéme
peuvent étre classées en deux catégories: les coordonnées cycliques et les
paramétres. Les premiéres existent dans un systéme lorsqu’il y a des
mouvements possibles qui n’altérent pas la distribution des masses et qui
produisent un échange cyclique des masses. Un mouvement est dit cy-
clique lorsqu'on peut se borner i considérer dans I'expression de la force
vive les termes qui dépendent seulement des intensités cycliques.® Il est
évident qu'un mouvement rigoureusement cyclique n'cxistera que si tous
les paramétres seront constants.

Cela posé envisageons un systéme dont les liaisons n’empéchent pas
la rotation autour d’un point. - Les variables qui déterminent sa configura-
tion seront, outre celles qui définissent la position variable d’un systéme
d’axes ayant lorigine dans le point fixe, un certain nombre de coor-
données cycliques et de parametres. Nous supposerons que les coordon-
nées cycliques et les parametres suffisent pour définir le mouvement

' Principien der Statik monocyklischer Systeme. Crelle’s Journal, Bd. 97.
* Le cas appelé d'ignorvaiion of coordinales avait été examiné par THOMSON ét
Tarr, Treatise on natural philosophy, Vol. I, Part. I, Art. 319.
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relatif par rapport aux axes. Nous regarderons ce mouvement comme
le mouvement interne du gystéme et nous supposerons qu’il soit cyclique.

Faisons d’abord Thypothése que les axes soient fixes et que les pa-
ramétres solent constants. Si on abandonne le systéme & son inertie les
moments cycliques et par conséquent les intensités cycliques seront des
quantités constantes. C'est pourquoi dans ce cas le mouvement sera dams
le néme temps adiabatique et isocyclique.

Supposons maintenant que les axes puissent tourner librement et le
mouvement interne soit maintenu isocyclique, les parameétres étant con-
stants. C'est le cas d’un systéme dans lequel existe un mouvement in-
terne stationnaire.

Alors si le systéme n’est soumis a aucun couple de rotation nous
démontrerons au chapitre II que, les composantes de la rotation seront des
fonctions elliptiques du temps et les cosinus des angles que les axes d'inertie
du systéme forment avec des axes fixes seront des fonctions uniformes du
temps représentables par des fonctions Jacobiennes.

On peut demander dans ce cas sl faut des forces pour maintenir
stationnaire le mouvement interne. On trouve qu’'en général elles sont né-
cessaires et qu'on peut en déterminer les expressions par des fonctions ellip-
tiques du temps.

La nécessité des forces dont nous venons de parler prouve que de
la méme maniére que le mouvement interne allére la rotation, celle-ci a en
général une influence sur les mouvements internes. C'est pourquoi on peut
se poser la question suivante: A Pintériewr d'un systéme qui peut towrner
autour d'un point fixe el qui est abandowné d som inertie existent des mouve-
ments cycliques quelconques (les paramétres étant comstants). Comment a liew
la rotation et quelles lois suivent les intensités cycliques, @ cause des actions
mutuelles que ces mouvements exercent entre eux?

Cette question qu’on peut appeler le probléme général du mouvement
adiabatique parait an premier abord trés-compliquée car on peut imaginer
les mouvements cycliques internes d’une maniére tout a fait arbitraire.
Cependant nous montrerons au chapitre IV qu'on peut la résoudre compléte-
ment en employant un théoréme par lequel on raméne ce cas & celui
d’'un mouvement isocyclique, de maniére que méme dans ce cas les com-
posantes de la rotation sont des fonctions elliptiques du temps et les cosinus

des angles que les axes mobiles forment avec les axes fixes sexpriment par
Acta mathematice. 22. Imprimé le 21 septembre 1898, 27
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des fonctions Jacobiennes. En outre les intensités cycliques sont des fonctions
elliptiques dw temps. Le probléme peut étre aussi généralisé en regardant
comme isocyclique une partie seulement des mouvement internes et en
supposant que les forces correspondantes aux autres coordonnées cycliques
soient nulles, et la solution s'obtient toujours de la méme maniére. On
voit par la que le champ des problémes sur la mécanique des systémes
d’ot ressortent les fonctions elliptiques et Jacobiennes est beaucoup plus
large que celui compris dans les recherches classiques de Jacosr, car il
embrasse le probléme général du mouvement adiabatique et isocyclique
d'un systéme quelconque.

6. Il nous reste a indiquer de quelle maniére a été faite la division
en chapitres du mémoire.

Les premiers trois chapitres traitent du mouvement d’un systéme &
Vintérieur duquel existent des mouvements stationnaires. Dans le premier
chapitre il y a une étude géométrique faite avec les vues de Poinsor;
le second chapitre renferme la solution analytique compléte, et le troisicme
est consacré a la recherche des rotations permanentes, de leur stabilité,
des oscillations du péle autour de ses positions stables et des perturbations
correspondantes de la période eulérienne.

Le quatriéme chapitre traite en général des mouvements cycliques
et renferme les résultats dont nous venons de donner un apercu.

Dans le cinguniéme chapitre, aprés 1'étude du cas général des mouve-
ments internes qui n’altérent ni la forme ni la distribution des masses,
et la résolution du probléme de déterminer les mouvements internes, étant
donné d’une maniére arbitraire le mouvement du péle, on trouvera quelques
applications au mouvement de la terre. J'ai cherché par des calculs
approximatifs de déterminer les mouvements internes cycliques qui cor-
respondent aux mouvements harmoniques du péle découverts par M. Caanp-
LER. Cet éminent astronome a trouvé dans le mouvement du pdle une
période d’environ 430 jours. Si le couple de quantité de mouvement des
mouvements internes avait une composante dans la direction de V’axe ter-

restre égale a du couple de quantité de mouvement de la terre

1
1053
supposée rigide, la période eulérienne deviendrait celle de M. CraANDLER.

Sans discuter ce résultat je cherche quels seraient les mouvements

internes cycliques capables de déterminer dans le pdle le mouvement
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harmonique ayant la période annuelle dont M. CHANDLER a déterminé les
éléments. Les résultats obtenus sont renfermés dans quelques théorémes
qui sont énoncés au § 3 de I'Art. V.

Je remarquerai ici seulement que laxe du couple de quantité de
mouvement correspondant oscille de maniére que la projection sur Uéquatewr
de son extémité (Uorigine étant au centre de la terre) décrit ume ellipse dont
Jai calculé la grandeur des axes, et dont le grand axe est situé dans le
méridien ayant la longitude de 45° (par rapport au méridien de Greenwich)
c'est ¢ dire dans le méridien qui passe auw miliew de Uocéan atlantique.

Enfin le dernier chapitre renferme un apercu des perturioations qu’on
a dang les lois précédemment trouvées par I'’hypothése de la plasticité ter-
restre. Cette étude est & peine ébauchée, c’est pourquoi jespére de pouvoir
exposer dans un autre mémoire des nouvelles études dans cette direction
ainsi que dans hypothése générale des mouvements cycliques lorsque les
paramétres ne sont pas constants et de pouvoir enfin approfondir les appli-
cations de ces recherches.

CHAPITRE L

Létude géométrique de la rotation d’un corps dans lequel existe
un mouwvement interne stationnaire.

Article I

1. Il est possible de se faire une idée claire du mouvement sans
recourir & lintégration compléte des équations différentielles (3). Il suffit
pour cela d’envisager les intégrales algébriques de ces équations qu'on a
trouvées (Introduction § 3) de la méme maniére que Poinsor a fait dans
ses recherches sur la rotation libre d'un corps.

Nous commencerons par nous proposer la solution des deux problémes
suivants:

1°) Déterminer toutes les positions de l'axe instantané de rotation
par rapport au corps en mouvement.
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2°) Déterminer la vitesse angulaire de rotation du corps pour chaque
position de l'axe.
Soit

(1) A8+ By* + 0 =1

I'équation de lellipsoide d’inertie par rapport au centre de gravité O et
soit P son intersection avec I'axe de rotation. On peut appeler P le pile
et la courbe qu’il décrit sur 1ellipsoide la polodie.
Si Ton pose
OP = p, = \/m r

on aura que les coordonnées du podle seront

(Z)a E:;O%jy 77‘—;/0%7 (=,0—‘

d’out (voir (4) et (1),)

cest & dire
© = p\/zh.
Par suite la wifesse de rotation sera proportionuelle aw rayon vectewr OP.
On a ainsi la solution de la deuxiéme question que nous nous sommes
proposée.
On déduit des équations (2),

p = §\/2k, q =7 \/2h, r = {\/2h
et en substituant dans 1’équation (5)
2
Vzh
Les équations de la polodie seront donc les deux équations (2), et (3),.
La derniére équation peut s'écrire encore

)+ Bt ) e ) =

(3) A%+ B 4 0 + 2 (dm,& + Bimyy + Om,Q) =21

m,

A\2h

A’<E+
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On peut donc envisager la polodie comme Dintersection de lellipsoide
d’inertie avec l'ellipsoide ayant pour équation

K?
252 2.3 202 __ A
A+ By 4 O =

transporté¢ par une translation de maniére que son centre ait pour coor-

données
m, m, M,

Ayzh T BYzR | Oyzh

La premiére question est donc aussi résolue.

2. Dans le cas étudi¢ par Pomssor le plan tangent & lellipsoide
d’inertie au pole est paralléle au plan invariable et il est un plan fixe.
Cette propriété ne se vérifie pas dans le cas que nous étudions. Ce-
pendant on a des propriétés analogues qu'il est intéressant d’examiner.

Le plan polaire, c'est & dire le plan 7 qui est tangent & lellipsoide
d’inertie au pole, a par rapport aux axes coordonnées &, 7, { Véquation

(4). Apé 4 By + Cré = \/2h.

Conduisons les deux droites OK, OM. La premiére soit I'axe du
couple de quantité de mouvement; l'autre ait pour projections sur &, 7, ¢
les trois quantités m, , m,, m
Vaxve des mouvements internes.

;- On pourra appeler ce dernier vecteur



214 Vito Volterra.
Les coordonnées des points M et K seront respectivement
My, My, My,
Ap+m, , Bg +m,, Cr + m,.

On tire de la que le plan polaire est toujours perpendiculaire & la droite
qui va de lextrémité de lUaxe des mowvements internes a celle de Uawe du
couple de quantité de mowuvement. La droite MK est donnée par

ME = 4" + By + 0

et la distance OD entre O et le plan polaire est

oD = V2h
\/Ag.l}’ + quz + 32

par suite: la distance entre le centre de graviié et le plan polaire est en
raison inverse de la distance enire les extrémités de Uaxe des mouvements
internes et de Uaxe du couple de quantité de mouvement.
Par rapport aux axes fixes x,y, # I'équation du plan polaire sera
(dpa, + Bqa, + Cra,)s + (App, + Bap, + Crfy)y
+ (4pr, + Bay, + Orrry)2 = Jzh
c'est & dire, a cause des équations (1),
— (mya, + m,a, + ma)x— (m,fB, + m,B, + m,b,)y
- ('"17’1 + myp, + '"7’373)'3 = \/;’;
I’équation du plan polaire au temps ¢ - df, sera
— (myo, + mya, +myo )z — (m, B, + m, B, +m,f)y — (m,y, + Moy, + Myyy)?
— (m,da, + m,da, + m,do,)z— (m,dp, + m,dB, + m,dp;)y
- (mld)’l + m,dy, + msdrs)'g = \/E7

c'est pourquoi l'intersection du plan polaire au temps ¢ et du plan polaire
au temps ¢+ dt sera une droite du plan

(m,da; + m,da, 4 m,do)x + (m,df, + m,df, + my Ay )y
+ (m,dy, + mydy, + mydy,)2 = O.
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Divisant par df, et ayant égard aux formules (2) cette équation peut
g’écrire '

m, , My , M, m, , m, , m, My, My, My
@, dyy a4 [T+ By By Bolyt | 12y 1slz=0
y, q9, r P, 9, 71 P, ¢4, 7

d’ou l'on tire
my ., My, M,

(S)a 5 y N : = 0.
p, 9,7

Cette équation est celle du plan POM.

La droite PH ou se rencontrent les deux plans polaires correspondants
aux temps ¢, et /- d¢ peut étre regardée comme l'axe instantané autour
duquel tourne le plan polaire au temps ¢. On aura donc: Le plan
polaire tourne @ chaque instant autour de la droite o il rencontre le plan
conduit par le pile et par Uaxe des mouvements internes.

3. On peut mener par chaque point de la polodie la droite autour
de laquelle le plan polaire doit tourner. .Le lieu de ces droites sera une
surface tangente & l'ellipsoide d'inertie le long de la polodie et qui sera
liée invariablement au corps en mouvement, Appelons cette surface la
surface axiale, alors le mouvement du corps aura liew de sort que Uellipsoide
d’inertie roulera sur le plan polaire, tandis que celwi-ci tournera & chaque
instant autowr de la génératrice ow il rencontre la surface axiale. L'équa-
tion de la surfuce axiale s'obtiendra par 1'élimination de p, ¢, r, entre

les équations (4), (5), (4)ar (5)a

Article II.

1. Nous allons généraliser aux mouvements que nous étudions un
théoréme bien connu donné par SYLvEsTER pour les mouvements & la
Poixsor.

Posons dans les équations (3)

A="1, B=

IS
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on aura
1d I I
cae+ (5o mg—mr=o,
1d I I
5%+(J—ﬂm+mwﬂmw=a
1dr I 1
Py Z—,—&)PQ + Myp —m, 9 =0,

et les intégrales (4) et (6) deviendront
pi q2 7,2 .
Ty re=2h
. 2 : 2 r 2
(2;; + ml> -+ (% -+ m?> -+ (; -+ ms> =1,

en supposant quon change les unités de maniére que la constante K

soit égale a 1.

2. Supposons maintenant que l’on.compose le mouvement avec une
rotation uniforme « autour de l'axe du couple de quantité de mouve-
ment. Alors les trois composantes de la rotation deviendront

P =p+ w(g + ml> = p(-a’ to

) + wm,,

q (é%af) -+ wm,,

¢=q+w@+m0

=7 4 w(% -+ m3> = fr(c + w> -+ om,,

c

d’our

__ qb m,wb
q_‘b-}-w b+ o’
r'e mywe

y=
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Posons
atw=d, b+w="0, c+w=27c,

4 m__b_
14w

— 4 ¢ —_ ’
_m2, m3c+m—'M3’

alors les équations précédentes pourront s'écrire

' ,_ D
%+m1=&+m1’

7

3+ mi= 1+ m,

s’

T r
7+ my=—+m,

et par suite on aura

Idp’ I I I f Ao ’
;'dt—'i‘(-?‘——f q'r + myq’ — myr’ = o,

1dg 1 1\, ., ) .
b dz ' (a’ c’)rl’ t myr’ — myp' = o,
I dr’ I I (PN Lo T At
??d—t—_i— (.5;..__&/_’>pq +m2p —-—mlq = 0,

i)+ (L i)+ (5 i) =o,
a

13 Tl% ,
2-9—,+%7+7=2h-

a

Entre les deux quantités constantes h et &’ subsistera la relation

- ) mia mab mic
k _k+_z-<1—a+w—b+w_c+w)'

Donc si on compose le mouvement que nous étudions avec ume rotation
uniforme autowr de Uaxe du couple de quantité de mouvement, la nature du
mouvement ne changera pas; i n'y awra qu'un changement des constantes.

Cette propriété est tout & fait analogue & celle qui a été découverte
par SYLVESTER dans le cas des mouvements & la Poinsor et dont on trouve
des nombreuses et intéressantes applications dans les travaux de M. Dax-
BoUX et de HALPHEN.

Aeto mathematica. 22, Imprimé le 5 octobre 1898. 28
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Article III.

1. Nous consacrerons un chapitre (chapitre III) & I'étude des mouve-
ments permanents et & leur stabilité, mais dés a présent nous voulons
examiner quelques propriétés des mouvements permanents.

Puisqu'on doit avoir

Ap* 4+ Bq® 4 Cr? = const.,

un axe de rotation sera permanent lorsque p, g, r seront constants, c'est
a dire si I'on aura

et par suite (voir équations (3))
(C—B)gr + m,g—m,r =0,
(6)a (Ad—C)yrp +mr —mp=o,
(B—_'A).pq + myp— M, q = O,
d’ott Ton tire

p = q — T .
Ap +m, Bg+m, Or+ m,

6

2. Les points multiples de la polodie se trouvent ou les deux sur-
faces (1),, (3), sont tangentes. Les coordonnées du pdle sont

L, L, L
Vzh ' yzh 7 2k
par conséquent les plans tangents aux deux surfaces au pdle auront pour
équations
Ap Cr

\/2h5+\/h +"‘-":—I)

A(dp+m)(E— L) +BBrm)(n—

§~LN

L) 1+ 0(0r+m)(¢— ) =

V2h V2h
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et ils coincideront lorsque

p == q == r .
Ap+m, Bg+m, Cr+m,

Done: les axes permaments de rotation passent por le centre de gravité et
par les points multiples de la polodie, et si la polodie a un point multiple
la vitesse de rotation correspondante sera celle de la rotation permanente.

3. Revenons maintenant aux équations (3). Elles seront satisfaites
si l'on substitue aux fonctions p(t), ¢(¢), r(¢) les autres fonctions

-——_p(T——t) ’ —Q(T_t) ’ —T(T_t)’

T étant une constante arbitraire; et en rempla¢ant dans le méme temps
m, , m,, m, par —m, , —m,, —m, On pourra énoncer cette propriété
en disant: le mouvement du systéme peut s'invertir si Uon invertit Uaxe des
mouvements internes.

Cela posé, supposons que, la polodie ayant un point multiple 7, le
podle puisse rejoindre ce point aprés un temps T. Si l'on invertit le
mouvement le péle reviendra au point de départ aprés le méme temps.
Mais l'axe de rotation et la vitesse qui correspondent & P, sont perma-
nents, donc le pdle ne pourrait plus bouger de P,. On a donc: i la
polodie a un point multiple, le pile Sapprochera indéfiniment & ce point
sans jamais le rejoindre.

Cela constitue une différence essentielle entre les mouvements qui
~ont lieu lorsque la polodie a des points multiples, et ceux qui ont lieu
lorsque elle n'en a pas. Dans le premier cas la polodie sera une courbe
fermée et le pole reviendra an point de départ; dans le deuxiéme cas
le péle ne reviendra au point de départ mais il fapprochera indéfiniment
au point multiple.

Article 1V.

1. Dans cet article nous particulariserons les formules dans le cas
ol lellipsoide d’inertie a deux axes égaux, et le troisiéme est plus petit
que les autres.

Supposons A = B, et prenons les axes &, dans le plan de I'équa-
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teur de maniére que l'axe des mouvements internes soit dans le plan &C.
Alors on aura m, = 0, et les équations de la polodie deviendront

A+ )+ 0 =1,
2/ g2 2 2 _E
A + )+ O + = (dm s+ Oml) =

ou bien

A+ 7))+ 0 =1,

2 K,
C(C—4) 4+ _\/Z:h(AmIE + Cm, () = — 4.

Posons pour simplifier

___om ¢

C(C— Az
O'mi + (K — 24N0C—4) _,
=&,

22k AC(C — Aym,
__4m  _ p
0(C— A)y2h

Les deux équations précédentes s'écriront

A@E + ") + 0 =1,
(—&)* =2P(§—&)
On déduit de la que la projection de la polodie sur le méridien qui passe
par Uaxe des mouvements internes, est une parabole dont Uaxe est perpen-
diculaire & Vaxe de symétrie de Uellipsoide.
Les coordonnées du sommet de la parabole seront & et { et le
semi-paramétre sera P.

2. Le théoréme précédent conduit & une construction trés simple
de la polodie par l'emploi des méthodes bien connues de la géométrie
descriptive. |

Il suffit de choisir pour 1* plan de projection un plan paralléle
a l'équateur et de prendre le 2? plan de projection paralléle & l'axe de
symétrie et a I'axe des mouvements internes. L'ellipsoide d’inertie sera
projecté sur le premier plan dans un cercle, et sur le second dans une
ellipse. La projection de la polodie dans ce plan sera une parabole ayant
I'axe paralléle a 1'équateur. On obtiendra donc la polodie en la regardant
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comme l'intersection de lellipsoide avec un cylindre dont la directrice est
une parabole et qui est perpendiculaire au second plan de projection.
C'est pourquoi il n'y a pas de difficulté pour construire la premiére pro-
jection de la polodie.

Par ce procédé nous avons dessiné les projections de plusieurs po-
lodies qu'on a obtenues en changeant la position de sommet et la grandeur
du paramétre de la parabole.

-

R SR
-

RS-
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3. L’avant-derniére figure correspond au cas ou il peut arriver
une inversion des poles, c'est & dire que le péle peut passer d’un bout &
lautre du petit axe de lellipsoide.

Pour cela sont nécessaires et suffisantes deux conditions, savoir

1°) la parabole doit passer par les projections des extrémités du
petit axe.
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2°) le sommet de la parabole doit se trouver a l'intérieur de la pro-

jection de lellipsoide.
Ces conditions seront vérifiées lorsqu’on aura

(7)a G =0,
1
8 a 6 < i
( ) 0 \/A
De la premiére on tire
m, = o,
et par suite
_ K, —24n
¢ 2yzhdm,

Lorsque le pole sera & un bout du petit axe on aura
p=o, g=o, r=r,
d’ou
Cr: = 2h, C'r; =K,

et par suite
. C10 "g(o — 4)

* 2 \/Cr? Am,
Ayant égard & I'équation (8), on aura

Cry(C — 4) 1

20t dm, "4
Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'il arrive l'inversion des
poles seront donc

m1>§\/%(0————A)ro, my = O.

4. On peut examiner aussi le cas ol lellipsoide d’inertie se réduit
a une sphére.
Si A= B =0, les équations de la polodie deviennent

A(E2 + 772 + Cs) =1,

AE oyt ) + 22

K
N (m,§ + myy + m Q) = ‘27:
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La polodie sera donc l'intersection de la sphére d’inertie avec le plan
24 K,
_\/Z:h(mlé_l— mgy + m,$) = 2h —4

et par conséquent elle sera un cercle de la sphére ayant pour axe, I'axe
des mouvements internes.

Dans ce cas les équations (3) sont des équations linéaires qui peuvent
g'intégrer immédiatement. En effet si on fait coincider I'axe & avec 'axe
des mouvements internes, elles deviendront

Adp dr m

dq m
‘J{-—O, ('i—t‘,—l—:i-r—o, %_ZT—O

d’ou

p=a, g =a, cos(’—}t-{-as), r=a, sin(%t-}—ag),

a,,a,, a, étant des constantes arbitraires.
Le pole se mouvra sur la polodie avec une vitesse constante et la

J R : 7 . 2nA
période d'une révolution sera ——-

Dans ce cas l'amplitude de la polodie ne dépendra nullement de la
grandeur de l'axe des mouvements internes, mais seulement de sa direc-
tion par rapport a I'axe initial de rotation.

Article V.

1. Les mouvements des systémes que nous venons d’étudier géomé-
triquement et que nous allons étudier analytiquement dans le chapitre
suivant sont une généralisation des mouvements & la Poinsor.

Nous consacrerons cet article &4 réduire les équations différentielles
des mouvements & la Pornsor, celles que nous étudions et d’autres plus
générales 4 un méme type. Cette transformation appartient a la partie
cinématique de la recherche, c'est pourquoi nous la placons dans ce
chapitre.

Un mouvement & la PoixsoT est le mouvement d'un systéme d’axes
qui tourne autour de l'origine fixe de sorte que les composantes de la
rotation ont des rapports constants avec les cosinus des angles que les
axes forment avec une direction fixe.
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Si 7,5 7., 7. sont les cosinus, p, ¢, 7 les composantes de la rotation
et a, b, ¢ les rapports constants, on aura

p=2ar, q= b;'g: r=Cy;
d’out T'on tire, & cause des équations de Porsson, (Introduction § 3)

d dy, d dy,
3t =0a =on—an) g =byr=br—m),

ou bien

1dp _ (1 f)r ff'.l_q__(l__fr Ed"—<.l._1)
adt—&-—cg’ bdt ~ \c a)p’ cdi = \a /M1

Si nous posons

= L)

les équations précédentes pourront g'écrire

dp __ 4, 1) dq _ 2, 1) ar _d{fi, 1)

dt ~ d(g,n’ dt — dr,p)’ at d(p,q)

et on aura
_% _% _of,

7 p’ 72 g’ s = 3

2. Au méme type d'équations appartiennent les équations diffé-
rentielles du mouvement d'un corps dans lequel existent des mouvements
internes stationnaires. En effet posons

I
~ 24BC

b= éFO (4p* + By + Cr).

Acta malhematica. 22. Tmprimé le 5 octobre 1898, 29

f; ((dp + m))® + (Bg + my)* + (Cr + my)?),
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Alors on pourra écrire les équations (3) de la maniére suivante

dp _d(f,, 1) dgq d(fl,fg) a(f, , f,)
at — dig,n’ dat — d(r,p)’ T dp, 9’

Pour avoir les cosinus 7, 7,, 7, il suffit de construire la fonction

F=-(4p®+ Bq* + Cr® + 2m,p + 2m,q + 2m,7)

Nh—i

et 'on aura
_ 1oF __IaF ___18F
n=TKyp’ r“‘_Kaq’ Ts = Kor -

Entre les fonctions §,,4,, F subsisteront les relations
I of\* , foF\* , [oF\*
h= 2\/:4‘56[(55) +G)+ G T

I oF aF oF
o= 5o (05 + 95 75 —T)

3. En général si on a un systéme d'axes en mouvement autour de
Porigine fixe et les cosinug des angles qu'ils forment avec une direction
fixe sont donnés par les formules

= _I_EF — 1oF = 1oF
nN=%&yp® 5Ky’ DT Ew’
K étant une constante et F' une fonction quelconque de p, ¢, r on apra
a cause des équations de Poisson
doF aF oF doF _ oF ra_ﬁ_’ doF _ oF oF
dtap aq T dt aq =Py op’ dior —qep ‘pﬁq'
Calculons les premiers membres de ces équations, on aura

daF ’de+9qu+ o'F dr
dtap ~ op* dt | op aqdt | opordt’
iJl_aF o'F dp + °F dg + 'F dr
dtag ~ aqop dt aq® dt ' aqor dt’
_01817’ o'F dp 3qu+ ’Fd'r
dtor orop dt ' oroq dt or® dt’

+
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On tire de la

doF doF doF
dtop ’ dtaq ’ dtor
1| *F  oF  oF
H|ogop ' 99* ° ogor
' 'F F'F
orop ' arag ' or

I

S
~

sF S | | SF 0F  oF
1 llop ? 9g 7 or agop ’ ag* ’ oqor

- H F  'F  o°F '
P ordp ’ orag  or’

]

LG 601 Y 6

=%i° T —F|, Z[pi 4 +———F]'
H étant le Hessien de la fonction 7,
Posons
. = *[(if) + (§§>2+ 55))
2 —-p ey + —F,
on surs

dp _ 1 d{g,, 95)
dt H d(g, )

D’une maniére tout & fait analogue on trouvera

- 1 d{g,, 502) ‘Z_"_’ 1 d(§01 s ‘Pg)
THAr,p) ] at Hdp,q

&[&
=)

Si nous introduisons une variable auxiliare 7z, telle que

oy

&]94
A les
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les équations précédentes pourront s'écrire

() dp _ e, ¢n) dg _ dlg,, ¢) dr_ 3., 95)

. dc~ dg,r) ' dr d@r,p)’  dc d(p,q
dt

(IO)a a‘z_= H.

Ces équations ont les intégrales ¢, = const., ¢, = const. et s'intégrent
par une quadrature.

Les trois premiéres équations appartiennent au méme type d’équa-
tions qu'on a trouvé auparavant.

4. Lorsque F est de 2% degré, ¢, ev ¢, seront aussi des fonctions
de 2% degré et H sera une quantité constante.
Alors si on intégre I'équation (10), on trouve

t=H(r—r1,),

r, étant un constante arbitraire.
Dans ce cas, en posant

h= ZJE[(§§>’+ G)+G) )

I aF oF
vaL? + s T a_F]

les équations {9), deviennent

ap _ ‘l(fwfg) dq __ s 1) d" __ A4, 1)

dt ~ d(g,r)’ dt — d(r,p) T d(p, 9

(1)
=

Dans la fonction F on peut négliger le terme constant, alors il est aisé
de remarquer que pour obtenir la fonction

po el +rm—F

il suffit de négliger dans la fonction # les termes de premier degré.
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CHAPITRE 1II.

L’étude analytique de la rotation d’un corps dans lequel existe
un mouvement interne stationnaire.
Article I.

1. Dans le dernier article du chapitre précédent nous avons ramené
les équations différentielles (3) au type suivant

dp _d(f,, £,
dt = dig,n)’
dg _ 4/, 1)
(I)b E;——w’
(YA
L dt a(p,q)

out f, f, sont des fonctions de p,q,r.
Nous allons par suite commencer par 'étude général des équations
différentielles de ce type.

2. On peut trouver deux intégrales des équations (1),, c'est i dire

(2)s f, = const. = A, fy = const. = h,,
ce qu'on vérifie tout de suite par un calcul élémentaire.
Posons
wl wE wS
= — = Yy =— —
( 3)b p 2, q z,’ z, ’

2 Ty Ty @
5”1('7"1 y Xy Ly s x4) - x4[f1 (}6— 'z ? w—> - kl]’
4 4

2 T, Z, 2,
,%(”l’xwws’x4)—x4[f2<;3:’z’"w:>_h2 ’
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Les fonctions ¢,, ¢, auront un degré d’homogénéité égal & 2. On a
maintenant

alfy, ;) _ 1d(g,, @)

dg,n  wide,, )’

dp 1z de, —azda,
dt ~ 2% dt ’

par suite la premiére des équations (1), s'écrira

( ) "’v4dm1 - wldwl e d(¢x ’ 502)
4o di d(w, , 2,)

et de méme les deux autres pourront sécrire

( r) w4dm2 —_ wédwa, — d(¢1 ’ 90?)
e d Ay, )’

4,, w“dwﬁ‘! - wsdw4 o d(spl 3 ¢2) .
(4%)s i d(z, » 7,)

Enfin on pourra substituer aux deux intégrales (2), les équations

(5)s ¢, =0, ¢, =o.

Deux quelconques des équations (4),, (4')s, (4'). auront la forme

m4dw(r) — Z(r) dwc —_— d<9”1 ’ 502) ,
dt d (@11 5 Tr42)
x4dm(7‘+1) - w(r+1)dw4 — d(% ’ 502)
dt d(zpr1e) s 20)
étant
o< (r)<4, (r)=7 mod. 3.
On en tire
. B d26) — 2 A2 3¢, (x 39, x 3501)
* di IR N A P © day

2 ( ¢, 9%, )
— X —_— .
Wy \ D021 + %o o7(r)
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Mais
2¢; d¢; 2¢; °¢;
By —— + Cpyy——— + Tpyy—— + 2
(CFYIN + T4y CLTARY) T T 0%(r49) * o,
par suite 'équation précédente §’écrira

Terndte — ¥ Aoty _ ¢ 3¢, ¢ ¢
dt 3%(,4.;»995 dw, 3:17(,-4.2)

On pourra donc conclure: si 4, ,4,, 4,4, est une permutation quelconque

d'ordre pair des nombres 1,2, 3,4 on aura

(6) xq;zdx@-, — xi,dxiz — d(fol ) ¢2> .
b dt (g , @)

3. Appliquons aux variables x; une substitution linéaire
(7)b x’i == Esci,ssw 53 = zi Oi,sxi

et soit C le déterminant des coefficients ¢;,. Nous supposons que C ne
sannulle pas.
Nous aurons

dxi, ’ dx@z ca’,,s, 9 c’,sl dEs, » dEsz
x’il ’ wiz C"l:sz’ 07'2:32 Esl ’ 632

C.

%4, 83

d(% ) 502 z d(901 s ¢2 13’3’" ’ .
d(x‘l3 ) Q’% d(533) Ss, C. Ci

93583 2 42 84

Mais par un théoréme sur les déterminants, on a'’

0’5&53 ’ 0!'4,33 I c'-hsl ) ciz, 8
-
Cz‘a, 840 0@‘,,.94 cz‘,, 8z 2 Ciz,sz

par suite I'équation (6), pourra s'écrire

Cinors Cinsy | &, dE, — &,dE,, Cins s Cisi | d(g, , @,)
Z c c dt Z e | By &)

iy8 3 Vip Sy C’il;sz’ gy 82

! BALTZER, Theorie und Anwendungen der Determinanten, 111 Auflage, page 50.
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d’'ou Yon déduit

3 6, A5, — &, A8, I (g, ¢,)
(8 at T CdE, &)

On tire de la qu'ume substitution linéaire ne change pas la forme des
équations différentielles.

Article II.

1. Nous voulons maintenant appliquer les résultats de l'article pré-
cédent au cas ou f, et f, sont des fonctions entiéres de 2° degré par

rapport & p,q, .
On aura alors

I
fi= 5(61“10"' + @,,0° + ag,7") + ay,qr + 6, 7P + 4,09

(9) + a,p+ 2,9+ o, + a4,
b

= - (bnpz + b2nq2 + 6357'2) + 6237‘q + b,rp + b”pq

2
+ b0 + b9 + by, + 0.
En posant
H I
a_”'h1=§“44> b_h2=5644

on frouvera
(9’)b 501 = %Zz zsai,sxixs; ¢2 == _; Zizsbi,sxixs

et par la substitution (7), on pourra reduire ¢, et ¢, aux formes suivantes

¢y =3 (& + L&+ A+ 48D,
(10), 1
p=2E+EFE4E)



Il suffit pour cela que P'on ait

zi 2s bi,s CinCsp == I,
Zi Zs bi,s Ci,h cs,k = 0,

(11),

(117,
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ZiZsai,scz',hcs,h = Ah’
224 € Cp = O.

(h

>
<

k)
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Les quantités A, seront les racines de "équation de quatriéme degré par
] o

rapport a A
all
a
(12 ¥ =) "
a3l
a41

~-)‘bll y Gy
—"Abﬂ y Qgq
_—Ab:}l » Qg
“)‘bu » Uyg

_'1619 ) @ 3”"”’13 y Gy
'_"Abn y Gy —Abas y Ogy
_“Abszz ’ a33_lb33 y gy
—Abu y Oy _Abu y Qay

— b,
— )b,

— M
— b

34

44

Par suite, si B est le discriminant de la forme ¢,, on aura

r(4) =

2. Supposons que les racines soient différentes entre elles.

B(A - Al)(A —')2)@ - ls)()t - A4)'

Soient a,, les éléments adjoints aux éléments du déterminant (12),.
% lorsqu’on remplacera A par A,.

Nous les désignerons par un suffixe

On trouve alors les égalités

C1,s —

(8)
1,r

c2,s .
)

a2r

c3,s

(%)
ag,r

C4,s

(s)
(L2792

(

=V ins

aZ

thkbh ¥Cn,sCrs

21; Zk bh § 324

s) (s}
By ralc r

Mais par un théoréme sur les déterminants on al

(s
A, l

(s)

(5)

(8)

akr_‘ ar, ahk

par suite, & cause de la premiére des équations (11),

0

s =

1

(S v
\/ar r<h

)
A’chh vnk

=4,.

! Baurzer, Theorie und Anwendungen der Determinanten, II1 Auflage, page 54.

Acta mathematica. 22. Imprimé le 13 octobre 1898.

30
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Dérivons I'équation (12),. Nous trouverons
r(Q) = — 2, 2.5,
et., ayant égard & Dégalité (13),,
2,20 = —1'(A) = Blhuyr — A)Aers — A)(hrs — A)-
Par suite

(8)
Qi r

V& B(Aors — AsXAspa — Ao)(Asts — As)

(14)1; Cis

(s)
S \/ il .
B(xs+l - 13)(/23-;_2 - ls)(1s+3 - ls)

Enfin si lon fait usage de la régle pour calculer le produit des dé-
terminants on trouve

B02=I

d’ou

(15D 0=\/_i§‘

3. Les équations (8),, & cause des formules (10),, deviendront

Eszdésl - és,dgsz — I —_—
=g =g A) S

Posons
(16), & = ﬂl”l(u)7 & =/‘2"2(“)’ & = /1303(%), €, =/‘4"(“)

¢, 0,,0d,,ad étant les quatre fonctions de WEIErsTRAss. Alors les équa-
tions précédentes deviendront

7 ' d’u’ I
ey Py (0 O 1y — Oy Glrg) a=c (Aersm — A) M4 )4 B4 0

X

’ N U I A
Patlrsn (0400 — Oyy0) a = 5( ™ At ) e +1) %) Ocr41y
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Mais entre les fonctions ¢ subsistent les relations différentielles?

! ’
Oy T +1) = Oy Tle+1) = (Eir1) — €y) T2 0
’ 7
O 4+1)0 ~ 0G41)0 == Oy 011y
par suite les équations précédentes pourront s'écrire

du 1
Pt (€ — €r) 78y, (Ars0y — Aa) thorenyftas

du I
Mlorn gy =5 (/1(,+1) - A(f)))a(r)ﬂ(ri-l)

d’ou 'on tire

(17) Pote+y _ Krtn — A) db — ____q_____;
b taperny Oleern — em) du

I dt
(Ar+1y — &) an

par conséquent on aura

I dt\?
(18) e+ € = Gi (Aot — &) ey — A») <@)
et enfin
2 _ G —6 ___21 “14,12 —_'24
(19) R e iy
4. Des équations (17), on déduit
7 1 dt

ﬂ?r-i—?) (A(r+1) h )‘(r)) an’

Porternporn O

2 2
Pote+d Aryn — A ;
Yapern (o — )t — An)

c’est pourquoi on aura

(2 o) Hr — Hir+D — M+
b == = -
Virrn — Aty Vi — Aoty Viesn — Ay
_ p
\/ (Corn— )(2<r+2) — Zr+1)(Ary — Ara)
(r+1) (@) 2(r+2) — A

! WEIERSTRASS, Formeln und Lehrsitze sum Gebrauch der elliptischen Functionen,
page 28.
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Or (voir (7,) et (16),)
xi = zsci,s#so's

done, en calculant par les formules (3),, (14), et (20), les expressions de
p,q,r et en retranchant les facteurs communs aux numérateurs et aux
dénominateurs on trouvera

3
zl:r Al,ro'r + A1,4¢7

p=—""""">
zl:r Asyo. + Ayyo

3

Zr A?,rar 4+ A2,4U
(21) 1=
21)p —_ T3

b

3 ,
72':7' A4,rar + A4,4a

3
f?r dsypo. + Asu0
Y ==

3
L ;r A4,r0'r + -A4,40'

’

ol l'on a posé pour simplifier

A-"V o} (h — 1)
i (Zz - 11)(13 - 21)(14 - )‘1) ’

a2, — 4)
Ai,z = \/(11 _ Ag)(ls - 22)(24 - 22) ’

Ay )l =)
i3 = ’
s ('{1 - '23)(22 - 23)(24 - 13)
I (Ar+2) — 21 1)) — Airg o)
A, ==——-—————\/‘-4)6. —e,)—t .
M drany — A LEI QT ) (A — A1) — Ar42)

Pour trouver la relation qui subsiste entre la variable ¢ et l'argument u

. . . , . . di
des fonctions ¢, il suffit de résoudre I'équation (18), par rapport & PR

Si on intégre aprés, ayant égard & I'équation (15), on trouve

(23)b £ \/ Cry) ~— € (u__“o)’

B(Ar19) — 2)Ar41) — )

u, ¢tant une constante arbitraire.
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On a donc pu intégrer les équations (1), lorsque f, et £, sont des
fonctions de 2° degré. Les intégrales trouvées sont des fonctions double-
ment périodiques de la variable ¢.

Article III.

1. On peut appliquer l'intégration générale de larticle précédent
au cas des équations différentielles (3). Il suffit de prendre (voir chap.
I, art. V, § 2)

I

= 57 (Mp + m)" + (Br o+ m)* + (O + m,)’),
1 2 2 02

f, =;—J;1——§7§[AP + Bg* + Cr’),
K b

W= Svabe T aso

pour réduire les équations différentielles (3) aux (1), et les intégrales
(4) et (5) aux intégrales (2),.

2. L’équation de quatriéme degré (12), devient

A*—4 o , o , Am

o ,B—B, o , Bm,

g/l: =0
() o , 0 , C*'—12C, Cm, ’

Am Bm Cm, , 2hd— K|

2 2 3

1

1 M

ou nous avons posé
(24), K, = K* — m} — mi —m?.

En développant le déterminant on trouve, aprés avoir divisé par ABC,

(25) 2L — (4— N(B—NC— NE, — 21) + Ami(B— (O~ )

+ B2 (C— M)A — ) + Cmi(d — N(B—A) =0
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et si T'on divise par (4—X)(B— )(O—-—A)

Am1

Bm;
(25, +B—ni,i+0 — 2+ K, = o.

A cause de Végalité (2 cette équation pourra sécrire encore
g b

m? m: m? K

(25" Tt ot et =2

Nous supposerons que les racines soient simples, que m,, m,, m, ne
solent pas nuls et que les trois quantités 4, B, C soient différentes entre
elles. Dans ces hypothéses aucune des racines ne sera égale & 4 ni a
B, ni a C.

3. Nous aurons, par des calculs sans difficulté,

— w> A — B)(4s— C
\/a(ls,)l = \/( 2 — A )’

(s) v
T T4 (As — O)4s — A)
Vag’z \/a——iszl == 7n2 2 B

()
__(3 — 3,4 — \/(1 -— A Z —_— B)
\/a (3) My is — C ’

V), = Vit — Ak — B)(&s — 0)-

Si Ton substitue ces valeurs de \/a‘s) dans les formules (22), les équations
(21), deviennent

L, M, M,
P N A e i

1
Mo, + M0, + Mo, + Mo

m, M, Mo
(26), q_ﬂnﬂg—3”+z-3% L _B®T1—B

Mo, + M0, + M,0, + M0

M, M, M, M
e A0 T =" P A W
s Mo, + Mo, + Mo, + Mo !

M,
/1———A

p=m, ’

g

2
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ayant posé

Ay — A
M= \/m 0 — A0, — ay Ve — A — B)i& — 0,

L —x
L=V ii=ma—u =1

\/(Zz - A)()‘g - B)(;[z - O) ’

A — 2
M, =\ = = iV = A B =)

Ar+2) = K1)y — Arin) VA — )4 — B)(4,—O)
M,=\/e — )i = ek S A
¢ Gt =) (A — Zo41)(Ae — ) Artny — A4

Pour trouver I'équation du temps il suffit d'observer que le discriminant
B de la forme ¢, dans notre cas se réduit &

2h

B=—qp¢

En substituant cette valeur dans l'équation (23), on trouve

’ ABC € — Ert1)
7 b= \/ 2h (Ar4n) — A)(Ar41) — An) (1 —).

On peut donc énoncer la proposition: Si l'on a un corps, d Uintérieur
duquel existent des mouvements stationnaires el qui n'est soumis & aucun
couple de rotation, les trois composantes de la rotation par rapport au centre
de gravité sont des fonctions elliptiques du temps.

Le probléme de la rotation est donc résolu par les formules de
cet article, pour ce qui a rapport aux trois composantes de la rotation.

Article IV.

1. Afin que la solution analytique du probléme soit compléte, il
faut déterminer les neuf cosinus des angles que font les axes principaux
avec le systeme d'axes fixes. Opn les a appelés dés le commencement

(voir introduction) a,, a,, o, 5 B, s Bys 11> Tas Ts-
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Nous avons déja déterminé p, ¢, r; il suffit donc d’intégrer les équa-
tions de Poisson (voir introduction (2))

da ’ da, dy .
E’i}—=a2/’_a3Q7 at—=ﬂglr—ﬁ3Q7 d_tl=rg1—r3Q7
da,

g, dr. .
E{':%p'—'aﬂﬂ) d_t!=ﬂ3p—ﬁ1/r7 3}1=73P—7‘1”
da,

g, dy,
i =a,9—a,P, (—i’%:ﬁﬂ—ﬂzp’ gt—=7’19‘—mo-

2. Avant d’aborder cette question dans le cas particulier du pro-
bleme que nous occupe, nous envisagerons le cas tout a fait général et
nous donnerons dans cet article un théoréme sur la rotation des corps qui
simplifiera beaucoup tous les calculs que nous allons faire. Posons’

'A‘l—:al +i‘ﬁn 2 = O +iﬁ2’ As =0y +"/83
on aura les relations bien connues?
A,r, + 4,r, + As?’a =0,
i‘Al —*A?T:s + A372 =0

d’otr Von tire

—nnte
4= A
(28),
Sl £V (Sl £
A, ==l 4,

et par suite on a que A,, A, peuvent s'exprimer rationnellement par

TisTas Tso Ay
Soit

B, = a, —if,, B, = o, —iff,, B, = a, —if,

nous pourrons écrire aussi

1 — 7 1—7; I — 9
B, = All’ By=-7—, Bi=——

2 3

' Voir BriLL, Sul problema della rotaxione dei corpi. Annali di Mat. T. IIT, 8. IL.
* Voir HERMITE, Sur quelques applications des fonctions elliptiques. XII, page 27.
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Par conséquent B,, B,, B, pourront de méme étre représentés rationnelle-

ment par y,,7,, 75> 4, et de la on déduit que les six cosivus a,, a,, a,;

B B.s B, seront des fonctions rationnelles des mémes quantités.
Observons enfin que

7’2 - ’Te = —I—:_L;z ’

) TZ + 7‘73

donc ' les neuf cosinus sont des fonctions rationnelles des trois quantités

(29)b I+71’7‘2+2"73’ a1+iﬁ1'
On déduit des équations de Poisson

a4
a = A=A

par suite, ayant égard aux équations (28),, nous obtiendrons

(30 1dd,  —nr—nd + i + 59
3% 4, dt n+n ’

ce qui démontre que lorsqu’on connait p, g, 7; 1, 7,5 75 il suffit d’'une
seule quadrature pour obtenir tous les cosinus.

3. Les propriétés précédentes rappelées, nous allons démontrer le
théoréme suivant:

Si p,q,7;5 7151, 7s Sont des fonctions uniformes du temps dont les
points singuliers sont des poles, et si dans tout point singulier lordre d'infini
d'une des fonctions yr,,7,, 1, wWest pas dépassé par Vordre dinfini des fonc-
tions p, q,r; alors les neuf cosinus seront des fonctions uniformes du lemps
el tous leurs points singuliers seromt des poles.

En effet, si p,9,r; r,,7,, 7, n'ont que des podles pour points sin-
guliers, on pourra écrire

P Q R
p=p. 4=p T=p
[§! =D’ 7a =7’ =73

! Voir HALPHEN, ZTraité des fonctions elliptiques. T. II, page I1.
Acta mathemation. 22, Imprimé le 13 octobre 1898. 31
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P,Q,R; I, I,, I;; D étant des fonctions entiéres. Supposons qu’on
ait retranché toutes les racines communes a ces fonctions, alors on pourra
dire que I, I,,I,, D n'auront pas des racines communes. Pour le
voir il suftit d’observer que si I, I',, I',, D avaient une racine qui ne
fat pas une racine de P, @, R, une au moins des fonctions p, q,r de-
viendrait infinie d’ordre supérieur aux trois fonctions y, , r,, r; pour ¢ égale
a cette racine, ce qui est contraire aux hypothéses qu’on a faites.
Cela posé, on peut transformer l'équation (30), en écrivant

i— % = (I — 7,1)(727‘ . qu) — (Tg — 7:)’3)(1‘ — /iq)

4, dt ntr
_ O+ 1) — 10 + G + ) + i)
rn+
Mais
it r=0—n)+n)=0—7)n+in)
par suite
_I_%___)’ﬂ”"-i’.ﬂ_ r—1ig =_7er_7’3Q+ T+ g .
Ax di I+ 7 7.+ 7:73 I—r 7o — irs
Si on a égard & légalité
_n
NV —71.9= at’

I'équation précédente deviendra

1 d4, d
L = 2 log (1 + ;) —

r— g

cest & dire

1dd4, d. (D+I\ R—iQ d, (D—T)\ kb B+1iQ
G1h 1 = Gilog (%5 )"p, T = @ (=3 >+p,~¢p3'
R . 1 d4, .
Les poles de la fonction T g seront les valeurs de ¢ qui annullent une
1
ou plusieurs des quantités

D+1T,,D—T,, D, T, +il,, I,—iF,

Soit ¢, une de ces valeurs. Nous pouvons distinguer deux cas.
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Si ¢

, D'est pas en méme temps une racine de [/, et [, alors
I+ i, et I,—il, ne seront pas nuls a la fois. Il en suit que linfini

de,;(ilt D+P> ou du terme — log(D F).

Mais chacune de ces fonctlons est la dérivée logarithmlque du rapport

dépendra du terme — log(

. . 1 d4 P .
de deux fonctions entiéres, donc dans ce cas A_Wt‘l sera infini de premier
1

ordre et le résidu sera un mnombre entier.
Examinons maintenant le cas ou #, est une racine de I, et de [,.
Alors I, 44l et I, — il seront nuls a la fois, et puisque

(D + LD~ 1) = (I, + i), — i)

il faudra qu'un des facteurs du premier membre soit nul. Mais les
deux facteurs ne sauraient pas étre nuls simultanément, parce que D,
I', I',, F, n'ont aucune racine commune.

On fire de 14 que

17
(32)s lsz:ﬁ = + 1.

Calculons la dérivée de y, +4ér,. On aura

d . _d I, + <l 1 d(P,iiI’) dD
;ﬁ(rai@rs)_d ( D ) D”(D——_—Jt— (I’ o F) >

Mais des équations de Poissox on déduit

d . . o
Z(r +ir) = Fip(r, 2 i) — 100 F ig) = 5 [FiP(I, £iL) — T, (RFiQ)},
par suite
Al £ily) 1 (4D _ .
Gt L, i) (G F i) — P RF Q)
et enfin
(34) R ¥ W R T 4Q
b
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Soit £, une racine de I, + I, d'ordre #», alors elle sera une racine
’ d . b4 . ’

d'ordre n— 1 de 7 (I, £4I7,). L’équation (33), nous montre qu’elle sera

aussi une racine d'ordre »— 1 de R 4@, et par conséquent le rapport

(35) ,Zf

2

Q0
il

l+ +l

deviendra pour ¢ ==1¢  infini de premier ordre. Ayons égard maintenant

. . I d4,
aux deux expressions (31), que nous avons trouvé pour A—ﬁ—f' Le
1 dd,

premier terme de l'une ou de l'autre sera fini pour ¢{=¢,, donc L

sera infini de premier ordre. Pour calculer le résidu il suffira de dé-
terminer le résidu du rapport (35), qui sera égal a

=0 2T, & i)

On peut faire usage de la formule (34),, et on a alors

o =nlim g;iQ T
‘Mﬂﬂmm< ¢ﬂ_ﬁw;m

D
=# lim L = n lim (————),
i=ty | _1n ﬂ:i{’_(dl) - zP) t=1, I
T, R T iQ \df

ce qui montre (voir (32),) que le résidu est un nombre entier.
Nous pouvons donc conclure que dans tous les cas les singularités de
la fonction

ZW':"IO"A

sont des poles de premier ordre, les vésidus étant des nombres entiers. Par
conséquent A, sera une fonction uniforme ayant pour singularités des
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poles, et les neuf cosinus qui sont des fonctions rationnelles de 7, 7,, 75, 4,
seront aussi des fonctions de la méme nature.

C. Q. F. D

4. On peut énoncer le théoréme du paragraphe précédent d’une
autre manieére.

Si on a

R r,

1

P Q. )
(36)b p=—5’ q=ﬁ’ T=ﬁ; n=p> re= 17" i=p

»

P,Q,R, I', I, I ; D étant des fonctions uniformes et entiéres du temps;
et si I', I, I'y, D n'ont aucune racine commune; les neuf cosinus seront
des fonctions uniformes et lewrs singularités seront des poles.

En effet nous avons déja vu que si dans chaque point singulier
lordre d'infini d’'unc des fonctions r,,y,, 7, n'est pas dépassé par les
ordres d’infini de p, g, r d faut que I'), I'), I',, D n'aient aucune racine
commune. Démontrons maintenant la proposition reciproque. Soit »
l'ordre de multiplicité d’une racine de D dans un point singulier. Il
y aura une des fonctions ,,7,, 7, qui deviendra infinie d’'ordre n et
aucune des fonctions p, g, r deviendra infinie d’ordre supérieur.

Article V.

1. Pour vérifier si les conditions nécessaires et suffisantes pour
I'application du théoréme fondamental de larticle précédent sont satis-
faites dans le probléme de rotation que nous étudions, il fant calculer
71> Tas T ayant déja calculé dans larticle III les quantité p, g, 7.

Faisons coincider l'axe # avec l'axe du couple de quantité de mouve-
ment. On aura alors
__Ap +m, __Bg+m, . =C’7‘+'m3

n K Ts - 7s K

et en substituant & p,q,r les valeurs qu'on.a trouvées (voir article

III (26),)
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A, ot LM, WM, A,
Cmi At oAt At =al
rl_K _Mlo' +Ma + M0, + M,o ’

AM, L AM, WM, A
(37  m =BT L BTy "B® L =B’
" =% 1W101+M26,+Mo' + M,o I
AM, A, A, ot AM,
_mi—c"Tr—o2tr-0*t1—¢
~r3_K M,0, + Mo, +M303+M4a )

Si donc on fait usage des notations de larticle précédent on trouve
(voir article III (26),)

P=m(1M "'1+,1 o'+ 03+7:1‘§—Za)’
(38)s Q= m, zlﬂfB"l "'12_’3‘72 +7 :B"?» +14M—-4B0>’
Rz’”s(le "+z 0% T = 05+Tj¥i’6")’
I=% (xfﬂ[‘fi o+ ARZMQA o+ AjSMsA o+ af‘_]'_lh ")’
(39, I,=% (xf Do F g + szM%B %t ifL—MB ”) ’
I, = %’3 (11&%‘6"1 +zjﬂl’0"2 + zja—lyfﬂa"s + Aj4-l—l-f‘00>’
D= Mo, + Mo, + M0, + M,o.

2. Démontrons maintenant que les quatres fonctions I',, I, Iy, D
n'ont aucune racine commune. Cela suffira pour prouver que tous les

neuf cosinus sont des fonctions uniformes ayant pour singularités des poles.
Posons

Mo, =y, Ma"a =Yy Mo, =y, Moo=y,

et ayons égard a l’hypothése qu'on a faite que m,, m,, m, ne sont pas
nuls. Alors les équations

(40), D=I,=I,=T,=o0
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pourront s’écrire

b+ Y. + Y, + Y, =0,
AEA%+LEA%+ZéE%+AEA%=O7

(41) /zl"x_lByl+}‘2£By2+23—)3By3+24EBy4=07
\xlfl_oyl +)2:210y2 +Z—2_3—Z,y3 +}:—I}C'y4 = o.

Le déterminant des coefficients sera

) S T, I, 1
A 2, 2 2,

—A’ L —~A’ ) —4A’] —4

A

A= 3 A, 2, i |=o°

A—B’L—~B’%—B’i—B
2 2, A, A,

A —C’' L, ~0’ 15, —0’1—C

et en le développant on trouvera

A =
ABC(B— AXC_ A)(O'“ B)(zx - 22)(11 __2‘2)('21 _ ]4)(22 - 29 )(12 - '{4)(13 - 14)
(4 — A)A, — A)3, — 4)(4, — A)(2, — B)(d,— B)A, — B)(2,— B\, — C)(3, — )4, — C)4,— C)

Le premier membre de 1'équation (2 eut gécrire
» P

= 2h(— 1) — ) — ) A—4,) = (4 — (B — (¢ — A(K, — 2h)
+ Ami(B — )C — 2) 4 Bmi(C — 2)(4 — ) + Cmi(4d — A)(B—A).

En faisant successivement A = A4, B, C on aura

Am3(B — A)(C — 4)
2k ’
Bmi(C — B)(A — B)
2h ’
_ Om¥(4 — OB — 0)
—_— 7 .

4— a1)(‘4 - A2)(A - Aa)(A - /14) =

(B_' 21)(B'“ Az)(B - la)(B—— 14) =

(€ —4)(C— A)C—4)C—4)
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Par suite le dénominateur de A sera égal a

_ ABCmimimy(B — 4)XC — 4)XC — B)*
81

et par conséquent

. S(Al - 12)(11 — ]3)(11 —_ ]4)(12 _ ls)(la - 24)(’13 —_ 24)
A = 8h mimimi(B — A)(C — BY4 — O) '

Mais on a supposé que les racines A, A, 4,, A, soient différentes entre
elles. 1l en snit que A n'est pas nul, d’ou l'on tire la conséquence que
les équations (41),, c’est a dire les équations (40),, sont incompatibles.
Cela signifie que les quatre fonctions D, I', T’,, I, n'ont aucune racine
commune. Il ressort donc du théoréme de I'article précédent que les
neuf cosinus seront des fonctions uniformes et leur singularités seront
des podles. Ils seront des rapports de fonctions uniformes et entiéres, et

nous en calculerons les expressions daps l'article suivant.

Article VI

1. Pour obtenir les expressions des neuf cosinus il suffit de calculer

L7 7 i, o + 08

puisque les cosinus sont des fonctions rationnelles connues de ces quan-
tités.. (Voir article 1V, § 2.)
Si on prend Vexpression de D trouvée dans l'article précédent on a
D o, g g,
;=M;1+M2f+Msf+M4 = y(u).

Donc y(u) est une fonction doublement périodique dont les périodes
sont 40 et 40’
Posons % = 29, il viendra

2(29) = p(v)

et ¢ aura pour périodes 2w et 2w’. Elle deviendra infinie & lintérieur

! WrIERSTRASS, Formeln und Lehrsitze, page 23.
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du parallelogramme des périodes dans les points 0, w, ', 0", par suite
elle sera une fonction elliptique de quatriéme degré et 'on aura’

o, "y Uy wu,
0’<’U ——-;)O‘(’U —;)0(1) -—_ Z)O’<’U —"2—>
=

ovo(v— a)o(v — &')o(v — ")

¢ (v)

b
C, étant une constante et

w, + u, + u, + u, = 40".

Par conséquent

D = ol o) (5 )

et T'on a

De méme on peut écrire

D4 I, = Cg(u—;v)0(%—;v2)0(u-;vs)a_(u—;v4>G’

I, 4 il = Ogg_(u—-z—wl>o_(u—2we>o<u:w3’)0_(u—;w4>G’

C,, C, étant des quantités constantes, et

v, +v, +v, 4o, =w +w +w + w, = 40"

On déduit de 1a les expressions suivantes pour 1 4 y, et 7, + iy,

LTI
a1 4”%»c~w<%”»cﬂ“

I s e

)

! Tbid. page 1I5.
Acta mathematica. 22. Imprimé le 27 octobre 1898. 32
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et il faudra supposer®

wy oy Fug Fu, v+ v, v, o, w + w, +w, 8
2 - 2 B ? )

il

1, et L, étant des constantes.

2. Posons
= o555
= oo — Yoo — )0 —2)ofs — %),
DI = Llo' % —2- v‘) g_(u : v,‘>0_(u —2— 1/3> 0_(1« —2— 114>
(43)s ‘

4 il = Lo

— " o LN
{ = Lga(v 2)0’<v 2)0(@ 2)a<v 2)
Les trois fonctions D', D' 4+ I”, Iy + il seront des fonctions entiéres
et on pourra les substituer & D, D + I, I, 4 iI, dans les formules

de Yarticle précédent. En faisant cette substitution dans la formule (31),
on aura

, tdd, 4, D+ R—iQ
(31 Z"&j*;ﬁlog 173 —‘p;_l_?;p;—ﬁb(t)

ou Lon a posé

R—iQ= (R——z()) on

! Nous écrirons @ =b lorsque les nomhres & et b seront tels que
a—b=2mo + 2ne’,

m et n étant des nombres emtiers.
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Dans Tlarticle III nous avons établi la relation qui subsiste entre les va-
riables ¢ et . Elle peut s'écrire (voir (27'),)

u‘o
= nu—u) = 2%(1} ———2—)

ou n et w, sont des quantités constantes. Par suite

1dA,  d D+ 1 1 B —iQ
A a8 (“—"D'—)"m*‘; T, = $i(Y)

D’aprés des propriétés bien connues on pourra dire que les résidus de
la fonction ¢ (v) seront égaux & ceux de la fonction ¢ ().

3. Cela posé supposons qu’aucune des valeurs u; ne soit congruente
& une valeur v,. On pourra en déduire quaucune des w; ne sera
congruente & une valeur . En effet chaque racine de I, 4 iI'; est
une racine de D’ 4 I"” ou de I’ — I", mais elle ne peut pas étre une
racine de IV, parce que dans ce cas IV et IV 4- I" auraient une racine
commune, ce qui est contraire aux hypothéses qu'on a faites. Donc les
valeurs w; ne sont pas des racines ni de D’ ni de I”, et par suite on
pourra énoncer les propriétés suivantes:

1° pour les valeurs vzgf la fonction
d 1o (D' + I
dv D )
est infinie de premier ordre, son résidu étant + 1.
2° pour les valeurs ’UE% la fonction
d Io (D' + I"’)
dv g D
est infinie de premier ordre, le résidu étant — 1.
3° pour les valeurs 'vz% la fonction
X 1 R — @
(44/" 2n Iy + i,

est infinie de premier ordre, le résidu étant + 1.
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. w, w w, w,

Prenons les points -+, =2, =2 —*

27272

des périodes. lLa somme des résidus de la fonction dans les points d’infini
P =

qui sont & lintérieur du parallélogramme des périodes devant étre nulle,

il faudra que le résidu de la fonction (44), soit égal & + 1 en deux des

4 Yintérieur du parallélogramme

quatre points %" et soit égal & — 1 dans les autres.

Rappelons maintenant (voir article I, § 3) que la fonction (44), doit
avoir le résidu égal 4 1 ou sannule D' — I, et doit avoir le résidu
égal — 1 ou I’ 4 I” gannule. Il faudra donc que pour deux des

. w w .
valeurs de la variable v, par ex. 23 , —21, goit nulle la somme D" I”

w W, . s .
et pour les autres -+ soit nulle la diftérence D' — I”. Si nous

choisissons v, et v, de maniére que l'on ait v, =w, , v, = w,, on pourra dire:
1° pour

v

i

<
i

v v, w
2, v==2, v=-* =1
2 2 2

la fonction

(45)1: :4—‘ av

sera infinie de premier ordre et le résidu sera - 1.
2° pour

(4

il

%
2

la méme fonction sera infinie du premier ordre ct le résidu sera — 1.
3° la fonction (45), n'aura d’autres infinis que les précédents.
Par suite il viendra'®

A ot o) oo

-((v—%)-é’(v—%)—é’(«z—— :

m étant une constante.

SRS
N
+
Ny
TN
<
N lﬁ
~——

— C<v—%> + 2m,

w L»ﬁ
S—"

! YVoir WEIERsTRASS, Formeln und Lehrsitze, page 20,
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Si on intégre et qu'on désigne par L, une nouvelle constante, on

A —2)o(=2) (=2 ~2) .

(o= 2ol =)= 2)o(—3)

B e o
S () () (5

Rappelons les formules (42), et ayons égard aux égalités w, =v,, w, =v,.
Nous pourrons écrire

trouvera

Al =L3

(46)y rt i =L,

a, +if, = L,

ou il faut supposer

u,+u2+us+u4_v,+v,+vs+v
2 - 2

(47 w, +w, =0, + v, =o.
On a ainsi l'expression générale des trois fonctions dont les cosinus dé-
pendent rationnellement d’une maniére connue. Il est aisé de voir que
les formules gardent la méme forme si 'on suppose que quelques-unes
des valeurs u; soient congruentes aux valeurs v,. Il ne reste 4 trouver
que les relations entre les constantes w;, v, w;, L, , L,, L, ¢t m et les
constantes mécaniques du probléme.
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Note auw chapitre 11.

1. La résolution analytique de la question est composée de deux
parties. Dans la premiére on détermine les composantes de la rotation;
dans l'autre on calcule les cosinus des angles que les axes d’inertic font
avec les axes fixes.

C'est la méme décomposition de la question qu’ont fait Jacosr et la
plupart de ceux qui ont traité de la rotation des corps. Il va sans dire
que la premiére question est beaucoup plus simple et plus facile que
Vautre.

2. Par rapport a la premiére question on peut remarquer que pour
reconnaitre & priori que les composantes de la rotation sexpriment par
des fonctions elliptiques du temps, il suffit d’avoir égard a la polodie
qui est l'intersection de deux quadriques. Les coordonnées de cette courbe
sont des fonctions elliptiques d’un paramctre, et puisqu'elles sont pro-
portionnelles aux trois composantes de la rotation, celles-ci pourront de
méme s'exprimer comme des fonctions elliptiques de ce paramétre u. Or
on peut démontrer que w est une fonction linéaire du temps. En cffet

. Y dt . . 1 r :
si Ton calcule - on voit tout de suite, & cause des équations (3), que

ce rapport est une fonction doublement périodique. Il est facile de dé-
. 1oy . , . . dt
montrer que, si I'équation (25’), n’a pas de racines multiples, - A pas

d’infinig, ce qui prouve que ce rapport est constant.

2. Relativement & la seconde question on peut dire qu’elle a été
résolue aisément dans le chapitre précédent en vertu du théoréme de
larticle IV. La difficulté trés-grave de la détermination des cosinus a
été surmontée presque sans calculs. Si on aurait voulu suivre la voie
directe il aurait fallu calculer et discuter 'expression (307), qui peut se
mettre sous forme de rapport de deux polynomes rationnels et entiers de
3*° degré par rapport aux fonctions ¢. Mais en employant le théoréme
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gqu'on vient de citer, il a été suffisant de s’assurer que les numérateurs
et les dénominateurs des expressions de r,, 7,, 7, nc sannulent pas en-
semble pour reconnaitre que tous les cosinus sont des fonctions uniformes
du temps et pour pouvoir aprés les calculer.

Si on emploie la méme méthode dans le cas des problémes d'Eurir
et de LAGRANGE on est conduit tout aisément aux mémes conclusions.

3. Dans un de ces admirables fragments sur la rotation d’un corps
que M. LoTTNER a tirés des manuscrits de Jacosl, on trouve l'explica-
tion du sueccés de la méthode d'intégration de Jacosr dans le cas du
probléme d'Evrer. La voici: I'angle ¢ d’Evrer formé par lintersection
des plans & et xy avec l'axe z g'exprime par unec somme d'intégrales
elliptiques de troisiéme espéce auxquelles est attaché le diviseur 2i. Puisque
la méme circonstance favorable sc présente dans-le probléme de Lagranar,
JACOBI a pu reconnaitre a priori que son procédé pouvait s'étendre &
ce cas.

Allons voir quelle relation subsiste entre l'existence du diviseur 2i
de Jacosr et le théoréme de Varticle IV.

La dérivée de Vangle ¢ d'EuLer est donnée par la formule

d¢ _ prtoarn _ @+ i) — i) + (w2 — 1,9)

¢~ 1—7 1—7

_1fd, 1—p, g—ipy_ 1[fd, D—T, Q—iP]_
—zi[d_togl+7’3 27‘1+737’2]—2i[dt10gD+]‘3 T

Si Iy, I,,I,,D ne gannulent pas ensemble, par un raisonnement

semblable a celui qu'on a fait dans larticle IV on a que i—? est une

fonction uniforme dont les singularités sont des poéles du premier ordre
;. ’ n , . .
et ses résidus sont égaux & ;> 1 étant un nombre entier. On tire de I3

que lexistence du diviseur de Jacosr dépend du théoréme de ’article
IV, cest & dire quil existe parce que D, I',, I7,, I', ne s'annulent pas
ensemble.

On a donc que le théoréme de larticle IV peut remplacer la re-
cherche du diviseur de Jacosr par 'étude directe de p, g, 757,75, 74
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4. M. Janxsge tout récemment dans quelques Notes exprime 1'in-
tention de revenir sur la question que jai traitéc.

C’est par ces notes que jai appris, aprés la rédaction du présent
mémoire, que M. WANGERIN avait traité dans un savant travail un
cas particulier en dehors de la question de mécanique céleste. ~Le cas
de M. WANGERIN n'est pas celui des mouvements internes stationnaires
qui a été traité dans les chapitres précédents, mais c’est un cas particulier
de mouvement adiabatique. Seulement par un théoréme que j’ai donné
dans le 4®° chapitre les mouvements stationnaires et les mouvements
adiabatiques en général restent liés ensembles, c'est a dire il y a un
moyen de passer des uns aux autres et méme & ceux qui tiennent en
méme temps des deux types de mouvement.

M. WanGERIN gest limité a la détermination des composantes de la
rotation, parce qu’il ne prend pas en considération les cosinus des angles;
c’est pourquoi il g'occupe seulement de la premiére partie du probléme
dont on a parlé an premier paragraphe.
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CHAPITRE IIL

Les axes permanents de rotation et leur stabilité.

Article I.

1. Déja dans Yarticle III du I chapitre nous avons envisagé les
axes permanents de rotation et démontré un théoréme & leur égard.
Nous voulons maintenant étudier la question des axes permanents, de
leur distribution, de leur stabilité, et tirer les conséquences qui découlent
de c¢es recherches.

Ecrivons les équations différentielles de la rotation comme nous
avons fait dans le 1* chapitre, article V, § 2 (voir aussi le chapitre II).
En posant

I

o= g (e + m) o+ B+ m) + (O + m)',
().
__I_ 2 & 2 3
fa ""2\/279—0[‘41’ + Bg* + O’
on aura
dp _ a1
dt — dg,n’
dg __df, 4
(2)s at — d(r,p)’
& _ .t
¢ d(p, 9

2. Supposons maintenant que p, ¢, r soient les coordonnées d’'un
point en mouvement P'.!

! On pourrait appeler le point P’ Vindice de la rotation pour le distinguer du pdle
de la rotation (voir le I°T chapitre, article I, § I) quon a désigné par P. Entre les coor-
données p, ¢, 7 de P’ et les coordonnées §, 7, { de P subsistent les relations
§_ ¢ I
p g r 2k, yABC

Acta mathematioa, 22. Imprimé le 8 novembre 1898. 33
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Puisque les équations précédentes admettent les intégrales
(3)0 fl = const, = hl’ fz = const, = hg,

et qu'on peut envisager ces équations comme les équations de deux surfaces
du 2% degré, on atra due les intérsections de ces surfacés seront toutes
les trajectoires possibles du point P. Tes trajectoires seront donc des
lignes du 4° ordre (gwartigues). Pour trouver les rotations permanentes
il suffira de trouver les positions dans lesquelles P’ est en repos. Pour
simplifier on pourra les appeler les positions d'équilibre du point P

Ces positions d'équilibre seront telles que

. AR AN dbs f) A ) _
(4 alg,n & ar,p A0 °

cest & dire
o, o 3
4 ?1’.. — a_q_ ——— 8.1
op ¥ or

Les équations précédentes représentent les conditions pour que dans le
point p,g,r les deux surfaces du 2° degré soient tangentes de sorte
que ce point soit un point double d’une des quartiques.

Cest pourquoi on a le théoréme. (Voir chapitre I, article III, § 1.)

Les points doubles des quartiques 4, = h,, §, = h, sont les positions
d équilibre du point P, et le liew de ces points est la courbe ayant pour
équations les équations (4'),.

Les équations (4), peuvent g'écrire (voir (6),)
(C— B)gr + myq — m,r = 0,
(4" (4 —O)yrp + myr —mp = o,
(B— A)pq + mp — m,q = o,

Cest pourquoi la condition nécessaire et suffisante pour que le licu des po-
sitions déquilibre de P’ se décompose en courbes d'ordre inféricur sera

(5)e (B — 0)(C — 4)(4 — B)m,m,m; = o.
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3. Une nouvelle maniére d'écrire les équations (4), est la suivante
(voir (6'),)

ml m, 3
(6)e A+Tt=B+t=0C+7.

Si I'on appelle A la valeur commune aux trois membres, on trouvera

m, m m

’ — —---—————2 —— E——
(6 bp=7—"71 1=7—"p T=71—v¢

Envisageons maintenant le cas général en supposant que m, , m,, m, ne
s'annullent pas et qu'on ait 4 > B > C.

Tous les points de la courbe, lieu des positions d'équilibre de P,
g'obtiendront des équations précédentes en donnant a A toutes les valeurs
comprises entre — co et -+ ©o.

La courbe aura trois asymptotes qui seront les droites L, L,, L, pa-
ralléles aux axes coordonnées &, 7, {ayant respectivement pour équations

M, m

1=2—» '~

3

A—-0C’

—_ " — T
P=o—a 1=0—=8"

Elle sera formée de trois branches ¢ ,g,,9,. La premiére branche
partira du point — co de I, et aboutira an point 4 co de L,. Elle
correspondra aux valeurs de A comprises entre 4 et B. La seconde
branche partira du point — co de L, et aboutira au point + co de L.
Elle correspondra aux valeurs de A comprises entre B et C. Enfin la
derniére branche ira du point — co de L, au point 4 co de L, en
passant par l'origine et correspondra & toutes les valeurs de A plus grandes
que 4 et a toutes celles plus petites que C.

La courbe liew des positions d'équilibre de P' est donc une hyperbole
cubique.’

' A Tarticle IV de ce chapitre on a exposé de quelle manidre cette courbe peut
se décomposer en courbes d’ordre inférieur.
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4. Lorsque les équations (4'), sont équivalentes a une seule équa-
tion, ou qu'elles se réduisent & trois identités, alors le lien des positions
d’équilibre de P’ n’est plus une courbe. Afin que ces cas se présentent
il faut qu'un ou plusieurs des systémes suivants de conditions soit vérifié

C— B =m, =m, =0,
(7 A—C=m =m =o,

B—A=m, =m, =o.
Si un seul est vérifié, alors la dégénération du lieu conduira & une
droite et & un plan. Si deux sont vérifiés, et par suite les trois sont
vérifiés, c’'est a dire si l'on a

4 = B = C; m, = M, = M, = O
alors chaque point de 'espace sera ume position d’équilibre du point P
Par l'étude que nous venons de faire on a résolu complétement la
question des axes permanents de rotation. Nous consacrerons les articles
suivants & la classification des axes permanents selon leur stabilité.

Article II.

1. Commencons par donner la définition de stabilité de Uéquilibre du
point P'. Elle correspondra parfaitement a celle de rofation stable du
systeme.

On dira que la position P; de P’ est stable, si, & étant un nombre
aussi petit que l'on veut, on peut trouver un nombre e tel qu’en plagant
P & une distance de P; plus petite que e, et en le faisant mouvoir
d’aprés la loi représentée par les équations (2),, il ne s'éloignera jamais de
P, au dela de o.

Cela posé, en suivant un raisonnement semblable & celui bien connu
employé par DiricHLET, on peut démontrer le théoréme suivant:

Tous les points isolés des quartiques (3), seromt des positions @ équilibre
stable du point P,
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Soit Py un point isolé. Désignons par f), f; les valeurs des fonc-
tions f,, f, au point P;, et formons 'expression

I=H—0+¢— M
I sera une fonction continue des coordonnées p, q, 7.

Je dis qu'on peut trouver un nombre a tel que la limite inférieure
des valeurs de I sur chaque sphére ayant P; pour centre et dont le
rayon est plus petit que «, est un nombre positif.

En effet §'il n'était possible de satisfaire la condition précédente
quelque petit qu'on prenait «, les deux surfaces

f[ = f(l)y 'f? = fg

auraient des points d'intersection réels aussi voising que l'on voudrait a
Py, et par suite ce point ne serait pas un point isolé de la quartique &
laquelle il appartient.

Désignons par § la sphére ayant pour centre P; et pour rayon a.
A Tintérieur de cette surface construisons une autre sphére avec le méme
centre, et avec un rayon plus petit que &. On Pappelera §. Soit 7’
la limite inférieure de I sur la surface §’. Ce nombre sera positif. Or
I est une fonction continue, donc & lintérieur de &', on pourra construire
une troisiéme sphére S”, avec le centre P, telle que la limite supérieure
des valeurs de I & son intérieur soit plus petite que 7.

Soit ¢ le rayon de la derniére sphé}'e.

Faisons maintenant mouvoir le point P d’aprés la loi représentée
par les équations (2), & partir d’une position interne a §”. Puisque I
doit garder une valeur constante pendant le mouvement, sa valeur sera
égale a la valeur initiale, c’est & dire sera plus petite que 7’. Par suite
P’ ne rejoindra jamais la surface &, d’oit on déduit que sa distance du
point P{ restera toujours plus petite que o.

C. Q. F. D.

2. On peut généraliser la proposition précédente en démontrant
le théoréme:

Soit Py un point isolé d'ume quartique appartenant aw systéme (3),,
el soit o un nombre aussi petit que Uon veut.
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On pourra trouwver deux nombres e et &' tels que

1° si Uon change m, , m,, m, de quantités constantes plus petites que €’;

2° si dans sa position initiale on place P’ & une distance de P, plus
petite que e,

le point P’ en se déplagant ne séloignera de P au dela de o.

En effet envisageons de nouveau les trois sphéres S, 8, 8” du para-
graphe précédent. Soit »” la limite supérieure des valeurs de I & l'in-
térieur de §”. Nous aurons 7” < '. Posons %" — %" = p.

Puisque I est une fonction continue de m,, m,, m,, hous pourrons
trouver un nombre &' tel qu'en changeant m, , m,, m, de quantités plus
petites que &', les valeurs de I & lintérieur de la sphére S changent
moins que ‘i . Par suite de ce changement la limite inférieure de I sur
S sera plus grande que 7 ——’2 et la limite supérieure de I & Vintérieur

de §” sera plus petite que 7" 4 Z— Mais %" 4+ f-; < ﬁ'—g , donc en placant

P’ dans un point initial interne & §” il se déplacera sans jamais rejoindre
la surface &'

C. Q F. D

On peut énoncer le théoréme que nous venons de démontrer en
disant qu'il y a wune double stabilité des rotations permanentes qui corres-
pondent aux points isolés: Vune par rapport aux changements du mowvement
de rotation, et Uautre par rapport aux changements des mouvements internes.

3. Passons maintenant & démontrer le théoréme inverse de celui de
l'article I, c'est a dire que les points de Uhyperbole cubique qui ne sont
des points isolés des quartiques correspondent & des rotations instables.

Nous nous bornerons dans cet article au cas o aucune des conditions
(7). D'est satisfaite, en renvoyant & larticle IV pour la démonstration
lorsque ces conditions sont vérifiées.

Cela posé on peut étre sir que sur chacune des surfaces (3), n'existe
quun nombre fini de positions d’équilibre du point P’. Désignons par
P, une de ces positions, et par {7, 4; les valeurs de §, et f§, au point
P;. On pourra construire une sphére X ayant P, pour centre, et telle
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qu'aucun point des surfaces f, = §}, §, = {3, qui est a son intérieur, soit
une position d’équilibre de P’. Or si P, n’est pas un point isolé de la
quartique & laquelle il appartient, il y aura une branche réelle de cette
courbe qui passe par F;.

Soit VP, une partie de cette branche interne & ¥ et désignons par
20 la distance entre les points V et P,. Enfin soit V'V’ la partie con-
nexe de VP, qui est située externement & une sphére ayant F; pour

centre et dont le rayon est égal a ;; ¢ étant un nombre plus petit que

o et qu'on peut choisir d’ailleurs aussi petit que l'on veut. On voit
bien aisément, en rappelant des théorémes connus sur les fonctions im-
plicites, qu’on pourra prendre e nombre % de maniére que chaque point

de V¥V’ soit &4 une distance moindre que g, d'un point de la quartique

=141, f=142+u, et en outre que celle-ci n’ait aucun point double. Il
suffit pour cela de remarquer que sur la courbe V¥ on n’a aucun point
d’équilibre et par sumite il n’y a aucun point ol les conditions (4), soient
satisfaites. On tire de la que sur la ligne §, = f], f, = f; + » existent
deux points W’ et W, dont I'un est &4 une distance de P, plus petite
que ¢, et lautre & une distance plus grande que ¢. Si 'on place P’
dans le point W, il doit parcourir la ligne §, = {, f, = f; + w et re-
joindre le point W, cest & dire en partant d'un point initial qui est
¢loigné de P, moins que e, il doit g'éloigner au dela de ¢. Cela prouve
que P; est une position d’équilibre instable.

Article IIL

1. Tous les points d'équilibre du point P, c’est & dire tous les
points doubles des quartiques, se trouvent sur I'hyperbole cubique ayant.
pour équations les équations (4'),.

Les théorémes de l'article précédent montrent combien il est important
de séparer sur cette courbe les parties ot sont les points isolés de celles
ot sont les noeuds. Les points de passage entre les unes et les autres
doivent correspondre aux cuspides des quadriques et nous donneront les
points de passage entre les rotations permanentes stables et instables.
Nous consacrerons cet article a cette séparation dans le cas général
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ou la cubique ne se décompose pas, c'est & dire lorsqu'on 4 > B> C,
m, , m, , my wétant -pas nulles. Nous renvoyons a l'article suivant pour
le cas oul ces conditions ne sont pas vérifiées.

2.  En différentiant deux fois les équations (3), on a
Apdp + Bqdq + Crdr = o,
A(dp + m,)dp + B(Bq + m,)dq + C(Cr 4 my)dr = o,
Adp® + Bdq® + Cdr® 4 (Apd’p + Bgd’q + Crd*r) = o,
(9). (A’dp* + B’dg* + Cdr® + (A(dp + m,)d’p + B(Bg + m,)d’q
+ C(Or + my)d*r) = o.

Ajoutons les équations (9),, aprés avoir multipliée la premiere par — A.
On trouvera, ayant égard aux équations (6'),,

A(4 — Jdp? + B(B— A)dg® + C(C — A)dr’ = o.

A cause des équations (6),, les deux équations (8), sont équivalentes, par

suite il suffira d’examiner les deux équations
(10) A(A— A)dp® + B(A — B)dg*® + C(A— C)dr* = o,
10),

Apdp + Bqdq 4+ Crdr = o.

Par 1'élimination de dr on trouve
A[Or(i— 4) + 4p'3— C)]dp* + BCr’(s — B) + Bg*(s — O)ld’
+ 24B(2 — C)pgdpdg = o.

A la place de p, q,r substituons les valeurs (6"),. Alors I'équation
précédente deviendra

Cmi(A— A) | Am2(A— C) Cmi(A— B) | Bm}(A—0)
A[ a—0C): + (A— 4)* _]dp2+B[ @a—=0y + (A — B)* ]alq2

ABm,m (2 — C)

+ 2 T— AG—B) dpdq = o.

Pour séparer les valeurs de A qui correspondent aux points isolés de
celles qui correspondent aux noeuds, il suffira d’examiner pour quelles
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valeurs de 4 la forme différentielle précédente est définie et pour quelles
valeurs elle ne l'est pas; et pour cela il faudra calculer le discriminant
de la forme différentielle et examiner son signe. Le rapport entre ce

déterminant et la quantité positive U—A;B—g? sera

Am? Bm; Cm)

G—ay Ta—sy Ta—oy|

(1), A =Qd— AR — BA—C)

Le signe du facteur (2 — A)(2 — B)(A— () change lorsque A passe par
les valeurs 4, B, C; mais évidemment le signe de T'autre facteur aussi
change pour les mémes valeurs de 4, et par suite le signe de A ne
changera pas.

Il suffit donc d’examiner les changements de signe du facteur

Am? Am? Cm?
1 2

G T a—B Ta=op

Si 4 croit, chaque terme du trinome décroit, par suite le trinome changera
de signe deux fois seulement, les valeurs 4, B, C exceptécs: la premiére
fois pour une valeur de A comprise entre C et B, et une seconde fois
pour une valeur comprise entre B et 4. Le trinome sera toujours né-
gatif pour A < C et sera positif pour A > 4.

Il en suit que A sera positif le long de la branche g, (voir article
I, § 3) de P'hyperbole cubique et en deux parties des branches g, , g,
adjacentes respectivement aux points 4 linfini de L, et L,; tandis qu'il
sera négatif dans les deux parties résidues des branches g,, g, qui sont
adjacentes au point & linfini de L,.

Les points de passage dune partie & Uautre, c'est d dive des rotations
stables aux rotations instables correspondent aux racines réelles de Uéquation

Am? Bin? COm?
(12)0 (Z—A)3+(X—B)3+(A——C)

5 — O

qui sont dewx el sont comprises entre A et B, et entre B et C.

3. L’équation précédente peut étre écrite
I
VABC

Acta mathematica. 22. Imprimé le 8 novembre 1898. 34

(4pdp + Bqdg + Crdr) = &f, = af, = o.
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Il suffit pour voir cela de faire usage des équations (6'),.

Les égalités précédentes démontrent le théoréme:

Dans les points de passage entre les points isolés et les moeuds, Uhy-
perbole cubique est tangente aux quadriques appartenant aux sysiémes (3),
qui se touchent dans ces points.

Article IV.

Nous avons jusqu'h présent envisagé le cas ou le produit (5),
Nous allons maintenant traiter tous les cas qu'on a

1.
ne s'annule pas.
laissés de coté.

On peut snivre pour cela le méme procédé quon vient d’employer.
Puisque tous les calculs se répétent de la méme maniére, nous les suppri-
merons et nous nous bornerons a énoncer les résultats.

A>B>C

1 4
e >
1 Cas ou m, 2 O,
4<B<C |mZo,
hyperbole CYBm: 4 BYCm?
{ A comprise entre A et ;/_m; +3~\/__‘m3 rotations tnstables
La cubique se | p—o0, ¢= M e M VBm: 4 /Cm
_ ’ i—-B’ Ai—C ,
décompose A n’est pas comprise entre les limites précédentes rotations stables
en "
droite g= Y BB’ r A——30 ....... e e e e e e e e rotations stables.
A>B>C [m 2o,
2% Cas ou m, = O,
>
A< B<C (m 2o,
( hyperbole A CmE + O Am?
A comprise entre B et yﬁ +3 L Y yotations instables
La cubique se p= My q=0, 1= M \/C’m§+ \/A'mi
, A=A’ ’ A—-C
décompose 2 n’est pas comprise entre les limites précédentes rotations stables
en m. m,
droite p= B——IA’ = .B——SC ..................... rotations instables.
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A>B>C {m =o,
3% Cas ou m, = O,

A<B<C |m 2o,

m m .
7 comprise entre ——— et ——— trotations instables
P A" B-0C
droite p=0, ¢=0 )
7 n'est pas compris entre les li-
. mites précédentes. . . . . . . volattons stables
La cubique se
décompose  J gite g=0, = —2~ rotations stables

...............

cn

droite p =0, r==—-- . ..., e e e e e rofations instables

-,

m m .
¢ comprise entre A—-%E et ET;EE rotations stables

droite p =0, r=0
¢ n'est pas comprise entre les li-
La cubi mites précédentes . . . . . . . rotations instables
a cubique se
décompose 3 ™ . .
p droite ¢ = ToB> 'O e .+ . . rolations stables
en
. m, .
droite p=0, ¢= G—B " e . . . . rolations stables
. A>B>C,
5% Cas (Cas d'Evier)
m; = m, = m, =0,
L cubique so droite p=0, ¢q=0 . . .. ... ... . ..., rotations stables
décompose qdroite g=0, r=0 . . ... ... ... .. ..., rolattons stables

en droite # =0, p=0.. .. . .. e e e rotations instables
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>
m <0
6* Cas' A2 B=C {m, 2o,
M, == 0,
( A comprise entre B et
hyperbole 3/ ¥ Ame
m . .
m " A:/%_*-fi_ L . . rotations instables
. N 2
La cubique se | p= /I—IA’ 9= Zsz, r=0 VBm} + yAm;
déoompose X n’est pas comprige entre
en les limites précédentes . rotations stables
m
droite p= __B_——LZ, q=00.
m, = 0,
éme . > (Y > 2
7% Cas A2 B=C {m, 2o,
m, = O,
m, . .
............ rotations instables
148
droite p =0, r=0
m, .
La cubique se < AR e rotations stables
décompose m
. B . . .
en droite ¢= T "= 1 rotations stables
droite p =0, g =00,

2. 11 faut maintenant discuter les cas ou le lieu des points d’équilibre
de P’ devient un plan et une droite

m, 20 ou Mm, == o0,
1" Cas 42 B=C {m, = o,
m, = 0,
droite =0, r=0. . ... ... ... rotations stables

Le lieu des points d’équilibre
de P devient

Bm'l Y (q et r quelconques) . rolations instables

plan p =

! Lorsque A= B=(C on peut choisir les axes d'inertie de manidre qu'on ait m, =o.
? Dans ce cas nous supposons qu'on ait choisi les directions des axes de sorte que
m, et A — B aient le méme signe; ce qui est toujours possible.
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m, 2 o,
2" Cas A=B=C {m, =0,
m, = O,
Le lieu des points d’équilibre [droite =0, ¥=0 . . ... ... ... rotations stables

de P devient plan p = co.
Pour démontrer dans le premier cas que les rotations correspondantes

ap= B’i‘ G et getr quelconques sont dnstables on ne peut pas appliquer

le théoréme qu'on a démontré au § 3 de Tarticle IL

Remarquons que dans ce cas les intersections des quadriques §, = h,,
f, = h, sont un couple de cercles. Les points doubles correspondent au
cas ou les deux cercles coincident. Alors les deux quadriques sont tan-
gentes le long du cercle double. Tous les cercles d’intersection ou de
contact des quadriques §, =5, f, =h, sont placés dans des plans per-
pendiculaires a l'axe de symétrie des deux quadriques et leurs centres
sont situés sur cette droite. Le point P est en équilibre dans un point
queleonque appartenant aux cercles doubles qui sont placés dans le plan

m . . \ .
P = g5 MAls aussi pres de ces cercles que 'on veut existent des couples

de cercles simples qui sont parcourus par le point P’ avec une vitesse
constante.
Cette remarque suffit pour montrer que l'équilibre du point P’ dans

les points du plan p= I;il - st instable, et par suite que les rotations

permanentes qui correspondent & ces positions sont instables. On tire de
la que le théoréme donné dans Uarticle deuxiéme du § 3 peut s'étendre au
cas quon avait exclu.

3. Il reste encore a examiner un cas particulier, savoir lorsque les

trois systémes d’équations (7), sont vérifiés. On aura alors

1 = My = W, = O.

A= B=C; m

Dans ce cas P est en équilibre dans tout point de lespace; par suite
tout point de l'espace est une position d’équilibre stable.



270 Vito Volterra.

Mais on voit aisément que dans ce cas il n'y a pas de stabilite par
rapport & des changements des mouvements internes,
En effet choisissons les axes de maniére que l'on ait

pzZo, g=o0, 7r=0.

Si nous prenons

. , m, Z 0, m, = O

on aura que, quelque petite que soit la valeur absolue de m,, la tra-
jectoire de P’ sera un cercle situé dans le plan ¢ = o, ayant le rayon
égale & p, et dont le centre est l'origine des axes coordonnées.

Donc les rotations sont stables par rapport a des changements des
rotations mémes, mais elles sont instables par rapport au mouvement
interne.

De cette maniére tous les cas qui peuvent se présenter ont été
discutés et dans chacun on a distingué les rotations stables et instables.

Article V.

1. Nous allons développer quelques conséquences des théorémes des
articles précédents.

Commengons par supposer 4 > B> C, m, =m, =m, =o. Nous
envisageons le V© cas de larticle IV. On peut alors dire que si le
couple de quantité de mouvement est suffisamment petit, en prenant la
position initiale du poéle de rotation assez proche d'une extrémité de l'axe
d'inertie dont le moment est maximum, ou de celui dont le moment est
minimum, la polodie sera aussi proche que l'on veut au péle d'inertie.

2. Une remarque, qui parait digne d’intérét, peut étre déduit tout
de suite des considérations précédentes.

Si Uon woit le pile de rotation faire des petites oscillations autour d'un
certain point, méme si le systéme ne change de forme, ni la distribution des
masses ne change non plus, on ne pourra pas conclure que le point autour
duquel le pole oscille soit un pile d'inertie.

En effet si a lintérieur du systéme existent des mouvements station-
naires, le point autour duquel oscille le pole de rotation au lieu d’étre
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le pole dinertie sera lintersection de Vellipsoide d’inertie avec le rayon
vecteur d'un des points isolés des quartiques que nous avons précédem-
ment envisagées.

3. Passons maintenant &4 1'étude des petites vibrations de P’ autour
des positions d’équilibre stable.

Supposons d’abord que la cubique (4"), ne se décompose pas et de-
signons par A, et 2, les racines réelles de 'équation (12),. Prenons 2
de maniére qu'elle ne soit pas comprise entre ces valeurs. Alors

m; m, M,

(13)e W= =T N T

scront des valeurs correspondant & une position d’équilibre stable de P,
cest a dire & une rotation permanente stable du systéme.
Posons
P=2p,+® g=g,+y, r=r+p
et supposons que @, y,p soient des quantités trés-petites de maniére
qu'on puisse négliger les expressions du second ordre formées avec elles
par rapport aux mémes quantités. Alors, puisque les valeurs constantes

D, 9y +, satisfont aux équations (4'),, les équations (2), pourront s'écrire

do , m,(A — B) m,(A — C)
At H—¢c x5 ¢=9
dy m, (4 — O) msfk——-A),__
(14)s By t—ax P~ 7—¢ @®=95
do | mA—A4)_ m(A—B)
Cat =B o~ 1—a LT°

Pour intégrer ces équations posons
» = ae”, ¥ = be”, p = ce”,

a,b,c,z étant des quantités constantes. 2 sera une racine de I'équation

m,(A — B) my(A— C)
4z ’ A-C ' Ti1—8B
- m(A— 4) m (A —C
= R
my(A—4)  m(A— B)
i—B ’ A—4 Ca
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En développant le déterminant on trouve

ABCZ® 4 (A — A} — B — O)[ Am; Bm; Om? ]

QA Ta=—p T a=orf

d’on Von tire
. . vy J(A— A2 — BY2—C)[ Am! Bm; Cm;
=0, a=xiy AB0 =t tas >]

De T'hypothése que mnous avons faite par rapport aux valeurs de A, on
peut déduire que les racines # qui ne sont pas nulles, sont imaginaires.
Par suite la période de vibration du point P’ autour de la position d'équi-
libre stable sera

27
G— A4 — B — ) Am? Bmi  Omd
ABC [ G—ato=B T a_oy

Si Ton change A entre les limites établies au commencement de ce pa-
ragraphe, la formule précédente donnera toutes les périodes avec lesquelles le
pile de rotation peut osciller autour des positions d'équilibre stable. Ajoutons
ml m2 mB
A—A’2—B’i—0C’

les équations (14),, aprés les avoir multipliées par

On aura
Am, do , Bm, dy Cm, do
Ada tiosa Tizow

= O

et en intégrant

: Am, _ Bm
(15) Z~—Aw+A—BZ+Z ,o_—conqt

De méme ajoutons les équations (14), aprés les avoir multipliées par
(A— A)@, (A— B)y, (A— C)p. Nous trouverons en intégrant

(16), A()— A)@* + BA— B)y® + C(A— C)p* = const.

Ces intégrales montrent que le mouvement du point P’ a lieu sur une
ellipse appartenant au plan (14);, c’est & dire & un plan paralléle au plan
tangent aux surfaces (3), au point p,, ¢, , 7,.
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4. Il n'y a pas de difficulté a discuter les cas particuliers qui
peuvent sc présenter. Il suffit pour cela d’avoir égard aux résultats
quon a établi dans 1'article précédent.

Nous cxaminerons seulement le cas ot deux des moments d'inertie
sont égaux, le troisiéme étant différent. C'est a dire quand on a

AZB=C.

Alors en choisissant les axes d’inertic de maniére qu’on ait m, == o, et
en employant les résultats qu'on a trouvé dans le cas VI de l'article 1V,
on aura que les rotations stables seront données par

A étant compris entre
AYB: + BYdm:
VB3 + yAm:

et

Par suite les périodes des vibrations du pole de rotation autour des po-
sitions d’équilibre stable seront données par la formule

2B 27

. A—A[ Am? Bm} m m, [Apd Bq;
e e I At
Lorsqu’il n’y a pas de mouvements internes il y a une seule position
d’équilibre stable du poéle de rotation (I cas, article 1V) qui correspond
ap=p, ¢=1r=o0 ct la période de vibration du pdle autour de cette
2zB
(B—A4)p,’
que les mouvements internes donnent naissance & un nombre infini de
positions d’équilibre stable du pole et changent les valeurs de la période
culerienne de maniére qu’ellc peut prendre toutes les valeurs données

T

position est donnée par la période éulerienne On tire de la

par la formule précédente.

Acta mathematica. 22. Imprimé le 23 novembre 1898. 35
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CHAPITRE IW.

Rotation d’un corps @ Vintérieur dugquel existe un mowvement
polycyelique quelconque.

Article I.

1. Dans les chapitres précédents nous avons étudié la rotation d'un
corps dans lequel existent des mouvements stationnaires.

Il faut en général Vintervention de forces a Vintérieur pour maintenir
stationnaires ces mouvements. On pcut maintenant approfondir I'étude
de ces forces et voir pourquoi et quand elles sont nécessaires (article VI,
§ 3), et l'on peut étudier aprés ce qu'il arrive lorsqu'elles nexistent pas
(article VII, VIII), ou lorsqu’elles ne sont pas capables de maintenir tous
les mouvements stationnaires (article 1X).

L’étude de ces questions scra le but de ce chapitre dans lequel nous
introduirons les idées et la terminologie que HeELMHOLTZ 8 employées dans
ses travaux sur les systémes cycliques.’'

2. Commengons par déterminer la force vive de tout systéme qui
tourne autour d’'un point fixe.

Soit &, %, { un systéme d'axes en mouvement dont lorigine est fixe.
Désignons par p, g, r les composantes de la vitesse angulaire de rotation
dans la direction des axes.

Supposons que u, v, w soient les composantes de la vitesse relative
aux axes &, %, ¢ d'un point du systéme ayant pour coordonnées &,%, ¢
Alors les composantes de la vitesse absolue seront

-+ qgl—ry, v+ rE—pl, w4 pyp—gé.

Si la densité du systéme est p, la force vive sera

T= [plw+ gf—rp)* + (0 + r&—p0)* + (W + py — g8)"}dS
S

' Qrelle’s Journal. Bd. 97.
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S étant lespace occupé par le systéme en mouvement. On tire de la
(1)q T = ;(Ap2 + Bg® + COr® — 2Dgr — 2Erp — 2Fpq)

+ mp 4 mq + mr 4+ T,

ou l'on a désigné par A4, B, C les moments d'inertic du systéme par
rapport aux axes §&,%,{; par D, E, I’ les moments mixtes d’'inertie par
rapport aux couples d’axes 3, {; ¢, &5 &, 7, et 'on a posé

m, =fp(w;7-—vé)d8,~ m, ———-fp (uw&— wé)dS, m, =f/)(v’q‘—— uy)ds,
8 S S
1 ;
T, = :[,o(zfz + 0? 4+ w?)dS.

On a donc désigné par m, , m,, m, les composantes du couple de quantité
de mouvement relatif aux axes &, %, { et par T, la force vive du méme
mouvement relatif.

3. On peut appeler ces mouvements relatifs les mouvements internes
du systéme. S'ils ne changent la forme ni la distribution de la densité
a lintérieur du systéme ils vérifieront la condition

(pu) 3(pv) 2 (pw)
& + oy Tz

et le long de toute surface de discontinuité on aura
p(u cosnz -+ v cosny + w cosng) = p'(u’ cosnx + v’ cosny + w’ cosnz)

en désignant par % la normale a la surface de discontinuité, par p, u,
v, w la densité et les composantes de la vitesse d’un c6té de cette surface,
et par o', w, v', w' les valeurs des mémes quantités de lautre coté.

En général m, , m,, m,, T, seront des fonctions du temps, malis si
les mouvements internes seront stationnaires on devra les regarder comme
des constantes.
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Article II.

1. Lorsque les mouvements internes sont stationnaires et le systéme
n'est pas soumis & des forces externes on a les relations (voir introduction)

(2)q (dp* + Bg* + Cr?) = const.
(3)a (dp + m,))* 4 (Bg + m,)* + (Cr + m,)* = const.
Si la force vive T est constante (voir article précédent § 2) on doit avoir

(4)a m,p + myq + mr = const.

puisque 7| est constante.
Nous allons déterminer les conditions pour que la relation précédente
soit satisfaite, quelles que soient les conditions initiales du mouvement.

2,  LEn dérivant I'équation (4); par rapport a ¢, on trouve
, dp dq dr
(4)d ml(-g—i—m?a? +m3% = O.
Multiplions les équations différentielles du mouvement (voir introduction)
AZ 4 ¢c—B =
i + (C — B)qr 4+ m,q — m,r = o,
qu A C\r . —
7 + (4 — C)yrp + myr — mp = o,
Ldr B 4
C%——l—( — A)pg + m,p — m,q = o,

m m . \ ’r .
par =, &, & En les ajoutant on aura, a cause de l'équation (4')

“H(B— O)gr + B (C— d)rp + 3 (4 — B)pg

1

I 1 1 1
— m2m3 (U———E)p = m37nl <'Z ——é‘)q —_ 117,1117,2 <E'—'—~Z')’r = Q.
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Il est aisé de trouver les conditions nécessaires et suffisamies pour que cette
équation soit satisfaite quelles que soient les valeurs de p, ¢, r.
Elles sont ou

A= B=0,
ou
= () — —_

B =20, m, = m, = O
ou

Y—- — —

C= 4, m, = m, = O
ou enfin

A =B, m, = m, = O.

On tire de la le théoréme suivant: Il est nécessaive et suffisant pour que
la force vive du systéme soit constanle, quel que soit le mouvement initial,
que Uellipsoide d'inertie soit une sphére, ow qu'il soit un ellipsoide de ré-
volution par rapport d-lUaxe du mouvement interne.’

3. On peut maintenant se poser la question suivante:

En prenant d’une fagon particuliére les conditions initiales du mouve-
ment, est-ce qu'on peut trouver d’autres cas dans lesquels la force vive
reste constante?

On peut répondre tout de suite affermativement & cette -question;
a cet effet il suffit de remarquer que la force vive sera constante toutes
les fois que le mouvement de rotation du systéme sera permanent (voir
le chapitre III). Mais ce cas n'est pas le seul; il y en a aussi d’autres.

Pour les trouver il suffit de chercher les conditions qui doivent étre
remplies pour que les équations (2)4, (3)s, (4)s alent un nombre infini
de racines communes. Par l'élimination de p entre ces équations on trouve

B(B—A4)q” 4 C(C — A)r* 4 2(B— A)ym,q + 2(C— A)ym,r = . ..st.,
(Am 4+ Bm?)q* + (Amd 4+ Cm)r? + 2 Amym,qr — 2 Agm,q — 2 Agm,r = const.,
ayant posé

(4)a g = m;p + m,q + m,r = const.

! Tl est évident que le dernier cas comprend le premier.
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Les équations  précédentes auront un nombre infini de racines com-
munes lorsque leur résultante aura tous ses coefficients nuls.
Si l'on écrit que le coefficient du terme de 4°° degré est nul, il vient

{mi BC(B— C) + m3CA(C— A) + mi; AB(4 — B)}’
+ 44BCmim; A(B — A)(C— 4) + mimiB(C — B)(4— B)
+ mim; C(4— C)(B— C)} = o.
Cette équation sera satisfaite seulement si I'on a
A= B=C,
ou si m,, ou m,, ou m, sannule. Ln effet on peut I'écrire

{m} BC(B — C) — miCA(C — Ay — m; AB(4 — B)}?
+ 4 A*BCmymz (B — A)(C — A)
= {myCA(C — A) — m}AB(4 — B) — m{ BC(B — C)}*
+ 4B*CAmim}(C — B)(4 — B)
= {m; AB(A — B) — m} BC(B — C) — m;CA(C — 4)}*
+ 4C*ABmimi(4 — C)(B — C) = o.
On tire de la que, si la condition 4 = B = C n'est pas satisfaite et

si les quantités m,, m,, m, ne sont pas nulles, T sera constante seule-
ment lorsque p, g, r seront constantes. D’olt Von déduit le théoréme:

Si Ton a un systéme qui w'est pas soumis & des forces externes et dans
lequel subsistent des mouvement stationmaires, la condition nécessaire et suffi-
sante pour que la force vive soit constamte, lorsque A , B, C ne sont pas
égauzx, et m, , m,,m, ne sont pas nuls, est que la rotation du systéme soit
permanente.

4. Supposons maintenant qu'on ait m, = 0. Alors la derniére équa-

tion s'écrira

m;C(B—C)—m;A(4 — B) =o

m o E \/O(B 0:)‘

d’ou
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Donc il faut que B soit comprise entre 4 et C. En supposant 4> B> C
on pourra poser
m, = e \JA(4 — B), m, = + ¢JC0(B—C)

e désignant une quantité constante réelle. Les équations (2), et (3)q

deviendront
Ap® + Bq® 4 Cr* = const.

A’p* + B'q* + C'r* + 264 JA(d —B)p + 2¢C\/O(B = 0)r = const.
Par 1’élimination de ¢ entre ces équations on trouve
A4 — B)p* 4 C(C — B)r* 4 26 A\JA(4d — B)p + 26C\JC(B — C)7 = const.
Cette égalité peut g'écrire de la maniere suivante
(5)a (Va4 —B)p £ VOB —C)r + (4 — 0)]
X [WA(4—=B)p ¥ JO(B—C)r + (4 4 C)] = const.

Supposons que les valeurs initiales de p et de r soient telles que le
premier facteur du premier membre de l'équation précédente soit nul;
on peut démontrer alors que ce facteur sera toujours nul. Cette pro-
position est évidente lorsque les valeurs initiales de p et de # n’annulent
pas le dcuxiéme facteur. Mais s'ils Pannulent, alors on a

—ed m, ) +eC  xeJOB—C) m

3

—_— — = Y = — =
Vid—B) bB—4’ VOB —0) B—C B—0

b

et par suite le mouvement de rotation est permanent (voir chapitre III,
article IV, § 1, 3® cas). p et » garderont alors une valeur constante
et par conséquent le premier facteur sera toujours nul.

Observons maintenant que si le premier facteur est nul, la condition
(4), peut étre déduite comme une conséquence. On peut donc conclure:
la force vive sera comstante lorsqu'on a

m, = &JA(4 — B), m, = O, m, = + ¢\/C(B—C)
et que les conditions initiales du mouvement sont telles que Uégalité
VA4 —B)p + JC(B—0)r +e(4d—0C)=o0

s0it vérifize, q ayant une wvalewr gquelconque.
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Réciproquement si la condition (4); doit étre remplie, ou elle doit
coincider avec l'équation qu'on obtient en annulant le premier facteur
de l'équation (5);, ou les deux facteurs du premier membre de cette
équation devront étre constants et par suite p, g, » seront constants, c'est
a dire le mouvement de rotation sera permanent.

Remarquons enfin que si l'on suppose que non seulement m,, mais
m, ou m, soit nul, alors il faut qu'on ait B= A4 ou B==C, c’est pourquoi
on revient aux cas envisagés auparavant (§ 2).

5. On-peut résumer l'analyse qu'on vient de faire dans cefte pro-
position:

Tous les cas particuliers dans lesquels la force wvive du systéme est
constante se réduisent aux swivants:

1° Le mouvement de rotation du systéme est permanent;

2° On a, ¢ étant une constante

m, = e\ A4 — B), m, =0, M, = + & /0B — 0), A>B>C

et les conditions initiales sont telles que

PJA(Ad—B)+ yO(B—C)+ e(d—0C) = o;

3° Llellipsoide d'inertie est de révolution autour de Uaxve du mouvement
interne.

Dans le 3% cas les conditions initiales du mouvement pewvent éfre
quelconques.

Les cas précédents cxceptés, la force vive du systéme doit changer;
par suite il faut des forces pour maintenir stationnaire le mouvement
interne. C’est pourquoi si ces forces n’existent pas le mouvement interne
doit cesser d’étre stationnaire.

Donc de la méme maniére que les mouvements internes changent le
mouvement de rotation du systéme, celwi-ci tend @ changer les mouvements
internes.

6. Nous venons de trouver les conditions nécessaires et suffisantes
pour que la force vive du systéme soit conmstante. Or ces conditions sont
nécessaires pour que le mouvement interne se maintienne stationnaire
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sans qu'il intervienne aucune force, mais évidemment elles ne sont pas
suffisantes. En cffet la somme des travaux des forces qui servent a
maintenir stationnaire le mouvement peut étre nulle, sans que chaque
force soit nulle.

Nous verrons dans l'article VI les conditions nécessaires et suffisantes
pour que le mouvement soit stationnaire lorsqu’aucune force n’agit.

Article IIIL

1. Nous avons vu dans larticle précédent que la force vive d'un
systéme ot subsistent des mouvements stationnaires change en général
avec le temps. Nous consacrerons cet article pour en calculer I'expression.

Il suffit pour cela d’'employer les formules que nous avons trouvées
dans le chapitre II, article III, § 3. On a

4
M, M, M, M,
pzﬁzz—A”*d-—A”+d-—A“+' —A7_ Z: kAT
Mo, + M6, + M0, + Mo ™"
Zu,
1
4
M, M, M, M,
q=1nl—-Bal+ B62+23—“B03+24——Ba__{,” L’
Mo, + M0, + Mo, + M0 4
?ll[m1
4
M, M, M, M, M
r_mA—ﬂ%+ —¢*tr— 0%+A—0f_m2;@—0
s Mo, + M,0, + M,0, + M,0 82
ZMO‘{

ou pour symétrie on a remplacé o par o,.

On tire de la
i:M<m?+ ™ M'>‘
i\ —AT =BT u—0)"

4
?Mw

(6)d mp + m,q + myr =

Mais les quantités A; sont les racines de I'équation (voir (25'),
q q

Am?
T+

Acta mathematica. 22. Imprimé le 24 novembre 1898. 36

Bm? Cma

Gt 2M—K =o
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par suite on aura

ﬁi(ﬁi TIA + }%"_"_2 5+ %} — (m} + m} + m})

Am] Bm}
2z

=w—Ad VT _B

Cm;

Ayant égard & 1'équation (24), on peut écrire
K, + m} + m + mz = K*

donc (comparer (25"),,)

2 2

m? my m8 —_ K2
w—ati—stizo=7z—2

et enfin

4 4
K? M;
’ Z.:iMi<-j_;—2h>ai 2220},
(6" w, P+ myqg + mr = - = K*—
zl:Mmi ?Mm

2. Il n'y a plus maintenant de difficulté pour calculer la force
vive. Il suffit d’employer la formule (1); de Particle I dans laquelle
on prendra D= E=F=o0. On aura

T = T;(\A]a2 + Bq® + Or®) 4 m,p + m,q + m,r + 1.

Mais (voir (2),)
é(Ap’ + Bg® 4 Cr*) = h = const.
Done, 4 cause de Végalité (6'),, on trouvera

4

zi%"i

T=K-1 = b4 T,

4

;Mm
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Article IV.

1. Examinons maintenant les variations produites par le mouvement
de rotation du systéme sur le mouvement interne lorsqu’il n'y a pas de
forces capables de le maintenir stationnaire.

Pour simplifier nous envisagerons d'abord un cas particulier, et dans
les articles suivants nous discuterons le cas le plus général.

2. Supposons que le mouvement interne soit la rotation d'un tore
de révolution homogéne autour du son axe de symétrie, et que celui-ci
soit fixe dans l'intérieur du corps.

Désignons par w la vitesse angulaire de rotation du tore, par a, g, r
les cosinus de direction de l’axe du tore avec les axes d’inertie du systéme
§,7, ¢ par p le moment d'inertie du tore par rapport & 'axe de symétrie.

Les composantes du couple de quantité de mouvement due au mouve-
ment interne dans les directions &, 5, { seront

m, = pwa, m, = pof, my; = poy

et la force vive du mouvement interne sera
I 2
T, = ZHO .

Par suite la force vive du systéme, dont la forme et la distribution des
masses ne changera pas, sera (voir (1))

T=,(4p* + Bg* + Or) + po (pa + gf + rp) +  po®

Si le systéme pn’est soumis a aucune force externe nous pouvons écrire les
équations du mouvement de la maniére suivante (voir introduction)

d w
422+ (C— B)gr + po(gr — 1) +ﬂa% =0,

d : Q@)
(7)a BZ + (A—Oyrp+ poolra — pp) + 45y = o,

dr da
Ca + B — Apg+po(pf—g0)+pr5; = o
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S1 le tore aussi, en tournant autour de son axe, n’est soumis 4 aucune

force, on aura, & cause du principe des forces vives

(17 T'=_(4p*+ Be¢* + ") + po(pa+ ¢f + r7) + —;ﬂw? = const.

N

3. Nous avons trouvé quatre équations (7); et (1°); ou paraissent
quatre fonctions inconnues, c'est a dire p, ¢, 7, w. Les quantités p,q,r
déterminent la rotation du systéme, et @ détermine le mouvement in-
terne.

En dérivant I'équation (1°); par rapport a ¢ on trouve

d, d d d d dr
AL+ B+ G+ po(a L+ 5+ 1)
de do
+ pr (2 + 9B + 17) + po - =o.

Ajoutons les équations (7); aprés les avoir multipliées par p,q,r. Il
viendra

d d d d
ApZE+ Bek + Or S 4 plpa+ 9 + 1) 5 =o.

dp dq dr | do
azr+pBa trg g =0

et en intégrant

(8)a o + ap + pg 4 yr = const.

Entre w, p, ¢, r subsiste donc une relation linéaire & coefficients constants.
A Taide de cette relation on peut éliminer w dans les équations (7);. En
intégrant ces équations on aura p, ¢, r et par suite, a cause de I'équation
(8)s, on aura .

Il est aisé de voir sans méme faire des calculs que le probléme de
lintégration peut se reconduire aux quadratures et qu'on obtient des
fonctions elliptiques. Il suffit pour cela de remarquer que par le principe
de la conservation des aires on a lintégrale suivante des équations (7,)

(dp + poa)’ + (Bg + pop)’ + (Cr + poy)® = const.
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Remplagons dans cette équation et dans I'équation (1), @ par la valeur
qu'on tire de I'équation (8);. On trouvera deux relations de 2°™° degré
entre p,q,r. On déduit de 1o que p, ¢, r peuvent s’exprimer comme
des fonctions elliptiques d’un paramétre, et par une quadrature on peut
trouver une relation entre ce paramétre et le temps. L’équation (8),
montre que méme @ peut sobtenir d'une maniére analogue. Nous en
resterons la dans la solution de ce cas particulier, parce que nous con-
sidérerons le cas général dans les articles suivants.

Article V.

1. Nous allons discuter la question tout & fait générale de la ro-
tation autour du centrc de gravité d’'un corps dans lequel existe un
systéme polycyclique quelconque.’ Le cas que nous avons étudié dans
l'article précédent n'est qu'un cas trés-particulier de mouvement mono-
cyclique. Nous pouvons supposer des mouvements polycicliques de plu-
sieurs sortes. Comme type nous pouvons par exemple envisager approxi-
mativement des réseaux de canaux dont les sections soient trés-petites par
rapport a leurs longueurs, et dans lesquels circulent des fluides homogénes.*

2. Soient p,,p,,p;,...,», les coordonnées cycliques du systéme
et @ ,®,,...,H, solent les paramétres.
L’expression de la force vive du mouvement interne sera en général
I~ © dp; dps da, day dp; day,
T, —E;igs% dt dt 5 — 2 b g5 a +Z Z o qt ar

n 1]1

I dfﬁh OlLT);c 11\ - d(’l_)h
EZ Z [ZZNOHOR + Z,, ‘_’L /zkdt dt +Zl_i‘§h6mwi?ﬁ“

en désignant par wi=—@ les intensités cycliques du systéme.
g p 70 yelig

Y

Nous verrons aprés les termes qu'on doit négliger dans cette ex-
pression. Les coefficients a;,, 0, , ¢; seront des fonctions des paramétres.

' Voir HErtz, Die Prinxipien der Mechanik. Zweites Buch. Abschnitt 5.
*> Dans l'art. IX nous envisagerons un cas de rotation d’un solide qui renferme un
fluide dans un récipient tubulaire dont la section est quelconque.
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Les composantes du couple de quantité de mouvement seront

n

dp;
MI—Z:i tdt_{_yhhdt S‘aw_l-zehdt’

(©) e = Zi @th% + z hear dwh = Zibiwi + Em:,, fh%,
1 1

n

dp; da i . da
m, = Zz C’df -+ z gh wh chz'wi + hghd_czh
1 ’ 1

out @, b, ¢y €, [ir g» seront. des fonctions des paramétres. On pourra
aussi supposer que les moments d'inertie 4, B, C et les moments mixtes
soient des fonctions des paramétres.

La force vive du systéme sera (voir article I)

T = (dp* + Bg* + Cr* — 2Dgr — 2 Erp — 2Fpg)

+ m, p + m,q + my + 1.

3. Un déplacement virtuel du systéme sera déterminé par les com-
posantes d’une rotation infiniment petite quon désignera par 0@, dy, dp
et par les differentielles dp; et 6@,. Ecrivons le travail virtuel sous la
forme

U= M0 + M0y + M9p + Xi Pidp; + 21 11,05,
M., M,, M, seront les composantes du couple de rotation; P; seront les
forces correspondant aux coordonnées cycliques p; et /I, celles corres-

pondant aux parameétres @,.
Par des formules connues on aura

d A\ g A\
op = 790 -+ qdp —roy,

b\

0q = dtox + r0® — pdp,

d N _
=d—t§p + poy — 906
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En employant le principe de Hamirron on trouve donc I'équation suivante

f3T+ U)dt = f{aT dio“" +q0p—~w){) + (;Zto“;(—!«ﬂ‘o“(f)——po“p)
+5E< 0p+pox—qow>

—I—i<m+bq+cr+y @, @, +Z cm{-’—>i“pi

m

2 > i d d -
+ z,,<ehp + 49+ g + Zicihwi + Z b d(:k\ 0, -+ zh 2@, @
1 1 1 1

IS
~

dt

+ M08 + M, 0y + M:0p + 2, Piop; + X, 11,08,

ou l'on doit supposer que 6@, dy, dp, dp;, 0@, soient nuls aux temps ¢, , £,.
Par des intégrations par parties on trouve les équations différentielles
du mouvement

ol | T oT .

dtap ar 3q s
d T T T
a'a—g— 955-*2’)5 = 1"[,/,
daT | oT o
(10), Jdtor T Pog T = Mo
Ei_ b Z Z dwh P
d(zp_*_ Q+C1+ azsw+ "Mdt i

&‘g,

(ehp + g + v + 2_ Cnw; + Zk e gy > zg = 1I,.

4. Supposons maintenant que les paramétres changent si lentement
que leurs dérivées par rapport & ¢ soient infiniment petites.

En les négligeant on trouvera que la force vive du mouvement in-
terne sera

ng

Foao

Nlt—l
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La force vive totale seras

T = é(Ap"’ + Bg® 4 Cr® — 2Dgr — 2Erp — 2Fpq)

+ ;z (@p + b:q + cir)w; + é ?i ;s a4, 0; 0,

et les équations différentielles du mouvement deviendront

d o 1" T
Tiop 'Q§_73—g‘=]”5’
d 2T AT ¥
diag Ty e =
d 3l" o oI

(109 G TP5 15, =M

d n
Glep+ba+ e+ %,0,0) = By
1

d - 21"
dt <e,,p +ha+ 97 + ;icihwi> — = ]1,.

9y,

Pour que le mouvement interne soit cyclique méme si les dérivées des
intensités cycliques ne sont pas négligeables,” il faut supposer que les
cocfficients c;, soient des quantités négligeables.!

Alors les équations précédentes deviennent

el cl i o

diop 95;**?”5!2—:]‘[5,
d ol o or
disg T 7oy 05 =
. J d T i YA
(10" Tar tP5y — 05 = Mo

d n
a (ﬂ,;jp + big 4 c;r + ?s Uy ws) = P,

d oT
| 31 @P + a2+ 9ur) — 5o = T

oDy

! Voir Voiar, Kompendium der theoretischen Physik. 17 Bd., page 80.
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Il est inutile d’ajouter que le systéme ne sera rigourcusement cyclique que
si les paramétres seront constants.

5. En supposant que le couple de rotation soit nul ajoutons les

o 9T aT
trois premieres équations (10); aprés les avoir multipliées par — op g °

On trouvera
3T doT 9T d T ., 9Td 2T

spdiop Togaidg Tordiar =
et en intégrant

(12 G+ )+ (&) -«

Désignons par z,y, 2 un systéme daxes fixes et représentons dans la
table suivante les cosinus des angles qu'ils forment avec les axes &, 9, ¢

5’777(
&y 9 Qg K

By Py By
s e 7

m@&%|

En employant les formules de Porssox on tire des équations (10)y, si
I'on suppose toujours M= M, = M, = o,

d 2T o 3T
a}(%g}‘)“}'ag@‘*‘%ﬁ)—-o,
d<1 +ﬂ2 +ﬂ39r>: s
d / GT 31
d’ou par intégration
T 2T o
“1@4‘“23‘; % o= const.
2T
lglap +ﬁ239 +ﬁ33 "‘ConSt
o 2T o
715;+r2@+r35;—c0nst.

Acta mathematica. - 22. Imprimé le 24 novembre 1598, 87
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Ces intégrales sont les intégrales des aires et I'équation (11), peut étre
déduite comme une conséquence d’elles.

Si le plan xy est le plan invariable, alors les deux premicres con-
stantes sont nulles et la troisiéme est K; par suite il vient

_IBT 10T 12T
(Iz)d I8! "‘R@? 7’2=T{@5 s = Koar °

6. On tire trés-facilement des équations (10), étant p < n

v

doT daT dBT dsT
Paiap TG T Taar + 20 G

d@, d ki T day,
I (dw,, — 2 iom it

)
v m d‘-
= Mp+ Mg+ Mer + Y Py + Y, I,
1 1

Cette équation peut s’écrire de la maniére suivante

d T dwh T A
il Pay + + Z @aw + Z th>)

e
lapo oTdg | oTdr ”—« 2T do o 2m, | OT_d'm
+ = + Pk
lap di oq di " or dit %aw i @, dt a(gcﬂ.) dt
at

¥ m d_
=M, p+ M,q+ M.r - ZiPiwi +z;. Hh%'.
1 1

Mais on a

ar_oTdp | oTdg  oTdr oT do; N [o7 da = oT d'w,
dt ’apdt“"ag at Tor dt+zlaw¢ dt +Zh ath'Jt"+a<dw> at*
1

dt

2T BT BT Z d
2T pap + + Z 7'3(1) + dw;, wh
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donc 'équation précédente deviendra

dt & L oaw;
= Mp + Myq + My + Z P.o, + z 1,5 32T dog
5 € n et dw; di
Supposons que les intensités cycliques @,;,, @,4,-.., @, soient con-

stantes, alors il viendra
n

d , 2T d@
(13)a @(T—‘;w@;’;) Msp‘l’MQ‘l‘McV'f‘ZPw +}_ ”hdth'

Sil existe une fonction des forces relatives aux paramétres' et qu'on la
désigne par @, on aura
da,
Z”h =

et par suite 'équation (13), s'écrira

%(T_Zn: ’d) M5P+MQ+M:’+Z dd).
v+1

Multiplions par d¢ et intégrons, nous trouverons

i

(1) T— Y 0.0 = [(Mp + Mg+ M) dt+§: wadt—l— O+ b,

y+1

h étant un constante.
Si les mouvements internes sont isocycliques, c’est a dire si les in-
tensités cycliques sont constantes, l'intégrale précédente deviendra

(14" T— Z w,a f Mep + Mg + Mr)dt 4+ @ 5 h.

Si aucune des quantités w; n’est constante, alors

(14 T= [(Mep+ Mg+ Mr)dt + Y, [Pinidt + &+ h.

' Herrz, Di¢ Privipien der Mechanik, page 240.



292 Vito Volterra.

Article VI.

1. Supposons d’abord que le systéme soit rigoureusement cyclique,
cest & dire.que les paramétres soient constants. Supposons en outre que
les intensités cycliques soient constantes.

Le mouvement sera isocyclique, c’est pourquoi nous revenons au cas
ou les mouvements internes seront stationnaires et le corps ne change pas de
forme, ni la distribution des densités change non plus.

Alors les équations (10”), se reduiront aux équations suivantes

daT aT o
diap T 05 o =
daT T ’

T BI':Jl[

dtag T Moy T Py T Mo

daoT T oT
dior +- ]0@—9@ = M,

(I Orn)d

dp dq dr
La'ia?"}" bi;l’t"'l" Cigg = P

et si le couple de rotation est nul les trois premiéres équations de-
viendront

aor of ot
dtap gar———v‘z—)?-— ’
daT 2T clA
v - R — —
(10™)a dtaq rap T
daT T o
zﬁ;‘i‘]’@_Q@:O,

Pour les réduire i la forme qu'on a donné auparavant il suffit de prendre
pour axes &, 7, ¢ les axes d'inertie, et alors les équations précédentes se
reduisent aux équations (3).

On peut donc énoncer les résultats quon a obtenus dans le chapitre
2¢ de la maniére suivante: Si a lUintériewr dun corps qui west soumis
@ aucun couple de rolation existent des mouvements isocycliques (les para-
métres étant constants) alors les composantes de la rotation sont des fonc-
tions elliptiques du temps, et les cosinus des angles que les axes dinertie du
systéme forment avec des awes fixes sont des fonctions uniformes du temps.
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2. Remarquons que T est une fonction de 2**° degré, par suite si
nous posons

f=valle) + 6+ G
= %\/ﬁ[(Ameq——Er + m,)*(—Fp 4 Bg— Dr + m,)(— Ep—Dqg
+ Cr 4 m,)*),

I o T o
f2=—2\/—[27515+95‘§+ YT ]

_ jﬁ(z‘lpﬁ + B¢* + Or* — 2Dgr — 2Erp — 2Fpy),

H étant donné par la formule

l A, —F, —E
H—|_-F, B, —
_z_p d

les équations (10"); deviennent (voir article V du chapitre I)

dp _d(f,. 1) dg _ a(f,, ) dr __dlf,, 1)

d dg, )’ At T de,p)’ At dp, 9
et 'on peut obtenir lintégration (voir chapitre II, article II) sans dé-

terminer d'avance les axes d’inertie du corps. L'éguation de 4*™° degré
dont dépend la solution sera

F+F*+AA-) , ED-FA-F(B-2) , FD-EA-E(C-J) , Am, —Fm,—Emn,
ED-FB-F4d-2 , F+D*+BB-3) , FE-DB-D({C-% , —Fm+Bm,—Dm,
FD-EC-E(-3) , FE-DC-D(B-3 , E+D'+0C-3) , —Em,—Dm,+Cn,
Aw,~ Fim, — Emg , —Ewm;—Dm,+ Cm; , 2/h- K,

, —XFm,+ Bimz—Dm,

ou lon a (voir (i4))

1 , - oT
h = const. = E(Ap‘—}- Bg*4- Cr* —2Dgr — 2Eyp — 2Fpg) = T — Ziwi@,

K, = K —m} —ml—ml,
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étant (voir (11),)
K* = const. + (4dp — Fg— Er 4+ m))* + (Bg— Fp— Dr + m,)*

4+ (—Ep—Dg+Cr+m,) = (g%)-l— (%T)-F @?) "

3. Les formules (10”), font connaitre un autre élément trés-im-
portant dans la question. En effet la derniére de ces formules nous
donne lexpression des forces qui sont capables de maintenir stationnaire
le mouvement. On tire de ces formules la propriété suivante qui compléte
la proposition que nous avons énoncée a la fin du premier paragraphe:

Les forces mécessaires pour wmaintenir stationnaire le mouwvement sont
des fonctions elliptiques duw temps.

Pour le calcul de ces forces nous renvoyons au § 4 de l'article IX'
(voir (23);). En attendant nous pouvons nous servir du résultat que
nous venons de trouver pour chercher dans quels cas les mouvements in-
ternes pourront se maintenir stationnaires sans que l'intervention d’aucune
force ne soit nécessaire. Nous emploierons les résultats que nous avons
trouvés & larticle II et nous les compléterons. Rappelons en effet que
les conditions que nous avons données dans cet article, par rapport a la
question que nous nous posons, sont des conditions nécessaires et ne sont
pas suffisantes (voir § 6, article II).

On tire de la derni¢re des formules (ro”’); que les forces internes
seront nulles lorsque

(14%), a,p + b, + ¢;r = const. G=1,9,. .,m

Remarquons d’abord que ces conditions sont vérifiées lorsque le mouve-
ment de rotation est permanent. On peut donc dire:

Si le mouvement de rotation est permanent, il ne faut pas de forces
pour maintenir isocycliques les mouvements internes.

Lorsque le mouvement de rotation n’est pas permanent, rapportons
nous aux axes d’inertie.
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Si les forces ne doivent pas exister il faudra que la force vive soit
constante, c'est pourquoi on aura (voir article II, § 1)

m,p + m,q -+ m,r = const.
Ap* + Bq® + Cr® = const.

sans que p, q, + solent des quantités constantes.
Donc pour que les conditions (14"), soient vérifiées il faut que

a b’i

m m,

e
= -2 = const.
1 m

3

Nous avons donné (article II, § 5) les conditions que m, ,m,,m, doivent
vérifier pour que la force vive soit constante lorsque la rotation n'est
pas permanente, on aura donc tout de suite les conditions nécessaires et
suffisantes que nous cherchons.

En rappelant la proposition que nous avons donnée anu § V, article
II, et le théoréme que nous avons énoncé tout & 'heure on aura:

Les forces étant nulles, le mouvement interne sera isocycliqgue dans les
cas suivants:

1° lorsque le mouvement de rotation est permanent,

2° lorsqtie

;= 0,Jdd —B), b=o0, &=+ 0,J00B—0)

les quantités 0, étant des comstantes et les conditions initiales du mowuvement
étant telles que

VAU Bjp + JOB — Oy + (4— ) Tboo, = o,

3° lorsqu’'on aura
A4 = B, a; = b, = o,

(] (3

le mouvement initial de rotation étant arbitraire.

Article VII,

1. Nous allons cxaminer dans cet article un cas important qui peut
se présenter. Clest le cas ou les forces correspondant aux coordonnées
cycliques sont nulles.
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Si P =PF,=...=P, =o0, on aura

1
1(0 + b, —I—-c¢+2aw+z dw")—o
d p q s s n ik di
et en intégrant
n m ) d‘- !
ap + bg + c;r 4+ 2,(1'133(08 + thm'a? = K,
1 1
K; étant une quantité constante.

2. En employant les intégrales qu’on vient de trouver on peut éliminer
les intensités cycliques. ILn effet, en ayant égard a 1'égalité a, = a,, cal-
culons le déterminant

a117“127"'7a1n

R N

an17a1L27“'7ann

et désignons par A; le rapport entre l'élément réciproque de a, et le
déterminant.

On aura, en posant z ='vi,

zh dt

(16) 20,0, = K;—n—ap—bg—ocr
d’ou
(I 7)«1 w; = le 'Aix(K: - ?),) —PE:A@';% - quAisbs - TSsAiscs'
Ou si
I day, d(’c-l)c
=2 Z Z b
on a (voir article V, § 2)
pI¥ wi(il%ws + 2”;') + 7
1 1

I n
== 5;10}1(1(7‘ + V;— a;p — bzq__ Cﬂ")' _|_ .
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Et en remplagant @; par I'expression (17); on trouve
T, = (ap* + bg" + er® + 2dgr + 2erp + 2fpg) — p 2,2, 40K,

"_‘Q?i ?sAisbi Ks—rzl:i EI:sAmQ'Ks + ;-SiZsAisI{i](s — 2 Ay, + 7,

ayant posé pour simplifier

ll

n n n n n n
;% ?s Aisaiaw b = 21:1 ?s A1 D; s? = 21:1, ?s Aiscics’

n

szsA C; Gy, f":zzzsA
1 1 1 1

l|
Il

n n
;z ?s Ais bic.w

Si dans les formules (9); on remplace w,...w, par les expressions (17),
on a

dw;,

LY ;;i?s Ais(lzi ) —ap — fq_—€1 + Z eh

n n d
= B A o — ot

n n dwt
my == ;i;sAis(Ki_ )¢, —ep—dqg—er + S‘h Gn ltl

d’out Yon tire

m,p + myq 4 myr = —(ap® + bg® + cr® 4 2dgr + 2erp + 2fpg)

n n n d(’lj N
+ p Zl:izl:sAis(Ki“"”i)as + zl:he —

L " di .
[ < > d(l)h
+ 9 ] 21:7, ?s Azs b —* Z fh
. [ — da, |
+ U ;i ;s Ais( C + $‘ Iz h dt M

Acta mathematica. 22. Tmprimé le 16 janvier 1899, 38
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On peut donc calculer 'expression de la force vive du-systéme qu'on
obtient par l’élimination des intensités cycliques, savoir

(" (1)=3{(A—a)p* + (B—)¢" + (C—)r* — 2(D + d)gr
— 2(E 4+ e)yrp—2(F + f)pq)

“ , dwh (Z(U}, zl’« , d(T}h
+p2heh dt + thh thh dt
1

+ }_: 2 A KK, 41 z Zl ,szil‘;’"%‘

ayant posé

n n
_‘8h 2 z Aua Ciny fl't‘:fh_zl:i;sAisbscih’

n n
I =9 ?i ;s d;.e0,

n n
b}'zk = bhlc - zl:i 21:’ Ais CinCat »

Nous avons écrit (7) au lieu de 7' pour désigner l'élimination qu’on
vient de faire.

3. Pour transformer les équations (10), par I'élimination des quan-
tités w;, remarquons que l'on a

(8, or=Sap+ o+l o+ Y Boot Y, oo,

+Z dw,, Py

A cause des équations (15); on peut écrire

A

Q(uﬁ

== K,
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et des équations (17); on déduit

m

e<zl:s Ais(Ks - Us) —“]723 Ais ag—4q 2:s Ais b.s - T'A\;/‘_\,Ais Cs>
0“(1)z- = é\—h
h

Bwh

1

m

d"' n
- Zho‘\% ?s Aiscih - E.?Aisasé\p_— EsAis bsé\q - Es‘AisCsoﬁr'
Par suite en posant

z ‘sAisI{ias = l17 Eiz"sflis Kibs = Zg’ ZiZ'sAisI{ics = l3’
zl:'i ;a Ais cith = S

la formule (18), s'écrira

o= Gyt (e (o 3 (o

m

" 3 ) da, .
+zha_a'7, [T’i‘ 23,4, KK, — 2,, S du; —bLp— l2q~l3r]owh.
1 ‘L 1
Mais

a(’f’) 5

(1) =2

a(T) ) Q(T) Y “ Q(T) Y a(qv) t\d&.’h.
» + 9q % + or or + Z:h 0B, + le a(d@;5 TR
1 dt

en conséquence si nous comparons les derniéres formules nous aurons

(o a(T) o _ 3(T) o a(T)
w o w T T T
2T (1)
= + Sus
d(uh d(llh
(19)a a(Et“) a(alt)

3[(T>+11p+lzq+l3’r+2hsh -ﬁzzAzxKK]
T 7 -

\ @, @y



300 Vito Volterra.

On peut donner & ces équations unc expression plus simple. A cet
effet posons

~(T)+l1p+lq+77+2h ,,%"'wzz A, KK,

ou bien

(20 O=_l(d—a)p*+ (B—b)g* + (C — )r*—2(D + d)gr
— 2(E + ¢)rp — 2(F' + f)pq|

H)(i e,ff;?+l)+q(2,,f,,d‘”"+z)+r(}: G+

1 —@K dwhdwk I » ”
+5 thl, M" dt dt +zh Sp dt _"2' ;i?SA“K@-K;.

On aura alors

oT _ 96 3T 26 T 28
ap o’ % aq’ or  or’

2T 96 oT Vi , , R L

o =5 T = Tae = ap+ g+ o + ) b
° W) ° W) ‘

et par suite les équations (10); peuvent s'écrire

dob 26

d 20 20 26

l?_tég_+ V@“Pg,T:]’[m

21
i 230, 20 00y
dtor p ag 73 ©

, d@ )]
i <ehp+th+gh7 +Y b d‘;}k h>_é‘w—h: 1,.
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Article VIII.

1. Supposons que les parametres du systéme cyclique soient constants.
Alors les équations qu'on vient de trouver se réduisent aux trois équations

d2ap 20 26
dtop i 75 Taq LE
, 1900 , 90 90
(21 dtag T oy P = Mo
d36 20 26
Gior T P5 — 5, =M

dans lesquelles on aura

(20)  6=1{(4d—a)p* + (B —b)g* + (0—)r* — 2(D + d)gr

2
— 2(E + &)rp— 2(F + )pg |+ Lp + La + L.

Les coefficients de tous les termes de cette expression sont constants,
par suite les équations (21°); correspondent & la rotation d’un systéme
dans lequel existent des mouvements stationnaires, en supposant que les
moments d’inertie par rapport aux axes &, y, { solent

A—a, B—0b, C—ec,

que les moments mixtes d’inertie par rapport aux couples d’axes %, {;
¢, &; &, n soient
D+d, E4e, Ft+f,

et enfin que les composantes du couple de quantité de mouvement du
mouvement interne soient

L1

: , 0 (Voir article VL)

2 3°

On tire de 14 le théoréme suivant:
Soit un corps dont la figure reste invariable, dans lequel la distribution

des densités n'est pas alterée, o Uintérieur duquel existe un mouvement poly-
cyclique laissant les paramétres constants et sur les coordonnées cycliques
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duquel wagit aucune force; sous Uaction d'un couple donné, il towrnera autour
du centre de gravité comme wun autre corps dans lequel existe un mouve-
ment stationnaire, qui est sollicité par le méme couple moteuwr; les intensités
cycliques dépendront ¢ chaque instant de la rotation du corps.

2. Remarquons que la forme quadratique

(20 Zl(A—a)p* + (B—1b)g* + (C— ) — 2(D + d)gr
— 2(E + e)rp — 2(F + f)pa|

est une forme définie positive. Cela dépend de I'expression (1) trouvée
pour (T) qui étant celle de la force vive doit étre toujours positive.
Mais on ne peut pas démontrer que 4 —a, B— b, C — ¢, vérifient les

conditions
B—bH+(C—c)>A4—a,

(C—o)+(d—a)> B—5,
Ad—a)+ (B—10b) > C—rc,

auxquelles doivent satisfaire les moments d'inertie d’un corps réel dont la
densité est toujours positive. C’est pourquoi dans le théoréme précédent
lorsqu’on parle du corps qui tourne de la méme maniére que le corps
donné, il faut envisager un corps idéal dont la densité peut devenir aussi
négative. Du point de vue analytique et cinématique il n'y a aucune
différence entre le mouvement de ce corps et celui d’un corps réel, puisque
la forme quadratique (20”); est une forme quadratique définie.

3. Le théoréme qu'on a donné & la fin du § 1 raméne la recherche
du mouvement d'un corps dans lequel existent des systémes polycycliques,
et qui n'est soumis & aucun couple extérieur, au probléme qui a été
traité auparavant, et l'intégration, dans ce cas plus général, s'effectuera
encore a l'aide des fonctions elliptiques. (Voir le chapitre II.)

On pourra énoncer la proposition suivante:

Les composantes de la rotation et les intensités cycliques d'un systéme,
dans lequel existent des systémes polycycliques, dont la figure et la distribution
des densités west pas altérée, et qui west sowmis & aucune force extérieure,
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sont des fonctions elliptiques du temps; les cosinus des angles que les axes
d'inertie forment avec des axes fixes sont des fonctions unmiformes du temps.

4. Si l'on voulait effectuer la solution de la question en la rame-
nant a celle du mouvement d’'un corps dans lequel existent des mouve-
ments stationnaires, on pourrait d’abord réduire les équations a la forme
(3) et aprés faire l'intégration par les méthodes qu'on a données aupara-
vant. Mais il est évident qu'on peut atteindre le but d’'une maniére di-
recte beaucoup plus simple. Il suffit pour cela d’appliquer les propo-
sitions de l'article V du 1° chapitre, §§ 3, 4, comme nous avons déja
montré dans Varticle VI. En effet, lorsque M;= M, = M,= o0 on peut
ramener les équations différentielles (21); au type (12),, puisque 6 est
une fonction de 2% degré. Le Hgrssien de la fonction 6 sera

Ad—a , —F+f), —(E+e)
—(F+f)7 B—1b 7_(D+d)
—(BE+¢, —(D+d, C—c

et on calculera tout de suite les fonctions f, et f, par les formules

H=

fi=sld— Oy —(F + Na— (B + or + 1
+[—F+Np+ B—0¢— D+ dr +1,]°
+[— (B + p— (D + dg + (C—or + LT}.

(4 —a)p* + (B—1)g* + (C—o)r* — 2(D + d)qr

2

— 2(E + e)rp — 2(F + [)pgy,

I

fi=ia

de sorte qu'on aura

dp _ Ay dg AL f) e _ (1)

at ~ d(q,r)’ dt — d(r,p)’ dt — d(p,q)

5. On peut intégrer directement ces équations par la méthode
qu'on a donnée dans le 2%"° chapitre & larticle Il Cette intégration
dépendra de la résolution d'une équation de 4*° degré qu'on écrira tres-
aisément en partant de l'équation (r2), du méme article. (Comparez

article VI, § 2.)
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Les expressions des comnposantes de la rotation et celles des intensités
cycliques seront les suivantes

-

N9% u + NP, + N0 + N9 u
MYs L+ M() + M(S)o' w4+ MY )au

p=

NP% v + NPau + NVau + NYou
?
M(”o'l'u + Z‘lmo‘gu -+ .M(a)osu + MDeu

q:

N g”alu + N (,Sg)azu + N f)@u + N9
== s
MYu + MP0u + M 6u + MP0u

Lou + IP6u + Lgs)q,u + 0w
(0 ® ®) @ _
M ou + M70,u + M 0,u + M ou

W, —

4

ou I, M{ , N¥ sont des quantités constantes.
Si nous employons les quantités of? du 2™° chapitre, article II,
on aura

(»)

™ . e %8

N® = M®%
Oyq

() (D) (7‘) (h)
< Qs — byl — C50y, + K )A'is
D) )
Qg4

(23)a

I
Ly = M®

La relation qui subsiste entre ¢ et u sera 1’équation linéaire (voir (23),)

(24) “—V @_e ’@_w

t, étant une constante arbitraire et A, A,, A, 4, les racines de I'équa-
tion du 4*° degré.

Pour calculer les cosinus des angles que les axes &, %, { forment
avec les axes fixes, il faudra d’abord déterminer y,,7,,7,- En employant

les formules (12); on aura

n=xl A—ap—F+nNg— E+er+1],
(25) =gl @ +Np+ B—bg— D+ dr+1],

=gl E+dp— D+ g+ (C—r + 1]
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Par la méthode qu'on a-donnée aux articles IV, V, VI du 2** chapitre
on pourra obtenir l'expression des autres cosinus.

6. Dans le cas que nous venons de discuter le systéme est aban-
donné a son inertie, car on a supposé toutes les forces nulles, soit le
couple de rotation, soient les forces relatives aux coordonnées cycliques.
On peut désigner ce cas en disant qu’il correspond & un mouvement
adiabatique du systéme. Donc dans un mouvement adiabatique (les para-
métres étamt constants), les composantes de la rotation et les intensités cy-
cliques somt des fonctions elliptiques du temps.

Il faut remarquer cependant que le mouvement interne west pas
adiabatique. En effet calculons les moments cycligues. On aura

ST,

n
4 = =;saisws = K; —a;p — bg — e,
On voit qu’ils ne sont pas constants, mais qu’il sont des fonctions li-
néaires des composantes de la rotation du systéme.’

Article IX,

1. Les résultats qu'on a trouvés aux articles VI, VIII prouvent
que les paramétres étant constants, et le mouvement du systéme étant
isocyclique ou adiabatique, la solution peut étre obtenue par les fonctions
elliptiques.

Nous allons maintenant discuter un cas plus général, dont ceux qu'on
a envisagés sont des cas particuliers, et daps lequel la solution peut
g'obtenir de la méme maniére.

2. Supposons que quelques-unes seulement des forces relatives aux
coordonnées cycliques soient nulles. Alors on voit bien aisément qu’on
pourra éliminer dans les équations du mouvement autant d'intensités
cycliques, qu'on a de forces nulles.

Pour obtenir ce résultat il n’est pas nécessaire de faire de nouveaux
caleuls. On peut se servir des formules que nous avons trouvées i lar-

! Voir HerTz: Die Prinzipien der Mechanik, page 239.
dcta mathematica. 22. Imprimé le 16 janvier 1899. 89
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ticle VIL. Il suffit pour cela de supposer que quelques-unes des coor-
données @, , @, , ..., B, e paraissent pas explicitement dans les formules
(10)4. Alors elles deviennent des coordonnées cycliques et les paramétres
sont les coordonnées résidues.

Donc les formules qu'on trouve par l’élimination sont les équations

(21); dans lesquelles on devra retrancher les termes z—_q relatifs & celles
@y,

des coordonnées @, qu'on a supposées étre des coordonnées cycliques.
h

3. Appliquons ce résultat au cas o le systéme est rigoureusement,
cyclique. Alors on pourra supposer que toutes les coordonnées @, , @,,
..., @, solent des coordonnées cycliques. Désignons leurs dérivées
dw, da, Ay
g di U dt
et posons I, = P;. Les équations (21); pourront s'écrire

qui sont des intensités cycliques, par o), w;,..., @,

dq¢ 1o X4
d_ta_p"_"an_'TEgﬁ—ME’
daF 26 20
disg T 7o Por = Mo
1% 29 o0 o0y
dtor TP Tl T Fu

d 14 ’4 ? - ! ’ 14
C‘ﬁ(@.}? + 19 + 5 + ?k@m‘%) = P,

(20Ma O = %{(A —a)p* + (B—0b)q* + (C— c)r* — 2(D + d)gr
— 2(E + ¢)rp — 2(F + [)py|

+ oo +1) +a(Eirion+1) +r(Buioi+1) + 5 E bl

m
<y . dm
On a supprimé dans l'expression de & les termes _5_ hs,,gf et les termes
1

b o

— 2?,- ZI:,A,-,K,-K, qui paraissent dans l'expression de @, mais qui dispa-

raissent dans les calculs des dérivées.
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4. Soient maintenant les intensités cycliques ], w;, ..., o, des
quantités constantes, Dans ce cas les coefficients de p, ¢, dans tous
les termes de 6’ sont des quantités constantes. Par suite le théoréme énoncé
aw 1% § de Uarticle VIII sétend auw cas ow quelques coordonnées cycliques
ne sont pas soumises @ des forces et les intensités cycliques correspondantes
aux autres coordonnées cycliques somt constantes.

Si le couple de rotation est nul, alors l'intégration des équations
(21"), pourra s'effectuer par les fonctions elliptiques.

En effet en rappelant les résultats obtenus & larticle V du 1% cha-
pitre on pourra écrire les équations (21”) sous la forme (comparez le

§ 4 de l'article VII)

(22) dp _ A, ry dg_aul,rn dr_ gl
a dt — d(g,r ' At d@,p)’ dt dlp,q

i et f; étant donnés par les formules

1

=l —ar— F + No— B+ ar + i +1,]
+[——(F+f)p +B—0bg— D+ d)r+§féwf'. + l2]
t—E+op—@+ i+ C—or+Tae+1] ),
I

m:wgm—@w+w—mf+w—mkww+@w

— 2(E + ¢)rp — 2(F + f)pq},

A—a , —(F+f), —(E+e
H=|—(F+f), B—b. , —[D+d|.
—(E+¢6, ~D+d), Omc‘

Les expressions des fonctions inconnues p, ¢,7; 0,, @,, ..., ®, sont les
mémes que celles données dans l'article VIII au § 5.

Pour obtenir les expressions des forces P, c'est & dire des forces
qui sont capables de maintenir constantes les intensités cycliques o,
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0, ..., o, il suffira de remarquer que la derniére des équations (21”),
s'écrit

d
Pi=gy ndly g

et a cause des équations (22),

4 d 19172 ld 13 /2 dl’?
R TR T ]

Par suite en posant
[P =ep+rfig+agr

on aura

(23)a P, = ;(p ;” ’;’)

On tire de la que les forces P, seront représentées par des fonctions
elliptiques du temps.

Article X.

1. Nous avons donné & l'article V les formules (10); dans lesquelles
on a introduit les coordonnées cycliques et les paramétres.

Les paramétres que nous avons considérés sont des quantités indé-
pendantes, mais on pourrait trés-bien envisager des paramétres liés par
des relations correspondant & des liaisons. Si les paramétres étaient liés
par les relations indépendantes

[ (@, @Byyevey Bp)=0, [(@B,, Bys ..., Bp)=0,.r, [((@B),By,...,B,)=0,

il faudrait modifier les équations (10); en ajoutant au second membre
de la derniére d’elles les termes

ofx
Z r A’ @, )

1

2. Nous n’allons pas approfondir le résultat qu’on trouverait de
cette maniére. Plutét comme complément des formules que nous avons
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données, nous voulons envisager le cas du mouvement d’un corps solide
et d’'un corps liquide homogéne qu'on peut supposer remplir une cavité
du premier corps.

8 étant l'espace occupé par le liquide, la force vive du systéme
sera, en se rapportant & des axes liés invariablement au corps solide
(voir article V)

= - (4p® + Bq®* + Cr* — 2Dgr — 2 Erp — 2 Fpq)

+%J[<%5)2+( ) (dc) ﬂd3+10f<77—c—— d—”)pds
+qf<é’jf edc> dS+rf(gj_;i_,7;lf>pds,

ou &, %, ¢ sont les coordonnées des points du fluide et p sa densité.
Pour vérifier 1'équation de continuité il faudra prendre

va-t

208 3377 ab‘:
2 T

Par suite, en employant le principe de HamiLToN, en trouvera les

équations
3# + 2< Tat— dv) «/: + 3 <‘p1')_ V> =
i (ate(ErE) e —<E =) =
w2l — o) + 2?5 Git(7)=o
ZZZ + ¢ - ?a?T = M,
(24)q jt?,f -+ ——pﬂ=Mﬂ,
dtzf T q% =M
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V étant la fonction potentielle des forces agissant sur le fluide et M,
y, M, les composantes du couple de rotation. Si nous posons

as dy e

=g v=a W=

et si nous désignons par le symbole ;t— la dérivée partielle par rapport

4 ¢ d'une quantité en la regardant comme une fonction de &,7, ¢, ¢,
les équations précédentes deviendront

ou u
5-—]—%5?4— +w +2(w—-—m))
dg dr
J§§+u:—;+ +w +2(m—1ow)
(25)a
dp 2 /P .
tea—ta (=)=
) ?
5%”+u3? +w +2(pv—-qu)
+rg—¢E+5G—T) =0
dob 20 20
aiay TG g = Mo
da6 26 20
(25" Giag Ty b5 =M
dap 26 26
;l‘ta—;'i'p‘——%l*——M:’
ou

6= é(zflp2 + Bg® 4+ Cr* — 2Dqr — 2Erp — 2Fpq)
+ p [ (g — &)pdS + q [(Cw — Ew)pdS + 7 [ (§0— 1) pdS.

A ces équations il faut ajouter l'équation de continuité

ou L w
(26)d 5‘5-{—5—?-‘—5{7:0
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et I'équation au contour
(27)4 u cosné + v cosny + w cosnd = o,

n étant la normale & la paroi qui limite l'espace occupé par le fluide.

3. Envisageons le cas ou le fluide n’ait pas de tourbillons, c’est a
dire ou Yon ait

Qe
RS

%=, v =

¥
w2 I
g
I

Les équations (25); s’écriront

sl 431G+ GO+ G+ 07
+2@%— r) et —ng = o,

lef 3 G8)+ )+ GO |+ 271
(28)a +2(rZ—p2) t eG—cE =0,

2l +3 G+ () + G8) |+ 5 -7
+2(P—a2f) + i —egt—o.

C’est pourquoi
9 % __ 5% ar __ @]_i (%0 __ 'S’f) ‘i_
a_i[z(/ra? _p35> +Edt Cdt —377[2kp977 3¢ T E
On tire de 13 et de 'équation de continuité
2 4
v+t +rf) =
et d’'une maniére analogue on a
o9 %\ _ dg
>7< T q + ac) Tdt’

9 [/ % , d¢ d¢ dr
?c(f”a?ﬂa;*’ ) =@
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Par une intégration on trouve

L 3¢ %  dp dq dr .
pa_§+q55+lra_§’_d-t€+ﬂv+dtc+c’

C étant une quantité constante.
Si le mouvement de rotation du corps solide est permanent, cette
équation devient

? Yy
(29)a 203$+q =0

La constante C doit étre nulle, parceque si nous conduisons un plan
tangent a la surface qui limite le fluide, et qui soit normal a I'axe de
rotation, au point de contact on aura

r¢
Prenons pour axe ¢ I'axe de rotation, alors ’équation (29), deviendra
¢ _
3_5 =0
et les équations (28), s'écriront
o TEH Y 5 (32) 4 B ]_ 14
as[ <a$> + (a l+,0 1= o’
_6_ o 9
[5G+ Ge)
en supposant que le mouvement du fluide soit stationnaire.

L’équation de continuité (26); et celle (27); qui doit étre vérifiée
au contour seront

P = — 2%

' cK ’ 3
(26)d 362 + 50 (27 )d i = 0.
Donc si ¢ est la fonction conjuguée de ¢, c’est & dire si

o + ig = F(¢ + if)
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on aura

— o7 =222\ 1 22\ — L,
P=pV 5[ (GE) + (p) | =20 + K
K étant une constante.

Pour que les conditions (26"),, (27'); soient vérifiées, il faut que ¢
soit polydrome et que l'espace occupé par le fluide n’ait pas la connexion
linéaire simple.

Calculons maintenant les composantes du couple de quantité de
mouvement du fluide par rapport aux axes. La composante dans la
direction & sera

/
“m, = — [CopdS = —fcggpds_:pfcggds,
8
8 8

et puisque ¢ est constant le long des intersections du contour avec des
plans paralleles au plan &, on trouvera m, = o. De méme on aura
m, = O,

On tire de la que l'axe du couple du mouvement interne est pa-
ralléle & I'axe de rotation, c’est pourquoi celui-ci (voir (6'),) doit étre un
axe d'inertie.

Nous avons donc une infinité de mouvements possibles permanents
du solide et du fluide renfermé dans un recipient tubulaire sans que le
fluide ait des tourbillons. (Voir la note & Yarticle V de ce chapitre.)

Note au chapitre IV.

1. Nous avons fait usage dans le chapitre précédent du principe
de Hamirron et des équations du type LAGRANGE-LIOUVILLE; mais on peut
trés-bien s'en passer ct démontrer directement la relation qui subsiste entre
le mouvement adiabatique et le mouvement isocyclique en employant seule-
ment I'équation symbolique du mouvement, c’est & dire 'expression ana-
lytique du principe de Lacrance. Il faut pour cela se servir d'une trans-
formation trés-élégante de cette équation donnée par M. Brrrramr'

2. Lorsqu’on a un systéme qui peut tourner autour d'un point
fixe, soient ¢,, ¢,, g, des paramétres qui déterminent sa position. Suppo-

! BeLTRAMI, Sulle equaxioni dinamiche di Lagrange. Rendiconti del Istituto
Lombardo, 8. II, Vol. 28, fase. I4.

Acta mathematica. 22. Imprimé le 21 janvier 1899. 40



314 Vito Volterra.

sons que dans ce systéme existent des mouvements cycliques et que les
forces relatives aux coordonnées cycliques soient nulles.
L’équation symbolique de M. BerTramr peut ¢’écrire dans ce cas

oL — U — (Zz—;‘fagi> ,
1 t

ou L est le travail du couple des forces appliquées au systéme et U est
donné, par des calculs que nous supprimons, par

— U= [(d—a)p*+(B—)g* +(C—0)r*—2(D+ d)gr—2(E+e)rp—2(F+f)pq]
+ 1120 + lzq + l37' —ézizsAisifz’Ksi

les notations étant les mémes que celles que nous avons adoptées dans
le chapitre précédent.

On peut tirer de la aisément le théoréme auquel nous avons fait
allusion et de méme les équations du type Lacrance-LriouviLLe.

CHAPITRE V.

Quelques applications au mouvement du pole terrestre.

Article I.

1. Lorsque les mouvements internes ne sont pas stationnaires nous
avons vu que les équations différentielles du mouvement sont les suivantes
(voir introduction (7))

d

d . m,
AEJ;+ (C— B)qr + m,q —m,r + =0
,dg dm,
(1)e Lﬁ—l—(A—O)rp +mr —mp+ 2 =0,

dm, .

d
C'd—: + (B— A)pg + m,p —m,q + 2 =0
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et on a lintégrale (voir (6))
(2), (Ap + m,)* + (Bg + m,)* + (Or + m,)* = K.

En général on ne peut pas donner d’autres intégrales et par suite on ne
peut obtenir lintégration par des quadratures.
Supposons A4 = B; alors les équations précédentes deviennent

dp C— dm,

E+[ H‘“‘]‘Z“‘(”” dt)A
dq C—4  m7 L dm\ 1T

(3)e at [ A 1+I]p“<“‘ 1 dt)A’

dr Idma q—-mp)
dt b + ’

2. Pour intégrer ces équations différentielles nous pouvons employer
une méthode d’approximations successives.

A cet effet remarquons que si l'on connaissait p et ¢, on pourrait
calculer # par la troisiéme équation. On trouverait

1 , I
(5)e r=a, —gsm, + 5f(mlq—m2p)dt,

a, étant une constante arbitraire.
De méme si l'on connaissait r, on pourrait intégrer les premiéres
équations. En effet posons

C—4 m,
(5)e — Tt =0

dm,
<m2r—— = > = qa,

I dm
T <—~ myr — dtz) = f3;

] =

(6).

on aura alors

dp —
Eﬁ‘""loq = a,

dq
;ﬁ“ﬂp—‘:ﬂ'
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En posant

u=f,odt

ces équations peuvent s'écrire

dp + a dg

~ — — =

du q P du

R

d’ont
p=C, cosu—C, sinu.

g = C, sinu 4 C, cosu,

i‘lgfcosu—-d—oE inu =
dat qp U= a,
ac

2
dt

sin % + %%cosu = g.
Par Vintégration des derniéres équations il vient
C, = f(a cosu + @ sin u)dt + a,,
C, =—-—f(a sin u — 8 cos u)dt -+ a,,
a, et a, étant des constantes arbitraires. Par suite
p= [f(a cosu -+ @sin u)dt 4 a,] CcOoS

+ [f(asinu—ﬂcosu)dt + “3] sin u,
(7)o
g = [f(acosu + Bsinu)dt + ag] sin

— [f(a sinu — B cos u)dt + as] Cos u.
Prenons d’abord » donné par la formule

I
— My

7. 1——0

1 = @

et substituons cette valeur dans les équations (6),. D’aprés les équations
(7), on déterminera p et ¢ et en substituant les expressions qu'on trouvera
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dans l'équation (4), on aura une nouvelle valeur pour r. On pourra de
méme employer cette expression de r pour obtenir une nouvelle déter-
mination de p et g. Ainsi de suite on aura la solution par des approxi-
mations successives.

3. Il est aisé de calculer les séries qui donnent la solution par
cette méthode.
En effet posons

[

1 C—A4  m,
7'1==dl-—~0-ﬂ{3, u, =f<7‘1 A +7‘l—)dt’
0

I dm, dm,
o, = 1 (’mgrl —ﬁt—>’ ﬁ; = \—m7r — at )’

¢
P, = [f(al cosu, + 3, sinw,)dt a{l o8 U,
0

+ [f(oz1 siny, — B, cosw,)dt + “3] sinu,,

0

[2
g, = [f(az1 cosu, + f3, sinu,)d¢ + agJ sin u,

0

T
— [f(“l sinu, — f3, cosu,)dt + a{l co8 %,

[}

et écrivons pour %> 1 les formules récurrentes

4
I
o = Ef(ml Qnr— m2 pn—l) dt’
0

i O 4 1, C—A'd
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f [an cos (% ui> + 3, sin (ﬁl: ui>]dt cos (%1: u,)

+ f [an sin <Zj: u,-) ~= B, cos (i “i)]’ﬁ sin <€: ”i>’

0

e | [ () e (B ain (5

— f [an sin (Z:: u) — B, cos <Z:: ui)]dt cos (2:: uz)

0

I

N

Les intégrales des équations proposées seront

p=Xp, q=2Xq, r=2ZXr,.

On peut démontrer que ces séries sont convergentes pour les va-

leurs de ¢ comprises entre certaines limites si I'on suppose que m, , m,, m,,
dm, dm,

=0 qr Solent des quantités finies.

Article II.

1. Dans les équations différentielles (1), on peut regarder m, , m,, m,
comme les fonctions inconnues et p, ¢, r comme des quantités données.

Le probléme mécanique qui correspond & cette question analytique
est le suivant:

On connait le mouvement de rotation du systéme, déterminer les mouve-
ments internes qui correspondent aw mouvement de rotation donné.

Dans le cas ou m,,m,, m, sont les fonctions inconnues, I'applica-
tion de la méthode des approximations successives conduit & des résultats
beaucoup plus simples que dans le cas traité dans l'article précédent.
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En effet, prenons d’abord
m(11) = _‘_‘/‘[(0_ B)QT + a, 94— (127‘] dt — A(p — p")’
0
> = — [[(A—C)rp + a,r — a,p]dt — B(g —gq,),
0

m) = — [[(B— A)pg + a,p — a,q]dt — C(r — r,),
0

a,, a,, a, étant des constantes arbitraires.
Ecrivons aprés les formules récurrentes

14
mY = — f [m§ g — m{—r]dt,
0

t
(8), mg = — [[mg=Dp — mip—p]dt,
0

i
m® = — f [m(;‘“” p—m{"Vq]dt,
0

et calculons les séries

-

= al + ?n mfln)7
«w

m, = a, + ?,, my?,

0
m, = a, + >1:nm§,">.

Elles donneront les intégrales des équations différentielles (1),.

Le théoréme général de M. Picarp® sur la méthode des approximations
successives, avec la modification apportée par M. LiNpDELOF, prouve que
les séries précédentes sont convergentes pour toute valeur du temps qui
soit limitée dans un intervalle ol p,q,+ sont des fonctions continues et

' PicARD, Traité d'analyse, T. III, page 88. E. LiNpELOF (Comptes rendus
26 février 1894).
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finies. Il est intéressant de particulariser le raisonnement général a ce

cas particulier pour avoir un résultat que nous allons énoncer. Soit P la

limite supérieure des valeurs de p, q,r pour t comprise entre — T' et T'.
Les formules (8), montrent que si I'on suppose

M N

< =" o
on aura
w) 2MPi»+1 | 2NPi¢»

Supposons maintenant que I'on ait
A>B>C

et soit A la limite supérieure des valeurs de |p—p,|,|2— .|, |7 — 7|
et o la plus grande des quantités |a,|,|a,|,|a,|. Alors on aura

|mq<F§£P+a}H+AA
et par suite
‘ 4 -0 (2P t) (2P )n—1
(m)
|%I<[ . P+a] + AA

TR =

ce qui prouve que les séries (9), sont convergentes.
On aura aussi si [¢]< T

(10), |mil < [A*E—Ol)—l- a:l(e?l’t_ I) 4 AAe™,

Par les raisonnements ordinaires on prouve que les séries (9), satisfont
aux équations différentielles (1), lorsque les dérivées de p, g, r sont finies.
Prenons dans les formules précédentes ¢ = ¢, puis faisons évanouir ¢, et
changeons en méme temps les fonctions p(¢),q(¢),r(f) de maniére que
p(t,), q(t,), 7(¢,) gardent toujours les mémes valeurs, qu'on désignera
par p,¢,7. On aura & la limite pour # =o

m, —a, = A(p—p,) m, —a, = Blqg—q,), m, — a, = C(r—r,).

On a ainsi les relations qui doivent subsister entre p, q, v; m, , my, m, dans
leurs points de discontinuité. 11 est facile d’interpréter ces formules comme
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celles qui donnent les discontinuités de la rotation dues & un choc qui
change brusquement les valeurs de m, , m,, mn,.

2, Les résultats du paragraphe précédent nous conduisent & la pro-
position: OSoit donnée une loi arbitraire de rotation. On pourra toujours
engendrer dans wun corps quelconque des mouvements internes qui ne changent
ni la forme ni la distribution des masses du corps, tels que le corps sams
étre soumis a aucune force externe, tourne autour du centre de gravité d'vrés
la loi donnée.

Si le corps était rigide il suivrait les lois bien connues de la rota-
tion libre d’un corps rigide, par suite le théoréme précédent peut étre
énoncé de la maniére suivante:

Toute anomalie qu'on remarque dans la rotation libre d'un corps peut
étre expliquée par des mouvements internes qui ne changent ni la forme ni
la distribution des masses du corps.

La formule (10), montre que |m,]|, |m,|, |m,| sont aussi petits que
I'on veut, pourvu que A et 7' soient suffisamment petits.

Donc foute altération de la vrotation d'un corps, pourvw qu'elle soit
suffisamment petite, peut étre produite par des mowvements internes qui ne
changent ni la forime wi la distribution des masses du corps et qui sont aussi
petits que lon veut.

3. Les propositions précédentes conduisent a des conséquences im-
médiates dont nous allons donner quelques exemples dans ce paragraphe
et dans le paragraphe suivant. On connait la rotation dun corps dans
lequel existent des mouvements internes qui ne changent ni la forme ni la
distribution des masses du corps. Comment peut-on changer les mouvements
internes de manicre qu'ils produisent toujours le méme effet, cest ¢ dire que
la rotation du corps ne change pas?

Si my,m;,m; sont les nouvelles valeurs de m, , m,, m, il faut qu’on ait

A%’ + (C— B)gr + myqg — myr + dd% =0,

d b ’ ’ d 2
Bcth + (A—C)rp + mir —myp 4 % = 0,

dm;

d ' ’
Ga‘;: +(B—A)I7§+m219—mlq+-0‘l—=0-

Acta mathematiea. 22, Imprimé lc 13 février 1899. 41
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Retranchons les équations (1), et posons
my — m, == my, Wy — My = My, Ny — My == My,
on trouve

17
m gt ~
S oniyg—miy'r = o,

4
T + m{'r—mi’p = o,

7.7
dmg

N + my'p—mi'g =0

les équations étant du méme type que les équations de Poissox (voir Intro-
ductxon)‘.‘ Si mous appelons a,, 8,75 %> By 7a s % Py 7y les cosinus
des angles que les angles &, 5, { forment avec les axes fixes x,y, 2,
les intégrales générales seront

my' = Ca, + C,f, + Cy,,
my' = Cia, + O, + Cy1,s
my' = Cya, + C,8, + C,r,,

C

1

C

, C,, C, ¢tant des constantes arbitraires; d'ou P'on tire

29

my = ny Clal, + C.f + Ciry
my = m, + C a, + C,B8, + C,r,,
my = m, 4 Cla, 4+ C,p, + C,7,.

Ces formules résolvent complétement la question proposée.

En prenant m, =m,=m, =0 et en remplacant a , a,, a3, Fy; fs3
7i» 72> 7s Par les expressions données par Jacosr pour ces cosinus dans
le cas d’un systéme rigide qui n'est soumis a aucune force, on aura fous
les mouvements internes qui ne produisent -aucun effet dans la rotation libre
d’'un corps.

De méme si nous prenons m, , m,, m, constants et que nous mettions
a la place de a,, a,, a,5 8,, B, B3 11» 725 s 1es expressions que nous avons
trouvées & larticle VI du chapitre II pour ces cosinus lorsque les mouve-
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ments internes sont stationnaircs, on trouvera fous les mouvemenis internes
variables qui produisent le méme effet que les mouvements stationnaires.

On tire de 14 qu’un corps peut avoir un mouvement de rotation,
comme s8'il était rigide ou trésrapproché & celui qu'il aurait 81l était
rigide, et cependant il peut s’engendrer & son intérieur un mouvement
tel que le moment du couple de quantité de mouvement soit aussi grand
que 'on veut.

4. Un résultat qu'on peut concevoir beaucoup plus facilement est
le suivant.

Supposons qu'on ait tracé les polodies correspondant au mouve-
ment rigide sur U'ellipsoide central du corps ayant pour équation

A&+ By' + O = 1.

Si en supposant B compris entre 4 et C, on conduit les plans

§*\/74’<3‘:'B*> ¢ \/A(A-f)”
=Voz—o = Vos—or
la surface de Tellipsoide sera découpée en quatre régions.

En prenant deux polodies situées dans la méme région on peut dé-
former T'une d’elles avec continuité en passant par toutes celles inter-
médiaires jusqu'a la faire coincider avec l'autre.

Cela ne peut pas étre fait pour les polodies situées dans des régions
différentes de Dellipsoide.

Remarquons que chacune de ces courbes peut étre parcourue par le
pole lorsque les mouvements internes sont nuls. On peut donc prévoir
qu'engendrant des mouvements internes aussi petits que lon veut le pole
puisse parcourir une courbe dont les spires soient rapprochées aux polodies
et que cette trajectoire soit telle quen partant d’un point d'une polodie
on aboutisse & un point d’'une autre polodie quelconque appartenant & la
méme région de lellipsoide. Les formules qu'on a données le montrent
d'une manic¢re fort simple. En effet ayant égard 4 Dintégrale (2), des
équations (1),, posons

Ap + m . Bg +m Cr + m,
(Il)e h-=_7§~—" rale’ 7‘32”_}{*1
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ces quantités seront les cosinus des angles que les axes &, 3, { forment
avec 'axe du couple de quantité de mouvement qui est fixe. (Voir In-
troduction.)

Résolvons les équations précédentes par rapport a p,q,r et substi-
tuons les valeurs qu'on trouve dans les équations (1),; on dura

m dy.

’ 1 my s s M, m,
(1 >e' djﬁﬁz(a_bht?h +§r'3 —a Tl gy =(“""c>7’371 +?rl—-]‘rs’

dy, m m,
i =C—ann+Fn—%n
MY , K K K
ou lon a posé a=—, b=§, c=5-

i ’ =~ — ] —_— — a ~ ’ . -
Lorsqu’on suppose m, == m, = m, = 0, ccs ¢équations deviennent

W A d drs
(1")e j:—:(c—b)r-zrs’ ﬁgz(a‘_c)rarl’ gt—=(b‘—a)7‘17’a»

c’est & dire elles se réduisent aux équations différentielles du mouvement
rigide.
Les équations (1”), ont les deux intégrales

At+ntha=1 ittt ai=e

et la quantité constante e doit étrc comprise entre a et ¢, si nous sup-
posons que la valeur B soit comprise entre 4 et C.

Si nous nous rapportons a la distinction des polodies qu'on a faite
tout & 'heure, on aura que le passage des polodies d’une région a celles
d’une autre a lieu lorsque ¢ franchit la valeur b.

Si nous prenons avec Jacosr’

a>b>e>c on a<b<e<c

les intégrales des équations (1), seront

7, = \/z iisn [n(t—1t,), k], Ta = \/i:; en[n(t—14), k],

o=V = —1,), k),

! Voir HErMITE: Sur quelques applications des fonetions elliptiques. §§ X, XL
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ou #, est une constante ct

o h — aY¥e — ¢
n=\e—ajc—0), k= %e———a%g—:‘b%

Calculons les dérivées de j,y,, 7, par rapport aux constantes #, et e.
On aura d'abord

T or 37,
57;-:——‘;‘2)‘3(6—2)), az ——)'37’1(05--—(3), 5%2—'7’172(17_—“)

par suite ces dérivées seront des quantités finies. Les dérivées des fonc-
tions sn, cn, dn par rapport au module deviennent infinies lorsque k= 1.
On tire de la que les dérivées de j,,r,, 7, seront finies si e ne prend
pas les valeurs limites & et c.

Cela posé, employons la méthode des variations des constantes arbi-
traires, et tachons de vérifier les équations différentielles (1), en prenant
t, et e fonctions du temps.

Ces équations déviennent alors

oy, dt, |, o, de | m, mg
at, dt @t TBITORTO

- 9y, dt, 9y, de m, m,
(1) shdt Toeqr Ton—alh=9

oy, dt, , oy, de , m, m,
s dt Taeaq T Al T Bh =0

Soient yi, 71,7 et 11,72, ys deux systémes de valeurs de p,,7,,7,
qui correspondent a deux valeurs quelconques 7 e 7’ de t—1f et a
deux valeurs ¢ et ¢ de ¢ comprises entre les limites & ¢t ¢. On pourra
prendre ¢, et e fonctions du temps de maniére qu'en posant 7(t) = {—1£,(t)
on ait

, ., at, at,
t,) =7, 1(t,) = ' + 2nw, (E)Ml.—_ o, <E—Z)z=33= o,

e(t,) = ¢, e(t,) = ¢, (¢ — e(t))(e" —e()) < o,

@mo ()=
dt t=t‘—~ ? d‘t)t=tz-_ ’
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20 étant la période réelle des fonctions elliptiques correspondant au
module
Y et i)
(6" —afe —b)
Alors les fonctions

n=nlt—40,e), r=plt—"=450,et), r=rl—>=10,e)

pour ¢ ==f, prendront les valeurs i, r;, y; et pour ¢ = £, prendront les
valeurs ri', 1y, ri’ et leurs dérivées par rapport a £, ct a e seront finies.

Nous pouvons calculer d’aprés les formules (1”’), un systéme de
valeurs m, (t), m,(t), m,(¢) de m,, m,, m, qui les vérifient de sorte que
ces valeurs soient nulles pour ¢ =¢,, et pour ¢ =¢,.

Ayant égard aux formules (11), on tire de la que si pendant le
temps #,...f, les mouvements internes sont caractérizés par m,(t), m,(¢),
m,(¢) et si les composantes de la rotation du corps au temps # ont les
valeurs

au temps £, elles deviendront
ai B O
K’ K’ K’

ce qui prouve que le poéle peut passer d’'un point d’une polodie & un
point d’une autre polodie appartenant & la méme région de Iellipsoide.

Mais on peut choisir les fonctions #,(¢) et e(¢) de sorte que les dé-
ab, de '
dt ’ dt
m, , m, , m, aient des valeurs absolues plus petites qu'une quantité donnée
arbitrairement; donc le passage du pole peut arriver par des mouvements
internes aussi petits que l'on veut.

Nous avons jusqu’ici exclu la valeur e = ¢ qui correspond a un
viennent infinies, mais on reconnait facilement que cette exclusion n’est
pas nécessaire. En effet il suffit de changer de variable et de prendre
Ve —=¢] = ¢ au lieu de e et I'on voit tout de suite que si 'on regarde
719727, comme des fonctions de ¢,#, et ¢, leurs dérivées par rapport

rivées solent aussi petites que l'on veut de maniere que méme

sommet de lellipsoide, parce que pour cette valeur
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a & ne sont pas infinies lorsque ¢ ='0. On peut 'donc généraliser la
proposition précédente en disant que par des mouvements internes aussi
petits que Von veut le péle pent étre conduit dun point & un autre
situés intérieurement & Ia méme région de Tellipsoide.

Le méme résultat peut étre obtenu d’une autre maniére en suivant
Taquelle il n’est pas nécessaire d'exclure les points situés sur les fronticres
des égions dans lesquelles la surface de Vellipsoide a été partagée. Il
suffit pour cela de remarquer que les polodies se rapprochent autant que
I'on veut aux sommets de lellipsoide et aux frontiéres qui séparent les
régions quon a envisagées, et en outre d'avoir égard au dernier théoréme
du 2™ §.

Si A=DB, cest a dire a =15, alors & = o, les polodies sont les
paralléles de Yellipsoide et les propositions précédentes, valables pour
chaque région, peut s'étendre a toute la surface de l'ellipsoide par les
mémes raisonnements qu'on vient de faire.

5. Nous avons calculé dans cet article les composantes du couple
de quantité de mouvement relatif au mouvement interne, qui correspond
a un mouvement donné du pole.

Or on peut imaginer d’une infinité de maniéres des mouvements cy-
cliques internes qui correspondent aux valeurs trouvées en général pour
m, , m,, my. 11 suffit pour cela de rappeler, que lorsque les paramétres
sont constants les équations (10”); sont équivalentes aux équations (1),.

Prenons maintenant les formules (9); qui deviennent

n
9"/1 = ;i a’i @;,

n
m, = ?@ hw;,

”

m, = 2,00,
1

Les fonctions m, , m, , m; étant connues, on pourra d’une infinité de ma-.
niéres trouver des fonctions w,, ®,, ..., 0, qui satisfont aux équations.
précédentes.
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Article III.

1. Dans les articles précédents nous avons montré que par la
méthode des approximations successives on peut résoudre la question de
déterminer le mouvement de rotation du systéme lorsqu'on connait le
mouvement interne, et réciproquement on peut déterminer les mouve-
ments internes, la rotation du systéme étant donnée.

Dans les applications pratiques au mouvement de Ia terre, la question
analytique se simplific, en négligeant des termes trés-petits qui paraissent
dans les formules générales.

En effet dans ce cas ‘mous pouvons regarder les moments d’inertie
4 et B égaux et p et ¢ trés-petits.

On pourra supposer que les variations de r soient aussi trés-petites,
de sorte qu'en- posant r==w -+ ¢ on puisse regarder ® comme constant et
¢ comme une quantité du méme ordre que p et g. Alors de la derniére
des équations (3), on tire

[2
My = Ny —f(mw — m,q)dt — Ce = m3 -+ u,
0

ou m) désigne une quantité constante.
Les premiéres équations (3), peuvent s'écrire

dp C— A m§ + u 1 ulml__’ .
T

U [P+ + By = — L (T e + ) = £

Si Ton suppose que les termes

nwg up me me C— A4 C— A4
(IQ)e E)I? A 377 A €q, A ep

soient négligeables, alors les équations précédentes deviendront

dp C—4 my] 1 /dm, .
gt [T+ G =2 (G —me) =4

dg C— A4

(13)e m3 1 /dm
Gt + G = — 5 (Gt me) =5,
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2. Pour réduire les équations différentielles & la forme précédente
il n'est pas nécessaire de supposer que toutes les quantités (12), soient
négligeables, pourvu qu'on change la variable indépendante.

Divisons les premiéres équations (3), par r, on aura

Tw+[A.+JJ'—_i@$~mJ

dg ¢—4 _ I /dm,
rdt [ A +A/r‘]p——_z<'rdt+ml)'

Posons

o étant la valeur de r pour £ =o0. Si nous prenons z pour variable
indépendante, on trouvera

dp C— A m,

#+ [T + 57 = =4 (G —mo)
4 %
T+

B[ 5= (5 )

dr
Désignons par mj la valeur de m, pour 7 = o, et écrivons r — @ = ¢,
il viendra

my = md —f(fnzp —_— mlq)%)dz' — Ce
1]

ﬁ%{%#w+§k+m=— (52— myo0),
l%_V;A %M_w= Z@2+m@

v étant donné par la formule

o= =8 [ Cie=tpa) o+ (G 50)e

Acta mathematicn, 22, Imprimé le 13 février 1899, 492
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Supposons maintenant p, ¢, r trés-petits de sorte que par rapport aux

autres quantités qui paraissent dans les formules on puisse les regarder

comme des quantités infiniment petites du premier ordre. La formule pré-

cédente démontre que v est infiniment petit du méme ordre. Par suite

les termes qu , pv seront des quantités infiniment petites du second ordre.
En les négligeant, les équations différentielles (14), deviendront

dp Cc— 4 ms 1 (dm,
[%+E7fw+ik=—zﬁ?—%@’
(13 .
dq C— 4 my 1 /dm,
T e + 5= —7 (G + mo).

On a donc réduit les équations différentielles a la forme (13), en sup-
posant seulement qu’on puisse regarder p, ¢, ¢ comme des quantités in-
finiment petites du premier ordre et en mnégligeant les infiniment petits
du second ordre.

Entre les équations (13), et (13), il n'y a que la variable indé-
pendante qui soit différente. Dans les premiéres équations on a ¢, dans
les autres on a z. Mais remarquons que si l'on pose @ = 27 et si l'on
se rapporte au mouvement de la terre la wvariable qui mesure cffective-
ment le temps est .

Il est évident que la discussion que nous allons faire des équations
(13). est applicable sans aucune modification aux équations (13'),.

3. Dans les équations (13), on peut supposer que m, et m, soient
données et qu'on les intégre par rapport & p et ¢. Au contraire on peut
donner p et g et déterminer m, et m,. Comme nous avons déja vu dans
les articles précédents le premier probléme correspond & déterminer le
mouvement du pole lorsqu’on connait le mowvement interne et le second
probléme se rapporte & la détermination des mouvements internes lorsquon
connait le mouvement du pole.

Il est évident que si nous voulons appliquer les résultats de
M. CuaxprLer (voir larticle V) il faudra avoir égard au second pro-
bleme. Nous allons cependant traiter les deux problémes ensemble.

Posons pour simplifier

C— 4 mg
B L
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et ajoutons les équations (13), aprés avoir multiplié la deuxiéme équa-
tion par ¢. On aura

d . m zm
(pddtr “D__ip(p + ig) = — [d( + ) 4 iw(m, + im )] — o+ if
d’ou l'on tire
(15), p+ig =" [@a+ e + 0],
(I 5’)e ﬁ-(ml -+ z’m,‘,) = e‘iwl[_ ‘/(a + i‘[’;)eiwtdt + D],

C et D étant des constantes arbitraires.

4. Dans le cas que nous discutons le péle est trés-peu éloigné de
lextrémité de l'axe d’inertie ¢ et dans lordre d’approximation dans
lequel nous envisageons la question nous pouvons supposer que le mouve-
ment ait lien dans le plan tangent a l'ellipsoide d’inertie conduit par
I'extrémité de VYaxe {. Alors on peut regarder les coordonnées &, 7 du
pole dans ce plan comme proportionnelles & p et g.

Supposons maintenant que le mouvement du poéle soit décomposable
dans une série de mouvements harmoniques.

Avant de développer les conséquences qui découlent de cette hypo-
thése nous allons donner quelques définitions.

Nous concevons un mouvement harmonique comme un mouvement
d'un point sur une ellipse de maniére que le rayon vecteur conduit par
le centre décrit des aires proportionnelles au temps. La période est la
durée d’une révolution.

Si nous envisageons tous les mouvements harmoniques d’une période
donnée, sans avoir égard a leur amplitude, nous trouverons une infinité
de mouvements possibles en changeant le rapport de la longueur des
axes de la trajectoire et leurs inclination par rapport a un axe fixe.

Un point qui pourra se mouvoir dans un plan avec un mouvement
harmonique d’une période donnée sur des ellipses dont les axes sont dans
un rapport quelconque et ont une direction quelconque aura toutes les
sortes de mouvements harmoniques qu'on a considérés précédemment, et
pour simplifier nous dirons qu’il peut prendre un mouvement harmonique
quelconque de la période donnée.
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5. Cela posé écrivons les formules qu'on trouve dans ’hypothése
que nous venons de faire sur le mouvement du péle.

On aura
a=a, + 2(a,cos At 4 a sin 4,¢),
B =B, + Z(B.cos At + B, sin A,t)
d’'onr
o + iﬂ — ao + 1ﬂ0 +Z <an + ﬁn +2'L(‘8n - ) @)”t + ﬁn -Z’L(a” + 181:) _r,,),.g>
— Ao + Z(Anemz + A;e~ilnt)
ayant supposé
(16)3 AO =a0+iﬂ0’ A _“"+ﬂn+’(ﬂ" a“ 4

A o = B+ i + )
n 2 ‘
Par conséquent

f(a -+ iﬂ)e_iptdt o f{A06~—ipt + Z(Anei(ln—p)t + A;Le—ialwmt)}dt

. A An .
—ipt n z(ln——p) <—z(7m+p)t
T+ Y (e = )

Employons maintenant la formule (15),. Nous trouverons

tpt At A; —iln
p+z< 7 —p)el +me )z)

et en séparant la partie réelle de la partie imaginaire on aura

pig =2

p — _'_8._ 4 (C, cos pt — C, sin pi)

(Bup — anky) cos Aut + (@nln + Bop) sin 4, t
+ i £

q = %"—[— (C, sin pt + C, cos pt)

+Z (Brdn + anp) cos; at -l/-o(,@n) n— anp) sin A, t

ayant posé C = O, + iC,.
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De méme si nous écrivons D = D, + iD,, on pourra calculer les

valeurs de % et %:3 et on trouvera les formules sulvantes
7—3—1 = —% + (D, cos wt — D, sin wt)

+ Z (Paw + anldy) cos Ayt — (an Ay — Brw) sin Xnt,

h— o
(18), ¢
= % + (D, sinwt + D, cos wt)

RS

 An — A ®) 008 Aot — (Bp s + @) sin A, ¢
Y ) G )it

2

I —w
6. Les dénominateurs des formules (17), et (18), s'annulent lorsqu’on

a A, =p, , =o0. On tire de la que le pile peut avoir un mouvement
. .. o.o2m . ) :
harmonique quelcongue avec un période T (2, Z @) tandis qu'il ne peut avoir

. . . L 27
quw'un mouvement harmonique circulaire avee la période -

En effet si 4, = w il faut que Von ait

14 I

ﬁn=——an7 Oy == 3,

. ' " 2 . .
Donc les termes relatifs a la période — qui paraissent dans les expres-

sions de. p et de ¢ sont de la forme

2 sin wf — cos wit,
=0 ©w—p
L. :
—_ cos8 wi — sin wi

—_— w —

et ils correspondent évidemment 4 un mouvement harmonique circulaire.
Si A, = p on doit avoir

— ’ U "
ﬁn'—arn Ay = —— P

par suite les termes de p et q qui sont relatifs 4 la période T auront

la forme
(C, + h,) cos pt — (C, 4 b,) sin pt,
(C, — h,) sin pt + (C, —h,) cos pt,
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b, et h, étant des quantités arbitraires; et par suite ils correspondent a
un mouvement harmonique quelconque.

Si A, a une valeur qui n'est égale ni & p ni a w, on pourra prendre
arbitrairement les coefficients a,, f,, a,, f, et en conséquence le mouve-
ment harmonique correspondant sera quelconque.

C. Q. F. D.

7. D’une maniére tout a fait analogue & ce que nous avons établi
précédemment on pourra dire maintenant qu’il est possible qu'il existe
un mouvement interne quelcongue de la période A si dans les expressions

de %‘ et 7—}“ paraissent des termes de la forme

1w cos At -+ msin A, m' cos At -+ ' sin Af

ou les cocfficients constante m ,n, m', n' peuvent avoir des rapports quel-
conques entre eux.

En répétant le raisonnement qu'on vient de faire dans le paragraphe
précédent on arrive a la conclusion que si le mouvement du pole est dé-
composable dans wune série de mouvements harmoniques, il peut exister des

. . . . s 27 .
mouvements internes quelconques ayant une période différente de —, mais il
P

. , . - s 2r
ne peut exister qu'un mouvement interne particulier ayant la période o

Pe 2w 27
8. Nous venons de reconnaitre que les périodes =~ , = sont des
ar

périodes singuliéres pour les mouvements du pole et pour les mouve-
ments internes.

Une autre propriété qui se rattache & ces périodes est la suivante,
et clle découle immédiatement des formules (17), et (18),.

2z
. s . oo 2W
A tout mouvement harmonique du pile ayant la période 7—2 5 cor-
n T
@

respond un mouvement interne périodique ayant une période égale el réci-
proguement.  Les constanies a,, a, , B,, f, définissent les deus mouvements
indépendamment des mouwvements ayant une période différente.
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Au  contraire les mouvements internes ne peuwvent pas caractériser le

. o.o2% )
mowvement du pole ayant la période =~ , et le mouvement du pile ne peut
r
- , Lo 2% .
pas caractériser les mouvements internes ayant la période - 1l peut exister

des mouvements internes ayant la période 2(—: qui w'ont aucune influence sur
le mouvement du pole.
Article IV.
1. Regardons l'axe OM du mouvement interne comme résultant

. .. 27
d’'un vecteur constant, d’'un vecteur variable avec la période 2=, d’un
) P bl

. e 2r
vecteur variable avec la période “— et enfin des vecteurs OM*, OM* ...
[0

. ;. 27 2m
variables avec les périodes >3- €D supposant
t 2
n=le
| o

Les projections de OM® dans les directions £, 5 soient les termes ayant

(. 27 . m,  m, ,
la période - dans les expressions de 1 4 due nous avons trouvées
13 8

dans Tarticle précédent (voir (18),).
Nous allons résoudre la question suivante: déterminer le mouvement

de Vewtrémité M® du vectewr OMYP étant comnu le mowvement du pile ayant
- 2r 2z

la période LT
Il est évident que les formules de larticle précédent nous donneront

le mouvement de la projection du point M® dans le plan de 'équateur.
Prenons les plans coordonnés &¢ et »¢ de maniére que les axes de

Vellipse décrite par le péle dans le mouvement harmonique ayaunt la

;e 2z . Ly
période — solent situés dans ces plans.
Nous aurons
@) @
p—=acos)&t, L — psinat
@ w

ayant désigné par p® et ¢ les termes des expressions (17), qui ont la
roe 2z
période -
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Si ¢ et ¢ sont les sémiaxes de D'ellipse décrite par le péle et si on
les mesure en secondes d’arcs on aura

a=1tggp, b=tgd.

Soient a, o', B, 3 les constantes des formules (17). qui correspondent &
27

la période = On aura
=, w+fp=o
Prap=—o G —t0

d’ou Yon déduit

o = O, g =o, f=(A—ap)w, o = (bp—adw.

. . - 2
Par suite les termes de % , % qui ont la période ; seront

G

mi”  (bA—ap)o + (bp — ak)l

e = pp— cos X,
W

my.  —(bA— ap)d — (bp — ado .

i = pEp—— sin Af.

3]
. m

2, Les maxima des valeurs absolues de ZL correspondent aux va-
w

nw ’ . ’
leurs ¢ = )—', n étant un nombre entier, et sont donnés par

uP _|@Gr—ap)o + (bp —ai)2
Aw A— '
. m$? ) (2n 4+ 1)
Les maxima des valeurs absolues de o correspondent & ¢ = — 3
Il sont
MY | — (bA— ap)d — (bp — ad)w
Aw AP — ot ’

d’ou Ton tire

2 MP — | 4 (204 — 2@/))20 + (fbp — ZaA)Z, Co,
(19) © »—o
) 2 MY — ‘i — (26 — 2ap) A — (2bp — 2ad)w ‘C'a)

C A —?
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On pourra donc énoncer les propositions suivantes:

1° 8i nous projetons sur le plan de Uéquateur Uextrémité M de axe

. . , 2 ..
des mouvements internes partiels dont la période est 7”, la projection m,

a un mouvement harmonique sur une ellipse dont les axes sont paralléles aux
axes de Uellipse décrite par le pile dans le mowvement harmonique de la
méme période.

2° Lorsque m, rejoint un sommet de sa trajectoire, le pole aussi dans
le mowvement harmonique de la méme période rejoint un sommet.

3° Les longueurs des axes de Uellipse décrite par le point m, sont
données par les formules (19),.

3. Le mouvement harmonique du pdle ayant la période ? est le

mouvement résultant de deux mouvements harmoniques de la méme pé-
riode qui ont lieu sur les axes &, 7.

De méme le mouvement du point m, peut étre obtenu en composant
deux mouvements harmoniques dont les trajectoires sont les axes coor-
données &, 7.

Le mouvement harmonique du pile et celui de m, dans la direction &
auront la méme phase si la quantité
(o), M=t O+ -0 e

@

est positive, et ils seront en opposition de phase si la méme quantité est
négative.

Le mouvement harmonique du pole et celui de m, dans la direction
auront la méme phase si la quantité

— (bA—ap) A — (bp — al)w

A% — w?

=@+ B @—plts

(20)6 2 w + @ — A

est positive; et si elle est négative les deuxr mouvements seront en oppo-
sition de phase.

Nous supprimons la démonstration de ces propositions qu’on déduit
aisément des formules précédentes.

deta mathematica. 22, Imprimé le 26 février 1899. 45
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Article V.
I. Si nous voulons appliquer les résultats précédents au mouvement
de la terre il faut supposer que gwf représente le jour sidéral.

On n’a observé aucune variation diurne des latitudes; cela ne signifie

’
pas qu’ils n'y ait pas de mouvements internes avec la période diurne,
car on a vu quil peut exister des mouvements internes avec la période

2;7 qui n'ont pas d'influence sur le mouvement du péle. (Article IV, § 8.)

. (. 1 2T
2. Examinons la période > Nous avons'

C— 4 m, @ mg
A °T7 5%

0

3

4 305 ' 4
d’ol1, en prenant pour unité de temps le jour sidéral,

305 305

27
L

— - -

1+ 30527'% 1+ 306-(%

Donc 2% est 1a période eulérienne chaneée dans le rapport
o p g PP

I

—
I+ 30655

Si de telle maniére on voulait trouver la période de 430 jours découverte
par M. CaaxpLER on devrait avoir

430 I
305 my
I 00 —
+3 Cw
1 C - 'A ‘ . o s e L] . .
Nous supposons i 37—)3 sans discuter ici si ce rapport qu on caleculé d’aprés

les phénomenes de précession et de nutation ne peut &tre changé 3 cause du mouvement
interne.
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d'ou
me I

Cw 1033

3. Sans discuter ce résultat, appliquons les résultats établis par
M. Cmaxprer dans le N° 329 de I’Astronomical Journal de T'année
1894, relativement au mouvement du pole ayant la période annuelle.

On peut tirer de la les éléments correspondant au mouvement in-
terne capable de l’engendrer.

A cet effet il suffit de substituer dans les formules que nous avons
trouvées les valeurs suivantes:

0 = 27T,
—
A= 366’
2¢ = 0",3,
2¢) = 0",08,

le jour sidéral étant I'unité de temps.
En effectuant les calculs, on a approximativement

_ . 3
2a=21gy = 27z‘10><36o><6o><6o"
2b=2tg =2 8

=21gf= 7 100X 360X 60X 60 "

Il faudra supposer que l'axe & forme avec le méridien de Greenwich
un angle de 45°
Prenons comme au paragraphe précédent

4 __ 305

¢~ 306’
on trouvera a cause des équations (19),

37
2MP = 3 Co,

A 27
2MP = o e
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< 27
si 'on suppose p=-——; et

305’
A 23
2MP = =3, Co,
1
2M;A) == I%{‘;C'(t)
en supposant 20
p _ = .
430

L’axe a de Vellipse décrite par le péle forme un angle de 45° avec le
méridien de Greenwich, par conséquent le grand axe de Vellipse parcourue
par le point m™ sera située dans le plan méridien qui a la longitude de 45°.

Remarquons encore que la quantité (20), est positive et la quantité
(20"), est négative.

En résumant tous ces résultats on peut énoncer les propositions
suivantes:

Si Von cherche la variation que doit subir Uaze OM® du mouvement
interne terrestre (dans Uhypothése de la non-plasticité de la terre) pour donner
aw pile le mouvement harmonique étudié par M. Chandler, ayant la période
annuelle, on trouve que:

1° projetant MY sur Uéquatewr en m®, ce point décrira ume ellipse
dont le grand axe fait un angle de 45° avec le méridien de Greenwich;

. , X 2 . 2
2° les axes de cette ellipse seront égaux & ——130 7“, Co, ——107“, Cow, ou ¢ ——103,0 Cw,
3L Cw suivant que lU'on suppose p = 27 ou o = 27,
101° W ¢ q PP P = 308 4 _430’

3° décomposant le mouvement du pile et celui de m, swivant les.direc-
tions des awes de Uellipse décrite par le pile, les deux mouvements dans la
divection du grand axe auront la méme phase et les mouvements dans la di-
rection duw petit axe auroni des phases opposées.

4. Pour exercice des formules qu’on a données dans l'article précé-
dent on peut répéter un calcul analogue & celui qu'on vient de faire
pour résoudre le probleme suivant:

Supposons qu'il existe un mowvement interne ayant la période de 430
Jours. Quels sont les éléments de ce mouvement pour qu'il soit capable de
produire le mowvement du pole étudié par M. Chandler ayant la méme période?
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. 2r . .
Si nous prenons P= 305 il faudra substituer dans les formules les
valeurs suivantes
o = 27,

__2nm
430
Le mouvement du péle est circulaire et sa demi-amplitude est o1,
par suite
p=¢=0"1
d’ol approximativement

1
10X 360 X 60 X 60

a=b=1tge =127
et &4 cause des équations (19), on aura

M, =M, = 2 Co.

CHAPITRE VI.

Apercu sur les perturbations dues a la plasticité de la terre.

Article I.

I. Supposons que le mouvement interne soit stationnaire et cher-
chons les perturbations produites par la plasticité sur le mouvement de
rotation que nous connaissons par les études que nous avons faites dans
le chapitre précédent.

Nous partirons de I'hypothése que leffet du a la plasticité consiste
dans la tendance du. pdle d’inertie a se rapprocher du pdle de rotation
lorsque les deux points ne coincident pas. Nous discuterons aprés la
loi de ce rapprochement.

2. Envisageons les résultats de 1'article III du chapitre précédent
lorsque le mouvement interne est stationnaire. On pourra les rapprocher
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a ceux qu'on a trouvés dans le chapitre IIT sur les petites vibrations du péle
autour des positions d'équilibre stable dans I'hypothése que l'ellipsoide
d’inertie soit un solide de révolution.

Si le mouvement interne est stationnaire les formules (17), et (18),
de Tarticle IIl du chapitre V deviennent

p = -—'% + C, cos pt — C, sin,ot,
g = %“--]— C, sinpt—l—-C2 cos pt,
m b
A o’
Ty %
4 o
et en posant pour simplifier
—_— Ol == 02
¢, = P Cy = w2’
on aura
g_—: % + ¢, cospt—c, sinpt,

(1)

%: -Z-Z; + ¢, sinpt -+ ¢, cospt.

La quantité o sera donnée par la formule

Cc—4 m,
p=—g ety

3. Pour fixer les idées, supposons que m, soit une quantité né-
gative, c'est a dire supposons que les projections de 1'axe du mouvement
interne et de I'axe du couple de quantité de mouvement du & la rotation
de la terre, sur I'axe terrestre n'aient pas la méme direction. Nous dis-
cuterons apres comment on doit modifier les formules lorsqu'on suppose
que cette hypothése ne soit pas vérifiée.

Ayant égard qu’une rotation positive a lieu dans le méme sens que
a rotation des aiguilles d'une montre, nous pouvons conduire les deux
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segments OR et OM qui représentent la rotation de la terre et I'axe du
mouvement interne en prenant pour origine le centre de la terre. En
prolongeant les deux segments dans leurs directions positives ils rencon-
treront respectivement 1'hémisphére sud et I'hémisphére nord.

Cela posé, soit OP =1 un segment ayant la méme direction de OR.
En projetant ce point sur l'équateur en =, on aura que les projections

de Or sur les axes & et 7 seront g, % De méme soit OS =%§—[ un

segment ayant la méme direction que OM, et soit % la projection de §
sur 1’équateur.

. . m m
Les projections de Ok sur les axes £ et y seront :T;;’ E,%
Nous pouvons maintenant énoncer d’une maniére géométrique la loi
représentée par les formules (1), en disant: Le point m fourne avec la

vitesse angulaire p sur une circonférence ayant h pour centre.

4. Conduisons une sphére ayant O pour centre et dont le rayon
soit égal & 1. Elle rencontrera I'axe OM dans le point M’ et I'axe OR
dans le point P. Puisque ce point est trés-proche du péle d’inertie ¢,
nous pouvons par approximation regarder la trajectoire qu'il déerit sur
la sphére comme une circonférence ayant pour centre le point H de la
sphére qui se projette en % sur l'équateur. Si nous voulons envisager
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tous les éléments dans Vhémisphére nord il suffit de construire les points
{’, H', P’ situés dans une position diamétralement opposée aux points
¢, H,P. Il est évident que les quatre points P, H' ,{’, M’ appar-
tiennent & I'hémisphére nord.

Nous les désignerons par les mots: pile de rotation, centre du mouve-
ment polaire, pile d'inertie, centre du mouvement interne.

Soit &' la projection de H’ sur I'équateur. On aura

Ol = Oh,
par suite
sin H'¢' = Oh = O0Ssin M'{’,
d’ou
@ R T
Posons

M = m} + m + m},
nous aurons

my == — M cos M'{’,
et par conséquent

. M
€ T (C—Ao—Mcos M'C’

(C— Ao — Mcos M’
7 .

(3)

5. Nous avons supposé jusqu'ici que m, soit une quantité négative;
c’est pourquoi on a pris 'intersection de OM avec le sphére sur I'hémisphére
nord. Si m, est positif, prolongeons MO du coté du point O jusqu'a
rencontrer I'hémisphére nord en M’. On appellera toujours ce point le
centre du mouvement interne. Lorsque m, était négatif le point {’ était
situé entre M’ et H’, tandis que dans I'hypothése actuelle M’ et H’
seront situés du méme c6té par rapport a ¢

Désignons par a et B les arcs ("M’ et {'H' et prenons leur origine
dans le point ¢{’. Les équations (2), et (3), pourront s'écrire
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’ sinf@
(') sma TS
R M
l (C—Aw F Meosa’

et I'on prendra le signe supérieur dans le premier cas (m; <o) et le
signe inférieur dans le second cas (m, > o).

=

6. En résumant les lois du mouvement du poéle, si I'on suppose
les mouvements internes stationnaires, et que l'on néglige la plasticité
de la terre, on trouve

1° Le centre du mouvement interne, le pole d'inertie et le centre du
mouvement polaire sont situés sur un grand cercle de la sphére.
2° a et B étant les arcs de grand cercle conduits par le pile dinertic
et les centres du mouvement interne et du mowvement polaire, on a
sin 3 —Te— FM .
sin C— Ao F Mcosa

3° Le pile de rotation parcourt une circonférence autour du centre du
mouvement polaire avec la vitesse angulaive

(C— Ao T Mcosa
p: A .

Acta mathematics. 22, Imprimé le 25 février 1899. 44
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Ces lois représentent d’une maniére fort claire 1'effet produit par les
mouvements internes sur le mouvement du pole.

En effet g'ils n'existaient pas, le podle décrirait une circonférence
autour du péle d’inertie avec la vitesse angulaire

c—4
BV
par suite les mouvements internes ont une double action, savoir:

1° Ils changent le centre de rotation du mouvement polaire qui est
repoussé (ou attiré) du centre des mouvements internes le long du grand
cercle qui passe par ce point et le poéle d'inertie.

Le déplacement du centre du mouvement polaire est déterminé par
l'angle 3.

2° Ils changent la vitesse angulaire de rotation du péle de

—Mcosu
T4

et ce changement correspond & une variation de la période Eulerienne.
Nous remarquons enfin que le point H' correspond a un péle de rotation
permanent. Nous renvoyons pour cela au chapitre III ol I'on a discuté
et approfondi cette question,

Article III.

r. Nous allons maintenant déterminer les perturbations auxquelles
seront soumises les lois que nous avons énoncées dans l'article précédent,
par effet de la plasticité qu'on avait négligée auparavant.

Prenant le point O pour centre de projection, projetons la surface
de la_terre sur la sphére. Si nous envisageons les phénoménes pendant
un intervalle de temps qui ne soit pas trop long, nous pourrons supposer
que, méme si la terre se déforme & cause de sa plasticité, la configuration
des mers et des continents sur la sphére ne change pas sensiblement, mais
il faudra supposer que le pole d'inertie se déplace sur la sphére.

Ce sont donc ces déplacements du péle d’inertie sur la sphére, la
projection de la terre sur la sphére étant fixe, qui décélent sa plasticité.
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On pourra énoncer la propriété que le mouvement interne est station-
naire en disant que le centre du mouvement interne est un point fixe de
la sphere et que M = \/m? + mi + m: est constant.

Nous faisons aussi I’hypothése que les points H’, P’, {’ se maintiennent
toujours trés-proches, de maniére qu'on puisse négliger les puissances de
leurs distances supérieures a la premiére puissance. Rappelons & ce propos
que l'analyse de l'article III du chapitre précédent, dont nous employons
a présent les résultats, est appuyée sur cette hypothése.

Enfin nous supposerons que l'influence de la plasticité se manifeste
de maniére que le poéle d'inertie tend toujours & s'approcher du poéle de
rotation avec une intensité proportionnelle a la distance entre ces points.

D’une fagon plus précise nous énoncerons cette loi dans les termes
suivants:

Le pole dinertie se déplace & chaque instant dans la direction de Uaxe
du grand cercle qui passe par ce point et par la position occupée dans le
méme temps par le pole de rotation, avec une vitesse proportionnelle ¢ la
distance entre ces points.’

Le rapport entre la vitesse du pole d'inertie dans son mouvement
relatif & la sphére et cette distance sera désigné par p et nous l'appellerons
coefficient de plasticité. *

Sa valeur sera positive et nous la laisserons indéterminée.

Nous aurons donc co > g >o0. On peut établir dés a présent la signi-
fication des cas limites: la valeur g = o correspond au cas de la rigidité
compléte; et p= 00 au cas de P'adaptation immédiate du sphéroide terrestre.

2. Par les hypothéses qu'on vient de faire le probléme de la rota-
tion de la terre se présente de la maniére suivante:
On a quatre points situés sur la sphére: M’ (centre du mouvement

! Voir DARWIN, On the influence of the Geological Changes on the Earth’s Axis
of Rotation. Phil. Trans. Roy. Soc., Vol. 167.

® Voir ScHIAPARELLI, De la rolation de la terre sous Uinfluence des actions géolo-
giques. Saint-Petersbourg 18839, Nuovo Cimento, T. 30. 8. 3% Le cas intermédiaire
pe correspond pas completement 3 celui que M. SCHIAPARELLI a discuté. Mais en em-
ployant la méthode géométrique dont il a fait usage on pourrait I'envisager d’'une maniere
analogue, en ayant égard aux résultats du chapitre précédent. On a adopté I'hypothise
qu'on vient d’énoncer pour simplifier les caleuls des articles suivants.
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interne), {’ (pdle d'inertie), H’ (centre du mouvement polaire), P’ (pole de
rotation) qui suivent dans leurs mouvements sur la sphére les lois suivanies:

1° M’ est un point fixe de la sphére.
2° M’, (", H' appartiennent ¢ un grand cercle et

sin{’'H” FM
sinC'M' te= (C— Ao F Mcos {'M’ )

3° P tourne & chaque instant autour du point H' avec la vitesse an-

gulaire
(C— Ao T Mecos{'M’
7 .

4° ' se déplace & chaque instant dans la direction tangente a ' P
avec une vitesse égale @ p.('P.

Par ces conditions on pourrait établir tout de suite les équations
différentielles du probléme. Cependant dans Yarticle suivant nous le
transformerons de maniére qu'on pourra I'aborder par une analyse tout
a fait élémentaire.

Article III.

1. Pour simplifier la question dont nous avons parlé 4 la fin de
l'article précédent nous envisagerons une représentation de la terre sur
un plan au lieu de la représentation sphérique que nous avons considéré.
Pour passer de l'une & V'autre de ces représentations nous employerons
la projection stéréographique.

Le plan de projection sera le plan tangent & la sphére dans le point
M’ et nous prendrons pour centre de projection le point diamétralement
opposé de M’ que nous désignerons par IM".

Le pdle étant en M’, soient @ la colatitude et ¢ la longitude des
points de la sphére. Alors le carré de 1'élément linéaire de la sphére sera

do® = d0* + sin® 4dg*
et le carré de I'élément linéaire dans la projection stéréographique sera

ds? = ‘I (d6* 4 sin® fdg?)
003’50
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d’ou Von tire

On a supposé qu'on puisse négliger les puissances des arcs ¢'H’, H'P,
P'{, supérieures a la premicre puissance.

Cela revient a regarder ces arcs comme des quantités infiniment
petites. C'est pourquoi on pourra dire que par la projection stéréogra-

phique leurs longueurs ont changé dans le rapport
coszga

Soient ¢, H,, P, les projections stéréographiques des points ', H', P';
nous aurons

IHI
GH, =

cos’-

2

Mais

sin C'H’ .

—— =+,
sin a

par suite, en remplacant sin{’H’ par l'arc {’H’, il viendra

{'H' = F esina
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d'ou
. F esina - 1
GH = ——— = F 2etg-a.
o I 2
[0 i /4
2
D’ailleurs on a
! M
2tg‘éa=<;.[ ’
donc
GH, _
(M,

En outre, a cause des propriétés bien connues des projections stéréogra-
phiques, on pourra remarquer que P, tourne autour de H, avec la vitesse
angulaire p. Par suite les lois que nous avons énoncées dans le 1** article,
6% §, lorsqu’on néglige la plasticité, pourront étre remplacées par les
lois suivantes:

1° Les projections stéréographiques M’ , { , H, du centre du mouvement
interne, du pole d'inertie, et du centre du mouvement polaire sont situées en

ligne droite et
Cl Ijl 3=
Z_’,—T =t} &

2° La projection stéréographique P, du pile de rotation décrit une
circonférence autour du point H, avec la vilesse angulaire p.

2. Passons maintenant & déterminer des lois analogues en ayant égard
a la plasticite.

A cet effet nous allons transformer les expressions de ¢ et de p.

En posant {{ M’ =D, on aura -

D=2tgéa

1 —- D*?
cosa =

1 4-D?
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Par conséquent nous pourrons écrire

o u
~ /I——EDZ b
C— Ao T M ——%—
I +£—1FD2
(3”)5 / .
I —-D?
C— Ao F M| — 3
I 2
\I 4+ -D
_ 4
o 4

On tire de la les quatre lois suivantes qu’on pourra substituer aux lois
énoncées au § 3 de l'article précédent.

On a dans un plan quatre points M', ¢ , H,, P,
1° M’ est un point fixe.
2° M', {, H, sont situés en ligne droite et

(H, IM
- b
D i
(C— Ao T M ‘:
I +-D?
4

ayant désigné (M’ par D.
3° P, tourne & chaque instant autowr du point H, avec la vitesse an-
qulaire
1 \
1 —-D?
p=C—A)oF M 4

I
1 4+ - D°
*y

4° & se déplace a chaque instant dans la direction & P, avec la vitesse
po, on ¢ signifie {P,.

La derniére loi a été obtenue en remarquant que dans la projection
stéréographique les vitesses sont changées dans le méme rapport que les
arcs infiniments petits.
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3. Cela posé, on peut écrire bien aisément les équations différen-
tielles du probléme.

M’ @x

Soient z, y des axes orthogonaux fixes par rapport au plan ou I'on
a fait la représentation stéréographique, situés dans ce plan et ayant pour
origine le point M’. Deésignons par z,¥y; 2,,y, ; %,,Y, les coordonnées
des points P,, ¢, H,. La deuxiéme condition énoncée au paragraphe
précédent s'écrira

Ty — 2, _ya—yl P
(4)f @ Y +
et la troisiéme condition
dz
at = —lo(y2 —?/),
(5) dy
dt = lo(xl - .CU)

Le sens de la rotation sera déterminé par l'orientation des axes z, y.
Enfin de la quatriéme condition on déduira

dx,
t = )u(x —wl)’

QL

()

R
=

1

'd'—t=/l(y—y1)-

4. A cause des équations (4); on aura

x2=(lie)w1’ y2=(li€)y1;
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par suite les équations (5), deviendront

dex

= —pl(1 £y, —vl,
(5"): d
w= ol ez, —al

On tire de la, en posant A? = 2® -} y?

dA% d d
o — 2@% 4+ yag) = 2p(1 + e)z,y —y,2)

ou bien

adA 2,9 — Y, %
@ el aRIg

Remarquons que p est une quantité petite et (z,y—y,) est le double
de Taire du triangle M'P,¢, cest pourquoi le rapport

Y —Yy,@
A

sera petit du méme ordre que P, d'out T'on tire que les variations de
grandeur de A et par suite de D seront petites. En outre dans les
expressions que nous avons trouvées pour & et p (voir équations (3"))

le terme
1

1—-D?
1 4 - D*?
+4

est petit par rapport a (C—A)w. Si donc on envisage le mouvement
pendant un intervalle de temps qui ne soit trop long on pourra négliger
les variations de ¢ et de p et par suite on pourra les supposer constantes.
Nous avons été conduits aux quatre équations différentielles (6),, (5');
qu'on pourra regarder comme des équations différentielles & coefficients
constants. Nous consacrerons l'article suivant & leur intégration.

Aeta mathematica, 22, Imprimé le 6 mars 1899. . 45
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Article 1V.

1. Nous avons réduit dans l'article précédent les équations diffe-
rentielles du mouvement au systéme

dz
—df :ﬂ(x““ wl)7

(6

d
2 = =),
d
7 =—0l(1 o)y, —y),
(5") &y
5= plt ez, —1),

dans lequel p ct ¢ peuvent étre regardés comme des quantités constantes.
Pour Vintégrer posons

x = Ce", y = Ke*,
—_ £ Yy >t
z, = Ce”, y, = K e*,

C,C,, K, K,z étant des constantes.
Par la substitution des valeurs précédentes on aura

Ce+p) —Cn =0,
K@+p —EKp=o,

Co + K p(1 & &) — Kp = o,

—Cp(t £e)+ Co + Kz = o.

(7):e

z sera donc une racine de I'équation de quatriéme degré
24 p y — M o y O

o y O, Z24p , —p

4 o , 2 ,p(1+e), —p

—p(tte), p , o, 2
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Cette équation peut &'écrire aussi de la maniére suivante
(8): '+ 2pa’ + (0’ +p") " F 20"pes + plo’" = o
Soient 2, 2", 2, &V les racines et C?,CP K®, K un systéme de valeurs
de C,C,, K, K, qui vérifient les équations (7), lorsqu’on prend z = 2,
Nous aurons .
€T == IZMO(Z)EZ(i)t,
(Q)f s

y= ?MiK(i)GZ(%,

4
= ; Mi O(li) ez(i)z,
(10) .
= TMKP,
les quantités M, étant des constantes arbitraires.
2. Pour résoudre I'équation (8); posons F e =¢'. Elle g'écrira alors
e+’ +petpe) =0
d’ou
(2 + p) £ ip(z + pe’) = o.
Par suite les racines seront
, —ptu—i(p—v)
I

& = 2
,,_——/,e+u+@(p~v)
& = ’
2
z,,,__""/l“—‘u—-'i(p'l-ﬂ)
_ b
2
zxv="’/“‘u+"'(ﬂ+”)
2

olt w et v sont donnés par les formules

u___\/\/# + 0%’ 16#P8(I~—s)+/z’—-/>”

v__\/\/# + p)’ 16/4/’8(1 &)+ ol —p

les radicaux étant pris dans leurs valeurs absolues.
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3. Examinons plus particuliérement les cas limites envisagés dans
Varticle 1I, § 2.
Si p=o0 (cest & dirc dans le cas de la rigidité compléte) I'équation
(8); devient
2t 4 p’ =o.

Deux des racines deviennent égales 4 +ip et deux racines s'annulent.
yoo e ;. 2r .
Donc le mouvement est périodique et la période est . c’est a dire on

trouve la période eulerienne modifiée de la maniére que nous avons vu
dans le chapitre précédent.
Soit g = co. En divisant I'équation (8), par u* et en faisant aprés

I
-==0 on trouve
M
2* 4 p’e? =o.
Cela signifie que deux des racines sont infinies et les autres sont + ipe.
P ;s 2 27 A
Donc le mouvement est périodique et la période est p—: =% . Dans ce

cas les équations (6); deviennent

x=w1) 3/=?/p

c'est & dire le pdle d’inertie coincide avec celui de rotation.
Il viendra & cause des équations (5')

de M dy M
a = P =379 ag — PEr=47
d’ou

x =N, cos(%t—{—N), y =N, sin (%It+N>,

N, et N étant des constantes arbitraires. Le pole de rotation décrit donc
une circonférence autour du centre du mouvement interne avec la vitesse

angulaire u
g A *

Turin le 18 octobre 1897.
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